icm

—edtayy

MONOGRAFIE MATEMATYCZNE
KOMITET REDAKCYJNY: |

K. BORSUK, B. KNASTER, K. KURATOWSKI, W, SIERPINSKI,
H. STEINHAUS, W, SLEBODZINSKI i A. ZYGMUND

TOM X1V
Ksiaéka ta zostala wydrukowana
w Szwecji jako dar Rzadu Szwedzkiego Dk WACEAW SIF RFP INSKI
dla odbudowy kultury polskief

PROFESOR UNIWERSYTETU WARSZAWSKIEGO, 0
CZLONEK POLSKIE] AKADEMII UMIEJETNOSCI

RACHUNEK | ||
ROZNICZKOWY

POPRZEDZONY BADANIEM
FUNKCJI ELEMENTARNYCH

Wydanie drugie niezmienione

Z ZASIEKIEM WYDZIAELU NAUKI
MINISTERSTWA OSWIATY

A
SPOEDZIELNIA WYDAWNICZA »CZYTELNIK»
| 1947




Wydanie pierwsze 1925
Wydanie drugie odbite sposobem
fotomechanicznym 1947

02338 PRZEDMOWA
‘Wydanie tej ksiazki jest jej wydaniem drugim, jako fotome:
chaniczne odtworzenie ksiazki, ktéra zostata wydana w r. 1925
w Warszawie z zasitku Wydzialu Nauki Ministerstwa Wyznan
Religijnych i O¢wiecenia Publicznego pod tytulem: Analiza. Tom
L Czeé¢ trzecia: Funkgje elementarne i Czg$é czwarta: Rachunek

A réiniczkowy. Jest to dalszy clag mej ksiazki, ktéra ukazala si
WSZELKIE PRAWA ZASTRZEZONE . ] . .y i M L ;
All rights reserved : obecnie w trzecim wydaniu pod tytulem Dzialania nieskoriczone.

Przedmiotem ksigzki jest wyklad wlasnosci funkeji wyklas
dniczej, funkcyj trygonometrycznych i kolowych, oraz logarytmow

~— zardwno zmiennej rzeczywistej, jak i zespolonej oraz wykiad

}
}
b
I
i
V

rachunku rézniczkowego.

Warszawa, we wrzesniu 1947 r.
Wactaw Sierpiriski

PRINTED IN SWEDEN
Bengtsons Lltografiska AB, Sthlm 1947
.

Q)'k 4i‘ : :

I




icm

TRESC.

TOM I

CZESC TRZECTA :
Funkcje elementarne.

ROZDZIAY XVI-

Funkcja wykladnicza zmiennej zespolonej. Funkcje trygonometryczne
oraz ich odwrécenie. .
Str.

§ 183. Rozwiniecie funkeji €* na szereg potegowy . . . . . . . . 1
§ 184. Obliczanie liezby e; jej niewymiernodd . . . . . . . . . . 3 ;
§ 185. Funkeja e* dla mespolonyeh 2 . . . . . . . . . . . .. 6 o
§ 136. Funkcje cos# oraz sin # i ich wlaenofel . . . s e e e 8
§ 187, Liezba m. Okresowodd funkcy] trygonometryeznyeh P § |
§ 188. Bieg fankeyj cos« i sin dla rzeczywistyeh 4. . . . . . . 16
§ 189, Wabr Viebw ma diesbe = . . . . . . . « . ., . . . 17
§ 140." Odwrécenie funkeyj trygonometrycznyeh . . . . . . . . . 21
§ 141. Forma frygonometryezna liezb zespolonyeh . . . .27
§ 142. Wlasnodel eharakterystyczne funkeyj trygcmomatrycmyeh L. A

§ 148. Wzory na pierwiastki naturalnego stopnia z liczb zespelonyeh . 36

ROZDZIAE XVIL

Logarytmy liczb zespolonych. Potega ogbina. Funkcje kolowe
zmiennej zespolonej.

§ 144, Logarytmy liezb zespolonyeh . . . . . . .. . . . . . 40
§ 146. Logarytm gléwny i jego wlasnodei . . . . . . . . . . . 4
§ 146. Potega o wykladniku zespolonym. . . . , . . . . . . . 4
§ 147. Potega ogélna. . . . e e e e e e 48
§ 148. Punkecje kolowe zmiennej zespoluney. ) |
§ 14D, Fonkoja tge oraz joj odwrdeenie . . . . e e e e .. b7
§ 1b0. Zwigzek miedzy funkejs aretgz a funkejs lgﬂ . e e e . . . 0B




ROZDZIAE XVIIL

Rozwinigcia funkeyj trygonometrycznych oraz hyperbolicznych
na iloczyny nieskoriczone.

§ 151, Wywod pewnej todsamofei dla sinwe .

§ 152. Rozwinigeie funkeji sin ## na iloezyn meskoﬂczony Wzor WwZ-
lisa na liczhe = . .. - .

§ 163, Rozwinigcie funkeji cos w2 na ﬂoczyn meskonczony

§ 164 Wzory Fulera na lozhe #=1.

§ 185, Wazir Stirlinga . . .

ROZDZIAE XIX.
Rozwijanie funkcyj trygonometrycznych na ulamki proste.

& 1b6. Rozwinigeie funkeji ctg 72 na ulamki proste. . . . . .
§ 137. Rozwinigeie funkeiji ctg # na szereg potegowy. Liczby Bernoul~
Wego . . . . e s Ve e .

" § 168. Rozwinigein funkcy tg2 na szerey pntggowy oraz ng ulamkl proste

§ 159. Rozwinigele funkeyj sec# oraz tosec# na szeregi potegowe oraz
na ulamki proste. Liczby Bulera . .

§ 160. Wlelommny Bernoulli’ego; wrzory na sumy potgg kole_]nych hezb
naturalnych . . N . . .

ROZDZIAE XX.
Funkcja I Eulera oraz jej wainiejsze wtasnosci.

§ 161. Definicja funkc_p I'(#) jako graniey pewnego iloczynu
§ 162. Whsnoté iloezynu I'i2) (1 — #); wnioski. . . . . .
§ 163. Twierdzenie Gaussa o mnozeniu funkeji I . . . . .

CZESC CZWARTA:
Rachunek rézniczkowy.

- ROZDZIAE XXT,
Pochodna oraz jej zasadnicze wlasnodci,

§ 164, Definicja pochodnej. Warunek konieczny i wystarczajsey na to,
izby funkeja, cisgle w danym przedzisle, posiadala dla danej war-
todei tego przedzialu dang pochodns .

& 165. Pochodne nieskoficzone. Pochodne funkey] elementnrnych quvloéé
funkeji, posiadajgesj pochodng skofiezona . . . P

§ 166. Granice funkeji. Twierdzenie o granicach sumy, réimey, lluczynu
iilorazu funkeyj , . . . .« . . . . .. ... .

Str.
68

1
76

78
80

84

88
94

95

100

104
108
110

113

116

124

§ 175.
& 176,
& 177,
§ 178,

§ 179.

§ 180.

§ 181

§ 182,
§ 188,

§ 184.
§ 184s,

§ 186,

§ 186,

& 187,
§ 188,

§ 189,
§ 190,

& 191,
& 192,

. Pochodna sumy i réZnicy
. Pochodna iloczynu .

« Pochodna ilorazu. .
. Pdchodna funkeji funkeji .

. Pochodna funkc]’i odwrotnej., . . . . . .

. Prayklady i zastosowania.

Funkeja ciggla, nie posiadajsca pochodne; e e e e
Pothodne rzeddw wyzszych. Wzm- Leibniza ns n-ta pochodna
1loczynu S e e e e e e e e,

ROZDZIAL XXIL
Twierdzenia Rolle’a 1 Lagrange’a oraz ich zastosowania.

Dowdd twierdzenia Rolle'a C . .
Twierdzenio Lagrange'a oraz jego Wazme]sze Wmoskm .
Twierdseniec Couchy'ego - . . . . . . . . . . ., .
Twierdzenie Darboux . . . . . C o
Rozwijanie na szereg potegowy fuukcy), dla Ltoryeh rozwinigeia
pochodnych s znane . .
Bzereg potcgowy na 1z (1 +a:) Obliczame loga.rytméw .

Szereg potegowy na arctg x. Obliczanie liezhy ® .

Szaregl Zn—la aosnd oraz Zn-larginnd .

Twierdzenie o rozwijalnofei funkeji cisglej okresowej na ]edno- .

stajnie zbieiny szereg skofezonyeh wyraded trygonometrycanych
Pochodna szeregu funkeyj, dla ktdrego szereg pochodnych jest
zbiedny jednostajnie. . .

Warunek konieczny i wystarcza]acy na to aby pochodng BZErsgU
byl w danym punkeie szereg pochodnyeh . .

Przejéeie do funkeji plerwotnyeh dla szeregu ]ednosta]ma zbmz-
nego, Istnienie funkeyj pierwotnych dla funkeyj ciaglych ,
Rozwinigeie wielomiandw . Bernoulli'¢ego w przedziale (0, 1) na
szeregi trygonometryczne e e - .

Wazér sumaeyjny Eulera—Machmrma C e . .
Zastosowanie wzorn sumacyjnego E’ulem-MacZaunna Szeregl
agymptotyezne. . . . . . . . . .

" ROZDZIAY XXTIIL
Wzér- Taylora i Maclaurina

Wywdd wzoréw Taylora i Maclaurina. Forma reszty Schlé-
milcha, Lagrange'a i Cauchy'ego . . . . . Coa
‘Warunek konieczny i wystarczajgey dla rozwljalnoécl funkeji na
szereg Taylora w pewnym przedziale .

Sezereg dwumienny Do e e e e
Rozwinigsie funkeji aresinx na szereg potggowy e

XI

Ste.
128
131
132
138
186
139
141

147

152
154
157

158

162
163
165
168
175
177
182
184

187
101

193

199

206
207

a1 -




XI1
Str.
§ 193, Wzdr na lg(1 -} ) oraz jego zastosowanie do dowodu pewnego
twierdzenia z teorji iloczynéw nieskefczonyeh . . . . . . 212
§ 194. Pewne wnioski ze wzoru Taylavw Druga pochodna uogo]mona
Twierdzenie Schwarze . . . e .. 214
§ 195. Maxime i minima funkc]l, ich wlasnasu oraz wyznaczanie .« . 217

ROZDZIAL XXIV.

Wazniejsze wzory i twierdzenia z teorji przyrostéw skodiczonych.
Wezory interpelacyjne Lagrange’a i Newtona.

§ 196. Wzér ogllny na #-ta régnice funkeji . . . . . . . . . , 228
§ 197. Uogdlnienie twierdzenia o przyrostach skodezenyeh . . . . . 227
§ 188, Zwigzek miedzy m-ty pochodng funkcn, A granieg wyrazenia

Anflaybdaer, dla Be==0 . . . . . . .o 000, 229
§ 199. Wielomian Legrange's . . . . . . . . . « « . . . . 283
§ 200. Uogdlnienie twierdzenia Rolle'w . . . 284
§ 201, Wzir interpolacyiny Degrange'a = wsth, W formle Oomchy ego 235
§ 202. Wzdr interpolacyjny Newfona . . . . . 287
§ 208. Wywdd wzorn Taglore ze wzoru m’cerpalacyjnewo Newtona .- 238

20ZDZIAE XXV.
Funkcje dwuch zmiennych rzeczywistych.

§ 204, Funkeja dwuch zeiennyeh rzeezywistyeh; jof cisglofd . . . . 240
§ 205. Pochodne ezgstkowe; zwigzek migdzy ich istnieniem 2 cigglodeiy

funkeji + . . . 21
§ 206. Funkcje ztozone; lt‘,h cn;glosu i pochodna e e e e . 244
§ 207. Pochodna funkeji uwiklanej. . . . 7
§ 208. Pochodne czastkowe ragdu drugiego. Zmiana porzgdku rofnics-

kowania . . . C e 7
§ 209. Pochodne czq,stkowe rzedbw wyzszych v+ s -+ 4w . ., 258
§ 210. Wzér Taylora dla funkeji dwuch zmiemnych . . . . . . . 260

icm

“

Funkcja wykladnicza zmiennej zespolonej.

CZESC TRZECIA.

Funkcje elementarne.

ROZDZIAE XVI

Funkcje trygono-
metryczne oraz ich odwrécenie.

§ 133. Niech = oznacza dang liczbe zespolong, zd§ n — dang
liezbe naturalng. Wesmy pod rozwage wyrazenie

(1+2) .
Mamy, rozwijajac wedlug dwumianu Newtona (§ 62):
2\"_ b () 2
(1+;)—1+z+g(k);{;. (1)

Dla k=2,3,...n mamy ceaywiscie:
(n) Z_ am—1)..

2 (n-—k—-[—l)z
kjn* !

=(1_%)(1—§)...(1—1—c;—1)k~!.

Lecz, w myél lemmata z § 93, mamy dla k=2,3,...x
12(1—1) (1_.3)...(1—"—_—1)2
T 7 :

n
21—1*3—...-——_“"_1:1_11__@ —1
n n % 2n '
skad .
i 2 _ i
'(1“1)(1__‘:),,_,(1_]_"__%1) 11<l‘_(,]‘__£
n n 7n 2n

‘W. Siorpifiski: Analiza T. L, Cz, {IL . 1
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262 Rozdzial XXV. Funkcje dwuch zmiennych rzeczywistych.

pochodny cisgly rzedu n-go w ca,ljm przedziale (0, 1), skad, w mysl
tw. 211, znajdujemy'

Fy=ro)+ L0 L0

P | PO
T taTm

. gdzie 0 <8< 1.

Wobec (3) 1 (4) mofemy wigc napisaé:
flak bbb 8y =700 B+ (b 5+ ) o]+

yeab

+3] (b5 )f(w)] TR

n—1

ol s _ti [(h g ]

gdzie 0 << 6 < 1.
Jest to waor Taylora dia funkeji dwunch zmiennych.
Symbolicznie wzér Taylora mozna, jak to wskazal Lia.
grange, praedstawié w postaci

f(w“f“ha y+kE.)—fzy..)
gdzie, po rozwinigein prawej strony (w my$l wzorn na ¢*) nalegy £,

ek

= ey ]

- zastapié przez FO,

EORIEC TOMU PIERWSZEGO.

SKOROWIDZ NAZW?

Liczby rzymskie oznaczaja czesci ksigiki, liczby arabskie oznaczajz stronice

Anmplituda liczby zespolonej, 11129,
Argument liczby zespolonej, III 29.

Catka nieoznaczona, IV 157.
Cecha d'Alemberta, II 32;
Cauchy'ego, 11 32;
Kummera, 11 36;
Raabego, II 37.
(P. takze: Prawidlo i Krytermm )
Cialo liczbowe, 1 175.
Clqgl IflilgkCJl szezny jednostajnie,
funkcji zbiezny quasisjednostajnie,
11-198;
malejacy. 123;
monotoniczny, I 23;
niemalejacy, I 22;
nierosnacy, 1 23;
nieskoriczony o wyrazach rzeczy-
wistych, 1 13;
nieskoniczony o wyrazach zespos
lonych, I 221;
nleskonczony funkql. 1T 190;
ograniczony, 157;
ograniczony z gérv [z dotu], 157;
ograniczony liczb zespolonych,

podwo_]ny, IT 76;
podwéjny zblezny [tozblezny],
II 92;
potegowy, 1 82;
rosnacy, [ 23;
zbiezny liczb rzeczywistych, I 16;
zbiezny liczb zespolonych, I 221.

Ciagloéé funkcji wedlug definicji

Cauchy’ego, 1 102, 160;
funkcji wediug dEflnlel Heinego,
1104, 160.

Czesé klasy [wl'aéciwa], Is5;
rzeczywista [urojona] liczby ze-
spolonej, [ 184;

zbioru [w asc1wa], I 169.

Dodawanie szeregéw, 11 46.
Dostawa, 111 8.
Dwumian Newtona, I 187.

Element funkgji analitycznej, 11 270;
najmniejszy- [pierwszy] klasy, I 1;
najwigkszy [ostami] klasy, T1.

Entier x, I 27.

Extremum [wlasciwe, niewlasciwe],

IV 218.

Funkcja analityezna, 11 270;

analityczna ]ednowartoscmwa
[wielowartosciowa], II 270;

arcus cosinus (arc cos), 111 21, 55;

Arc cos, 111 54;

arcus sinus (arc sin), 111 23, 57;

Arc sin, I 57;

arcus tangens (arc tg), 111 61, 66;

Arc tg, 111 65; )

catkowita, 11 245

ciagha Jednostapue [niejednostajs
nie], 11 178;

cosinus (cos), 11 8;

cos hyp, 111 76;

cotangens (ctg), IIT 67;

1) Skorowidz pazw, nazwisk i znakéw obejmuje zaréwno Dziatania nieskesiczone, jak i Rachunek

réiniczkowy.
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dwu zmiennych ciagla ze wzgledu
na jedna zmienna, IV 241;

dwu zmiennych ciagla ze wzgledu
na obie zmienne, IV 240;

dwu zmiennych rzeczywistych,
1V 240;

funkcji, 11 183;

«Gamma» (I") Eulera, 111 107;

holomorficzna, 11 269;

iterowana, II 185;

Jogarytm gléwny (lg), III 41;

logaryim zmiennej rzeczywistej
(gl), 1 140;

logarytm zmiennej zespolonej (Lg),
111 41;

nieciggla dla danej wartosci, I [03;

odwracalna, 11 186;

odwrotna, 1T 186;

okresowa, 111 15;

sinuas (sin), lII §;

sin hyp, 11 75;

tangens (tg), 111 57;

uwiklana, 1V 248;

wyktadnicza zmiennej rzeczywistej

(e™, 1133;
wyktadnicza zmiennej zespolonej

(e*), I F;

wymiermna, [ 218;

zlozona, IV 245;

zmiennej rzeczywistej, I 102;

zmiennej rzeczywistej cizgla w
zbiorze [dla dane] wartosci]
wedlug -definicji Cauchy’ego,
1102;

zmiennej rzeczywistej ciagla w
zbiorze [dla danej wartosci]
wedlug definicji Heinego, 1 104,
160;

zmiennej zespolonej, I 174;

zmiennej zespolonej ciagla dla
punktu danego [w zbiorze],
11 176.

Funkcje kotowe, 111 51;
przemienne, 1I 185.

Granica ciagu liczb rzeczywistych,

ciagu liczb zespolonvch, 1221;

ciagu podwéijnego, I1 91;

funkeji w punkcie, IV 124;

gérna [dolna), 1 16;

gorna [dolna] ciggu podwéjnego,
1T 95; :

podwdéjna [iterowana], II 94.

Tloczyn czastkowy iloczynu nie-
skoficzonego, 11 102;
liczb rzeczywistych, I 63, 67;
liczb zespolonych, I 178;
nieskoniczony, 11 102;
rozbieiny do zera, 11'103;
szeregéw nieskoriczonych, II 75;
zbieiny [rozbieiny], 11 103;
zbieiny . warunkowo [bezwarun-
kowo], 1I 121;
zbieiny bexwzglednie, IT 123.
Tloraz liczb rzeczywistych, I 75;
liczb zespolonych, I 178,
Indukcja wsteczna, 1 93.
Interpolacja, I 153.
Iteracja funkeji, II 185;
rzedu nieskoniczonege [pozaskor-
czonego], II 183.
Izomorfizm, I 177.

Jednostka urojona, 1 184.

Klasa gérna [dolna] przekroju, I 1.

Kolumna ciagu podwdéinego, II 77.

Kolo zbieznosci szeregu potegowego,
11 247.

Kongruencja, 111 44. .

Kres gérny [dolny] funkcji, I 168;

. gorny [dolny] zbioru, I 156. _

Krotno§é pierwiastka réwnania alge-

braicznego, I 210.

Kryterium d’Alemberta, 1T 30, 31;
Cauchv'ego, II 32, 36;
logarytmiczne, 1142,

(P. takze: Cecha i Prawidlo.)

Liczba ¢, I 138, 11 3;
nieskoniczenie mala, I 17;
niewymierna, I 2;
obliczalpa, 1 53;
porzadkowa, 11 185;
rzeczywista, [ 2;
rzeczywistadodatnia [ujemnal,149;
rzeczywista nieskoriczona dodatnia
[ujemmal, 112;
rzeczywista skoriczona, I 12;
urojona, 1 184
zespolona, 1 178;
o, 11 53, 11 13,
Liczby Berroulliego, 111 91;
Enlera, ITI 99; ’
zespolone sprzgtone, 1 184.
Liczunik czastkowy ulamka nieskosn-
czonego, II 132.
Limes superior [inferior], I 186,
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Logarytm dziesietny [Briggal,
Xk y [Brigga]

f?céwny liczby zespolonej, 111 41;
iczby dodatniej, 1 140;
naturalny [neperowski] liczby rze-
czywistej, I 146;
naturalny liczby zespolonej,
111 41.
Ludolfina, III 35.
Luka, I 2,

Maximum funkdi whasciwe, IV 217;
niewlasciwe, IV 218,
Mianownik czastkowy ulamka lag-
cuchowego, 11 132.
Minimum wlasciwe [niewladciwe]
funkeji, I'V 218,
Mnozenie szeregéw Cauchy'ego
[Dirichleta], II 75.
Modut liczby rzeczywistej, I 49;
liczby zespolonej, 1 183.

.Mieréwnosé Cauchy'ego, 195, 98.

Nieskorczonostka, I 17,

Nieskoriczonodé, I 17;
aktualna [potencjalnal, I 17;
wlasciwa [niewtasciwa], [ 17.

Norma liczby zespolonej, I 185,

Obszar istnicnia funkeji anality-
cznej, 11 269,

Odwrotnosé liczby zespolonej, 1 75.

Ogniwo ulamka laticuchowego,
IT 131,

Otoczenie punktu, 11 269.

Bewnik Zermelo, I 161.
Pierwiastek arytmetyczny z liczby
rzeczywistej, | 85;
téwny z liczby zespolonej, 11147;
wadratowy z liczby zespolonej,
1 189;
mztego stopnia z liczby zespoionej,
1193, 111 36;
[pierwotny] mstego stopnia z jeds
nosci, 11T 39;
réwnania algebraicznego, I 174;
rzeczywisty z liczby rzeczywistej,

zwykly [wielokrotny] réwnania
algebraicznego, I 210.
Pochodna czastkowa, 1V 242;
czgstkowa drugiego rzedu, IV 252;
czastkowa n:go rzedu, IV 258;
druga uogélniona, [V 216;
funkgji, II 265, IV 113;
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funkcji druga [drugiego rzedu],
il 267,

funkeji funkeji, I'V 134;.
funkciji nego rzedu, I1 267, TV 147,
funkeji odwrotnej, 1V 136;
funkeji w zbiorze danym, IV 113;
logarytmiczna, IV 140;
nieskoriczona dodatnia [ujemna],
IV 116; )

uogélniona, IV 151;
zbior, I1 170.

Po&:itgiwa potegi liczby rzeczywistej,

potegi liczby zespolonej, 111 45,
Potega liczby rzeczywistej o wyklad.
niku naturalnym, [ 8i;
liczby rzeczywistej o wykladniku
rzeczywistym, 1 120;
liczby rzeczywistej o wykladnikn
wymiernym, 1 106; ‘
naturalna ¢ podstawie i wyklad:
niku zespolonym, 11T 45;
ogodlna o podstawie i wykladniku
zespolonym, 111 48.
Prawidloe Raabego, 11 37.
Promien zbieinodci szeregu potego:
wego, [I 247,
Przedluzanie analityczne [bezpo-
$rednie] szeregu potegowego,
1T 269,
Przedzial, 1 158.
Przekatna gléwna cizgu podwéis
nego, 11 77.
Przekréj niewlasciwy, I 12;
wlasciwy [istotny], I 12;
.zbioru liczb rzeczywistych, I 9;
zbioru liczb wymiernych, T 1.
Przeksztatcenie Clausena, 11 88.
Przyspieszenie zbieznosci szeregéw
metoda Eulera, 11 48;
zbieinodci szeregéw metoda Kum:
mera:Knoppa, 11 58;
zbieznodci szeregéw metodz Mar:
kowasKnoppa, 11 59.
Punkt skupienia, II 167;
statodci funkeji, IV 220;
wewnetrzny, II 269,

Redulkt rozwiniecia liczby rzeczywi-
stej na ulamek nieskoriczony
przy zasadzie g, 1 30;

ulamka laricuchowego, 11 133.
Reszta szeregu nieskoniczonego, I1 6; -
we wzorze Taylora w formie
Schlémilcha, IV 201;
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w formie Cauchy’ego, IV 201;
w formie Lagrange’a, IV 201.

Rozklad funkeji wymiernej na utams

ki proste, 1218;
wielomianu na czynniki liniowe,
1207.

Rozwinigcie liczby rzeczywistej na
ulamek nieskoriczony przy zasa-
dzie g, 130;

normalne przy zasadzie g, I 31.

Réznica funkcji' dowolnego rzedu

dodatniego, I'V 226;
funkgji nsta, IV 224;
funkcji plerwsza, IV 223;
liczb rzeczywistych, 1 46;
liczb zespolonych, 1 180;
logarytméw, 1 154,

Signum (sgn), I 71.
Skialc%nik szeregu nieskonczonego,
1

Skok zbiotu, I 10.
Stata Fulera {y), I 151.
Suma czastkowa, II 1;
szeregu nieskonczonego, I1 1, 2;
szeregu podwéjnego, 11 96. !
Szereg anharmoniczny, 1152, 11 21;
asymptotyczny, IV 197;
bezwarunkowo zbieiny, II 10;
bezwzglednie zbiezny, 11 10;
dwumienny; I'V 206;
funkgcji, 1T 202;
funkcji zbiezny jednostajnie [qua-
sisjednostajnie], II 202;
harmoniczny, 1152, 11 3;
iterowany, II 77; :
Leibniza, I1 53;
Lucasa, II 57;
Maclaurina, 1V 202;
naprzemienny, II 45;
nieskoficzony, I 1;
normalny, IT 228;
ograniczony, II 1;
podwdéjny, II 77, 96;
poﬁvgﬁg}jny zbiezny bezwzglednie,
potegowy, IT 228;
potegowy bezustannie zbieiny,
. potegowy pochodny, II 266;
rozbiezny, I1.2;
rozbiezny bezwarunkowo, TI 23;
Ruziewicza, II 251;
Stirlinga, [V 196;
Taylora, I'V 201;

warunkowo zbieiny, 11 18;
zbiezny, 11

1.
Szeregi Dirichleta, 11 76.
Srednia arytmeryczna, 1 93;

arytmetyczna druga, I 100;
eometryczna, I 93;
ﬁatmoniczna, I 95.

Tozsamos$é Dirichleta, IT 24.
Twierdzenie Abela o iloczynie

dwéch szeregdéw, 11 68;

Abela o szeregach potggowych,
Il 259;

Abela o zbieinoécl szeregdw, 1143;

Arzela o zbieznosci quasizjednos
stajnej, 11 202;

Bolzano-Weierstrassa, I1 173;

Cauchy’ego o iloczynie dwéch
szeregdw, 11 71;

Cauchy'ego o wartosci posredniej,
1V 157,

Cauchy'ego o-wspélczynnikach
szeregu potegowego, II 271;

Cauchy'egos:Hadamarda o promies
niu zbieznojci szeregu potegos
wego, II 248;

Cesaro o iloczynie dwéch szere-
gow, 11 63;

Darboux o pochodnej funkdi,
IV 158;

Diniego, 11 41;

Diniego o szeregach pochodnych,
1V 183;

Gaussa o mnozeniu funkeji I’
Eulera, ITI 110;

Hardy:Landaua, I 98;

Lagrange’a o wartoici posredniej,
IV 154;

o dodawaniu dla funkeji trygone:
metrycznych, IIT 31;

o wartoci bezwzglednej iloczynu
liczb rzeczywistych, 1 71;

o wartoici bezwzglednej iloczynu
liczb zespolonych, I 185;

o wartosci bezwzglednej sumy
[réznicy] liczb rzeczywistych,
I5];

o wartodci bezwzglednej sumy
[réznicy] liczb zespolonych,

Pringsheima o rozwijaniu funkdji
ciaglej na szereg potggowy,
IV 20s5; .

Pringsheima o szeregach podwdj:
nych i iterowanych, 11 101;
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Riemanna o szeregach warunko-
wo zbieznych, II 21;

Rolle’a, IV 152;

Schwarza o pochodnych czastkos
wych drugiego rzedu, I'V 253;
Schwarza o pochodnej uogélnio-

. nej, IV 216;

Taubera, II 261;

Weierstrassa o rozwijaniu funkeji
ciggle] na szereg wielomianéw,
11 220;

Weierstrassa o rozwijaniu funkeji
ciaglej na szereg wyrazes trygo-
nometrycznych, I'V 175;

Weierstrassa o sumach szeregéw
potegowych, 11 275;

zasadnicze algebry, 1 197;

(P. takze: Wzébr.)

Ulamek lancuchowy arytmetyczny

[zwykly], 1T 147;
haiicuchowy nieskoriczony, 11 141;
laticuchowy normalny, I1'153;"
}afigulc;)lowy [ciagly] skoriczony,

3

laticuchowy wlasciwy [niewlacia

iar}cuchowy zbieiny [rozbieiny],

I141;
lancuchowy zbieiny [rozbiein
doskonale, 11 1'1-3;y { vl
nieskoriczony przy zasadzie g, I 30;
prosty, 1 218;
wlasciwy, I 218,

Wartodé asymptotyczna ciagu,

111 83; .
bezwzgledna liczby rzeczywistej,
I 49;

bezv;'z:%lr;dna liczby zespolonej,
83

gtéwna funkeji Arc cos, II1 55;
gtéwna funkcji Arc sin, 111 57;
iloczynu nieskoriczonego, 11 103;
ulamka taricuchowego, IT 141.

‘Wielomian calkowity, I 173;

Lagrange’a, IV 234.

Wielomiany. Bernoulliego, [IT 102.
Wiersz ciagu podwéjnego, II 77.
Wstawa, 1I1 §;

hiperboliczna, III 75.

Wyktadnik potegowy, I 81, III 45.
Wyraz ciagu, I 13;

ciagu dostatecznie daleki, I 19;
poczatkowy ulamka laricuchowe:
go, I1 132,
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Wyrazenie trygonometryczne

skoniczone, IV 175.

Wzér asymptotyczny dla liczb Bere

noulliego, 111 93;

Eulera na przeksztalcenie szeregu
potggowego, 11 50;

Eulera na przeksztalcenie szere-
goéw na ulamki lafdicuchowe, |
11 138;

Eulera na zwigzek miedzy funkcja
wykladnicza a funkcjami trygo:
nometrycznymi, 11T 9;

interpolacyjny Bernsteina, II 221;

interpolacyjny Borela, II 219;

interpolacyjny Lagrange'a, IV 237;

interpolacyjny Newtona, 1V 238;

Lamberta, L1 88;

Lebesgue'a na funkeje x|, 1V 223;

Legendre'a dla funkeji I° Eulera,
11T 11%;

Leibniza o pochodnej iloczynu
funkdji, IV 149;

Maclaurina o szeregach potggo-
wych, II 268;

Moivre'a, ITI 10;

na pochodna funkcji uwiklanej,
IV 250

na pochodnz funkcji zlozonej,

Stirlinga, I1I 83;
sumacyjny Eulera:Maclaurina,
1V 193

Taylora, IV 200;

Taylora dla funkcji dwu zmien-

nych, IV 262;

Vieta, ITT 20;

Wallisa, II 75;

(P. takie: Niexréwnodé i Twier-
dzenie.) ‘

Zasada dodawnicza, 11 185;

logarytmu, I 140;

mnoznicza, J1 185;

rozwiniecia liczby rzeczywistej na
ulamek nieskoniczony, I 29.

Zbieznoét jednostajna ciagu funkcji,

11 191;
quasizjednostajna, Il 198;
(P. takze: Ciag i Szereg.).

Zbibr ciagly, I 11;

ograniczony, 1 157;

ograniczony z géry [z dolu}, I 157;
przeliczalny [nieprzeliczalny], I15;
zamkniety, II 169,




R

icm

SKOROWIDZ NAZWISK

Liczby rzymskie oznaczaja czesci ksiazki, liczby arabskie oznaczaja stronice.

Abel, II 43, 68, 259.

Adams, I 155, 11192, IV 165.
d'Adhémar, 11 228,
d’Alembert, 11 30.

Avrzela, II 202,

Bernouilli, IIT 91, 102.

Bernstein, I[ 221, 228, IV 207.
Bolzano, I[ 173,

Borel, 153, I 198, 219, 270, IV 157.

Cantor, 1 17.

Cauchy, I 93, 98, 102, 160, 161, 1 52,
35, 67, 71, 77, 248, 271, 111 42, 48,
v 157 201

Cesaro, 11 63.

Clausen, 1] 88.

Czebyszew, 11 232.

Dahse, IV 167.
Darboux, IV 158.

Dedekind, 11, 3.

Dini, IT 41, IV 182.
Dmchlet 11 24,75, 76.

Euler, [ 13, 151, II 48, 125, 138, I1I
9,77,7%, 99 104 iv 166 193,

Faber, IV 141.
Fejér, 11 255, 256.
Fréchet, 1 187 11 231.

Gauss, 1111
Gmeiner, II 136. IV 223.
Gregory, IV 223.

Hadamaxrd, 1T 248.
Hahn, IV 156.
Hardy, I 98, 1L 256.
Heine, I 104, 160, 161.

‘Hoborski, IV 214.

Hobson, 1 90,
Joffe, 11 100.

Knopp, 11 58, 59, 90, IV 226.
Kochanski, 111 80.
Kommerell, 111 20.
Kummer, II 36, 58.

Lagrange, IV 154, 201, 234, 237.
Lambert, II 88, 158.

Landau, [ 98, II 66, 75, 252, 256, 261,

274.
Lauer, I 99
Lebesgue, IV 175, 223.
Legendre, 127, ITI 111,
Leibniz, 11 53, I'V 149,
Lévy, 11 26.
Loewy, 11 108.
Lucas, 11 57.

Machin, IV 167

Maclaurin, I 268 IV 193,202
Markow, 1I 59.

Mercator, IV 163.

Moivre, III 10.

Newton, I 187, IV 238.

Peano, [V 214,
Pringsheim, I 17, IT 101, 119, 143,
256, 1V 205, 207

Raabe, 11.37.

Rajchman, I 99.

Riemann, [1 18, 21, 76.
Rolle, IV 152 ‘
Ruziewicz, 11 79, 251, IV 156.

Schauffler, IT 186.
Schlsmilch, I'V 201,
Schwarz, 3% 218, 253,
Schwatt, [11 51, 99, 101,
Serebrenmkow, 111 92.
Shanks, [V 167.
Steinhaus, 11 252, 256, 1V 151
Stern, 11 166, III 78.
Stieltjes, I11 9.
Stirling, III 83, I'V 196.
Stolz, 1 136, 1V 223,
Sylvester, 111 100.

Tauber, I 261.
Taylor, I'V 200, 201, 262.

de la Vallée Poussin, IV214.
Vega, IV 166.
Vieta 111 20.

Wallis, I 12, 111 75,
Weierstrass, I1 173, 210, 220, 270,
275, 111 42 IV 175,

Zermelo, 1 161, 172,




RE

icm

SKOROWIDZ ZNAKOW

Liczby rzymskie ‘oznaczaja czesci ksiazki, liczby arabskie oznaczaja stronice.

[, Bl ooveannaennees I'l;
(ur1 N {un} ............... I13;
Ty S E R LT ReT: % ;?
SEM . e e :
B oeeeen i 1151;
friiaeannernsoanannnns I 176, 182;
oo
2‘1 ..................... I 1;
=
wo (F20500) 11 76;
) T e I 104;
1=
Bo + lgll +I_gf|+ ..... oo T4
M e eaaee s 111 45;
ALC COS avvvnnenns S III 21, 55;
£B - eenenine e e 11 57;
I S T e 11T 67;
7 N 11T 107;
DUFG) wonnannnnnnanns IV 148;
2
%f; (l)x=xn ............. IV 242;
x \dx Y=y,
of '?j IV 253
ax?r 99;’; ................ :
PNf o
%vﬁ ........... iv 258, 259;
[, B] ooverierniarinenns i9%
lim-, lim ....coevevnnn. I 16;
Exo s 127
Kot iites ey ;
Ig, cvvvmereeeeinareeeias I 140;
LB coonvnnnennns I 154, 11 41;
Z e baeeae 1 184;
Aan o oiiiiiniananeiiians 11 48;
Hmouy joeneeeroeeinnnes 11 91;
=00
b+i‘~'~+..+a| ..... i 132;
o + T3, Ibn ;

Hm fz) - ovoevvnevnnnns il 190;
n=0od

((z))m .................. 111 48;
ALC SIM - v evrveanninnnn I 23, 57;
arctg ....... e 111 61, 66;
sin byp..ovoennaiiaian I 75;
F@) et 1V 113
AF() eeeiiriiiiienans 1V 224;
£l ¥) coneeiies IV 243;
Sae 0 ¥ fo 6p) ooonen 1V 253;

7f IV 260
Gpays ;
OO0 tuvuniernrennenen feeeen 112
lim -.oeeennn . 116, 221;
n=eo
(TR cn)g ........... 1 30;
Tg cvoenenenens 1143, 146, 111 4%
(@ B) e 1 158, 178;
B 1187
Aan i I1 49;

oo

7 S 11 102;
n—
Ay oo 11 137,
as=b(modm) oavnen-. 11 44;
AYC COS ¥ cvnvnarerarrnnn 111 54;
Arcsin c..cevnns e 111 57
ATC g oo 111 65;
cos hyp - ovvvevniinnn 1 77
D) v L IV 139
ATF(R) aneennennens IV 224, 226;
D f 2 F) cooerierennnes IV 243
DEflx, y),D;;,f(x, y).... IV 253;

2 a\P
("a’i +k5}—’) FGP)ens IV 2L
»




