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8) Udowodnié wzér
A2 A3 Aq2 A3 _ 3
(—1)ﬁ—1Bﬁ=1—T+——§——T+T-—..._ (ﬂ—{—l,z, NN ),

gdzie B, sy liczby Bernoulli'ego, zaé A*1>* oznacza przez gkrécenie liczbe
[A* 2™y, przy Az =1. . ,

4) Udowodnié, Ze dla kazdych danych n — 1 liczb 4,, A.,, «++y An—1 mozna
zawsze dobrad liezby a,, @, . ., Gn, tak, iZbyémy, oznaczajge przez @(x) wy-
raZenie .

olx) = a, sin w2z + @, sin2zz+. .. + G sin (n — 1)z,
mieli
q)(s) =4, dla k=1,2,...,n—1L

Odp. Zsdane wartofei wspolezynnikéw a, (s =1,2,...,n— 1) sa
. 2 . (n—1)sn
a,'= %{Ai sinf’—:-‘-{-A,sm 775-—}— oot Apgsin —n—————] .

Jest to t. zw. interpolacja frygonometryezna.

ROZDZIAYL XXIV
Funkcje dwg{:h zmienny'éh rzeczywistych.

§ 204. Niech U oznacza jakikolwiek dany zbiér ukladéw (z, y)
dwuch liezb rzeczywistych i y. Jezeli kazdemu ukladowi (z, y)
zbiorn U przyporzadkowana jest pewna liczba rzeczywista 2, to
méwimy, Ze mamy okreflong funkeje dwueh zmiennych rzeczy-
wistych «, y w zbiorze U. Wartoé 2, odpowiadajaes ukladowi (, y)
oznaczamy przez f(z, y). '

Niech (,, 4,) oznacza dany uklad, nalezaey do zbioru U, czy.h,
jak bedziemy méwili, dany punkt zbioru U, zaé f(z, y) — funkeje,
‘okreslons w zbiorze U. Jeszeli dla kazdego ciagu nieskoficzonego
(2, ¥,) (n=1,2,3,...) ukladéw zbioru U warunki
lim x, = @,, li;:zoyn=yo

pociagajs za sobs zawsze wzdr
hm f(mn: yn = f(mth ?/o)y

to méwimy, se funkeja f(x,y) jest w zbiorze U cigglg dla punktu
(%0, ¥o) 2¢ w2gledu na obie zmienne z;y.

§ 204, Funkeja dwuch zmiennych rzeczywistych, 241

Zupelnie taksamo, jak dla Funkeji jednej zmiennej, dowo-
dzimy, e na to, izthy funkeja dwuch zmiennych f(z,y) byla
w zbiorze U ciagly dla punktu (z,,,) wzgledem obu zmiennych,
potrzeba i wystarcza, izby dla kaidej liczby dodatniej & istniala
liczba dodatnia 4, taka, iz nieréwnosei

|2 —a | <6y |y—y, | <6
pociagaja za sobg nieréwnosé
| 7@ 9) —F (@ 90) | <o

dla kazdego punktu (z,y), nalesgcego do U. Dowéd konieeznodei
tego warunku wymaga przytem' zastosowania pewnika Zermelo
(por. § 54).

Jezeli dla kazdego ciagu nieskoriczonego z,, dla ktérego uklady
@y o) (n==1,2,3,...) naletg do U, warunek

lim X, == mo
nmoo

pocigga za sobg wzdr

fi_'zf(-"’n, ¥o) = 1 (@s, o),

to méwimy, ze funkeja f(z,y) jest w zbiorze U ciggla dla punktu
(%0, Yo) 2¢ wzgledu na ezmiennn .
Podobniez, jezeli dla kaidego ciagu nieskodczonego y,, dla
ktérego uklady (2,4, (n=1,2,38,...) nalezs do U, warunek
lim y, =y,

pocigga za sobg wzér
,ll"i’:f(xoa Y) =f(xm yo),

to méwimy, ze funkcja f(z, y) jest w zbiorze U ciggla dla punktu
(@0, ¥o) 2¢ wagledu na y.

Funkeja f(z,y), ciagla w zbiorze U dla punktu (z,,y,) ze
wzgledu na obie zmienne , y, jest oczywideie dla tego punktu

.ciagly (w zbiorze U) zaréwno ze wigledu na z, jak i ze wagledu

na y, lecz niekoniecznie naodwrét. Funkeja moze bowiem byé
w calym zbiorze U ciagla zaréwno ze wzgledu ra s, jak i ze
wzgledu na % & jednak nie byé (w pewnym punkeie tego zbiorn)
‘W, Sierpidaki: Analiza T. I Cz. IV, 16


pem


242 Rozdzial XXV. Funkeje dwuch zmiennych rzeczywistych

‘ciggla ze wzgledu na obie zmienne x, y. Klasyczny przyklad na to
przedstawia funkeja, okreslona przez warunki:
F0,0=0, fio,g)= 7ty dia at+y*>0

{(w zbiorze wszystkich ukladéw dwuch liezb rzeczywistych z, ).

Funkeja ta jest wszedzie cisgla ze wzgledu na kaids ze
zmiennych z, y zosobna. (Watpliwodéé moze zachodzié conajwyzej
dla puuktu (0, 0), lecz usuwa ja uwaga, se w mysl definicji naszej
funkeji, mamy f(r,0)=0 przy wszelkiem rzeczywistem =, oraz
£(0,y) =0 pray wszelkiem rzeczywistem y). Nie jest ona jednak
eiggla w punkeie (0,0) ze wzgledu na obie zmienne (i, y), gdy%

np. dla ciagdw w, = '1‘, Yo = % (n=1,2,3,. ) zmierzajgeyeh do

zers. mamy f(@,.y) =3 (+=1,2,3,..], i praeto lim f(zm, ) =

=-_%=§=0=f(0,0).

Ciaglosé funkeji dwuch zmiennyeh ze wzgledu na kazda ze
zmiennych zosobna nie pocigga wige jeszeze za soby jej ciaglosel
ze wzgledu na-obfe zmienne.

§ 205. Niech f(z, y) oznacza funkeje dwuch zmiennych, okre-
Slong w zbiorze ukladéw U, zas (=,,y,) — dany uklad zbioru U.
Oznaczmy przez X, -zbiér wszystkich liczb rzeczywistych z, dla
ktérych uklad (z,y,) nalezy do U, za$ przez Y, — zbiér wszyst-
kich liczb rzeczywistych y, dla ktérych uklad (z,,y) nalesy do.U.

Ciaglosé funkeji f(r,y) ze wzgledu na z dla punktn (zo, %,
w zbiorze U jest oczywiscie réwnowazng ciaglosci funkeji (jednej
tylko zmiennej ) g(x) = 7(z,y,) dla punktu z, w zbiorze X,. Po-
dobniez ciaglosé funkeji f(z, y) ze wagledu na y dla punktu (x, y,)
w zbiorze U jest réwnowazng ciaglodei funkeji (y) = f(z,, y) dla
punktu y, w zbiorze 1.

Jezeli funkeja @(z) = f(z, y) posiada w zbiorze X, dla punktu z,
pochodng ¢'(x,), to méwimy, ze funkeja f(z, y) posiada w zbiorze U
dla punktu (ry, ¥o) pochodng ceqstkowg wegledem z, ktdry oznaczamy
przez (gf)“:u lub (gg)znm i kladziemy

(g‘z)m m= @'()- s

icm
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Podobniez, jezeli fankeja () = (2o, y) posiada w zhiorze ¥,
d‘Ia punktlll %o pochodng 9/(y,). to méwimy, ze funkeja f(a:o,’y) po-
siada w zbiorze U (118, punkta (z,,%,) pochodng czastkowa wzgl%ﬂem.y,

of .
(5:;) =9'(%)

0y Yo

Zamiast %];»plszemy niekiedy f.(z.y) lub D, f(xy).

) Zauwasymy, ze istnienie obu pochodnych .czgstkowych skohiezonych nier
pocigga za soba jeszeze cigglodei funkeji wzgledem obu zmjennych. Funkeja.
f(, y) moze wazedzie posiadaé obie pochodne czastkowe skoriczone g—f, %f,
» x y
a mimo to W pewnym punkeie nie byé ciagly wagledem obu zmiennych. Przy-
kladem takiej funkeji jest rozpatrywana juz w § 204 funkeja, okreSlona przez

. . 2 . .
warunki £(0, 0) =0, zaé f(=, y) =-w—,——-——_:y; dla 2*~-»*>0. Funkcja ta, jak

wiemy, nie jest ciggla wzgledem obu zmiennyeh w punkeie (0, 0). lsez mimo to-

‘posiada dla kazdego punktu (, ) obie pochodne czgstkowe skoz&czonea—f 24

. . aw’ 5;.
(Watpliwo$é moze wehodzid conajwyzej dla punktu (0, 0), lecz usuwa jg uwags,

ze f (@, 0) =0 przy wszelkiem rzeczywistem @, skad (Q_f ) =0, i podobniez
0,0

; t 2
(gf) _ ()) -~ x
oo

» Z drugiej strony mozna dowiesé, Ze jezeli funkeja f(z, y) posiada dla
punktu .(x'” #,) obie pochodne czgstkowe skoticzone, i jezeli nadto jedna z po-
chodnych czgstkowyeh istnieje i jest” ograniczona w otoczeniu punktu (z,, g,),

‘to funkeja f(w, y) jest dla punktu (m,, ¥,) cisgla ze wzgledu na obie zmienne.

: o 8
W samej rzeczy, zalézmy. Ze np. pochodna d jest ograniczona w oto-

dx
czeniu punktu (@,, ¥,): istnieje wiee takie dodatnie 6 oraz takie skoticzone 4, iz
ar
L 5x<A’ d]ala’—xolgdv ly—y, 1 <86 (1)

* Niech teraz @, oraz y. beda dwa cisgi nieskonczone, takie iz

lim 2, =z, limy, =y,.
nw=og NS

Dla n > u bgdziemy wiee mieli

B | @n—y | <4, oraz |ya—y,| < 6. @)

Mamy ‘

£ @y Yn) = T @01 Yo) = [ (@, Y — [ (@1 Yo) + [ (@02 Ya) — (@ 9y). (3
! 16*
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2
Za)dimy, te # oznacza wskasnik > p. % znloiema co'do poc hodne_] af

wynika, %o - mt.me;e ona dls ¥ =y (n >'p) przy wazelklem « nalezgecem do
przedzialu (z, — 4, x, -4 8); poniewat x., wobec (2), teZ jest licabs. tego prze-
dzialu, wige, w my$l tw. Lagrange a (zastosowanego do funkeji ¢! w)—-ﬂx y.},

. przy danem n > u) mamy:

P .
“M y') - f(xo) Yn) == (‘”" - wn) (af)g ) ’ (4) .

gdzie £ jest liczbg przedzmlu () 24), 2 wige, tembardzlej, l|czb9, przedzialu

" A, = 6, x, 4 d). Wyniks stgd, w mysl (1) i (), ze

(&),..|<*

If(wnayl)"‘f(wmy-”<A|”l“‘xol’

Z ‘drygiej strony, wobec zaloZenia, Ze istnieje pochodna czgstkowa skon-

cmna:(g‘;) - niupy

L 18]
lim f(wo’ y‘) - f(”m yo) (af)
nwca Yn— Y, dy
skad (wobec skoficzonoei prawej strony) w jednej: chwili:

’l:_’: [f @y, ¥a) — £ (=, ﬂo!]‘= 0. ()
- Wiory (6) i (6) dajs, wobec (3):
l"" [ (@n, Yn) =[xy, ¥,),

co dowodzi cigglodiei funkeji f (@, y) wzgledem obu zmiennych w punkeie &4, ¥,,

"e b d o

Whiosek. Jeieli obie pochodne czgsikowe funkeji f(z, ) istniejs .i ss
ograniczone w ofoezeniu punktu (@,, Yo)y to funkeja f(z, y; jest ciagls wzgledem
"obu zmiennyeh w otoczenin punktu (@, y,)

Dla dowodu wystarczy zauwasyé Ze, w myél zalozenia naszego wniosku,
warunki dowiedzionego twierdzenia beds spelnione dla kazdego punktu W pewnem
otoczeniu punktn (%,, ¥,

§ 206. Funkcje zlozone, ich ciaglo$é 1 pochodna.

Niech @(f) i ¢(f) beds dwie dane funkeje zmieunej ¢, okre-
élone w zbiorze (liczb rzeczywmtych) T 286 X1 7 odpownedmo
ghiory wartoéei funkeji g(2) i w(t) w szorze T. Niech, dalej, f(x,y)

ath,

g

tim [f (@n, o) — 1@y, )} = 0. ®)

icm

hd n=1,2,..
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oznacza funkcje dwuch zmiennych z, y, okredlons w zhiorze U
wezystkich ukladéw (z, y), gdzie = oznacza jakskolwiek liczbg
zbioru X, za§ y — jakgkolwiek lieczbg zbioru Y. Funkeja Fl(f) =
== f(q(t), Y(£)) zmiennej ¢ bedzie wige okredlong w zbiorze T: na-
zywamy jg funkcjq 2loiong zmiennej ¢.

Np. kladge w . zhiorze liczb rzeczywistych ¢ f)= e, (f) = sin b, zas,
dla’ rzeczywmtych z, y, f(@, y) =xy, otrzymamy funkeje zloiong zmiennej ¢,
F () ={lo(t), 1p(t)——e"’ sin bt, okreflong w zbiotze liczb rzeczywmtyu,h t.

- Podobniez, kladye w zbiorze llczb dodatnich @) =%, W(t) =1, zas-dla =
dodatnich i ¥ rzeczywistych: f (2, y) = @, otrzymamy funkcje zlozong zmiennej ¢:
F(t)-—f(cp(t), P(2); =1, okreélong dla ¢ dodatnich.

Zal6zmy dalej, zachowujse powyisze znakowanie, ze funkeje
@(t) oraz y(t) sy w zbiorze T qugle dla wartodei f,, zas funkcja
Flx,y) jest w zbiorze U ciagly w punkc1e (%0, ¥o), gdzie oy = g(t,),

Yo = P(h), 2z wzglqdn na obie zmienne r, y. Powiadam, ze funkeja

zmiennej ¢, F(t)=
todei .

W samej rzeczy, niech ¢, (n = 1,2,...) oznacza cisg nieskon-
czony liezb zbioru T, zmierzajsey do #,. Wobee ciaglodei funkeyj
() oraz w(t) w zbiorze T, bedziemy, kladse =z, = g(t,), o= 1p(t.)
.), mieli lim 2, = =,, llm % Yo == Yo, przyczem liczby a,, oraz ¥,

quq nalesaly odpowiednio do zbloréw XiY (Han=123..)
Wobec zalozenia, ze funkeja f(z, ¥) jest w zbiorze U ciggla dla punktu
(%0, ¥o) 26 wzglqdu na obie zmienne, wnosimy stad ze lim f(z,, y,) =

=1(o, ya), cayli, wobee F(£) = f(g(t) (t) orsz g(ty) =, ¥ t)=p.:
lim F(t,) = Fd,),

Sl@it), (), bedzie w zbiorze T' cisgly dla war-

co dowodzi cigglodei funkeji F(£) w zbiorze T dla wartodei ,.
Dowiedzione twierdzenie nazywamy twierdzeniem o cw,gloéct
fnnkcy zlozonsj.

Jeseli fuukcja f(x, y) posiada jakas wlasnoéé przynajmniej dla
wazystkich liczb rzeczywistych z, y, ktére przy danych x, i y,
i pewnem dodatniem 4 spelniajs nieréwnosé

) fz—a, | <4, Y — | <O
to méwimy, ze fﬁnkcja Sz, y) posiada uwazang wlasnodé w otorzeniu
punktu (x4, ¥,).
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Zaléimy, ie funkcje @(i) i w(f) sy okredlone w zbiorze T
i posiadajgy W tym zbiorze dla punktu 4, pochodne skonezone ¢'(t,)
iy'(t,). Zalézmy, dalej, ze funkeja f(x, y) jest okreslong w otoczeniu
punktu (2, y,), gdzie %, = @(t), Yo =(k), 1 posiada dla punktu
{#y, o) obie pochodne czgstkowe skoniczone, a padto, ze jedna przy-

L ' af of of
najmniej z pechodnych czgstkowych g Oz 9y’ np pochodna 37’
istnieje w otoczeniu punktu (z,,y,) 1 jest dla tego punktu ciggly
ze wizgledu na obie zmienne x, y. Powiadam, ze wéwezas funkeja

F(t) = f(p(t), w(t)) posiada w zbiorze T dla punktu #, pochodng

Ft)= (gf ) - @'(f) + (%)ﬂ ¥(to)- (1)

/%05 Yo

Dowé6d. Niech ¢, (n=1,2,3,..)) oznacza jakikolwiek ciag
nieskoficzony liczb zbiora T, réinych od 4,. Poléimy «, = o(t,),
Y. =), dla n=1,2,3,... Bedziemy mieli:

F(t)— F(t) _ f(@y) — (@oy9) | (@0, 9) —F@0s %)
th—1t, t,— + t,‘—t,,o,'o' @

L ) af .
7Z zalozenia, Ze istnieje pochodna czastkowa - W otoczeniu

ox
punktu (r,,y,) i jest w tym punkeie ciagla wagledem obu zmien-
nych z, y, wynika, ze przy ‘pewnem dodatniem 6 pochodna g—g

istnieje i jest skonczons dla |z — x| <6, |y — yo | << 9. Whosimy
stad natychmiast, wobec lim x, =y, lim y, =y, (gdyz funkeje. g(#)

A==00

i 1(t), majac dla punktu ¢, w zbiorze T pochodne skoficzone, muszg -
byé dla tego punktu ciagle w zbiorze T'), e dla dostatecznie wiel-

kich n istnieje pochodna skoficzona (g—g) przy wszelkiem rzeczy-

EXN
wistem r w przedziale (z,,,). Lecz oczywiécie, przy danem natu-

ralnem n,(g—;) — fi®), gdzie f(z) = f(z,y.). Poniewaz wie

funkeja £,/z) posiada w przedziale (z,. ) pochodng skoficzons, wige
mamy w my$l tw. Lagrange’a:

fu(:u) - fl('ro) = (1" - 10) f:;(‘ro + 0» (xa - a‘o)), gdZie O < 0;1 < ly

icm
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-ezyli. wobee f,(z) = f(a, y.}:

F @y 9) — F(@oy Yn) = (%2 — o) (gg )

7048, (% a—0)s Yo

i przeto

f(xn’ yu) — /(xﬂ7 ?/n)=“"n —1‘0 . (af)
t, — £, ti—ty \OT) g (e ma, o

)

Lecz, wobec istnienia pochodnej ¢'(f,) oraz zalozenia, ze po-

chodnag—; jest ciagla w otoczeniu punktu (<, ¥o) wzglgdem obu

zmiennych z, y (oraz uwagi, ze lim (zy + 0, (x, - %)) =1,, limy,=y,)

‘mamy

of

e _
bim ty glo). lim (ax)m‘i‘G(zn—’u)r v,.— (ax)zm N

nemoa by =1y nmoo

.skad, wobec (3): ‘

) = Mo () “

. i —1
Aby obliczyé granicg drugiego skladnika wzoru (2), poldzmy
9ly) = (20, 9),  G()) = g(¥(#))-
Bedziemy wige, wobec zalozenia, Ze istnieje pochodna czgst-
kowa skonezona (?—Z) , mieli g'(y,) = (aj—‘) , oraz, wobec pra-
ay 0 Yo am oy ¥o
widla wyznaczania pochodnej funkeji “unkeji (§ 170):

G'itg) = g'(yo) - (k) (w zbiorze T,

i przeto
— Gt
li_rﬁ g@—:_f_'_(_o_) = .91(‘10) ¥'(ty),
czyhi
: f(fov?/n)—f(%s?/o)__ _a_f ’
il St () v O

Wzér (2) daje wiee, wobec (4) i (5):
TS R

140

- ! ) )

dx ;l;,

dla kazdego ciagu liezb ¢, zbioru T, réznyeh od £, zmierzajgcego
do #,, co dowodzi prawdziwofei wzorn (1) (w zbiorze T'). Udo-
wodnilidmy wige

n=0o tu - tﬂ
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Twierdzenie 225, Jeseli funkcje (i) oraz @(¥) posiadajg
w zbiorze T dla wartoici t, pochodne skonczone @'(ty) i ¥'(t,), jedeli,
dalsj, funkcja f(z,, y,) jest okreslong w otoczeniu punkiu (%o, y,),
gdzie x=@(t), yo= Ylty), i posiada dla punkiu (z,,y,) obic po-
chodne czqsthkowe skoriczome, i jekeli nadto jedna przynajmniej z po-

chodnych rzqstkowych( o lub af ) istnicje w otoczeniu punkiu (%, o)
i jest dla tego punkiu ciqglq ze wegledu na obie 2mienme xz, y, to

Junkeja F(t)= f(p(t), $(t)) posiada w zbiorze T dla punkiu t, po-
chodng

Fe=(5)_ o0+ () v )

Waér (6) nazywamy wzorem na pochodng funkeji zdokonej.

Zauwazymy, Ze samo istnienie pochodnych, wypisanych po prawej stro-
nie wzoru (6), nie wystar(.za ieszcze dla prawdziwoéci tego wzoru. Np. dla
ot = p(t) =4, f(z, JI)
wiscie f(@,0)=0, oraz f(0,4)=0 pray wszelkich rzaczywnstych @, y, skgd

d
(g—i)“,f (@f)m_o a e ¢'(t)=9'(f) =1 (w zbiorze T wszystlnch liezb rze-

~ czywistych), wige istniejs wezystkie cztery pochodne, wypisane po prawej stronie

wzoru (6), ktéra w uwazanym przypadku jest zerem (dla ¢, =0), Natomiast
g tr 1 :

F#)=1(9) v¥) =gz =5 dla t5=0, FOI={(0,0=0, i praeto fankeja
Fip) jest dla- ¢ =0 nieciagly. W2zdr (6).nie jest tu wige prawdsiwy.

‘Wizér (6) moze nie byé prawdziwy nawet wéwezas, kiedy obie jego strony

8

majg oznaczong, skoniczons wartosé. Poléimy np. ¢(f) = ¢(f) =4, (=, y) = J =%,
przy wszelkich rzeczywistych #, £ i y. Mamy tu oczywiseie f(x,0) =0, oraz
1(0,9) =0 przy wezelkich rzeczywistych ® i y, skad, jak w poprzednim .przy-
kladzie, wnosimy, Ze prawa strona wzoru (6) jest dla #, =0 zerem. Natomiast
]ewa strona wzoru (8) jest dia #, =0 réwnsg jednoéci, gdyi F@)=11p0), pit) =

t’=t

§ 207. Pochodna funkcji uwikianej.
Twierdzenile 226. Jeseli funkcja F(z,y) jest okredlong w ofo-
czeniu punkiu (xo, y) i posiada dla tego punkiu obic pochodne czqst--

kowe skonczone, jeeli madto porhodna czastkowa g—g isinieje w oto-

czeniu punktu (r,,y,) i jest dla tego punkiu réing od zera, oraz

’+y dla 2*4-*>0, f(0,0)=0, mamy oczy-

icm

§ 207. Pochodna funkeji uwiklane]. 249

cigglq wegledem obu zmiennych, i jeteli funkcja f(x) jest ciaglq dla
x==2%, i spelnia w ofoczeniu wartodci x, torsamodciowo réwnanie

F(r, f(z)) =0,
przyczem f(xy) = yo, to funkcja f(z) posiada dia wartoiei x, pockodng

(3),
i) =—1z7m"
(3.

Dow6d. Zalézmy, ze warunki naszego twierdzenia sg spelnione.

Poniewaz pochodna %—5 istnieje, jak zakladamy, w otoczeniu punktu

(%o, %), jest w tym punkcie rézng od zera, oraz ciagla wzgledem
obu zmiennyeh, wige przy pewnem dodatniem & istnieje pochodna
(935) $0 dla |2 —ux| <9, |y—y, | <6 Z drugiej strony,
z zalo,Zenia, te funkeja f(z) jest ciggla dla z =1,, wynika, ze przy
pewnem dodatniem 6, <C d bedzie

|7 —Fle) | <4 dla |z —z,| <4y (1>
Poniewaz, dalej, jak zakladamy, funkeja f(z) spelnia w oto-

czeniu wartodei z, réwnanie F(z,f(x)) =0, wiec przy pewnem do-
datniem 4, < 4, bedzie

F(z,f(x) =0, dla | & — 20 | < do. @)
Zalétmy teraz, e liczha rzeczywista o spelnia warunek
0<|z—a, | <y . - )]

polézmy y = f(z): bedzie wige, wobec y, = f(x,), oraz ‘w mysl (1)
i (8) (z uwagi, e d, <)

ly— 5| <6
i przeto, W mvél'tw La grangea, bedziemy mogli napisaé (wobec

istnienia poehodne_] = dla |z — 2| <8 |y — 9| < I):

F(z, y) — Flzo, ¥0) = F(x"y) - F(zj %) -+ F(“’g Yo) — F(zo, y5) =

oF .
= (y—y‘.) (-5.‘-/)» n+0(r—u)+ F(x, .‘/o) - F(xoa !/o), gdzw 0<o<l. (4)
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Wobee |y — yo | << 6 bedzie, tembardziej | B(y — y,) | << 6
i przeto (wobec (3) i uwagi, ze &, < d, << d):
aF) |
= 0.
(ay G.UH-B(”-W):F
Wzér (4) daje wige, wobec (2) (z uwagi, Ze y, = f(,), oraz
e polozyliémy y = f(x)), oraz wobec z = 2, (w mysl (3)):
.‘/—‘.%=_~F(93’ !/o) '“‘F(xu‘ .’/o) 1 (5)
x— =, x— i, ) (9_@ )
Y | eyttt

Zalézmy teraz, ze x zmierza do «, ciggiem wartodei réznych
od z,. Bedzie wige, wobec zalozenia, ze funkeja y ==.f(z) jest
ciagly dla z,: )

i’i’:{!/o + 0y — %)= Yo

skad, wobec cigglosci pochodnej %%' dla punktu (,,%,) wzgledem

obu zmiennych:

oF oF
lim (~) = (M) 6
=20\ Y ) mtotmw  \OY ) ©
za$, wobec istnienia. pochodnej skoriczonej (?»1—?) . znajdujemy
l‘im-p(x’ yll) - F(IO’ !/u) — (_a_};r) . ’ (7)
Ty xr— X, ox 25 %0

Waér () (ktéry wyprowadzilismy dla liczb x, spelniajacych
warunek (3)) daje wige, wobec (6) i (T):

(%)
limy_'%= Q:i:',.'w

zmzg & — Ty (Q;F ) ’
‘ Y eom
co, wobec y = f(z), dowodzi, e istnieje pochodna skonczona
(%)
"’ 5.% 0y ¥0 - Y
J(@e) = — 5=, (8)

(5.

¢. b, d. o. Wzér (8) nazywamy wzorem na pochodng funkeji wwiklane;.
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W zwigzku z dowiedzionem twierdzeniem godnem uwagi jest nastepujgce
Twierdzenie 227. Jegeli funkcja Fliz, y) jest ciagla wszgledem obu
emiennych w otoczeniu danego punkiu (x,, Y, jeseli Fliacy, yg) =0 1 jeseli

: oF
istnigje oenaczona, rédna od zera pochodna czgstkora (—a—) , to istnieje
*0 Vo
conajmmiej jedna funkcjo y =f(x), kidra w otoczeniu w. ‘oici z, spelnia
todsamoscione réwnanie

F(a, f(z) =

Dow6d. Zaléimy, ze F(x,'y) jest funkeja cisgla wazgledem obu zmien-
nych w otoczeniu punktu (%, , ¥,) Ze F (@0, ¥,) =0, oraz ze pochodna czgstkowa
oF
(a—) ma oznaczona (skohezonn lub nieskoficzong) wartosé, réing od zera.
0 Yo
Powiadam przedewszystkiem, Ze istnieje liczba dodatni

taks, i% przy wszel-
kiem dodatniem 6 <{d, liczby

F(@y, y,—9) oraz Flo  +9)
beds rézZnych znakdw.
oF
W samej rzeczy, wobec zaloZenia, ze pochodna (‘—2—);/-) ma 0znaczonsg,
a0 Yo
réina od zera wartoé, wnosimy, Ze pochodna ta jest >0 lub tez < 0: za-
162my np. ze jest- ona > . Bedzie wigc

limF(mo’ Yo -+ 6) — Fia,, yo)= umF(a’m Yo — 0) — Fla,. Yo — (a_F
30 [J =0 —d Ay

) >0,
-

ezyli, wobec F(zy,y,' =0:

e B S

.co dowodzi, e prazy pewnem dodatniem 4,, dla 0 < d <4, musi byé
F(xo- y0+6)>()- za F(‘”ov yo*6)<0-

Podobniez, gdyby bylo (%E) < 0, musialoby, przy pewnem dodat-
niem d,, byé dla 0< 8 < 4, e
Fix,,y,+0) <0, zaé F.a,,y,— 6)>0.
Mozemy wige zalozyé, ze liczby
Fizy,y,—9) oasz F(xz,.y,+ 6

dg dla 0 < Jd < 4, zawsze réinych znakdw.
Pouniewaz, dalej, jak zakladamy, funkcja F'(, ) jest w otoczeniu punktu
(5, ¥,) ciggla wzgledem obu zmiennych =, y, wige pr.y pewnem dodatniem

8, < 8, funkeja Fiz, y) bedzie ciagly wzgledem obu zmiennych dla

x,— 6, <z =z, +4,, yo-—d.sy_\:yo+¢5.; 9)
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bedzie ona wige tei cisgls (wzgledem obu zmiennych) w punktach
(mns Yo — "1) oraz- (‘”oi 3/0+ 61)'

Wnosimy stgd w jednej chwili, Ze przy pewnem dodatniem &, < ¢,
dla & — z,| < 4, liezby Flxr, y, — 6,) oraz F(a,,y, — 0, 1 jednej strony, zaé
liczby F(,y, + d,) oraz F(x,.y,+6,) z drugiej strony, beds odpowiednio tych
samych znakéw. :

Liczby )

Flz,y,— _x) “oraz F (2, yo 4 6) (10
bedy wige dla | & —~a, | < 4, réthych znakéw. Wobec cigglodei fuukeji F(x, y)
wzgledem obu zmiennych dla @, ¥, spelniajseych warunki (9) i, tembardziej dla

wo'—61<¢<‘wo+du Yi— 0 Sysyo+!51,

funkeja F(x, y) bedzie przy kazdem danem z, spelniajgcem warunek | &=y << 8L,
ciggly wzgledem y dla y, — d, <<y <y, -+ d,, i przeto, » uwagi, de liczby (10)
83 réinych znakéw, wnosimy, e wewngtrz przedzialu (y, — 4,, ¥, + 4,) bedzie
(przy kazdem danem w, gdzie | @ — @, | << d,) istniala conajmniej jedna liczba #
(zalezna od =, taka, iz F(w,y)=0.

Przyporzgdkowywujge kazdej wartofei na # wewnstrz przedziatu (@ — 4,
@, -+ 8,) jedng z wartoéci ¥, spelniajgcych réwnanie F' (#,9) =0 (np. najmniejszs
z wartofel ¥ =>y,, spelniajgeych réwnanie F'(w, y) =0, lub, jezeli takich nipma,
najwickszy z wartodei y < y,, spelniajgcych réwnanie F(x, ¥) = 0),- otrzymamy
funkeje y=f (), taks, iz

Fla,f(z) =0, dla |z—au,|<4,
¢o dowodsi prawdziwosci naszego twierdzenia. Moznaby nadto dowiesd, Ze
funkeja £ (@) (okreSlona jak wyzej) jest cisgls dla wartodci ,.

§ 208. Pochodne czastkowe rzedu drugiego.

Zaléimy, e dla danej funkeji f(z, ) pochodna—,jg—: istnieje w oto-
csenin punktu (z;, y,): kladge g—a’; == @(z,y) bedziemy wigé mieli
funkejo dwuch zmiennych z, y, okrelons w otoczeniu punktu (%0 y5).

14

Jeseli istnieja pochodne‘(—~) oraz (?1’) (lub jedna z nieh), to
O%) e m 9Y)oum

oznaczamy je odpowiednio przez (ﬂ) (ﬂ) i nazywam

' e, dut 'ulo, Qzay o y y
odpowiednio: dragg pochodna czastkows, funkeji f(z,y) wzgledem z,
oras drugy pochodny czgstkows funkeji f(z, y) najpierw wagledem =,
'pééniej wrgledem y. Podobniez, jeseli istniejs dla punktu (z,, y,)
pochodne fankeji (x, 4) =_9_§ , to kladziemy:

w_ Sy __ ot/
3z~ dyadx’ Jy Iy
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 Zamiast g piszemy tezbnigakigdy Salr,y) lub Dif, zamiast

-—-—a 3 224 .
‘9’,_;;, piszemy fi(x,y) lub .Difit. p.

- Twierdzenle 228 (Schwarz'a): Jedeli w ofoczeniu punkiu (2,, y,)
. 2 93 . R
%,‘—g—g,,oraz 5‘9—”—9—); , & jeeli pochodna ng_;/ jest cig-

gla-w punkcie (xy, y,) 2e wegledu na obie amienne, to w punkcie (24, Yo)

isiniejg pochodne

2
istnieje réwnies pochodna i przyczem

3y 9z’
(ﬁ'i) =(9’f) . )
ay ax 5 Yo 9”9!/ o W
; ' af @ Af ...

Dowéd. Zalézmy, Ze pochodne ég’ 3—5,. oraz Qz‘é?];/ istniejg dla
le—m | <6 |y —w| <6 @

Polézmy, przy danem k, gdzie | k| <d:
@) = fix, 9, + k) — f(2, %)- 3)
Poniewaz pochodnag—a]—: w mysl naszego zalozenia istnieje pray
warunkach (2), wige dla |z —a,|<<d, | k|<Cé istnieje pochodna
o=~ :
vo=(2%)  —() @

oraz, w mysl tw. Lagrange’a, mamy, dla [h|<6:
o + B) — glay) =ho'(zo + 0h), glzie 0O,
czyli, wobee (4): ‘ '
, af _ a_f) ] 5
oo +1) — gt =H(52) ()as]  ®
Poléimy przy danem k oraz danem 6 (gdzie |h|<<d,0<0<), A
dla |y —'y| < 3:
of -
(2., =¥ | ®

2 . . .
" Z zaloZenia, ze pochodna ai afy istnieje przy warunkach (2),

wynika, ze dla |y — y, | < k istnieje poqhodna
, _ ‘. g’f . . 7)
: vy = (91’ _3.‘/)..1»9»,, (
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i przeto, w mysl tw. Lagran ge'a:

(g +5) — $lyo) = k9'(y, + 6, k), gdzie 06, <1,
skad, wobec (B), (6) i (7):

Q2 £
Pleo-+h)— glee) = [wlvo + B — (sl = (7 . ®
y “’H—O"ﬂln’I‘le

gdzie 0 <<O<<1, 0<C O <1

Niech & oznacza dowolns dang liczbg dodatnis. Wobec zalo-

2
Zenia, Ze pochodna Sf Jest cisgla w punkeie (z,.7,) ze wagledu

- na obie zmienne, dla hczby ¢ bedzie istniala liczba dodatnia &, <C 6,
taka, iz

o f 92 |

Stqd, dla | k] < dy, |k|<60. 0<<O<l, 0O <1:
R2f _[(®f |

(axﬁ?l)me»,vﬁoa (9“’ 91‘1):.,, wl <f

i przeto, wobec (3) i (8), dla 0 < |h|<Tdy, 0<T|k| <<y

]fxo+hv?/0+k)’_f(xo+h!/n)“"f(%a!/o‘*‘k)‘i"f(xo Yo) - ( f)
5 2Y) 0, 1o

<g

skqd, w granicy dla k=0, z uwagi, e, wobec istnienia pochodnej.

d
of w punktach (z,y), spelniajacych warunki (2),

dy ‘
UL B CE L XRG4

k=) k d Y/ atn, vn’

/et 1) =

k=0

oraz

f(xo:yo);_(gf) ,
Y/mm

otrzymujemy w jednej ehw111:

W 7] N
3 T (any),mm

<e dla |h|< 8,

co dowodzi, ze

(9f ) ( or
. \OY i, Y/ w__ (agf :
iy 2 35
cayli, ze zachodzi wzér (1), c. b. d. 0. Udowodnilismy wiee nasze

twierdzenie.
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§ 208, Zmiana porzgdku réZniczkowania.
Zauwazymy jednak, ze samo istnienie pochodnych
24 LY
(ﬂ) oraz (ﬁ—]—p-)- 9)
L Y | 20, v 3y oxr)y

nie jest warunkiem wystarczajacym dla’ich réwnosei, jak tego do-

wodzs nastepujace przyklady.
1) Okreslimy funkeje f(s,y) przez warunki:
flz, y) = =? arctgg, dla =0,
f10,y) =0 przy wszelkiem rzeczywistem y.

Mamy tu, jak latwo widzieé:

af ¥ '
53_0___2mctg,_7+ . da x=;=o( )M=o, .
af o =

=7y _ dla 240, ( )M

skad, w jednej chwili:

AN
(ax 9?/)0. o o

i przeto

Jy Iz )y,

0= (sl ot o). =

2) Polézmy
fe,p=@—= da |y|<|z],

zm0 x x

orgz
fay) =0, da |y|=|a|.
Bedzie tu, jak latwo widzieé:
(gg) =0 przy wszelkiem rzeczywistem y,
of
( By). = 2z przy wszelkiem rzeczywistem z,
skad

‘0 = (@%"9%) o,o# (9?/’9‘);)0' o= -2

( orf )o 0=lim(g§),,o_ (%)O,osx——o —1

PY
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" 8) Polézmy
; . 2t ___y’
f(x:!l)":zym, dla 2t 4 y*>0; £(0,0)=0.
Mamy tu, juk latwo widzieé:

(:f ) —y przy wszelkiem rzeczywistem y,

(9)‘) =& pray wszelkiem rzeczywistem z,

3y!.,
Nf ( A
— 1= =3
(swtal, (s,
Moo sig tez zdarzyé, ze jedna z pochodnych (9) ma ozna-
czons, skofczong wartoéé, a druga nie istnieje. Np. dla funkeji

b (x,'y)=wa' -+ y* mamy, jak latwo widzieé:
A
92 /o,0

skad

-ty

i przeto

(—91) =0, przy wszelkiem rzeczywistem y,

ax Oy . .
skad
AT
(9"”9.'/)0,0— %

natomiast

9)‘ @t 42y dla 22 y2=0, (Qf) =0,

x4+ yt : 3Y /o0

i przeto

(af

) =|z| pray wszelklem rzeczywistem x,

9y
iRf
skqd widaé, 2e pochodna ( 3%
Zauwazymy tes, ze istnienie w pewnym punkeie choéby nawet
wazystkich ezterech pochodnyeh drugiego rzedu nie pocisga za sobg
jeszeze ciaglodei funkeji w tym punkeie (ze wzgledu na obie zmienne).
Np. dla funkeji f(a, y), okreslonej przez warunki

fle,y)=0, dla 2==y; f(0,0)=0; f(x,y)=1, dla z=y=F0,

) nie istnieje.
0,0 |
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mamy, jak latwo widzieéd:
o\ _ ofy _
| (52),=0 o (5).=0
dla 3=y, oraz dla =y =0, skad w jednej chwili:

G, =0 Grh=0 @)= a).=°

natomiast funkeja nasza nie jest ocsywiscie ciggla w punkeie (0, 0)
ze wzgledu na obie zmienne z, y.

Powiemy jeszcze parg sléw o zwigzku migdzy istnieniem drugich po-
chodnych, a istnieniem granicy
lim A‘—f—(————-w 4)
pemo Dy '
Ay=0
gdzie
Af(x, y) = flw + D, y + By} — fio, y 4 By) — flo - Aa, y) + f(=, 9).
Zauwaiymy, #¢ mogs tu zachodzié przypadki nastepujgce:
1) Moze istnieé w kazdym punkcie i@, y) kaida z granic (skoniczonych)
Atfia, y) Az, y) . lim Az, )

b (b "y ) i (i ) o

2 mimo to fuhkcia moze byé wszedzie nieciaglal). Przykladem takiej funkeji
iest, jak latwo widzieé, funkcja

, flx,y) = glx) 4 ply),
gdzié p(w) oznacza jednodé dla ¥ wymiernych, zad zero dla # niewymiernych.
Dia funkeji tej mamy stale

, A, y) =0
i przeto wazystkie trzy wypisane granice sg rdwne zeru, natomiast funkeja
nasza jest oczywifcie nieciggly (mawet ze wzgledu na kaidg. ze zmiennych

zosobna) w kazdym punkeie («, y).
2) Moga istnie¢ W pewaym punkeie (x,, %,) obie pochodne

rf s
(= ay)w o (ay ax)w o
leez moze nie istnieé granica A )
. M,y
12 =l .
A:ro ( Ax Ay )w " 1y
Ay=0 .
d f ‘ . o
1) Jeteli ma oznaczong wartosé, to, jak latwo widzied
9z Jy )

e
(‘—9—;9'7‘—?/) = i‘, (A oAAf;;%g)) , batomiast istnienie granicy po prawej
200 %0 =0 \ Az

1
stronie nie pociaga za sobg jeszeze istnienia pochodnej (55;9;)
0 W

W, Sierpiiski: Analiza. T, I. Cz. IV. ) 17
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Np. dla funkeji, okreflonej przez warunki
1973
fo )= gty s 97> 05 £0,0=0,
mamy, jak latwo obliczyé:

i (%) 0, o= (::)9;—9];) 0, o= o

(A’f(w, Y __ Axly (12)

natomiast

Axdy Joo (B0) - (dy)?

i przeto granica (10) nie istnieje. (Gdy¢ np. dla A = Ay wyratenie (12) jest
stale =1/, zaé dla Ay == (Ax)? jest ono bezwzglednie mniejsze od Ase?).
Istnienie granicy (11) nie jest wige ani konieczne, ani wystarczajgce dla

istnienia pochodnych (10).
Moznaby . atoli dowiedd, e jedeli istnieje jedna z pochodnych (10) oraz.
granica (11), to wartoci ich muszg byé réwne.

§ 209. Pochodne czastkowe rzgdéw wyiszych.

Jeieli w otoczeniu punktu (,,y,) istoieje. dla fankeji f(z, y)

icm

pochodna &f to jest ona wogdle funkcja; dwuch zmiennych 2, . |

daxc?’
Funkeja ta moze posiadaé w punkeie (x,y,) pochodne czastkowe
wzgledem x oraz wigledem y, ktére oznaczamy odpowiednio przez.

) e (2]
(5;.] -~ 328y y

Podobniez pochodne ezgstkowe wzglgdem z oraz wzgledem y
funkcjigg—‘;/ w punkeie (x,,%) (o ile istniejs) oznaczamy odpo~
powiednio przez

3 8
(). ..
it d Wézystkich ﬁmiliwych pochodnych czgstkowych trzeciego
rzedu (dla funkeji dwuch zmiennyeh) mamy wige 8, a mianowicie

a*f  f tf sf i’ af sf ?ff @
Jz>' 921y’ wdydx’ dx Iy Bydxd Jydxdy’ Yoz’ Iy

. § 209 Pochodne cagstkowe rzgdéw wyiszych. ‘ 269

Pochodne (1) s wige okreslone jako odpowiednie pierwsze
pochodne czastkowe drugich pochodnych czgstkowyeh np.:

Fr_R2 (AN 87 2 Q”f) O 2 (&

axa“ﬁ(%ﬂ) *9x®dy Oy \dat)’ Bxdydx Ow (Qway)
it d. Mozna je jednak tez uwazaé jako odpowiednie drugie po-
chodne czastkowe pierwszych pochodnych czgstkowyeh, mianowicie,
jak Iatwo widzieé, mamy zawsze (o ile odpowiednie pochodne
istniej):
»Pf__ 9 (af) P (af) »f 9 (af) it d

Bad ™ 922 \0z)' Jx*dy  wdy \ow)' Dwdydm  dyox \ow

Udowodnimy np. drugg z tych réwnobei. Mamy, w myél definicji drugiej
i trzeciej pochodnej czgstkowei:

SN e T NN 4] I
aw*ay“ay-(axﬂ)_ay. a‘i‘am) " ox oy 55) o0&

OkaZemy obecnie, Ze jeseli wseystkie pochodne reedu Ereeciego funkcji

He. y) sq ciggle weglodem obu emiennych w punkcie (x,, y,), to mamy weory
( B __( 23 f ) _ J3f 5
9z 9_1/) Bty (9_1, em),,,, . @
4 podobnies ' .
98 f _ BF - _ LY 1)
(W):m vo—- (ay azay)zo, m— (‘;’?/2 f-)a;)q,. W‘ @

Dla dowodu zauwazymy przedewszystkiem, e z cigglofei ze wzgledu na
obie zmienne pochodnych czgstkowych trzeciego rzedu w punkeie (z,,y,) wy-
nika ich ograniczonosé w otoczeniu tego punktu, skad, w myél wniosku kos-
cowego z § 206, wynika cigglodé wzglgdem obn zmiennych wazystkich pochod-
nych czgstkowych rzedu drugiego w otoczeniu punktu (2,,#,), i, tembardziej,
istnienie ich w tem otoczeniu. Biorge to pod uwage i stosujac tw. 228 wzgledem

2
funkeji 55 zamiast f(z, ), wnosimy w jednej chwili o réwnobei

A A
(azayax),n, o (azs“‘@),m Y @
ot f
1) Piszemy tak zamiast (59;—5 )
Tz

%) Warunek cigglosci, a nawet istnienia mwseysthich trzecich pochodnych
czgstkowych funkeji f nie jest tu koniecznym dla prawdziwoéci wzordw (2) i’ (8):
ms on jednak znaczenie, jako prosty i latwy do spamigtania warunek wystar-
czajacy, pozostajgecy wystarczajacym przy uogélnieniu naszego twierdzenia na
#+te ‘pochodne czgstkowe.

7™
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7 drugiej strony, z ciaglodei wzgledem obu zmiennyeh drugich pochodnych
czgstkowyeh funkeji f w otoczeniu punktu (%, %,) Wynika, w mysl tw. 228, Ze
W pewnem otoczeniu punktu (@, ¥,) zachodzi réwnodé

gt of
dydx  dzdy’

skad, biorse po obu stronach pochodne wzgledem @ dla punktu (@, y,) (ktére
istniejs, gdyZ, jak zakladamy, istniejs w punkeie (%;,,) trzecie pochodne czgst-
kowe naszej funkeji), otrzymujemy w jednej chwili:

GG L

2/ ;( i 6)
(9y 9.1;2) - w \0zdy Qm)m " (

czyli

Wzory (4 i (8) daja wzér (2). Podobniez udowodnilibyémy wzér (3).
Udowodniliémy wiee nasze twierdzenie. Dowiedzione twierdzenis daje sig uogélnié
na pochodne czgstkowe #-go rzedu (n=2;3,4,...) i brzmi jak nastepuje:

Jeseli wseysthie pochodne ceqstkowe reedu n-go (gdzie n oznacza dang
liczbe naturalng > 1) fumkcji flz, y) sa dla punkiu (2, ¥, ciagle ze wegledu
na obie emienne, to pray wseelkich naturalnych p i g, kidrych suma wy-
nosi n, mamy wW2ory

( of ( _?ZL)
dx* Jyb1dx’ , . ax“*ay"*),n, w dz¥ dy* wn.vu’

dla wsselkich calkowitych nieujemnych a, i i, oraz naturalnych g,, a,,
Bys o 11, ar, dla kidrych

o+ 8oyt byt ot fi=n

Dowdd tego twierdzenia moze byé przeprowadzony drogs latwej indukeji,
ezego bliZsze rozpatrzenie pozostawiamy czytelnikowi.

Jeteli wige wszystkis pochodne czastkowe n-go rzedu funkeji fla, y) (kté-
rych jest 2%) sy ciggle (wzgledem obu zmiennych) dla punktu (%, %), to réinych.
z poéréd nich mamy conajwyzej n -+ 1, mianowicie

(g"__f ( id ) ( rr f
oz )zm n, 3z Oy - gx»—ng;yz)zm % B (ayu )rm ™

§ 210, Wz6r Taylora dla funkcji dwuch zmiennych.

Zalésmy, ze funkeja f(x,y) posiada dla
|z—a|<d |y—0|<d (1)

icm

~ § 210. Wzér Taylors dla funkeji dwuch gmiennych. 261

(gdzie a i b sy dane liczhy rzeczywiste) wezystkie pochodne cazgst-
kowe rzgdu n-go, ciagle ze wzgledu na obie zmienne, i niech A

- oraz k beds dane liczby rzeczywiste, spelnizjace nieréwnodei

|h| <8, oraz |%k|<d. @)
Istnieje wige liczba dodatnia &, <4, taka, i& | 2| <y,
oraz | k | < 6,. Polézmy

F(t)= fla -} ht, b} ki). 6]

W myél tw. 225 (gdzie jako zbiér T nalezy przyjaé zbiér

wozystkich liczb, spelniajacyeh nieréwnodé | £ | <'g— i polozyé
(]

@(t) =a  ht, W(t)=">b-kt), oraz wobec_ zaloter co do fankeji
f(x,y), funkeja F(f) bedzie posiadala dla kaidej wartosei takiej
iz | ¢ | << 6/4,, pochodng

FH = (L +% g—g )= [fl(w, y)]

atht, bkt aj-nt, bkt

Z zalozehr co do funkeji f(x,y) wyhika, dalej, natychmiast
(w razie n>>1), w mysl tw. 225, oraz tw. 228, e funkeja F'(f) =
=, (a -+ h¥, b} kt) posiada dla kazdej wartodei 4, gdzie | ¢ | << 6/dy,
pochodng
s — afl afl pu— 2 2[ aﬂf k2 ?_z._f]
B = [ % T 55].+m. N [h o T 2 dxdy + dy* .-m{
-

Ogolunie, udowodnilibyémy droga latwej indukeji, ze dla kazdej
wartodei ¢, gdzie | £ | << 6/6,, mamy, dla p==1,2,3,...,m

FOt) = [hr g_}:+ (11’) Pk of +.

71
LA
92 19y ayrj.-;ﬁ.

co piszemy w formie symbolicznej:

d Ay

Foi) =| (b + k5| @) @
oz ay z-:ih‘
y=b4ts .

(symbol (h% + kz%)pf ma oznaczaé wyrazenie, ktére otrzymamy,
rozwijajac wypisang potege wedlug dwumianu Newtona, tak, jak
gdyby symbole 3, dz, dy oraz f byly liczbami).

Funkeja F(f) posiada wiee dla | #| < 6/d, pochodng ciggla
rzgdu n-go: tembardziej wige, wobec &, <Cd, funkeja F(f) posiada
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pochodng ciagly rzedu n-go w calym przedriale (0, 1), skad, w mysl
tw. 211, znajdujemy:
F(l)= F(0) +—+
- gdzie 0 << 6 <C1.
Wohec (3) i (4) mozemy wige napisad:

Fa b b ) =f )+ | (b + p) A )] +

z=a
yeeb

F0) | F10) Fe(0) | F(0)

+- (n—1)! n!

1
-+ 21[( % ~+k )f(msy)]l a"‘-- -t
y=b

1 ) o\ 1 2

+ (n—1)1[(h592+k§§,) /@ ”)],_,'*';Ix [(héa‘a”‘kﬁ') 8 y)Jm )
b Y-

gdzie 0 < 6 < 1.

Jest to wzér Taylora dla funkeji dwuch zmiennych.

Symbolicznie wzér Taylora mogna, Jak to wskazal La-
grange, przedstawié w postaci

Se+h y+k..)— flay,.. )=/t —1,

gdzie, po rozwinigeiu prawej strony (w my$l wzoru na ¢’) nalezy f.*
zastapié przez [,

KONIEC TOMU PIERWSZEGO.
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