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wnatrz uwazanego przedzialu daje extremum, nalezy uukqé tylko
wir6d rozwigzah réwnania f(z) =0 (t j. wéréd pierwiastkéw po-
chodnej). Nie dla kazdego jednak pierwiastka pochodnej funkeja

daje extremum: ‘np. funkeja f(z)==2* daje pochodng f'(0)=0,

natomiast jest w punkeie 0 rosnacs.

Z drugiej strony funkeja nioze dawaé extremum dla punktéw,
w ktérych pochodna nie istnieje: np. funkeja. f(#) = | z |, uwazana
w przedziale (— 1, 1), daje dla punktu O minimum wlasciwe, chociaz
nie posiada w tym punkeie pochodnej.

Przypuéémy teraz, ze dla wartodei @, istnieje pochodna (skon-
czona, lub nieskorficzona) f™(z,) == 0, oraz, ze

P (@) =F" (@) = ... = FI(ay) = 0.
Zastepujse w twierdzeniu 216 f(z) przez f(z, |- z), otrzymamy
stad w jednej chwili:
limf(% + }’?n— f(l'o) =) f(u)(xo),
g

skad wynika, ze wyrazenie f(z,-h)— f(z,) ma, dla dostatecznie
malych bezwzglednie h, ten sam znak co A" f™(a,). '
Zatem, w ‘razie parzystego n bedzie, dla 0 << | k| < 6:

S+ B)— Fl@) >0, jeseli F®(g)>0

zad

Fl@wo k) —f(@e) <O, jezeli f®(z,)<<0;
w pierwszym przypadku funkeja f(z) bedzie wige dawala dla ,
minimum wladciwe, w drugim — maximum wladciwe.

Natomiast w razie nieparzystego n réinica f(z, + k) — f(z,)
bedzie réinego znaku dla A>>0 ordz dla h<C0: funkeja f(2) nie
bedzie wige tu dawala dla z, ani maximum, ani minimum (bedac
rosngcs w punkeie z,, jezeli £ (%) > 0, zaé malejacg w tym punkeie,
joteli F(z,) < 0)

Otrzymujemy = ten sposéb nastepujace prawidlo odnajdy-
wania extreméw funkeji f(z), lezaeych wewnstrz przedziatu, we-

" wnatrz kidrego uwazana funkeja posiada wszedzie pochodns. Wy-
znaczamy przedewszystkiem pierwiastki tej pochodnej: niech a,
oznacza jeden z nich. Podstawiamy wartodé x, do kolejnyeh po-
chodnyeh funkeji f(z) (o ile istniejs) i odnajdujemy pierwszs, ktéra
nie staje sig zerem dla z=1z,. Jezeli pochndna ta jest rzedu nie-
parzystego, funkeja f(x) nie daje extremum dla x = =, ; jezeli zaé
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pochodna ta jest rzedu parzystego, to zachodzi maximum wlasciwe,
jezeli jest ujemny, za$ minimum wlasciwe, jezeli jest dodatnis.

* Oczywidcie nie we wszystkich przypadkach pozwala regula
powyzsza na odnajdywanie extreméw (nie bedae mianowicie stoso-
walng w przypadku, gdy pierwiastek pierwszej pochodnej uwasanej -
funkeji jest zarazem pierwiastkiem wazystkieh dalszych pochodnyeh,
ktére istniejs). ’

Cwiczenia R
1) Zastosowaé tw. 211 do otrzymania rozwitigé na szeregi potgzowe
funkeji: f(z) = e, f2) == cos 2, f{x)1=sin., fur) = Jg (1 4+ 2), () = aretg .,
Ha) =lg@+ Vi+a?). ‘
i 2) Przyjmujge w tw. 218 p =1 i piszac £* — 1 zamiast 1, wyprowadzicé
wzér Lebesgue'a:

1 1 x1.3...2k—3)
sl=g—gl—m =3

k=

(1 —k, dla —1<<u <1l

(S

"®

8) Udowodnié wzory

”* 3 p— 1 2. 01 _ (D
cos (s are sin 2} =1+ 3 (- 1) e (st o4y (s (20— 27 23n,

oI
. . . % "s(m—12)(.92—3’)..‘(&"—(211-«1)’),.2"4_l ‘
sin ($ are sin %) = ST —|-£,;: 1) Bn 1T a1 {2

dla —1<Cz=<C1, pray wszelkiem 8 (Zoh. np. Stolz-Gmeiner Kinl in
die Funktionenth. Lipsk 1905, p. 383).

4) Wyznaezy¢ extrema funkeji f(z) = a2? 4 bz*+4cz+ d i zbadaé riine
przypadki, w zaleznodci od wartodei wepolezynnikow a, b, ¢, ‘

ROZDZIAY, XXIV.

Wainiejsze wzory i twierdzenia z teorji przyrostéw skoficzonych.
Wzory interpolacyjne Lagrange’a i Newtona.

§ 196. Niech i oznacza dang liezbg rzeczywisté,, rézng od
zera. Bedziemy, dla kasdej funkeji f(x), oznaczali symbolem 4,7 (x)
wyrazenie ‘ ‘

A f@) = flo+h) — /() M)

i nazywali je pierwseq. roénica funkeji f(z) (wrgledem zmiennej z).
Bedzie to wige pewna funkeja zmiennej z, zalezna od funkeji f(z)
i od liczhy k. Jeseli nie moze zachodzié watpliwodé co do tego,
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wzgledem jakiej zmiennej uwazamy rdznice, bedziemy zamiast
4. f(x) pisali poprostu 4f(zx).

Niech f(x) bgdzie dang funkejs zmiennej rzeczywistej: po-
16zmy

- 9@ =41@); : )
w my$l (1) bedzie wige przy wezelkiem rzeczywistem x:
p(@) = f(z + k) — f(2). 3

Pierweza réinice funkeji ¢(z), czyli funkeje
d9@) =@ +h) — (@)

bedziemy nazywali druge rdémicg funkeji f(z) i oznaczali przez
AAf(x) lub przez A*f(z). Bedzie wiec

f@) =g+ h) — @) (4)
Waér (8) zachodzi przy wszelkism rzeczywistem x: mozemy
‘wige w nim zastapié z przez z -k, co daje
9@+ ) = F@ + 2h) — flz + b (6)
Wobee (8) i (D), wzér (4) daje w jednej chwili:
8 f(z) =f(z + 2h) — 2f(z + h) + £ (=)
Ogélnie, przez A4°f(x) bedziemy oznaczali pierwszs réznice
fonkeji 4*7f(x): bedzie wige (dla n=2,3,4,...)
4 flz) = A (4" f (), (6)
ezyli wyraZniej:
A flx)==A4F,(z), gdme F(z)=4""Ff(Z).
Bedziemy mieli oczywideie, pray wszelkich naturalnych p i g:
8 (80 (@) = do(l flo) = & fla).
Uméwimy sig rozumieé¢ przez A%f(x) (czyli przez réznice
rzedu 0) samg funkeje f(x): wzér (6) bedzie wige prawdziwym

idlan=1.
Powiadam, e przy wszelkiem naturalnem n zachodzi wzér

af@)=flatni)—(})fla+0— Ui+ (3 ) floH e —2Dh—.. 4
+ (— 17 flz) @
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Wazér (7) jest oczywiseie prawdziwy dla » =1. Zaléimy, e
jest on prawdziwy przy pewnem naturalnem n i poléimy |

?(2) = 47 (o); ®)
w mysl (7) bedzie, przy wszelkiem rzeczywistem a: -
#0)= (o) et —(} e+ o—Dit 1@, ©
skad, zastepujac « przez x - h:
9= (ot Flan)+- -H—l)( )@+, 10)

Wobec, (8), mamy
A4 fl@) = Al @) = Do) =
skad, w mysl (9) i (10):

127 = (0) 7 + 0+ 90 = [(6) +3)] re 4 w0+
k(2 )+ () <z+h>—(——1)-() @)

€0, z uwagl, Ze

n n n - 1 : -
(k-——l)+(k)=( t ) h=1,2...,n)
daje w jednej chwili:

P+ h) — 9(z),

20 7@=re+o+ 0 —(" 7)o+ (17,

co dowodzi, ze wzér (7) pozostaje prawdziwym przy zast;a,pxemu n
przez n 1 Stad, przez indukeje, wynika prawdziwoéé wzoru (7)
przy wszelkiem naturalnem n.

7 uwagi, Ze (n) =0, dla k> n, wzér (7) mozemy przepisaé' w postaci

rfo=3 1 (3)fete—bn

Niech teraz @ oznacza dowolng dang liczbe dodatniy. Szereg

m_.1k [4)
S (i

jest, jak wiadomo, zbiezny dla ,u} 0 (zoh. tw. 213), przyczem zbieinodé jego

jest wowezas bezwzgledns, gdy?, jak latwo widzied, dla kb > u liezby (— 1)* (”:)

W, Slerpifiski: Analiza T. 1. Cz. IV. 16
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majs wezystkie ten sam znak. Whosimy stgd, Ze jeteli funkeja f (%) jest ogra-
niczong w zbiorze wszystkich liczb rzeczywistych, to szereg

Sy (Z) flot+m—0h) ()
R0

jest zbieiny (beswzglednie). W przypadku g =1, gdzie n jest liczba naturalng,.
sums szeregu (**) jest w myél (¥, A~f(z): jeieli wige poloiymy dla wazelkich
dodatnich #

Mol = F(— 10 (’;) flat o — K1)

ke0

to hedz'e to "wogdlnienie p-tei réinicy na wszelkie dodatnie #. Kaida wiee
funkeja ograniézona zmiennej rzeczywistej bedzie posiadala oznaczome w zu-
pelnodci réznice katdego dodatniego rzedu!).

Udowodnimy tefaz, %e przy wszelkiem naturalnem n:
fat =1+ (§) 470+ (5) 4@+ + & 7@ A1)

Zalézmy, dla dowodu, ze wzér (11) jest prawdziwy przy pewnem
naturalnem n. (Jest on oczywideie prawdziwy dla n= 1, wobec 1.

Polézmy .
p@=r@+(7) 47 + (3) 4/ + -+ 7@ (12

Mamy oczywiscie, dla kazdych dwuch funkeyj fl(h;) oraz f(x):
Alf(@)+ H@=fE+Hh)+filz+ B —f1@)— @) =4f1(2)1-4()
co pozostsje oczywiscie prawdziwem dla kazdej skofczonej liczby
skladnikéw. Z drugiej strony, jezeli a oznacza liczbg niezalezna od 2,
to, dla kazdej funkeji y(x):

A awle)=apla-+ B — o 9@ = a[p(a-+h) — v(@)] = ad v()

Na mcoy tyeh dwuch wlasnodei réamic skomezonyeh, oraz
w myél (6), otraymujemy, wobee (12): ‘
dg@=47@+ (1) dr@+ (3) B+ aor@. (9)

" Lecz, wobec (12) oraz zalozenis, e wzdr (11) jest prawdziwy
dla liezby #, mamy: '

plx) =f (@ + nh),

1) Por. K. Knopp: Mathemal. Zeitschrift Bd. 32 (r. 193b), p. 77.
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skad ,
Ag@) =rf(@+ (n - 1)k) — flz -+ nh),
Fla+(n+ DAy = fo -+ nh) + 4 (),

skad, wobec (11) i (18), oraz uwagi, ze (k " 1) -+ (Z):(”‘{" 1)
- L3 - k ’
(k=1,2,.. -m), otrzymujemy natychmiast:

Fetrt- D=7+ ("1 a7+ (T )t

co daje

co dowodzi, ze wzér (11) j i i
" . 1) pozostaje prawdziwym dla liczby # - 1.
Stad, przez indukejg, wynika prawdziwoéé wzoru (11) prz}; w;tel-

.kiem naturalnem .

Wzér (11) napisaé mozemy w postaci symbolicznej
fl@ +nh) = (1 + 4)* f(2).

§ 197, Zalésmy teraz, e funkej i :

B : ja f(x) posiada w calym prze-
d/zmle '(a, a - nh) ciagly pochodng n — 1-go rzeda, oraz vZewEa;rz
przedzialu (a, a 4 nh) oznaczons (skoficzons Iub . nieskoriczong) po-
chodng n-go rzgdu. Powiadam, ze bedzie

A f@)lma=h"f(a -+ Onk), gdzie 0<<O<1, (l4)

gdzie lewa strona oznacza wartoéé wyrazenia A f(z) dla 2=a

. l?owdd.‘ Twierdzenie nasze jest prawdziwe dla n = 1 éd ]
staje slg wowezas twierdzeniem Lagran geo'a. Zaiézmy e j;st 0151,0
pra?vdz%we przy pewnem naturalnem » i niech f(x) bgd’zie funkejg
posiadajscg w calym przedziale (a, e -+ (n - 1)h) ciagly pochodm;
n-go rzgdu, zaé wewnatrz tego przedzialu oznaczong pochodn
n - 1-go rzedu. Polézmy ' ‘ *

@ =sE+h — fla) (15)
Funkeja @(x) bedzie oczywiscie posi ‘ i
E posiadala w calym przedzial
(a, a 4+ nh) pochodng ciagly n-go rzedu Al
PO =+ R —fOa;, - (16)
a wige, tembardziej, pochodng cisgls n— l-go rzedu, i przeto,

w m'yél zalozenia, e twierdzenie nasze jest prawdziwe dla liczby n
bedziemy mogli napisaé: ’

(4" ¢(@))me = 4" ¢ (a -+ 6, ), (17

" 15%


pem


2928 Rozdzist XXIV. Przyrosty skofiezone i interpolacja.

gdzie 0, jest pewns liczbg rzeczywists, spelniajaes nieréwnodei
0<Ch, <. "(18)

7Z drugiej strony, funkeja 9(z) =" (x) bedzie w przedziale
(@, a+ (n+ 1)k) ciagls, za§ wewnatrz przedzialu (3,0 + (n+ 1) h)
bedzie posiadala oznaczona pochodns (gdyZ, jak zakladamy, fankcja
f(z) posiada w tym przedziale pochodng eciagla n-go rz.qdu, za8
wewnatrz niego oznaczons pochodng n - 1-go rzedu): poniewaz zas
liczby a - 6, nh oraz a - k- 6, nh s3, wobec (18), obie liezbami
przedzialu (a, a - (n 4 1) k), wige, w mysl tw. Lagrange’a, bQ—-
dziemy mieli:

wla+h+ 0 nk) —
ezyli
£ @t 0, 58)— £ (a - 0, nk) =hf+O(a+ 6, nh+ 6, B, (19)
gdzie

w(a - 6, nk)=hy'(a - 6,nh - 6, h),

0<l <1l - (20)
Wobee (17), (16) i (19) bedziemy mieli:
(4" p(@)liee = A+ f*+D(a + 6,0k - 6, B). @1
Polézmy
Ont0, - 99
nf1 0: (22)
wobee (18) i (20) bedzie
0],

zaé wzér (21), wobee (10) i (22), bedziemy mogli napisaé w postaci
(A f(@)],mg = B HLf O (@ - O (n + 1)B), gdzie 0TI

Dowiedliémy wige prawdziwoéei naszego twierdzenia dla liezby
n 1, skad, przez indukejg, wynika jego prawdziwodé przy wszel-
kiem naturalnem 7. ) .

Znakowanie (1), ktére prazyjelismy dla kazdej funkeji f(z),
daje, w szezegdlnodei, dla funkeji f(z) = =

Az =nh,

wobec czego wzér (1) mozemy napisaé w postaci:

41(@) = f(& + 4a) — f(3).

Uméwmy sig pisaé przez skrécenie 4»" zamiast (4z)"
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Udowodnione przed chwils twierdzenie bedziemy mogli wy-
razié jak nastgpuje:

Twierdzenie 221.° Jedeli funkcja f(x) posiada w calym prae-
dziale (x,x +ndz) pochodng ciggly rz¢du n— 1-go, zaé wewnatrz

tego praedziatu oznaczong pochodng (skoriczong lub nieskoficzong) rzedu
n-go, to mamy wzér:

& f(@)=Az". f(z + Onda),

W twierdzeniu tem liczby 2 oraz Az sg oczywidcie dwiema danemi,
zreszty jakiemikolwiek liezbami rzeczywistemi.

glzie 0<<O<t  (28)

§ 198. Zaléamy teraz, ze funkcja f(z) posiada dla danej
wartosel x, oznatzonsg skoriczong pochodng n-go rzedu f™( "’o) Z za-
lozenia tego wynika, ze, przy dostatecznie malem dodatniem d,
funkeja f(z) posiada w przedzmle (®g — 6, @, -} 0) oznaczong skoﬁ-
czong, pochodng rzedu 7 — 2-go. Wynika stad, dale), ze dla |k | < d/n
funkeja

o) =fa+H—F@ (24)

bedzie posiadala w przedziale (x,,z, - (n —1)h) pochodng ciagly
rzgdu n — 2-go, oraz oznaczong pochodns rzedu n —-1-go. W mysl
tw. 221 bedzie wige (dla | A |<C d/n)

(4 P(a))eun = 1 (5, + 8(n — 1)), glzie 0<8<1, (25)
czyli, wobee (24): ‘

[4" f(#)) sy =P [f* D, + B O(n— 1) k) — F*D(, | §(n—1)h)],
skad

Zsalézmy teraz, ze h zmierza do zera ciggiem wartodei réznych
od zera. Liczba 6, figurujaca we wzorze (26), bedzie funkejs zmien-
nej h. ale w kaidym razie bedzie spelniala nieréwnodé 0 < 8 <C 1.
Bedzie wige

lim [h+ 6(n — 1)h] =0, oraz lim[6(n — 1)h] =0
hm( B0

(A @Nemey __ "o 4k 40 (n — 1)h) — FED(z,) :
- h+o(n_1) _ + (26)
£ @ -hA-0(n—1)h) —f "D () f a1 6(n—1)h)—F @z,
+0("f1'[ AF(n—1h on—1)k

)
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i przeto, wobec zalozenia, ze istnieje pochodna (skonezona) fi”(x,):

n—1 — f®)
bR S ) e
oraz
n—1)4 e — fn)
i

wobec czego wzér (26) daje w jednej chwili:

i &Sk _ o)

=0

co mozemy jeszeze napisaé w postaci:

tim (AﬂAJ;(f)),_f £ )

Az=0
‘Udowodnilismy wiec nastepujace
Twierdzenie 222. Jeeli funkcja f(x) posiada dla wartosci 2,
pochodng skoficzong rzedu m-go, to mamy wzdér:
. (A S (=)
W) = I (___) . 21
SO o) = lim | =0 - (27)
Innemi slowy: jezeli dla danej funkcji f(#) i danej wartodei
x ==, lewa strona wazurn (27) posiada oznaczons skoficzong war-
tosé, to t¢ sams wartosé posiada prawa strona tego wzoru. Zauwa-
Zymy jednak, e prawa strona wzoru (27) moze posiadaé oznaczong
wartodé, pomimo, Ze nie istnieje ‘pochodna J®(z,). Np. dla funkcp
' f@) =z

mamy oczywiscie
8 (@) o = F(2A42) — 27(4e) = | 242 | — 2| Aw| =0,

i, tembardziej:

lim ( 227 (”))1_ =0, (28)

Aze=0 sz 0
gdy tymezasem nie istnieje juz nawet f7(0).
Podohniez dla funkeji f(:i:), okreslonej przez warunki

fi0) =p, . f(x)—-—-:m'sin%, dia w:‘_—_O
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zachodzi wzdr (28), matomiast nie istnieje f/0). Mamy tu bowiem f7(0) ==
.1 .1 R
f(x)=3m’sm~w~—w5m;, dla w:{:O, i przeto, dla h:};{):

fm(h) ;—f'(O) =3hsin —;i - sin-;l?,

4
akgd widaé, Ze granica hmf' ) — f (0), czyli pochodna f/(0), nie istniej>.

Funkeja f(x) moze nawet nie byé ciggly dla wartoiei ,, pomimo, Ze

Afa:]

istnieje granica skoficzona ltm ( Aby daé przyklad takiej wilaénie

funkeji, poléZmy: '
flx) =8, dla |z|=2x.8, gdzie ki ! sa calkowite,

oraz .

fiz) =0, dla lml:f:ﬂ".ﬂ’ (fy1=0,x1,%2...).

(Jasnem jest, Ze wartodé funkeji fix) bedzie przer powyzsze warunki wyzna-
czone jednoznacznie przy wszelkiem rzeczywistem @, gdyZ kazda liczba rzeczy-
wista daje si¢ conajwyZej w jeden tylko sposob przedstawié w postaci 2¢, 3’
przy catkowitych k i ).
Bedziemy mwieli, jak latwo widzieé, przy wszelkiem rzeczywistem h:
f12h) =21(h),
i przeto

[A*f@flemo =0,

skad, tembardziej, wynika wzdr (28), natomiast

f0)=0, f(% =38 dla n=1,23,...,

-co dowodzi, ze funkeja f() nie jest ciagla dla wartofei O (a nawet nie jest
-ograniczong w otoczeniu punktu 0)1).

Zauwazymy, e moznaby nawet zbudowaé funkeje f(:v) dla ktorej istnieje
kazda z granic
. (Orflz)
1
A:—’-’: ( Am" ):—q

pomimo, e funkeja f(#) jest nieciggly dla x ==, ).

Zauwazymy, 2e wzdr (27) moZe nie byé prawdziwy nawet wéwezas, kiedy

pochodna f®)a) istnieje, ale jest nieskoriczong. Oto przyklad: poléimy

3 2
10)=0, fla == Yz (3+ sin ’;]15; Z ) dla 20. (29)

Mamy tu oczywibcie
J— ) j [,) —
f(0) = 213). =0,

1) Zob. Prace mai.fle. t. 26, str. 128.
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za8
’ Y xlg x* g al 0 30
re=V= 4+ sin J g a+21w2 °B'11 5) @ @0 (0)
'Z nieréwnodei '
<(28p<8=23
znajdujemy
2<C31g2,
skad .
2
lg2>3
i przeto
16 1g 2
LL LIPS Y Py
co daje .
7w
21g? <3
oras
4 i ———=d>0.
3 algs
Jest wiee, wobec (30), z uwagx, ge sint>—1, cost>—1
=) _ i . :rlgzc’ n]gm’ 6
T *+' 'y +2]g2 Tlg2 )=
m’ Yz
skad
121 m =4
xp
i przeto, wobec f'(0)=
/(0= +e.

Obliczmy tersz [A*f{z)lemo. Mamy wobec (29):

lih

r@m— 27 — 2 IR (3V2+V2sm ig2 *5'““’215,;) (81)

Polézmy

: 1
k.=-§“-+—‘-;

bedziemy tu mieli

skgd:

1

1 &
B=gmre h=—(8k+4) g2 g2

; 7 lg 4h}

"agz T

(k=i12:3x-")
mlg 4k
_Zi.i_—_-_(2k+%)n,
2
mlgh @ty
. mlght
) o 4lg2
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i przeto, wobec (31):
lj(_{hi;_%ﬂ’h) 2 3V3_V2 — iﬂé
k
7 /R
. .
aze3—2)2>0, wiec mamy stgd

. [18hs) — 2fika) __
R

0, wobec f(0) =0, dowodzi, Ze-mie moze by¢é

Zim 9'—”@) = o
H()

Aumo \  Az?

Zauwaiymy wreszcie, Ze wzér (27) méglby byé punktem wyjécia dla
okreflenia pochodnych f#(z) przy wezelkiem dodatniem @ (gdy# w § 196 okre-
8lilifmy dla takich @ réinice A#f(z)).

§ 199. Zaléimy, ze dla » réznych wartosei zmiennej

r=ua,,4a,...,a, 1)
dane s wartodei funkeji f(x),

‘ f(a1)=A17 f(ax)zﬁh---, fla,) = A4,. (2)
Powiadam, e mozemy zawsze wyznaczyé i przytem jeden
tylko wielomian calkowity P(z), stopnia nizszego od 7, ktéryby dla
wartoéei (1) zmiennej # przyjmowal odpowiednio te same wartodci
co i funkeja f(z), mianowicie

P(ay) = 4,, Play) == 4,, ..., Pla,) = 4,. (3)

Dla dowodu zauwazymy przedewszystkiem, ze wielomian
stopnia n —1-go
(“’ &) (z—ay). .. (@—a,)
P(x
1(z) = (03— ay) (@, —ay). . . (@, —a,)
staje sig jednodcia dla x=a,, za§ zerem dla z=a,,aq,,...,q,.
Podobniez , mozemy zbudowaé wielomian P,(z) stopnia n — l-go,
ktéry staje sig jednodcia dla z=a,, zaé zerem dla pozostalych
n—1 wyrazéw ciggu (1).
Wielomian
P(z)=4, P, (@) + 4, P, (%) +. ..+ 4. F.(2) ]

bedzie oczywidcie stopnis conajwyzej # — 1-go (moze byé ewen-
tualnie nizszego, jezeli zajda redukcje) i bedzie sig stawal liczbg 4,
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dla z =g, (gdyz dla =0, z n jego skladnikéw tylko skladnik .

4, P,(a,) = 4, bedzie rétnym od zera). Bedzie to oczymécle wielo-
mian zadany.

Batwo, dalej, dowiedé, Ze nie istniejs dwa r()zne Wlelommny
stopnia nizszego niz x, spelniajace nasze warunki. W samej rzeczy,
gdybyémy zalozyli, ze préez wielomianu P(z) 1stn1e_]e jeszeze wielo-
mian Q(z), réwniez stopnia nizszego niz n, i taki, iz

Qa)=4,, dla k=12,...,n

to, wobec (3), réznica R(z)= P(x) — Q(=) bylaby wielomianem
stopnia conajwyzej n — 1-go, ktéry staje sie zerem dla n réinych
wartodcl = (mianowicie liczb (1))

Wielomian taki musialby, w myél tw. 73, byé tozsamosciowo
zerem, skad mielibyény tozsamodciowo P(xz) = Q(z). Dowiedlismy
wige, ze istnieje jeden i tylko jeden wielomian calkowity P(x)
stopnia nizszego niz n, speluiajacy warunkl (8): jest to Wlelommn (4),
ezyli, wyrazme wielomian

— a,) (5—a)... (% - a,) (x—ay)(x—ag)...(z—a,)
Ha)y=4, 71_1—— 4y )t —ag) (ay—a,) | (ag—a,)(ag— as)..(3—a,) +
+.. 44 (x——a,)(:z:—a,).,.(x——a__]) - (®)

ay) (2, —ag). .. (@, — a,)’

ktéry nosi nazweg wielomianu Liagrange'a.

Otrzymany wielomian Plx) przedstawia zatem dokladnie
funkeje f(z) dla kazdej z liczb (1). Zbadamy obecnie z jaks do-
kiaduoscis wielomian P(x) przedstawia funkeje f(z) dla wartoei z,
nie nalezacych do ciagu (1). W tym celu wyprowadzimy przede-
wszystkiem pewne uogdlnienie twierdzenia Rolle’a (§ 175).

§ 200. Zalézmy, Ze funkeja F(u) jest ciagly w przedziale (a, b)
i posiada wewnatrz przedzialu (a, b) pochodng ciagls rzedu n —1-go
oraz 0zDACZONg poehodnq rzedu n-go (skohezons lub nieskoneczons).
Funkeja F(u) bedzie wige posiadala pochodne ciagle wszystkich
rzedéw nizszych od n wewngtrz przedzialu («, b). Zalézmy dalej,
ze dla n+ 1 réznych liezb ’

< Uy <o < Uy < Uy
nalezaeyeh do przedzialu (a, ), mamy
F(u) = F(u,) = ... = F(u,) = F(u,1) =0.

icm

§ 201. Wzdr interpolacyjny Lagrange'a. 286

Mozemy wige zastosowad tw1erdzeme Rollea wagledem kaz-
dego z n przedzialéw

(ula ul)y, (uia us)’ LS ] '(un un-l-.l)' (6)

W myél tego twierdzenia beds wewnatrz odpowiednich prze-
dzialéw (6) istnialy liezby

u;.’ u;?"', u:l (7)
(gdzie u, <<w, <<thyy, dla k=1,2,..
F)=Flu)=...= F'(u,)=0.

., n), takie, iz

Wizystkie liczby (7), lezac wewnatrz odpowiednich przedzia-
¥w (6), lezs oczywiscie wewnstrz przedzialu (s, 5). W kaidym
przedziale

(tey Upys) (k=1,2....,8—1) (8)
funkeja Fy(u) = F'(u) jest wige (w razie.n > 1) ciagly i posiada
oznaczong pochodng Fi(w) = F"(u) (gdyz funkeja F(u) posiada we-
wngirz przedzialu (a, b) pochodne ciggle az do rzedu » — 1-go, oraz
oznaczong pochodng rzedu n-go). Wagledem funkeji F(u) = F'(u),
oraz wzglgdem kaidego z przedzialéw (8) mozemy wiee zastosowud
tw. Rolle’a, skad wnosimy, Ze istniejs liczhy

<l <.o<wly, (G<w <uy, k=1,2,..
takie, iz

. n—1),

Frlu)y=F'lu)=...=F'(u,)=0.

Powtérzywsay podobne rozumowanie jeszeze n — 2 razy, doj-
dziemy do wniosku, ze istnieje wewnatrz przedzialu (a, b) liczba uf™,
taka, iz

F™ ) = 0.

Udowodniliémy wige ‘

Twierdzenie 223. Jedeli funkcja F(u) jest ciagla w preedziale
(a, b) i@ posiada wewngtrz tego przedziatu pochodny ciagly ragdu
n —1-go oraz oznaczong pochodng rzedu n-go, i jeeli uwatana funkcja
staje sig zerém dla n -+ 1 rddnych liceb preedziatu (a, b), to istnieje
wewngtrz przedzictu (a. b) liczba & taka, i2

Fog) =0

§ 201. Zalézmy, ze funkeja f(u jest ciagla w przedziale (a.b)
i wewnatrz tego przedzialu posiada pochodng ciagly rzedu n — 1-go
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oraz oznaczons pochodng rzedu n-go, i niech a,ay,...a, bedg rézne
liczby przedzialu (s, b). Polézmy (przy wszelkiem rzeezywistem u)

u—a,)(u—as)...(u —a, (u—a,)(u—as)...(u—a,
P(u)zf(a’)ga1—~a,))gal~ a:))i.‘.(sxl —tzz,‘;_(ni“f(a”)()ag-—al)(ot,——aiS )...(Ez, - a,,g
U—a)(U—ay)... (% — Gy
F ) ) ) w—a) )
— bedzie to wige wielomian Lagrange’a (odpowiadajscy funkeji f(x)
i wartodciom a,, s, . .., G,)
Niech, dalej, = oznacza jakakolwiek, ale dany wartodé prze-
dzialu (a, b), ré2ng od kazdej z liczb ay,a,,...,a,. Polézmy
nl[flw) P)

@—a)(@®—ay)...&—a,)

= (10)

— bedzie to ozndeczona w zupelnodei liezba (zaleina od funkeji 7,
od wartodei z, oraz od liezb ay, a,,. .., a,, ale nie zalezna od zmien-
nej u). Polézmy wreszcie, dla ¢ < u < b:

Fw) =fl) — Py — o=@ a e o) gy
Wobee (11) sprawdzamy w jednej chwili, ze funkeja F'(u)
spelnia wszystkie warunki uogdloionego tw. Rolle'a (tw. 223):
w mysl bowiem zalozen co do funkeji f(u), funkeja F'(u) jest ciagly
w przedziale (a, b), posiada wewnatrz tego przedzialu pochodng
ciagly rzedu #n — 1-go, oraz oznaczong pochodng rzedu n-go, wreszcie
F'(u) staje sig zerem dla n -} 1 réznych wartodei przedzialu (a, b),
mianowicie (jak to widzimy natychmiast ze wzoru (11), wobec (9)),
dla v =ga,,a,,...,a,, oraz (wobec- (10)) dla v == '
Istnieje wige, w mysl tw. 223, wewnatrz przedzialu (a, b)
liczba &, taka, iz
Fo(§) = 0. (12)
Lecz ze wzorn (11) i uwagi ze P(u) jest (w mysl (9)) wielo-
mianem calkowitym stopnia conajwyiej n — 1-go, wynika natych-
miast, Ze (wewnatrz przedzialu (a, b)):
FO) (y) = f™(u) — C.
Stad, w szezegblnosei, dla u = £ wobee (12):
FoH—Cc=0,
czyli
C = f™(§). (13)

icm

§ 202. Wzdr interpolacyjny Newtona. 2317

Wobec (10) i.(13) mozemy wiee napisaé

F@)=Pe) + E= D E— @) @) ey pagie a < g <b (14)

n!

Dowiedliémy wige, Ze przy uczynionych wyzej zaloieniach
co do funkeji f(z), oraz przy podanej wyzej definicji wielomianu Pz),
dla kazdej danej wartodei # przedzialu (a, b), réinej od ay, a,,. .., a,,
istnieje. wewnatrz (a, D) liczba £ przy ktérej zachodazi wadr (14).

W razie, kiedy « jest ktérakolwiek z liczb ay, as,.. ., a.,
wzor (14) jest oczywiseie prawdziwy dla kazdej liczby § wewnatrz
przedziatu (a, ), dla ktérej pochodna f®)(§) jest skonczons. (Liezby
takie istniejs, w mysl wniosku III z tw. Lagrangea (§ 176),
oraz wobec uwagi, ze — w mysl zalozen co do funkeji f(x) —
funkeja f*~(z) jest w przedziale (a, b) ciagla i posiada wezedzie
wewngtrz przedzialu (a, b) oznaczons pochodns). Mozemy wige wy-
powiedzied '

Twierdzenie 224. Jeseli funkcja f(z) jest ciggla w preedziale
{a, b) i wewnagtrz fego preedziatu posiada pochodna ciggly rzedu
n — 1-go oraz oznaczong pochodng rzgdu n-go, % gJeseli a1, ay,. . .4,
sa résne liceby preedziabu (a, b), to dla kasdej liczby = przedziatu (a, b)
istnieje wewngtre tego przedziadu liczba &, dla ktdrej zachodzi wezdr (14).

Jest to wadr interpolacyjny Liagrangea z resztg W formie

. Cauchy'ego.

§ 202. Zajmiemy sig obecnie wywodem wzoru interpolacyj-
nego Newtona. Zalézmy, ze funkeja f(a) jest ciagla w przedziale
(a, b) i wewnatrz tego przedzialu -posiada pochodng ciagly rzedu
n — 1-go, oraz oznaczong pochodna rzedu #-go, i miech ¢ oznacza
dang (zreszty jakgkolwiek) liczbe przedziatu (a, b), za§ b — liczbe
rzeczywista Tdzng od zera, taka, iz ¢ - (n — 1)k nalezy jeszcze do
przedziafu (a, b). Kazda z liezb ‘

ay=1t, ay=1t-+h, ag=t42h, ..., g, =1t (0 — 12 (15)
hedzie wige lezala w przedziale (a, b)-

Polézmy (przy rzeczywistem u):

% — — — t — h) A2
1)(zt)=f(t)_lr']!t47;fﬂ+(“ t)(a;! t— h) }_ﬁ(t)_‘_.”

=t u—t—R).. (u—t—(n—2)B) &)
P TE e (16)
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Wzér (16) daJe w jednej chw111 dla £=0,1,2,...,2—1:
Pt )= 7)+ = 470+ aer e 4. +MM<¢>
skad, wobee wzoru (11) z § 196:
P(t 4 k) =f(t + kh), dla k=0;1,2...,n—1,

czyli, wobec (16):
P(al) = f(a’l)) P(“z) =f(az)1 “eey P(an) =f(a,,)

Wielomian P(u) przyjmuje wige dla n réznych liezb (15) od-
powiednio te same wartodei co i funkeja (u), a Ze jest oczywiscie
wielomianem stopnia << », wige musi, jak wiemy (§ 199), byé wielo-
mianem Lagrange’a (odpowiadajaeym funkeji /(u) i wartosciom (15)).
Mamy wige dla wielomianu P(u) wzér (9), ktéry (przy naszych za-
Tozeniach co do funkeji f(u)), w myél tw. 224, pociaga za sobs
wzér (14), dla kazdej lieczby # przedzialu (a, b). Wzér (14), wobec
(16) i (15), mozemy jeszeze, piszge At zamiast b, napisaé w postaci:

f(W)—-f(t)-i- - tAf(t)+(w—t)(w—t—At)Aaf(t)+

91 A3
b @ —f)@— t~42;>_(f)!—t-(ﬂ~2)“‘)"“ EAUNRI)

(g—t)(@—t—A48...(e—t—(» I)At)ﬂ-)(g), gdzie a<E<b.

+ ul
Jest to wlaénie wedr interpolacyjny Newtona. Wzér ten wypro-
wadziliémy w zalozenin, ze i ¢ sa jakiekolwiek dane liczby prze-
dzialu (a, b), zaé At jest jakgkolwiek liczbg réing od zera, i taks,
iz ¢t 4 (n — 1)At nalesy jeszeze do przedzialu (a, ).

§ 203. Zaléamy, dalej, ze pochodna f™)(u) jest ciagla w prze-
dziale (4, b). Przyjmijmy t=a, 2 ="5. Przy dostatecznie malem
dodatniem At liezba ¢} (n — 1)At=a+ (n — 1) At bedzie nale-
zala do przedzialu (a, b) i przeto bedzie zachodzil wizér (17), gdzie &
oznacza liczbe zalezna od =, £, oraz Af.. Przejdémy teraz w tym
wzorze do granicy, gdy A¢ zmjerza do zera jakimkolwiek cisgiem
liczh dodatnich, W mys] tw. 222, bedziemy mieli:

,n—-—l

. (A :

icm

§ 208. Wywdd wzorn Taylora ze wzoru interpol. Newtona. 239

a e oczywicie:

ﬁz;rri(m———t)(w— t— A48, . (2 —t — (b —1)42) = (x — {)¥,.
dla £=1,2,. ean— 1, wige wzor (17), po podzielenin przez
(® — tyr/nl i uwzgledmemu, te t = a, x=>, daje, w granicy
dla 4¢=0:

tim 7o) =g | 10 — rlo) — 25 i) — U ) —
(b —a)y? .
"—”(h"—a?l)! £ (a)]. (18)

Poniewas, jak zakladamy, funkeja f(u) jest w przedziale (a, b)
ciggla, wige zbiér jej wartosei w tym przedziale jest zamknigty:
liczba lim F™(§), jeko granica ciggu wartodei funkeji f™Y(u) w prze-

- dziale (a, b), Jest wige jedna z wartodei tejie funkeji w uwazanym

przedziale; innemi slowy, istnieje w przedziale (g, b) takie 7, iz

f‘”)(n)=iff_'zf‘"’(§). | 19)
Wobec (18) i (19) znajdujemy'
£ =F@y+ 22 f’()+(—b-—~- F@) ..
+‘fn‘_“) gy & =% o),

gdzie a <7 <<b. Jest to wadr Taylors. z resztg w formie La-
-grange’a. (Por. § 189).

Cwiczenia
1) Udowodnié, Ze dla funkeji ograniczonej f() warunek lim (A2 f())emz,= 0
Ax=0

pocigga za sohg ciaglodé funkeji flz) w punkcie z,. (Zob Prace mal.-fie. t. 26,
str. 12b). )
2) Udowodnié, ze funkcja f(2), okreslona przez warunki

f(m)=cos(ak+ atm ) gdzie sin ; =—é

dla liezh a formy 2%.3* (k, n catkowite >, =, < 0), za8
f(2) = 0 dla pozostalych w,

jest ogramuons;, niecingly dla =0 i spelmia warunek hm (A3 f120) e == O
{Zob. Prace mat-fiz. t. 26, str. 215,
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8) Udowodnié wzér
A2 A3 Aq2 A3 _ 3
(—1)ﬁ—1Bﬁ=1—T+——§——T+T-—..._ (ﬂ—{—l,z, NN ),

gdzie B, sy liczby Bernoulli'ego, zaé A*1>* oznacza przez gkrécenie liczbe
[A* 2™y, przy Az =1. . ,

4) Udowodnié, Ze dla kazdych danych n — 1 liczb 4,, A.,, «++y An—1 mozna
zawsze dobrad liezby a,, @, . ., Gn, tak, iZbyémy, oznaczajge przez @(x) wy-
raZenie .

olx) = a, sin w2z + @, sin2zz+. .. + G sin (n — 1)z,
mieli
q)(s) =4, dla k=1,2,...,n—1L

Odp. Zsdane wartofei wspolezynnikéw a, (s =1,2,...,n— 1) sa
. 2 . (n—1)sn
a,'= %{Ai sinf’—:-‘-{-A,sm 775-—}— oot Apgsin —n—————] .

Jest to t. zw. interpolacja frygonometryezna.

ROZDZIAYL XXIV
Funkcje dwg{:h zmienny'éh rzeczywistych.

§ 204. Niech U oznacza jakikolwiek dany zbiér ukladéw (z, y)
dwuch liezb rzeczywistych i y. Jezeli kazdemu ukladowi (z, y)
zbiorn U przyporzadkowana jest pewna liczba rzeczywista 2, to
méwimy, Ze mamy okreflong funkeje dwueh zmiennych rzeczy-
wistych «, y w zbiorze U. Wartoé 2, odpowiadajaes ukladowi (, y)
oznaczamy przez f(z, y). '

Niech (,, 4,) oznacza dany uklad, nalezaey do zbioru U, czy.h,
jak bedziemy méwili, dany punkt zbioru U, zaé f(z, y) — funkeje,
‘okreslons w zbiorze U. Jeszeli dla kazdego ciagu nieskoficzonego
(2, ¥,) (n=1,2,3,...) ukladéw zbioru U warunki
lim x, = @,, li;:zoyn=yo

pociagajs za sobs zawsze wzdr
hm f(mn: yn = f(mth ?/o)y

to méwimy, se funkeja f(x,y) jest w zbiorze U cigglg dla punktu
(%0, ¥o) 2¢ w2gledu na obie zmienne z;y.

§ 204, Funkeja dwuch zmiennych rzeczywistych, 241

Zupelnie taksamo, jak dla Funkeji jednej zmiennej, dowo-
dzimy, e na to, izthy funkeja dwuch zmiennych f(z,y) byla
w zbiorze U ciagly dla punktu (z,,,) wzgledem obu zmiennych,
potrzeba i wystarcza, izby dla kaidej liczby dodatniej & istniala
liczba dodatnia 4, taka, iz nieréwnosei

|2 —a | <6y |y—y, | <6
pociagaja za sobg nieréwnosé
| 7@ 9) —F (@ 90) | <o

dla kazdego punktu (z,y), nalesgcego do U. Dowéd konieeznodei
tego warunku wymaga przytem' zastosowania pewnika Zermelo
(por. § 54).

Jezeli dla kazdego ciagu nieskoriczonego z,, dla ktérego uklady
@y o) (n==1,2,3,...) naletg do U, warunek

lim X, == mo
nmoo

pocigga za sobg wzdr

fi_'zf(-"’n, ¥o) = 1 (@s, o),

to méwimy, ze funkeja f(z,y) jest w zbiorze U ciggla dla punktu
(%0, Yo) 2¢ wzgledu na ezmiennn .
Podobniez, jezeli dla kaidego ciagu nieskodczonego y,, dla
ktérego uklady (2,4, (n=1,2,38,...) nalezs do U, warunek
lim y, =y,

pocigga za sobg wzér
,ll"i’:f(xoa Y) =f(xm yo),

to méwimy, ze funkcja f(z, y) jest w zbiorze U ciggla dla punktu
(@0, ¥o) 2¢ wagledu na y.

Funkeja f(z,y), ciagla w zbiorze U dla punktu (z,,y,) ze
wzgledu na obie zmienne , y, jest oczywideie dla tego punktu

.ciagly (w zbiorze U) zaréwno ze wigledu na z, jak i ze wagledu

na y, lecz niekoniecznie naodwrét. Funkeja moze bowiem byé
w calym zbiorze U ciagla zaréwno ze wzgledu ra s, jak i ze
wzgledu na % & jednak nie byé (w pewnym punkeie tego zbiorn)
‘W, Sierpidaki: Analiza T. I Cz. IV, 16
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