é,
y
ﬁ
|
|
|
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' Wazér (4?) daje wiee w jednej chwili, po podzielenie obu stron przez
¢ (et — 1), rozwinigcie na szereg nieskoniczony

1 1 , Bi B Bis

er_1”7"§'+‘ziT”“Z’T+6_3!—'“’ dla 0<|¥] <2m

znglezione w § 1567 na innej drodze. Dla | | > 27, jak to wynika z latwokeis
ze wzoru (49), otrzymany szereg jest rozbiezny.

Cwiczenia. .
1) Udowoduié, Ze
Seos(dn—1)8 m*  wd ad 3n? X
i (211-—-1)’ =-—8————4-,d1a OS&‘S?F, zaé-—:—-T————s—, dla ng&gi&:t.
?) Prayja¢ w twierdzeniy 200 g = 0, f(a) =— 2o

m
, ‘ m'—lﬁ, q>?, oraz wy-
prowadzié wzér (dokladuy) na sume 1m-4-2m 4 Jpm,
) 3) Przng.é W twierdzeniu 209 & =0, b=1, f(@) = sin 24w, gdaie t:i:(},
1 wyprowadzié stad rozwinigeie funkeji etg¢ na szereg potegowy. .
4) Wyprowadzié przy pomocy tw. 209 rozwinigeie funkeji F\a)'—"::s' —’1;
ha gzereg asymptotyczny -
= 1 1 B, ,B, B
6§ aTsm wtE— Tt
. 5) Wychodzge z szeregu na arctg « (wzér (7) z § 181) i stosujse mno-
zenie Cauchy'ego, wyprowadzié dla —1 <2 < 1 rozwinigeie ,
. .

{—1)-1 1 1 .
rtgap = F T80 (T g5+ o)

=]

dzié¢ rozwiniecia:
glt4a) 2 1,1 N
‘TZ}-?T—E(—I)H(T-;-?-{-..._;.%)@, dla —1<az<1

Oraz

6) Opierajge sig na szeregu dla lg(1- ) (wzér @&, § 180)‘, 'wy?prbwa.—k

s g Q=1 1 '
lg(1+4 )] =‘i§]—;;£—1— (—1~+%+...+%—)z«+g dla 1<ae=<t

{przypadek szczegdlny tego. ostatniego wzorn dla &= 1 ili j
ey wyprowadzilifmy juz

7). Opxerajgc sie na wzorze Dlg |/ ) ="L_-}:F oraz nd tw. 202, wy-
prowadzié rozwingeie

x* xt | .
gViFa=5—7+F+:, da |z|<1

icm
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ROZDZIAY, XXIII
Wzér Taylora i Maclaurina.

189. Zaléimy, ze w calym przedziale (a, b)) funkeja f(x)
posiada (przy danem naturalnem n) pochodng f“~V(z), ktéra jest
ciggla w przedziale (a, b), oraz, ze wewnagtrz przedzialu (a, b) istnieje
wszgdzie pochodna £®(z). Z istnienia oraz cigglodei pochodnej /()

-w przedziale (e, b) wynika oczywidcie istnienie oraz ciaglodé w ca-

lym przedziale (a, b) kazdej z pochodnych f/(z), f'(2),..., f*" ().
Pol6zmy:
b —az)t

Fo) =)+ 52 @+ S e+ G e ()

— bedzie to funkcja ciagla w calym przedziale (a, b).

Jak latwo widzieé (stosujge twierdzenie o pochodnej sumy
oraz iloezynu, oraz wobec zalozenis, ze istnieje pochodna f™(x) we-
whnatrz przedzislu (a, b)), funkeja F(z) bedzie wewnstrz przedsialu
(a, b) posiadala wezgdzie pochodng :

F'(w)=(?n1’f§f<->(x) @)

" (mamy bowiem dla k=0, 1, 2. B — 1, rozumiejge przez SOe)

samg funkeje f(x):

D (b ';! m_.)k f(l)(ag) — Q;;wa f("+‘)(x) ’——(f—k‘—;’_"{%‘;—l f(")(x)’

skad, sumujsc te réwnofei dla k=0,1,2,..., n—1, wobec (1),
otrzymujemy w jednej chwili wzdr (2)).

Niech dalej g(x) oznacza dowolng dang funkejg, ciagly w prze-
driale (a, b) i posiadajacs wszedzie wewnstrz tego przedzialu po-
chodng skohezons, rézng od zera, @'(z). Wzgledem funkeyj F(z)
i p(ar) bedzie zatem stosowalne twierdzenie Cauchy'ego (tw. 200,
§ 177), i przeto przy pewnem §, lezgcem wewnsirz przedziatu (a, b),
bedziemy mieli wzér

F)—Flo) _F(©
g(B)—op(a) @@

1) Joteli @>b, to przez przedzial (a, b) rozumiemy zhiér wazystkich
liczb rzeczywistych @, spelnisjgeych nieréwnobé a == = b.
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a wige, wobee (2), wzér
F&) — &) = [906) — 9(o)] oo
Lecz, wobee (1), mamy ~

- ) =Ab), oraz F(a)=1" c g

L e a;

wzér (8) A pmeniesieniu Flu
- L) C i
gdzie
Jest to u aylora (z wyrazem dopelniajaeym R,).
N Co - keji @(z), zakladalismy jedynie, e jest ciag :
dale (a, taz #e wewnairs tego przedsialu posiad iz
hm.lnq song i réing od zera. W szczegdlnod omy
jak przyjaé, jak Iatwo widzieé, funkeje -
(b— o |
- plx) = . ’
) ="t
g s dowolng dang liezbe cisgu 0,1,2,..
5), bedsiemy mieli
. @—@
Pd) — p(a) = —

oras. (wewnatrs (g, b)):
g =— L=

-m:
wxér (b) prayjmie wige postad:
(B—ay 0—& (i—p— 1)1 fYE) @
B 7
B—pl a—01 =8 = .. ?(_ rS lig
Liczba § lety miedsy a i &; poléimy
v .
== 1)

icm
|
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quzie
0<I<, (8)
vobec (8): '

b—8 1 _ 5 oraz E=a-+(b—a)}

i przeto wzor (v) vaye:

b—a* (1 — & ' .
B, En PE=Troer M ®

— Jest to' t. zw. forma resaty Schlsmile

g 7

"oy T la w preedziale

wirz przedziatu (@, b)

zedu n-go, 10 wu. p z ciggu 0,1,2,...,

.mieje odpouncdnw dottn pray “kidrem zachodzi
)y gdzie R, jest liczba, okreslong p:ece w2ér (9).

vjmujge, w szczegélnosei, p=0, ottzymu;emy 76 Wwzora

(¢, ty R, formg Lagrange’a:

ing cigy-

"?__—”;'f)_" fOXE), gdzie £ lety wewnatrz (a, b), " a0)

formg Oauchy'ega:

Z88 ma.
=00 -1 fog te 0 <& < 1. (11)

(n—1) T

Jezeli funk: posiada W pra * mochodne cig-
gle katdego natur. edu, to wzér (= - wazel-
kiem naturalnem 7. . rytem

=0,
to mamy rozwinigeie na 8 -lora
: b—a —a)? .,
£ = F) + g1 1 ~2 )+
7 twierdzenia 210, oraz z forn " ‘ressty R,, ofr

mujemy, w szczegélnodei, dla a=0, b=
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Twierdzenie 211, Jeteli funkcja f(x) posiada w preedziale
(0,2) pochodng cigglq regdu n—1-go, oraz wewngtrz przedziatu (0, x)
pochodnag rzedu n-go, to mamy wzdr:

=0+ FFO) + 5 O gy A O By (12

gdzie .
R,:ﬁaif(") $z), 0 <9< 1 (forms Lagrangea), (13
n!
jakotez
R, = == 1)! (1—8 ) f(")(ﬂ z), 0< ¥, <1 (forma Cauchy’ego). (14)

Jeseli funkeja f(z) posiada w przedziale (a, b) pochodne cisgle
kazdego naturalnego rzedu, to wzdr (12) zachodzi przy wszelkiem
naturalnem #. Jeieli praytem lim R,=0, to mamy rozwinigeie na

szereg Maclaurina:

@) =10+ L0+ 5/ O+ O+ (15)

Zauwazymy jednak, ze -sama zhieznofé szeregu (15), nawet
przy cisglosci wezystkich pochodnych, nie jest warunkiem wystar-
czajgeym dla rozwijalnosei funkeji f(x) w szereg Maclaurin’a:
szereg (10) moze bowiem byé w pewnym przedziale zbieznym,

& jednak wzér (16) moze byé falszywym, jak to udowodmmy na_

prazykladzie.
“Okreslimy funkcJQ f(x) przez warunki:

)
F(0)=0, maé fl@)=¢ %, dls =01
Bedziemy tu mieli, jak latwo widzied:
10) = Zim LB — f(O) =
rO= tin 45 =0
1

(gdyz &® >h” skqdl M’<[hl), zaé dla z 3= 0:
1
f'(x)“—‘a;” *

1) Zauwafymy, Ze funkeje fl#) moZemy okrefli¢ jednym warunkiem :

{x) =im 6—;:.75 przy wazelkiem rzeczywistem .

icm
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Przez latws indukeje sprawdzamy,- dalej, iz bgdzie pray wazel-
kiem naturalnem n:
1
) = __P,S”x) e ?, dla 230,
’ (16)
z84
7(0) =0,

gdme P,(x) oznacza wielomiam calkowity (stopnia nie wyzszego
niz %n—2). (Jeteli bowiem wzory (16) zachodzs przy pewnem na-
turalnem 7 (co jest prawds dla # = 1), to. mamy

| petg — =3B ”)";jf:f D)+ 205@) "5 s 540,
- zas
1
_ fOR) — (0 A »"
peenoy = tim T 0 g 202 T g,

[

gdyz & >h""(4 !,.Bk&d lhs'ﬂl < (4n)l 1),

Wazystkie pochodne f™(z) (n=1,2,3,...) s3 tu Wiqclcis;gle
(w calym zbiorze liczb rzeezymstych), przytem mamy
F(0)==0, oraz f™0)=0, dla n=1,2,3,...,

i przeto, przy wszelkiem rzeczywistem z:

; d (4 x’ '
1O + & 7O + 5O+ . =0,
gdy tymozasem

f@)=e *>0, dla z0.

Zauwaiymy dalej, ‘26 szereg Maclaurina moze byé stale
rozbiesny dla z==0, pomimo e funkeja f(x) posiada pochodne
wazgdzie cisgle kazdego rzedu. ‘W samej rzeczy poléimy (dla
~wazelkich rzeczywistych ):

/@ _2 Ha + P )

k=0
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icm

gdzie a oznacza liczbg > 11). Szereg ten jest oczywidcie zhiezny przy
wazelkiem rzeczywistem z, gdy skladniki jego sg odpowiednio nie

. i ' & & . '
wigksze 6d s#dadmkéw szeregu %‘ =
~ Z tozsamodei

et 1 i i
a¥4at 2ztat z—ati
znajdujemy w jednej chwili (przy naturalnyeh % oraz m):
o (—=1) n'[ i g

aEfg 2 v GE-FariP (m—a i)n+1]a (**)
skad , :
—% .
i D | S M <nlaeen
(@ a~)

Skladniki szeregn n-tyeh pochodnych kolejnych skladnikéw
szeregu (*) sg wige bezwzglednie nie wigksze od skladnikéw sze-

) ] gt
regu zbieinego 2‘1’1 ak! =nle™™: szereg n-tych pochodnych
115

szeregu (*) jest wige zbieiny jednostajiie w zbiorze wsaystkich
liczb rzeczywistych, a wige, w myél twierdzenia 205, przedstawia.
n-tg pochodns sumy szeregn (*). Funkcja -f(z) posiada wige dla
kazdej wartodei rzeczywistej 2 pochodne skotiezone kasdego rzedu.
Nadio, w szczegéinobei, dla z=0, z0 wzoréw (*) i (**) wynika
w jednej chwili. ze S

(o) (— P TE (=17l a2
N0 = 2 2 Kl
k=0
Zatem
_ JE*0)=0, dla r=123,...,
zad . '
S®0) =(—1r@p)le™™, da p=1,2,3,...,
i przeto prawa strona wzoru (15) daje tu szereg

* 2"(—_ 1y " z*,
p=0

) Por. A. Pringsheim: Sprawozd. Akad. Bawarskiej r. 1892, str. 222.

§ 190. Warunki rozwijalnodei funkeji na szereg Taylora. 206

ktéry, jak latwo widziéé, jest rozbiesny dla 20 (gdyz
limle“’ﬁiw"l-——-oo, dla a>1, z0)
Pp=o0

§ 190. Podamy obecnie pewien warunek konieczny i wy-
starczajaey na to, aby dana funkeja rozwijala si¢ w pewnym prze-
dziale na szereg Taylora.

Twierdzenie 212 (Pringsheima)?): Na fo, 2eby funkcja
S (@ + B) rozwijata si¢ w preedeiale 0 <h < R na szerey Taylora

a4+ By = Fpr o (17)
kw0
potrzeba i wystarcea ‘
10 i3by funkcja f(z) posiadata dla 2, <z <=z, + B pochodna
skorczong f®(x) kaddego regdu k=1,2,8,...
20 aby dla kaidego dodatniego h < R cigg
1
n— 1)
-dla n == oo zmierzal do zera jednostajnie 2¢ wegledu na 3 w pree-
driale 0 <9 =<1. .
Dowéd. Wystarczalnoéé warunkéw 10 i 2° wynika natych-
miast ze wzoru (4) = formg reszty Cauchy'ego (11) (dla a =2,

R(h, 9) = FOzy 4 9B). (1 — 1k (n=1,2,3,..) (18)

b=z +h). |

Przypuéémy teraz, ze funkeja f(z, - h) rozwija .si¢ W prze-
"dziale 0 <h < R na szereg (17). Aby prawa strona wzoru 17
miala sens, ‘muszg wige istnied przedewszystkiem wazystkie po-
chodne skohezone f™(z,), dla k==1,2,3,... Dalej, ze wzoru 8%))
wynika, e sgereg potggowy (17) zmiennej. s jest zbiezny dla
0<h < R, skad, jak wiemy z teorji szeregéw poﬁegowyc?x, wy-
nika, e jest on zbietny wewnstrz kola o promieniu E, & wige tez
posiada wewnatrz- tego kola pochodne wezystkich rzedéw (tw. %‘.’)8
i tw. 165). Poniewas zaé sumg szeregu (17) dla 0 _Sh<"R jest
S(@o + ), wiec wynika stqd istnienie pochodnych ws;y?tk}ch-rz?-
déw funkeji f(x, 4+ k) wzgledem & dla 0< h<)_R,f t. j. istnienie
pochodnyeh wazystkich raedéw fankeji f(z) dla z, <<z <%+ B
Warunek 1° jest wige konieczny. »

1) Sprawozd. Akademji Bawarskiej r. 1912, p. 187—1b4.
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Niech, dalej, & oznacza dang liczbg rzeczywists, spelniajacs
nieréwnosé 0 <h<CR. Wobec h <R moiemy obrad liezﬁq do-
datnig 4, tak izby bylo h-}-d<<R. Wobec zalotenia, e funkeja
f(@o-+h) daje dla 0=<h<TR rozwinigcie (17), bedziemy wige mieli

Flato bt 0)= 3 F ) (b4 .

Rma(

) Ze zhieznodei szeregu po prawej sti‘oni’e wynika ograniczonodé
ciggn jego skladnikéw: .dstnieje wige liczha skoficzona g, taka, i%

%]f""(m) [0 <g, dla k=0,1,2,... (19)

W myél (17) znajdujemy z latwodcis, dla 0 $3Si (wc;beo
twierdzenia 165):

Sz, - OH) =2% SO g B9
ka0
skad, wobec (18) i (19), i uwagi, se (wobec =0, 6 > 0)
o=1=% <1 @ o=s=<1
L ’
jyauy
znsjdujemy przy wszelkiem naturalnem n, dla 0 <9 <1:

| Bh, 9| < ML=9)"F j'(k+n)! B ,

B or Kol GFoF
h o\ B\
_ng(1— 8y~ T M (m) : ”,9‘(1& 6)
(h+6)" '( _...V k&)ﬁ‘s(__ﬂ_’sl -'}: g (20)
) h+6) ( ‘m)
Lecz, jak wiadomo, lim nz* =0, dla |z|<C 1: mamy wige
h »
"I\ Fs
-~ ( _I;l—~)~,<e, dla > p,
)

gdzie u nie zalezy od §: nieréwnoéé (20) daje wige
| Bi(h,®) | <g dla n>p=p), 0<8=<1,

icm

§ 191. 8zereg dwumienny. 207

co dowodzi (przy wszelkiem danem % =z przedzialu 0 <h < R)
jednostajuej ‘ze wzgledu na 9§ 'w przedziale 0 <<% =<1 zbieznosei
ciggu R(k,9) (n=1,2,...) do zera. Warunek 2° jest wige réwniez
konieczny.

Twierdzenie 212 zostalo zatem udowodnione w zupelnodei.

Zauwaiymy, Ze moinaby z latwodeig okazaé (i to juz na
przykladzie funkeji f(z) == 1/(1 - x), dla @, =0, & ==1), ze twier-
dzenie nie byloby prawdziwem, gdyby w niem reszte Cauch yego
(18) zastapié przez resztg Lagrange’a

1
SPARCE N

Z innych warunkéw koniecznych i wystarczajgeych dla rozwijalnosei

" funkeji f(x) w przedziale (r,, 2, R) na szereg Taylora (17), wspomnimy tu

o warunku 8. Bernsteina?®), polegajgeym na tem, aby funkeja f(@) byla
résnics dwuch funkeyj, ktére w przedzisle (w,#,+ R} s3 dodatnie wraz ze
wezystkiemi swemi pochodnemi.

§ 191. Szereg dwumienny. Zastosujemy teraz wzér Mac-
laurina do otrzymania rozwinigeia funkeji (1--2z)* na szereg
potegowy. Polézmy, przy danem rzeczywistem u, dla & > —1:

f@)=(1+=2) (21,
przy wszelkiem naturalnem # funkcja-f(x) bedzie posiadala dla
> —1 (w mysl wzoru (96) z § 174) pochodng n-go rzedu

FO) = wp— 1) (a—2) ... (e— 1) (I ap,  (22)

ktéra bedzie cisgls dla x> -— 1. Tembardziej wige pochodne
f)z) (n==1,2,3,...) beds ciggle w przedziale (0,z) (dla z>—1)
i przeto, przy wszelkiem nuturalnem » bedziemy mieli dla #>—1
wzér (12), czyli, wobee (21) i (22), wzér

(L+ap=14 (’1‘) 2+ (Q‘) IS (n » 1):;"—1 +R., (23)
gdzie, w mysl (14) i (22):
1 — 9

R,= ”(ﬁ) (1 Sy (1—+ S

)H, 0<$, <1).

1) Zob. A, Pringsheim L ¢, p. 163—1584,
%) Mathematische Annalen 75, p. 449,
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W razie calkowitego nieujemnego g mamy, dla n=p-1:
(:) =0, i prseto, w myél (24), B, =0: wzér (28) daje wiee roz-
winigeie potegi (1 + #)# na dwumian Newtona:

(t+ap=1+ (%) 2t (§)ar -+ (4) =

Zalépmy wige, dalej, #e wykladnik u nie jest liczhs calkowits nie-
ujemns. . ‘
" Dla —-1<x<1_mamy, wobee 0 << ¥, < 1:

14+8z>1—9>0,
skad - :

1—9
0<TF®a<’
i przeto, wobec (24): .
EAR e P aATY (SINFTE
czyli ’
=1 —
I-Rnt<(1+a'13)“_l-ﬂ-!z!i——zl-'—|£l. ()

Oznaczmy przez a liczbe poérednis miedzy |z | oraz 1; wobee

lm_-—“”-k!'_’.‘il

koo

bedzie, dla dostatecznie wielkich %, np. dla k>

=|z|<a

S lp—Fk|.|a| <ka
i przeto, dla n > ¢:
'ﬁLy‘—I;c]‘lwl'<-a—-q,
skgd, wobec (25):
|R,.|<(1+&1x)“".{g(;‘)}.]azl”.a"", da n>q (26)

(et w1 LBl g (4o LR L)

Wobee 0 < §; <1, —1<<x<1, mamy
14|z =1+hae=1— |z,

i przeto
Q4ap <1zt da p=1,

icm

§ 191. Szereg dwumienny. 209

zad
A4fHap <A —|z)*) da p<<l
w kazdym wige razie, oznaczajge przez A liezhe wigkszg od (14 z)p1,
oraz od (1 — z)*”', bedziemy mieli
(L dap <A =Awa),
i przeto wzér (26) dowodzi, wobee 0 < a<<l, te
lim B, = 0. @0

Udowodniliémy wige, ze dla —1 <z<1 mamy wzér (27): ze
wzorn (23) wynika wige dla —1 <2<1 rozwinigeie:

(1+x)“=1+(‘{)x+(g)w'+(g)x"—]-... (28)

Zbadumy obecnie proypadki = -1, oraz = — 1. W mysl
tw. Abela (tw. 162), wobec ciaglodei funkeji (1 4 #)», wuér (28)
bedzie, przy danem u, prawdziwy dla =1, jezeli prawa jego
strona bedzie szeregiem zbieznym dla z=1. Zbadamy wiee, dla
jakich rzeczywistych p zbieznym jest szereg

1+(‘1‘)+(g)+_(g)+..‘ ' (29)
Mozemy oczywiseie napisaé przy wazelkiem naturalnem n:

PR TAES
skad widaé, ze dla p =X — 1 jest stale '

(4)|=1

n

i przeto szereg (29) nie jest zhiezny dla p << —13. ,
Zalbimy wige, dalej, ze u > — 1. Gdyby u bylo jedns z liczb

0,1,2,8,..., szereg (29) bylby: oczywideie skoticzony. Praypusémy

wige, Ze g nie jest zadna z tych liczb. Poléimy ¢ =Eu + 1;

dla » > q bedziemy mieli: '

e o R ey B

przyczem, wobee g + 1= Eu+ 2> p~+1>0, cayoniki

1_Lﬂ 1_._,‘1_'_*1} 1.._.”_.'{:._1.
g+ " g2 n
W, Slerpifieki: Analiza T. L Cz. IV. 14
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. bedg wszystkie dodatnie, mnlerze “od Jednoéel skladniki (31) beds
wige dla n > g naprzemian dodatnie i ujemne i przytem beds ma-
laly bezwzglednie. Z uwagi, ze, dla u -1 > 0, wartoscig iloczynu
nieskonczonego

et )

2

&

jest zero (gdyz szeregZ%—jﬁ jest rozbiezny), wnosimy, dalej,
Ll §

te wyrazy (30) zmierzajy do zera (dla n=o0). W mysl tw. 105

o szeregach naprzemiennych, wnosimy wige o zbiesnosei szeregu (29)

w uwajanym przypadku.

Szereg (29) jest wige zhiezny dla > —1 i rozbleiuy dla
u<—1. W myil tw. Abela wnosimy wige, ze wzér (29) jest
prawdziwy dla =1 wtedy i tylko wtedy, gdy x> — 1.

Dla z=—1 prawa strona wzoru (28) daje szereg

SOHO-@r

(dla n=1,2,3,...)
= () +#) - =@ = (7Y, @
a ie oczywiscie

_.M—l_(_ﬁ(_ﬁ &
( 1)( C)=(=4( 2)...(1 ”),
. beo rosbienodei BB B '
wige, wobec rozbieznosei szeregu~1—+2+3—|—..., dla u==0, wno-

simy natychmiast (w mysl tw. 118 i tw. 119), e
lim (— 1)" ("‘;1) =0, dla w>0,

Przez latws indukejg sprawdzamy, iz

oraz

. zir:(":l)zoo, da u<O0.

Wobec (33), szereg (32) jest wige zbieiny dla u > 0, dajac
sume 0, za$ rozbiezny dla g < 0. Dla u =0 szereg (32) jest oczy-
widcie zbiezny, dajac sume 1, lecz wéwezas lewa jego strona nie
ma oznaczonej wartosei, danc 00. Wzér (28) jest zatem prawdziwy
dla z=—1 tylko, jeieli u > 0.

icm

§ 192, Rozwiniecie arcsin # na szereg potegowy. 211

Zestawiajac otrzymane wyniki, mozemy wypowiedzieé na-
stepujace '
" Twierdzenie 213. Dla — 1 <<z <C1 zachodzi prey wszelkiem
reeczywistem p rozwiniecie

(1 ap =1+ (’1‘) w-}-(g) x=+(‘3‘)zs+... [0

Wabr ten pozostaje prawdziwym dla o= 1, jedeli p> —1,
oraz dla ¥ = —1, jebeli p>0. Dia z=1, p<<—1, oraz dia
z==—1, <O seereq (84) nie jest zbiesny.

§ 192. W szczegéluosei, w mysl tw. 213, waér (34) bedzie

prawdziwy dla p=— 4, —1<x=<1: mamy wige rozwinigcie
(et e e o -
Vﬁ-i —|-—( x+ 9 )x + N i dla 1<:c$1.
- Kladae = — 8, otrzymujemy stad rozwinigeie:

1 — —§ - e
V1T-Tt’=l—( li)ts_;_( 2*):4-.( 3’5)#4_..., dla —1<t<1. (35)
Wewnatrz przedzialu (— 1, 1) mamy, jak wiadomo (§ 172):
“V-i_;—l—:—t_.=Da1;c sin 4 (36)

Wobee (35) i (86), w myél tw. 202, z uwagi, Ze arcsin0=0,
otrzymujemy wige rozwinigeie

aresint:t—(—l;‘t)g—{-(_;)%b—-..., da —1<it<<l (37)

Zwizywazy,' dalej,' e

(_-:1)-(—5)_1.3.5...(2}1—1) 1
ntiln )T 2.4.6...2n ‘Tl
znajdujemy, wobec (37), rozwinigcie

1.3 5 ,1.3.5

arcslntmt+25+3 i 5—{-2 6 7—}— dla——1<t<1 (38)

Szereg (38) jest zbiezny i dla t=1: w samej rzeczy, z uwagi, ze

1 2n+1< 1
. W'%}——l V2—_n_:+—_3’

14*
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sprawdzamy przez latws indukeje, iz

1.8.5...@n—1) 1
3.4.6...2n Venp1’

dla #=123,...,

i przeto skladniki szeregu

sg odpowiednio mniejsze od skiadnikéw szeregu zbieznego

= 1

Szereg (38) jest wige tez zbiezny i dla f==—1. W mysl
tw. Abela wnosimy wige, wobee cigglosei funkeji arc sin ¢ w prze-
dziale (— 1, 1), ze wzér (38) pozostaje prawdziwym dla =1, oraz
dla {==-—1. Mozemy wigc wypowiedzied

Twierdzenie 214. Funkcja arc sin z rozwija sie na szereg po-
tegowy

L o1.3.5...(2n—1) «H
aresine=s+ 3 16 3 oD s —1=e=Ll (9)

el

Dla |2|> 1 szereg (39) jest rozbieiny, co sprawdzamy z latwoscia,
stosujae np. kryterjum d'Alemberta.

Dia =1 wzér (39) daje:

z *1.8.5...n—1) 1
2_1-{—2 2.4.6...2n 2n--1°

na=l
dla x=1/2, z uwagi, Ze arcsin 1/2 = /6, otrzymujemy ze wzorn (39):

5...2n— 1) 1
4.6...(2n) (n--1). 2047

193. Zastosujemy teraz tw. 211, kladae f(z) =lg(l +a), n=2
W mydl (12) i (13) owrzymamy, dla — 1 <o < 1:

. xr? .

§ 193. Wzdr na Ig (14 2). 213

Jako zastosowanie wzoru (40) udowodnimy nastgpujace
Twierdzenie 2151). Jedeli szereg nieskonczony

gu,,, ‘ (41)
gdeie w, > —1 (n=1,2,3,...), jest zbietny, to iloczyn nieskonczony
Tt +u) 42)

Jjest abiedny, b daje wariosé 0, zalednie od tego, czy seereg
Su (43)

jest zbietny, czy tez rozbiedny. "~
Dowd6d. Wobec zbieznosei szeregu (41), mamy
|u, | <}, dla 2>4 (44)
i przeto, w mysl (40), dla n > u:
uﬂ

lg (1 +w)= — gy &9 0< ¥ <l (46)

Wobec (44), oraz 0 < 4, <1, mamy

§>1+4 %u >4,
zatem, wobec (45), dla » > u:
4, — 2ud < lg (1 4 u,) < u,—Ful, (46)
skad, dla n> u:
lg (1 4+ %,) = 4, — 2m,u;, gdzie 0 <5, <1 (47)

Wazér (47) dowodzi w jednej chwili, ze w razie zhieznosei
szeregdw (41) i (43) szereg E; lg (1 + u,) jest zbiezny, co, jek wiemy

(tw. 121), pociaga za sobg zbieinogé iloczymu (42).

Jezeli zaé szereg (41) jest zbiezny, zas szereg (43) jest-roz-
biezny (oczywifcie, dajge sumg —- o), to prawa strona nieréw-
nofei (46) dowodzi, Ze

Sg (1 +u)=— oo,
nml

co dowodzi, ze wartodcig iloczynu nieskoneczonego (42) jest 0. Udo-
wodnilismy wige nasze twierdzenie.

1) Por. tw. 120 oraz uwagi koricowe § 94.
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§ 194. Twierdzenie 2167). Jezeli dla funkeji f(x), okreslonej
w preedeiale (— 6,0) (gdzie 6 > 0) dstnigje pochodna f™(0) (skon-
czona lub wmieskonczona), to '

-1

SB—A0)— 1'f' 0)— 2v” 0)— (h_l)yf("“"(O)
o P L =po0.

nl

Dowéd. Zalozmy naJprzéd ze f™(0) jest liczbs skonczons.
Polézmy

9By =F0h) — 2 o0y | ®
bedzie, jak latwo widzie¢
90y =0, | - @®)

skad wynika, ze dla dostatecznie malych bezwzglgdnie  istnieje
- pochodna skotiezona g (), a wige pochodna ciagla g2 (k). W mysl
tw. 211 mamy wige dla- dostateeznie malyeh bezwzglgdnie h wzér

- 9B—g0)+ u (0)+2,¢'(0)+ + 1),g<"~‘>(wz> 4)

gdzie 0 < & < 1.

Lecz, wobec (2), mamy ¢®(0) = f®(0) dla k=0,1,2,...,n—L:
wzlr (4) daje wige, wobee (2): )

W — 70) — 2 p o)~ o) —
S

nl

e URP

hn*l
T =1 Fe7(0)

- n —1 0
Lecz, wobec (3) i z uwagi, ze 0 < $ <1, mamy

. g D(3F) — g*(0
WO

wzér (5) dowodzi wige, wobee (6), prawdziwoéei wzoru (1).

1 Por. Ch. de la Vallée Poussin: Cours d’'Analyse infinitésimale
T. 1, wydanie 4-te, Paryz 1921 p. 77—78. Prof. A. Hoborski (Wyssza ma-
tematgka, Krakow 1923, str. 590) nazywa to tw. twierdzeniem Peany.

icm

§ 194. Wnioski ze wzoru Taylora. 215

Zalozmy teraz, ze f™(0)= + co. Niech 4 oznacza dowolng

dang liczbe dodatnig. Poldzmy
hﬂ
gh)y = F(B) — 5 4. @)

Zalozenie, e istnieje oznaczona pochodna f™(0), pociaga za
sobg oczywideie istnienie pochodnej skorczonej f*(h), dla dosta-
tecznie malych bezwzglednie &, skad, jak wyzej, znajdujemy wzér (4).
Lecz, wobee (7), mamy g(")(O) F®(0), dla £=0,1,2,..., n—1:
wzér (4) daje wige, wobec (7):

3 e
f(h) - f(O) - ﬁf,(o)"“ (n —1)! ;f(mgl (0) g"_’('&h) __9(5—1)(0)
" 0 Dt s @)
n! ‘

Lecz, wobec (7): (k) = f~U(8h) -- $h4, g~~"(0)=1"""(0)

zatem ) ’

g(n-—])(,s.h) — g(u—l)(o) ——f(n—l)(.ﬁ.h) — f(n—l)(o‘) -
§h - $h -

co, wobee F®(0)= -} oo (oraz z uwagi, ze 0 <& <C1), jest liczha
dodatnis, dla dostatecznie malych bezwzglednie A.

Prawa strona wzoru (8) jest wige (wobee & > 0) wu;ksza, od 4
dla dostatecznie malych bezwzglednie h.  Wobec dowolnoei liezby
dodatniej A, wnosimy stad, Ze granicy lewej strony wzoru (8)
dla =0 Jest + oo, ezyli £®(0), co dowodzi prawdziwosei wzoru (1)

Analogicznie dowodzimy wzoru (1) w praypadku /@ (0) = —
Twierdzenie 216 udowodniliémy zatem w zupelnosei.

Przypuéémy teraz, ze funkcja f(x) (okreslona w otoczeniu
punktu z,) posiada w punkeie x, pochodng 7”(x,) (skohezong lub
nieskoniczong). Poléimy @(h)=f(z, + h): bedzie wige istniala po-
chodna @”(0) i przeto, w myél tw. 216, bedziemy mieli:/

1im 2B =90 —hg') __ v,

4.

‘ 0 h*/z
czyli
h 0 f(zo + h) — f(xo) — hf'('ro) f,/(m ) (9)
Zastepujac we wzorze (9) h przez —h, otrzy mujemy
lim f(xo - h) - ;E'ra) + hf {‘7'0) =_% fﬂ (mo). (10)
h=0
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Dodajge stronami wzory (9) i (10), znajdujemy:
limf(xo + h) _ 2];5:0) + f(mb T h) =fll(xo).

h=0

(1)

Dowiedliémy wige, e jeseli isinieje pochodna f”(x,) (skoficzona lub
nieskonezona), to zachodzi waér (11).

. Lewa strona wzoru (11) moze jednak posiadaé oznaczons war-
todé 1 wtedy, kiedy pochodna f”(x,) nie istnieje: wartosé te nazy-
wamy uogéiniong druga pochodng funkeji f(x) dla wartosdei z,. (Lewa
strona wzoru (11) moze mieé oznaczong, skonczong wartodé nawet
dla punktéw z,, w ktérych funkeja f(2) nie jest ciggla, np. dla
funkeji f(x). okreSlonej przez warunki: f(z)=1 dla >0,
f@)=+—1 dla 2.<<0, f(0) =0, lewa strona wzoru (11) jest
w punkeie x, = 0 zerem, zaé funkeja f(x) jest nieciagla).

Twierdzenie 217 Schwarz'a: Jedeli druga poéhodna uogdiniona
funkeji f(x) ciaglej w preedeiale (@, b) jest wewngtre tego preedeialu stale
gerem, to i /(@) =0 dla a < 2 < b (t j. funkeja f(x) jest wewnsatrz prze-
dzislu (a, b) linjows).

Dowdéd. Wystarezy oczywibcie okazaé, Ze jezeli

i [ W= 2l fla— W) _

hm0

0, dla a<x<b {12)
to

z—a
b—a

9(@) =fi@) —fla)—

(f®) — flw]=0, dla a<z<b. (18)

Zaléimy wige, dla dowodu, Ze przy pewnem 2, wewnstrz przedzialu (a, b)
mamy (@)=} 0. Poléimy p = | ¢(e) | i obierzmy liczhe g taks, iz )

4
0<g< @—tp . (14)
Poléimy, dalej ; '
gl@) == gl + ¢ (x— a) (z —b), (15)
biorge znak gérny, jeteli ¢lx,) > 0, zaé dolny, jezeli ¢(x,) <O.
Bedzie vige w kazdym razie = 9(x,) = | 9(x,) | = p, zatem, wobec (15)
oraz (14): : .

9(@y)=p-+q(x, — a)(@,—b) :p_}_q[(%_aTb 3 (i;ﬁf]a——q(a“b)’>o’

4
ezyli glz,) > 0.

Wobee (15), (13), oraz zaloZenia, ze funkcja flz) jest ciagly w prze-
dziale (a, b), wnosimy, Ze funkeja glx) jest ciagls w przedzisle (a, b). Istnieje
wige w tym przedziale wartosé a,, dla ktdrej g(z) dosigga swego gérnego kresu
w px:zedziale (@, B), przyczem, wobec g(z,) > 0 i uwagi, Ze gla) = g(b) =0,
wnosimy, e #, 5= a oraz z, =+ b, zatem a <z, <Bb. *

icm

§ 195. Maxima i minima funkeji, ) 217

Z definicji gérnégo kresu wynika, dalej, ze (dla liczb h,. dla ktérych
@, + b oraz @, — h leig w przedzale (a, ), t.j. dla dostatecznie malych bez-
wzglednie h): '
' gz, +h) —glx,) <0, oraz gl@, —h) —glm) =< 6,
skad
giz, + k) — (=) + 9@ — B <0
dla dostateczniv malych bezwzglednie kb, co daje
lim 9% E B — 29}(&)—%9(% —h
hem0 '

{16)

Lecz z drugiej strony, wobee (15), (13) i (12) znajdujemy w jednej chwili

{przy kazdym ze znakéw == we wzorze (1B)):
zim"(”"'h“z‘;ff‘ +or—M_ S0 da a<a<h
he0

whrew (16) (gdyz a < =, < b).

ZaloZenie, ze wzér (18) nie jest prawdziwy, doprowadza wige do sprzecz-
nodci. Udowodnilidmy wige twierdzenie 217. '

7 dowiedzionego twierdzenia wynika z latwobeis, Ze dwie funkeje ciggle,
ktére wewnstrz pewnego przedzialu posiadaja wezedzie odpowiednio réwne,
skofczone drugie pochodne uogélnione, réinig sie conajwyzej o funkejp linjows.
Ustala to stopiet nieoznaczonoéci zagadnienia, polegajgeego na zngjdywaniu
funkeji cigglej, ktrej druga uogdlniona pochodna jest dang: zagadnienie to
odgrywa wasng role w teorji szeregéw trygonometrycznych.

Co do twierdzenia 217, to zauwaiymy jeszeze, Ze istniejs funkeje nie-
ciagle, ktérych druga uogdiniona pochodna jest wszedzie -zerem (np. funkeja
fi®) == sgn ).

Zauwazymy wreszcie, 2o istnienie granicy
i D@ ) = 2fl2) + flzy = 1)

im X

A=0

nie pociaga za sobs wogtle istnienia granicy
i T 201 — 2, 1) 4 fl)
X

=0

ani tez naodwrét. (Np. dla flz) = sgn @, @, =0, istnieje pierwsza z uwazanych
granic, lecz nie istnieje drugs, natomiast dla fla)=|2|, 2,==0, istnieje drugs,
lecz nie istnieje pierwsza). Moznaby atoli dowiesé, %o jezeli dla danej funkeji fl)
i danej wartodci @, istniejs obie uwaZane granice, to sg one sobie réwne?).

§ 195. Niech f(x) oznacza dowolng dang funkeje zmiennej
rzeczywistej, okreslong w przedziale (a, b). Méwimy, ze dla war-
tosei ,, lezgcej wewnatrz przedzialu (a, b), funkeja f(x) daje ma-
wimum wlasciwe, jeieli przy pewnem dodatniem J mamy :

f@) < flw,) dla 0< [2—a | <0

1) Zob. Prace mai-fiz. t. 26 (x. 1913), str. 127.
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~jezeli za$ istnieje tylkd takie ¢ >0, iz
fay <) dla 0< |z—g | <4,

to méwimy, ze funkeja f(x) daje dla wartosei @, mazimum nie-
wlasciwe. '

Pcdobnies méwimy, ze dla z, (gdzie a <z, <b) tunkeja f(z)

daje minimum wiadciwe, jezeli przy pewnem ¢ > 0 mamy
f@)>flz) dla 0<|z—z | <6
jezell za§ istnieje tylko takie 6 >0, iz
fla)=flz) dla 0<|z—a | <9,
to méwimy ze dla 2, funkeja f(z) daje minimum niewlasciwe.
Jezeli dla wartodel z, funkcja f(#) daje maximum lub mini-
-mum (wlasciwe, wzglednie niewlasciwe), to méwimy, ze dla war-

todci x, funkeja f(z) daje extremum (wladciwe, wzglednie nie-
wladciwe).

Twierdzenie 218. Zbidr wszystkich exiremonw wlasciwych funkcefi
emiennej rzeczywistej jest conajwygej preeliczulny. '

Dowéd. Zalozmy, ze dla danej wartodci @, zachodzi maximum wiadciwe
funkeji f(@). Istnieje wige liezba 6 > 0, taka iz

flz) < fiz,), dla < |lz—2| <4 . (1)

Oznaczmy przez # liczhe wymierns, zaWartg miedzy 2, — 0 oraz x,, za$
przez v liczhe wymierna, zawarty migdzy @, oraz Z, 4 ¢: wobec (1), bedzie
tembardziej

flz) < fizy), dla u < zlv, = =|= z,. .

przytem u < x, < v. Istnieje wiee przedzial o wymiernych koneach, otacza-
jacy @,, wewnatrz ktdrego dla z, wartos¢ funkeji jest wieksza niz dla kazdego
innego x.

Zbidr wszystkich przedzialéw o wymiernych kornieach mozna, jak wia- -

domo, ustawié w pewien ciag nieskoiiczony (§ 65):
(“1’ vl)Y (“2’ 02‘]’ (u37 vﬂ)’ A (2)

Niech (#., v.) oznacza pierwszy przedzial ciagu (2), otaczajacy @, i taki,
iz wewnatrz niegzo stale

fl@) < flzy), dla o 4= .

(Przedzial taki, jak dowiedlifmy przed chwils, istnieje). Punktowi &, przypo-
rzgdkujemy numer #n.

Wedle powyzszej umowy, kazdemu punktowi #,, dla ktérego funkeja flz)
daje maximum wiaéciwe, bgdzie przyporzadkowany oznaczony w zupelnosei numer.
Powiadam, #e réznym punktom beda przyporzadkowane réine numery.

icm

¥

§ 195. Maxima i minima funkeji. 219

Zaléimy, dla dowodu, Ze punktom @, i @y == 2,, dla ktdrych funkeja flae)
daje maximum wlaiciwe, odpowiada ten sam numer #. Byloby wiec

Un < mo < v'IJ . (3)
! Un < 2y < Vn,y (4)
@) < fay, dla 4 < &< Vn, x:'; z, &
fi#) < flw), dia % <2 < n, z =z, 6)
Mielibyémy zatem, wobec (4) i (5):
. flae) < flao),
za, wobec (3) i (6): ,
fizg) < fl,),s

co doprowadza do ‘sprzecznofei.

Okreélililmy wiec dla kaidej funkeji zmiennej rzeczywistej flr) prawo,
wedle ktérego kajdej wartoéei ,, dla ktérej fiz) daje maximum wladciwe, przy-
porzgdkowang jest pewna liczba naturalna % ==n(x,), przytem réznym punktom &,
s8g przyporzgdkowane rézne lesby m(xz,). Wszystkie wartoSei #,, dla ktérych
funkcja fiz) daje maximum wlafciwe, moZemy wiee ustawié w oznaczony w zu-
pelnoéei cigg (skonezony lub nieskoficzony), wedle rosngeyeh wielkoéei odpo-
wiednich' liezb n{z,). Dowodzi to, ze zbiér wszystkich maximéw wladeiwych
funkeji f() jest conajwyzej przeliczalny. Analogiczny dowdd moglibyémy prze-
prowadzié dla miniméw wladciwych, skad juz natychmiast wynika prawdziwosé
twierdzenia 218.

Twierdzenie 219. Zbidr wseystkich réénych wartosci, jakie preybiera
funkcja emiennej reeceywistej w punktach, dla kidrych daje extremum (wla-
4cime lub niemlasciwe) jest conajrmydej preeliczalny.

Dowéd. Niech M oznacza zbidr wszystkich réZnych wartoei, jakie przyj-
muje dana funkeja f(2) zmiennej rzeczywistej w- punktach, dia ktérych "daje
maximum (wlaéeiwe lub niewlaéeiwe), i niach m oznacza dana liezbe zbiorn M.

Istnieje wiee, jak latwo widzied, taka wartodé x, i taki przedzial o wy-
miérnych kofecach (4, v), iz

wla,<v, za8 fl@) <fla,)=m, da u<azv. (7

Przyporzadkujmy liczbie m najmniejszy wskaznik », przy ktérym przedzial
(4, v) = (%, , v,) ciggu (2) spelnia warunki (7). Aby dowieéé, ze zhiér M jest
conajwyZej przeliczalny, wystarezy okazad, ze réinym elementom # zhioru M
bedg przyporzadkowane wedlug powyzszej umowy réine wskazniki » = »(m).

Zaléimy wige, e dwum réinym elementom i m, zbioru M odpowiada
ten sam wskasnik ». MielibySmy wiee, przy pewnem %,

Uy < 2y < Uy (8)
oraz
fix) < flw)=m, dla uy <ax< vy, 9
jakoteZ przy pewnem
u, <z, < Uy (10)
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oraz .
fa<fa)=m, da 4, <z <. (1)
Wobec (9) i (10) mielibyémy
fle) < flm

28§ wobee (8) 1 (11) . '
flz) < f(@y),

2stem f(x,) = f(z,), oraz m ==m,, whrew zaloZeniu.

Dowiedlifmy wige, Ze zbiér M jest conajwyzej przeliczalny. Podobniet
dowiedlibyémy, Ze zbiér wazystkich ré2nych wartodei, jakie przyjmuje funkeja f(z)
w punktach, dla ktérych daje minimum (wlasciwe lub niewladciwe), jest conaj-
wyzej przeliczalny. Stgd juz natyehmiast wynika prawdziwosé twierdzenia 219.

Zauwazymy, fe funkeja ciggla zmiennej rzeczywistej moze posiadaé nie-
skoficzenie wiele maximéw i miniméw wladeiwych w katdym przedziale. Taks
jest np. funkcja

23 ¢n( g,
fla) = § 22
ne=0

L}

gdzie ¢(z) oznacza réznice bezwzgledng migdzy liczbg 7 a najblizszg (>, ==lub < 2)
calofieig ?). (Natomiast funkeja
p(2'z)

9n

flol= 3

n=0

posiada w kaidym przedziale nieskoficzenie wiele miniméw wladciwych, tecz
nie dsje Zadriego maximum wlaciwego).

Godnem uwagi jest, z6 réZnica dwuch funkeyj cigglych, rosugeych, mose
posiadaé nieskoriczenie wiele maximéw wladciwych w kazdym przedziale?).

Jedeli dla wartoéci 2, mamy przy pewnem dodatniem 4

@) =flz) dla .|z—z,] <4,

to méwimy, ze z, jest punkiem stalodci funkeji f(z).

Godnem uwagi jest, Ze istniejg funkeje cisgle zmiennej rzeczywistej, ktdre
nie sg stalemi, ale ktdre posiadajg nieskofiezenie wiele punktéw stalodei wewnatrz
kazdego przedzialu. [Takq, jest np. funkeja ciggla, okreilona w preedziale (0, 1)

przez uklad trzech réwnah funkeyjnych:
1(5) =gt 1(55) =5 1(557) =g +1@).

) Zob. Prace matematyceno-fieycene t. XXII, str. 108—111.
%) Zob. Sprawozd. z pos. Tow. Nauk. Warsz. t. IV (1911), str. 302—307.

%) Zob. Rozprawy Wrydz. mat.-przyr. Akad. Um. w Krakowie & 52
(r. 1912), Ser. A, str. 2—15,

icm
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Twierdzenie 220. Jeteli funkcja f(x), okreslona wewnatrz prae-
dziatu (a, b), daje extremum (wlodciwe lub nie) dla wartosci z;, le-
Zacej wewnaglre tego przedziatu, i jeseli istmicje pochodna (skorczona
lub nieskoniczona). f* (x,), to f'(z,) == 0.

Dowéd. Zalézmy, se w punkeie , istnieje pochodna (skon-
czona lub nieskofcezona) f'(2,) 3= 0. Poniewas wyrazenie

Sl + h% — fl@)

zmierza do f'(x,) gdy h zmierza do zera, wige, dla dostatecznie
malych bezwzgleduie 4, np. dla |k | < 4, bedzie ono mialo ten
sam znak co f(z,). Zatem, w prazypadku f*(z,) > 0 bedzie

i@ﬂi‘—'%:m>o, dla 0<|h|<,

ozyli
fleo+h) <flz,), dla —d<h< 0,

S (@ -4 k) > f(x,), dla O<h <o
méwimy w tym przypadku, e funkeja f(x) jest w punkcie x,
rosnaca.
Natomiast w przypadku f(z,) << 0 bedzie

Mt W) oo aa o< |h|<s

za8

czyli
fl@w b > flay), dla —d<h< 0,

Fla ) <flm), da 0<h<é:

w przypadku tym méwimy, ze funkeja f(x) jest w punkeie ,
malejacs. _

Jasnem jest, se ani w jednym, ani w drugim przypadku
funkeja f(x) nie daje dla =, ani maximum, ani minimum (wlasei-
wego lub niewlasciwego). Wynika stad, ze jeseli funkeja f(x) daje -
dla z, extremum (wlasciwe lub niewladciwe), i jezeli istnieje po-
chodna f'(z,), to musi byé 7 (x,)==0, ¢. b. d. o. _

Z twierdzenia naszego wynika natychmiast, ze jezeli funkeja 7(z)
posiada wszgdzie wewnstrz przedzialu (a, b) oznaczons pochodns
(skoiczong lub nieskoficzong), to punktéw, dla ktérych f(z) we-

zas
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wnatrz uwazanego przedzialu daje extremum, nalezy uukqé tylko
wir6d rozwigzah réwnania f(z) =0 (t j. wéréd pierwiastkéw po-
chodnej). Nie dla kazdego jednak pierwiastka pochodnej funkeja

daje extremum: ‘np. funkeja f(z)==2* daje pochodng f'(0)=0,

natomiast jest w punkeie 0 rosnacs.

Z drugiej strony funkeja nioze dawaé extremum dla punktéw,
w ktérych pochodna nie istnieje: np. funkeja. f(#) = | z |, uwazana
w przedziale (— 1, 1), daje dla punktu O minimum wlasciwe, chociaz
nie posiada w tym punkeie pochodnej.

Przypuéémy teraz, ze dla wartodei @, istnieje pochodna (skon-
czona, lub nieskorficzona) f™(z,) == 0, oraz, ze

P (@) =F" (@) = ... = FI(ay) = 0.
Zastepujse w twierdzeniu 216 f(z) przez f(z, |- z), otrzymamy
stad w jednej chwili:
limf(% + }’?n— f(l'o) =) f(u)(xo),
g

skad wynika, ze wyrazenie f(z,-h)— f(z,) ma, dla dostatecznie
malych bezwzglednie h, ten sam znak co A" f™(a,). '
Zatem, w ‘razie parzystego n bedzie, dla 0 << | k| < 6:

S+ B)— Fl@) >0, jeseli F®(g)>0

zad

Fl@wo k) —f(@e) <O, jezeli f®(z,)<<0;
w pierwszym przypadku funkeja f(z) bedzie wige dawala dla ,
minimum wladciwe, w drugim — maximum wladciwe.

Natomiast w razie nieparzystego n réinica f(z, + k) — f(z,)
bedzie réinego znaku dla A>>0 ordz dla h<C0: funkeja f(2) nie
bedzie wige tu dawala dla z, ani maximum, ani minimum (bedac
rosngcs w punkeie z,, jezeli £ (%) > 0, zaé malejacg w tym punkeie,
joteli F(z,) < 0)

Otrzymujemy = ten sposéb nastepujace prawidlo odnajdy-
wania extreméw funkeji f(z), lezaeych wewnstrz przedziatu, we-

" wnatrz kidrego uwazana funkeja posiada wszedzie pochodns. Wy-
znaczamy przedewszystkiem pierwiastki tej pochodnej: niech a,
oznacza jeden z nich. Podstawiamy wartodé x, do kolejnyeh po-
chodnyeh funkeji f(z) (o ile istniejs) i odnajdujemy pierwszs, ktéra
nie staje sig zerem dla z=1z,. Jezeli pochndna ta jest rzedu nie-
parzystego, funkeja f(x) nie daje extremum dla x = =, ; jezeli zaé
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pochodna ta jest rzedu parzystego, to zachodzi maximum wlasciwe,
jezeli jest ujemny, za$ minimum wlasciwe, jezeli jest dodatnis.

* Oczywidcie nie we wszystkich przypadkach pozwala regula
powyzsza na odnajdywanie extreméw (nie bedae mianowicie stoso-
walng w przypadku, gdy pierwiastek pierwszej pochodnej uwasanej -
funkeji jest zarazem pierwiastkiem wazystkieh dalszych pochodnyeh,
ktére istniejs). ’

Cwiczenia R
1) Zastosowaé tw. 211 do otrzymania rozwitigé na szeregi potgzowe
funkeji: f(z) = e, f2) == cos 2, f{x)1=sin., fur) = Jg (1 4+ 2), () = aretg .,
Ha) =lg@+ Vi+a?). ‘
i 2) Przyjmujge w tw. 218 p =1 i piszac £* — 1 zamiast 1, wyprowadzicé
wzér Lebesgue'a:

1 1 x1.3...2k—3)
sl=g—gl—m =3

k=

(1 —k, dla —1<<u <1l

(S

"®

8) Udowodnié wzory

”* 3 p— 1 2. 01 _ (D
cos (s are sin 2} =1+ 3 (- 1) e (st o4y (s (20— 27 23n,

oI
. . . % "s(m—12)(.92—3’)..‘(&"—(211-«1)’),.2"4_l ‘
sin ($ are sin %) = ST —|-£,;: 1) Bn 1T a1 {2

dla —1<Cz=<C1, pray wszelkiem 8 (Zoh. np. Stolz-Gmeiner Kinl in
die Funktionenth. Lipsk 1905, p. 383).

4) Wyznaezy¢ extrema funkeji f(z) = a2? 4 bz*+4cz+ d i zbadaé riine
przypadki, w zaleznodci od wartodei wepolezynnikow a, b, ¢, ‘

ROZDZIAY, XXIV.

Wainiejsze wzory i twierdzenia z teorji przyrostéw skoficzonych.
Wzory interpolacyjne Lagrange’a i Newtona.

§ 196. Niech i oznacza dang liezbg rzeczywisté,, rézng od
zera. Bedziemy, dla kasdej funkeji f(x), oznaczali symbolem 4,7 (x)
wyrazenie ‘ ‘

A f@) = flo+h) — /() M)

i nazywali je pierwseq. roénica funkeji f(z) (wrgledem zmiennej z).
Bedzie to wige pewna funkeja zmiennej z, zalezna od funkeji f(z)
i od liczhy k. Jeseli nie moze zachodzié watpliwodé co do tego,


pem




