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ROZDZIAL XXIL
Twierdzenia Rolle’a 1 Lagrange’a oraz ich zastosowania,

§ 196. W rozdzisle niniejszym zajmiemy sig, w- szczegél-
noéci, pochodnemi funkeyj rzeezywistych zmiennej rzeczywistej.
TUdowodnimy tu przedewszystkiem

Twierdzenie 198 Rollea: Jeseli funkcja f(x) jest w calym
przedziale (a, b) ciggla, jebeli' f(a)=f(b), oraz jeteli isinieje ozna-
czona pochodna skonczona lub nieskorczona f'(x) dla kaidej wartodei =
wewnatrz preedeialu (a, b), to wewngtrz preedzialy (e, b) isinigje
liczba E, taka, i4 f(E)=0.

Dowbdd, Twierdzenie nasze byloby oczywibcie prawdziwem,.
gdybyémy wewnatrz proedsialu (a, b) mieli stale f(x) = f(a), gdy#
wéwezas byloby wewnstrz prrzedsialu (a, b) stale f(#) == 0. Mozemy
wige zalozyé, dla dowodu naszego twierdzenia, Ze wewngtrs prze-
dzialu (a, b) istnieje conajmmej jedna wartoéé =, taka, it f(2) == a.
Wéwezas zachodzi conajmniej jeden z dwiich nastgpujgeych przy-
. padkétw:

1) Istnieje przynajmniej jedna liezba # wewnatrz przedzialu
(a, b), taka, iz f(x) > f(a).

2) Istnieje przynajmniej jedoa liezba 2 wewngtrz przedzialu
(a, B), taka, iz f(z) <fla).

Zalétmy, ze zachodzi przypadek pierwszy. Funkeja f(2) jest,
jak zakladamy, w calym przedziale (o, b) ciagls; niech M oznacza
kres gérny funkeji f(x) w przedziale (a, b): w myél tw. 70, istnieje
w przedziale (q, b) wartosé £, taka, i% f(£) = M, prayczem liczba M
jest.skoficzons. Gdyby bylo M =f(a), mielibyémy (wobee definicji
kresi gérnego) w calym przedziale (o, b) f(x) << f(a), whrew zalo-
teniu, e zachodzi przypadek 1): jest wige M >> f(a) i przeto tez
(wobee f(a) =f(b)) M > f(b). Wynika stad, wobee f(§) =M, ii
f(&) > f(a), oraz f(§) > f(b), skad =0, oraz £5=b, a ze § jest
liezbg przedzialu (a, b), wige mamy stad: o << &< b.

Dla punktu §, jako lezgcego wewngtrz przedziatu (a, b), funkeja -

F(») posiada, w mysl zalozenia, pochodng skotiezong lub nieskof-
czong 7’/(£). Obierzmy cigg meskoﬁczony x,, taki & £ < @, <P
oraz lim o, = E. Bedziemy mieli

i =10

Aae00

1 (8) v (1)
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a e stale f(x,) < M= f(§), zaé 2,>§ (n=1,23,...), wige
f(“)”é(g)so dla n=1,2,3,.

fs J—

skad, wobec (1);
g =0. @)

Z drugiej strony, obierzmy jako x, cisg nieskofiezony, taki
iz o < a <& oraz lima,=§ Bedziemy mieli znowu wzér (1),

n=mOQ

-a %e teraz stale f(w,) <=M =/f(§), zaé 2, <& (n=1,2,8,..),

wige mamy

L@/~ 0 qla we=1,23,...
Ty~ g ’

skad, wobec (1):
/(g =o. @
Wazory: (2) 1 (3) daja w jédnej chwili:
7' =0.

Udowodnilidmy wige, ze w przypadku 1) twierdzenie Rolle’a
jest prawdziwe, Zupelnie taksamo (wprowadzajac kres dolny
funkeji f(®) zamiast gérnego) udowodnilibydmy tw, Rolle’a w pray-
padku 2) (lub tez wyprowadzilibydmy je z przypadku 1) przez
zmiang znaku funkeji). Mozemy wiee uwazaé tw. 198 za dowie-
dzione w zupelnodei.

" Rstwo widzieé, ze warunek, iz funkeja f(¥) ma byé ciagla
w calym przedziale (o, b), nie wylaczajge jego granic a i b, jest
dla tw. 198 konieczny. (Natomiast nie jest koniecznem istnienie
pochodnych f*(a) oraz f/(h). Podobniez, koniecznym jest warunek
istnienia pochodnej /"(z) skoﬁczoneJ lub nieskonczonej, dla kazdego a
wewngtrz przedzialu (o, b): mianowicie tw. 198 moze nie byé praw-
dziwem, jezeli- funkcja f(x) (spelniajac wsazystkie inne warunki
twierdzenia) nie posiada pochodnej (skonczonej ani nieskonezonej)
dla jednej choéby wartodei = wewnatrz przedzialu (a, ). Prosty
przyklad na to stanowi funkcja f(#) = | x| w przedziale (— 1, 4 1),
ktéra jedynie dla punktu 2 ==0 nie posiada pochodnej, za§ dla x==0
daje | /(%) | =1 (zatem nigdy f”(z)=0).
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§ 176. Jako wniosek z tw. Rolle’a udowodnimy

Twierdzenie 199 Lagrange’a, czyli twierdzenie w przy-
rostach skonezonych. Jeseli funkcja f(x) jest ciggla w praedeiale
(v, b) oraz posiada oznaczong pochodng (skohczong lub nieskoriczong)
wsz;dzw wewnatrz przedziatu (a, b), to istnigje wewnqtrz predziatu
(a, b) liczba & taka, it

£ — fla) = 6 — 4)' @), @

f——_

Dow6d. Zaléimy, ze funkcja f(x) spelnia warunki naszego
twierdzenia i polézmy

9(@) = (b —a)S(z) — = [f(®) —f(@)). (®)

Funkeja @(z) bedzie oczywikeie ciagly w calym przedziale (a, b)
i (wobec zalozenia co do fankeji f(x), oraz tw. o pochodnej sumy)
posiadaé bedzie wszgdzie wewnatrz przedzialu (a, b) pochodng

¢'(2) = (b—a) f'(z) — [S&) — /(@) ] (6)
Wobee (b) znajdujemy tez w jednej chwili
p@) =9

(gdy% obie wartodci wynoszg b f(a) — af(b)). Wazystkie warunki
tw. Rolle'a sy wige przez -funkeje @(x) spelnione. Istnieje zatem
wewnatrz przedzialu (g, b) liczba. & taka, iz

9'(§)=0. (M
Wobee (6) i (7) mamy wiec ’
(b —a)f (&) —[f®) —rf(@]=0,

czyli wzér (4). Udowodnilismy wige twierdzenie Liagrangea.

’ Wyrazenie f(b) —f(a) nazywamy przyrostem Sunkceji  f(x)
w przedziale (a, b); réznica b —a bedzie wige preyrostem zmiennej
w tym przedziale. Twierdzenie Lagrange’a mozemy wige jeszcze
wyslowié, méwige, ze stosunek przyrostu funkeji do prazyrostu
zmiennej w danym przedziale réwny jest jednej z wartofei po-
chodnej wewnatrz uwazanego przedzialu (naturalnie w razie sto-
sowalnofeci samego twierdzenia).

Whiosek I. Jegeli funkcja f(x) jest ciggle w przedziale (a,'d)
i wewngtrz tego przedzialu posiada pochodng stale réwng =eru, to
Sunkeja f(x) jest stala w calym przedziale (a, b).
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Dowéd. Niech z, oraz xy > 2, beds dwie jakiekolwiek liczby
przedziale (a, b) Zastosujmy tw. Lagrange’a do funkeji f(x)
w przedziale (x,, x,). Bedziemy mieli

@)~ ) =@ —z)] €, glie m<E<zm  ®)

Poniewas zaé, dla ¢ <<z < b, jak zakladamy, mamy stale
7 (@) ==0, wige bedzié tez f’(E)==0, zatem, wobec (8):

f@y) — fla) =0, |
czyli- f(2,) == f(=,). Dowiedliémy wige, ze funkeja f(x) posiada
w calym przedziale (a, b) staly wartosé, c. b. d. o. (Jasnem jest, e

'w dowiedzionem twierdzeniu. warunek cigglodei funkeji f(z) po-

trzebnym jest tylko ze wagledn na granice & i b przedzialu (a, b),
gdy? cigglodé funkeji f(x) wewnatrz przedzialu (s, b) wynika juz
% istnienia pochodnej = 0. Jasnem jest tes, se odrzucajac warunek
ciaglodei moglibyémy . wypowiedzieé twierdzenie: Jezeli wewngtrz
przedzialu (a, b) funkcja f(2) posiada pochodns . stale réwng zeru,
to f(x) jest stals wewnatrz preedzialu (a, b). ZRatwo tez widzied,
ge jezeli. w calym przedzmle (@, 8) f(x)==0, to f(x) jest stals
w calym przedziale (a, b).

Jako zastosowanie domedzxonego twierdzenia, wyznaczymy
wszystkle funkc;er zmiennej rzeczywxste;) f(x), spelniajsce warunek

S (@)= (C)
Niech f(x) oznacza funkcje, spelniajch przy wezelkiem rzeczy-
wistem x warunek (9), i polézmy @(z)==e¢"f(x). Wobec (9), oraz

zasadniczych twierdzeh o pochodnych, wnosimy z latwodcia, Ze
funkeja @(x) posiada dla kazdej wartodci rzeczywistej » pochodng
¢'(2) =ef(2) — e f(),
zatem, wobec (9), stale ¢'(z) =0, skad w myél wniosku I, mamy
@(®) = ¢, gdzie ¢ jest liczbg staly. Jest wige f(a:) = @(x) . & =ce".
Dowiedliémy wige, Ze jezeli fankcja zmiennej fzeczywistej /(2)
spelnia réwnanie (9), to .przy pewnem stalem ¢ mamy fi(z)==cé".
Z drugiej strony z latwoécia sprawdzamy, Ze- przy wszelkiem sta-
lem ¢ funkeja f(x) ==ce* spelnia réwnanie (9). Wzér f(z)==cé,
gdzie ¢ jest liczbg staly, daje wige wezystkie rozwigzania réwnania (9).
Gdybyémy do. warupku (9) dolgezyli warunek, ge f(0)=1,
to otrsymaliby§my ¢ = 1, zatem f(z) =¢'. A wige warunki

f/(#) = f(&) oraz -F(0) =1
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80 charakterystyczne dla funkeji e®. Tem, ze funkeja ¢* moze byé
okredlong przez tak proste warunki, objaénia sig jej waZna rola
w calej Analizie (Zauwazymy, ze i funkcJa ¢ zmiennej zespolonej z
jest jedynem rozwigzaniem warunkéw f(0)=1, oraz f'(2)= f(2)
dla wsselkich zespolonych 2).

Whnlosek I: Jeteli dwic funkcje fy(x) i fy(%) posiadaje w ca-
2ym preedeiale (a, b) odpowiednio réwne skoticzone pochodne, to funkgje
te rdsniq sig w calym preedeiale (a, b) tylko o licebe staly. ‘

W samej rzeczy, z zalogenia, e w calym przedziale (a, b)
istniejg pochodne skohiezone fi(x) oraz f;(#), tudziez, %e fi(x) == fi(x)
dla ¢ <z =<b, wynika, ze funkeja @(z)==f(2)— f3(z) ma po-
chodng stale réwng zeru w przedziale (@, b), co daje, jak dowie-
dlifmy, @(2) == C, dla a <<a << b, gdzie C oznacza liczbe niezalesns
od z. Mamy wige

JSi@)—fo@) =0, da a=xsar<),

¢. b. d. o. Xatwo widzieé, ze wniosek II pozostanie prawdziwym,
jezeli w nim slowa y W ea!ym przedziale (a, b)* zastapié przez
slowa- ,wewngtrz przedzialu (a, b)“.

Zauwazymy atoli, ze twierdzenie nasze moze nie byé praw-
dziwem, jezeli odrzucimy w niem warunek, ze pochodne f;(z)
oraz f3(#) majg by¢ skofezone (co dowiédl na przykladzie Hahn
w r. 1905 1) ).

Dowiedzione 'twierdzenie odgrywa kapitalng role w Rachunku
calkowym, jak to zaraz wyjaénimy.

Niech f(x) oznacza dang funkeje w przedziale (a, b). Kazds
funkeje F(x), ktéra spelnia dla « <2 <<b warunek

F' (@) = f(@), (10)

nazywamy funkch plerwotng (fonctioﬁ primitive) funkeji /(z) (w prze-
dziale (a, b)), albo ca?kq (intégrale) funkeji f(z).

!) Zob. tei 8. Ruziewicz: 'Fundamenta Mathematicae t, 1 (1920}
str. 148. Frzyklady Hahn'a i Ruziewicza dotyezs funkeyj clg,p;lych Jezeli
odrzucié warunek ciaglodei, to zbudowanie odnofnego przykladu jest bardzo
Iatwem. PoléZmy, przy dodatniem @, f(@) == -—a, dla 2 < 0, f(0) =0, f(x) =a,
dla 2>>0. Kaida z okrellonych w ten sposéb fankeyj f(x) ma, jak latwo
widzieé, wezgdzie te samg pochodirg (skoniczong lub nieskohczong), mianowicie
1/ (®)==0 dla :|= 0, zag f’(0) == -}, Natomiast Zadno dwie z naszych funkeyj
(odpowiadajgeych rédnym @) nie résnig si¢ w przedaisle (— 1, 1) o liczbe staly.
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Nie prsesgdzajac narazie, przy jakich warunkach dla danej
funkeji istnieja funkcJe pierwotne, zaléimy, #e istnieje dla danej
funkeji f(x) conajmniej jedna funkeja Fy(x), spelniajaca w prze-

‘dzlale (a, b) warunek (10), czyli warunek

Fy@)=/f(@x), dla a<zx<b. (11

Jezeli teraz F(x) oznacza Jaquolw1ek funkeje pierwotng dla
f(w) w praedziale (a, b), to wobee (10) i (11), bedziemy mieli:
F'(@) = Fy(z), dla a<2<3,
co, w mysl wniosku II, daje
F(z) =Fyx)+C, dla. e<a=<b, (12)
gdzie C oznacza liczbe niezalesns od .

Kazda funkeja pierwotna dla f(z) w przedziale (a. b) musi
wige mieé postad (12). Z drugiej strony, wyznaczajae przy dowolnej
danej wartodei na stals C funkeje F(x) ze wzorn (12), bedziemy,
wobec (11) (i nwagi, ze pochodns stalej jest zero), mieli

F' (@) = Fi(2) = f(=),
czyli wzér (10).

Dowiedlidmy wige, ze kazda funkeja pierwotna dia f(x) (w prae-
dziale (a, b) ma postaé (12) i naodwrét. Zatem, jezeli istnieje co-
najmniej jedna funkeja pierwotna dla f(x) w przedziale (a, b), to
wzorem na wszystkie funkecje pierwotne dla f(v) (w tym .prze-
dziale) jest

F(z) = Fy(x) 4 G, (18)
gdzie Fy(z) oznacza ktérakolwiek dang z nich, za§ C — stals dowolna.

Kazda z funkeyj (13) oznaczamy symbolem

Lo

(lub poprostu f f(x), jezeli nie zachodzi potrzeba wyraZnego.zazna-

czenia, ze zmienha, wzgledem ktérej bierzemy funkeje pierwotng,
jest @), ktéry nazywamy catkq nicoznaczong (intégrale indéfinie)
funkeji f(x) (w odréznieniu od calki oznaczone_], ktérg okreslimy
posniej).

§ 177. Twierdzenie 200 Cauchy’ego: Jeteli funkcje @(x)
oraz P(x) sq ciggte -w przedziale (a, b), oraz posiadaja wsz¢dzie
wewnybrz tego przedziatu oznaczone pochodne, prayceem pochodna ' (x)
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jest stale skoviczona i réénd od zera dla a < x<b, to isinieje wew-
natre przedziotu (a,b) liczba § taka, -i%:

P(d) — 2“) 5) (14) |

Y(b) —(a) 'P(E)
Dowéd. Poléimy :
S (@) = () — pla)] p(@) — [9(5) — ¢(a)] (@) (16)
— bedzie to funkeja ciagla w calym przedziale (a,d), przyczem
bedzie f(b)= f(a), gdyZ wobec (1D), obie wartosei wynoszg
9(a) Yi8) — w(a) (b).
Wobec (15) oraz zalozeh naszego therdzenm wnosimy dalej,

te fankeja f(w) posiada wszedzie wewngirz przedzialu (a,b) po-
chodng,

F@) = [9() — vl ¢'@) — [pO) — p@|¥(@)  (19)
Funkeja f(x) spelnia. wiee wszystkie warunki twierdzenia

Rolle'go: w mysl tego ostatniego 1stn1eJe wige wewngtrz prze-
dzialu (g,b) liczba g, taka, iz

czyli, w mysl (16)-
[9(0) — w(@)] ¢'(§) — [p(b) — p(a)] ¥'(§) = 0. (1D

Gdyby bylo ¢(b) = w(a), mielibysmy, stosujse tw. Rolle’go
wegledem funkeji y(x ) przy pewnem 7 wewngtrz przedzialu (a, b):
“P'(n) =0, wbrew zalogeniu, ze ¢'(z)==0 dla a <2 <Cb. Z tego
ostatniego wynika tez, ze y/(£) == 0. Jest wige

Y(B) F ¢(a), oraz Y(£) =0,

i przeto mozemy podzieli¢ obie strony wuorn (17) przez liczbe

[w(®) — w(@)] (&), co daje natychmlast wzér (14), ¢. b. d. o.
(Twierdzenie Lagrange’a moiemy oczywifcie uwazad jako

przypadek szezegdlny twierdzenia Cauchy’ego, gdy w(z) = ).

§ 178. Twierdzenie 201 Darboux: Jedeli funkcia“f(a:)
Jest w praedziale (a,b) pochodng (skorczong lub nieskorczonq) pewnej
funkeji ciaglej f(x), to fumkcja @(x) preechodei w prezedeiale (a, b)
od jednej wartodci do drugiej nie inaczej, jak przechodzqc (conaj-
mniej raz) przez kaddg wartosé posredniq.
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" Dowdd. Zaléimy przedewszystkiem, ze funkeja F(z) jest
ciagla dla a <2 <b i posiada w calym przedziale (a,5) pochodns
skonezong lub nieskofczons F'(x), oraz ze F'(a)>0, F/(b)<<O:
okazemy, #e istnieje wewnatrz przedzialu (g, b) liczba £, taka iz
F'(E) = 0.

Gdyby bylo stale F(z) < F(a), dla a <<z <Cb, miclibyémy
oczywifcie F'(a) < 0O, whrew zalozeniu. Istnieje wige liczba ¢, taka
iz a << a<<b, oraz F(a)> F(a). Gdyby byle stale F(z) =< F(b)
dla ¢ <wx <b, mielibyémy F'(b)=0, wbrew zalozeniu. Istnieje
wige liczba B, taka, @ <C 8 <Cb, oraz F(B) > F(b).

Jeteli F(b) = F'(), to, wobee F(a) =< F(b) < F(@), oraz z uwagi,
te funkcja F(x) jest ciagly, wnosimy, ze funkeja F(x) przyjmie
w przedziale (a, §) conajmniej raz wartodé F'(b). Jezeli zas F(b)<F/(a),
to, wobee F(a)> F(a) > F(b) wnosimy, ze funkcja F(z), jako
ciggla, przyjmie w przedziale (o,b) conajmuiej raz wartodé F(a).
Wynika stad natychmiast, ze w kazdym razie w przedziale (a,b)
istnieja dwie rézne wartodei x, i ay, takie iz F(x,) = F(x,). Stosu-
jae do funkeji F(x) w przedziale (z,.a,) twierdzenie Rolle’a, wno-
simy, Ze istnieje wewngtrz przedzialu (z, x,), & wiee, tembardziej,
wewnatrz przedzialu (a, b), liczba & taka, iz F(§) =0, c. b. d. o.

Niech teraz @(x) oznacza jakakolwiek funkcjg, bedaca w prze-
dziale (a,b) pochodns (skohczong lub nieskofczons) pewnejfunkeji
ciaglej f(x) i niech 4 oznacza dowolng dang liczbe,s posrednia
miedzy @(a) oraz ¢(b): jest wige albo p(a) > A > g(b), albo

pla) < 4 < g(b).

W pierwszym praypadku poléimy F(w)-— Hx) —

to funkcja ciggla, przyezem
Flgy=f(x) — Ad=g@) — A (dla o=z S b) (18)

i praytem F'a)=p(a)— A4 >0, F'(b)=gb)— 40, skad,
wobec dowiedzionego wyzej, wnosimy o istnieniu wewngtrz prze-
dzialu (a,b) liczby £ takiej, iz F'(§)=0, czyli, wobec (18):
p(§)= 4.

W drugim przypadku polézmy F(x)==
funkeja ciggla, oraz

Fla)ye= A — j'(@)== 4 — ¢p(x), (dla a <z =1Db) (19)

i przeto F'(a)=A — g(a)> 0, F'(})=4 —@(b) <0, skad, jak
wy%ej, wnosimy o istnieniu wewnatrz przedzialu (a,d) liczby &,
takiej, iz F'(§) =0, czyli, wobec (19): ¢(§) =

Agz: bedzie

Az — f(x): bedzie to
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W kaidym wige razie, jezeli 4 oznacza liczbe poérednig mie-
dzy @(a) i @(b), to istnieje wewnatrz przedzialu (g, b) liczba £ taka,
iz @(§) = 4. Funkeja ¢(z), przechodzac od wartodei g(a) do war-
todei @(b) w przedziale (a,b), musi wige przejéé przez kazds war-
todé posredniy miedzy @(a)i @(b). Udowodniliémy wige twierdzenie
Darboux.

Z tw. Darboux wynika tei natychmiast, ze jezeli funkeja
@(z) jest wewnatrz przedzialu (a, b pochodns funkeji ciaglej i je-
zeli liezby gi G ozpaczajg odpowiednio dolny i gérny kres funk-
cji p(z) dla a <<z <b, to wewnatrz (a,b) funkeja @(z) przyjuuje
kazda wartodé, leiges wewnatrz przedzialu (g, )

Pochodne (funkeyj cigglych) posiadaja wigd z funkejami cig-
glemi tg wlasno$é wepdlng, ze jak jedne, tak i drugie, przechodzsc
od jednej wartodci do drugiej, musza zawsze przcjéé przez wezyst-
kie wartodei posrednie (zob. tw. 69). Wlasnoéé ta, jak tego dowie-
dliémy w § 55, nie Jest jednak cechs charakterystycang funkeyj
ciaglych,

Ze pochodna, nawet o ile istnieje wszgdzie w pewnym przedziale i jost
skonczong, moze nie byé funkejg ciggls, mozemy okazaé na latwym praykia-
dzie. PoléZmy w tym celu

3
- .1
) == Vw sin -, dla = :#: 0, (20)
zaf
. £(0) = 0. @1)
Dila x:f:O, wobec (20), stosujse twierdzenia o pochodnej iloczynu, oraz
funkeji funkeji, znajdujemy z latwobeis:

dp- . 1 1 1
f’(ac'-:?ym sin — — o8 (22)
Vai
Aby wyznaczyé pochodng dla @ =0, oznaczmy przez , cigg liezb réz-
nych od zera, zmierzajgeych do zera. Bedzie, wobee (20) i (21)

3
C‘%ﬂL_%‘l) ==}z, sin 51—, (n=21}223..)
skgd, w jednej chwili (z uwagi, ze Bin“—g—)S 1)
nwoo  Xn—0

i przeto f/(0) = 0.
Funkeja f(w) posiada wige w  calym zbiorze liczb rzeczywistych ozna-
czong skoficzony pochodny, okrelony wazorem (23) dia m_—_FO 1 réwng zeru

icm

§ 178. Twierdzenie Darboux. 161

dla @ ==0. Pochodna ta nio jest jednak w punkcie ®=0 ciggly. W samej
rzeczy, kladge . =£ﬁ~ (m=1,2,8,...), bedsenty mieli lim , =0, zak, wo-
., Be=0Q .

bec (22) (z uwsgi, Ze sin ﬂ—:’- = gin 3¥m =0, cos 5’1— =cosBan=1) f’|z.)=

3
— Vizns, co daje lim f(a) == — oo. Funkeja f(x) nie tylko wigc nie jest ciggis
AxDO v

dla # =0, ale nadto nie jest ograniczony (w Zadnym przedziale, zawierajgeym
punkt 0), . ’

Damy tet przyklad fankeji, kidrej pochodna istnieje wazedzie w pewnym
przedziale i jest ograniczona, ale nie jest ciggla. Poléimy w tym celn

. 1 !
f(@) = 2 sin o) dla a::f:()

oraz
1(0y=0.
Z latwokcig znajdziemy stad:
.1 1
[’(m)zi.’xsm;}-—-—cos;, dlaw-_—i:O ‘ (28)
oraz
(@) =0. (24)

‘Wobec (23) i (24), z uwagi Ze
dla —1<<ax<1:

sin-—l—’Sl, oraz cosi‘Si, mamy,
x z

|Fw)| <8
- funkeja nasza posiada wiee w calym prezedziale (—1,1) pochodns ograni-
czong [’(x). Pochodna ta nie jest jednak ciggly dla =<0, gdyz klad~

1 - . . '
@y == gy Olbrzymujemy, wobee (88): f/(@a)=—1, i przeto '1;1_7?0 Lo = 1y

Um ['(20,) = — 1, gdy tymeczasem, wobec (24), f/(0)=0.

Z twierdzenia Darboux wynika, %e nie kazda funkeja po-
siada funkeje pierwotns. W samej rzeczy; weimy np. funkeje
¢(@) = Bz: gdyby funkeja ta byla, np. w przedziale (—1,-41)
pochodng funkeji f(#), to f(z), jako funkeja majsea pochodng
skoficzons w przedziale (—1,1), musialaby byé w tym przedziale
ciagla, i przeto do funkeji ¢(z) byloby stosowalnem ¢w. Dar-
boux: przechodzge od wartodei @p(—1)=E(—1)=—1 do
wartodei @(l) =E1=1, funkcja ¢(z)=Ex musialaby przejéé
przez wezystkie wurtofci poérednie, gdy tymczasem. funkeja Ez
przyjmuje tylko wartodei calkowite. Funkcje ¢(z) = Ez nie po-
siada wige w przedziale (—1,1) funkeji pierwotnej.

W. Siorpifiskiz Analiza. T. I Cz. IV. 11
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Zauwazymy, 26 w twierdzeniu 201 warunek ciaglodei funkeji
f(x) jest istotny. W samej rzeczy, funkeja f(z), okreélona przez
warunki: f(#)=—1 dla #<C0, f(0)=0, f(#)=1 dla >0,
jak Iatwo . widzied, poslada wezgdzie oznaczong pochodng (skonezong
lub nieskoficzons), mianowicie f’(x)=0 dla 20, zaé f'(0)=-1-00,
pochodna ta jednak nie spelnia twierdzenia Darboux.

Co sig tyezy pochodnych nieskofezonych funkeyj ciaglych,
to zauwaiymy jeszcze nastgpujacy waiosek z tw. Lagr ange’a:

Whniosek Il Nie istnicje funkeja ciggla w preedziale (a,b),
ktéra wewnglrz tego przedzzalu posiada wszedzie oznaczong, ale mic-
skonhczong pochodna.

Dowé6d. Zalézmy, ze funkeja f(x) jest w przedziale (a, d)
ciggla i wewnatrz tego przedzialu posiada wszedzie oznaczong po-
chodng (skofezong lub nieskonczong). W mysl tw. Lagrange’a
istnieje wewnatrz przedzialu (a, ) liczba £, taka, iz

f®) — fla) = (b — a) F'(§),

skad wnosimy natychmiast, Ze liczba f’(£) jest skoficzons, co do-
wodzi prawdziwosdei naszego twierdzenia,

§ 179. Zameemy sig obecnie zastosowaniem wniosku II
z § 176.

Zalézmy, e funkeja f(z) posiada dla — R <<2<<R pochodng
f'(z), ktéra sig rozwija na szereg potggowy

f'(:v)=a°+a,z—|—-'a,x'+a,w’—F..., dla —R<az<<R. (1)

Szereg (1) jest ocaywiscie (§ 129) -szeregiem pochodnym dla
szeregu potegowego -

F@)=as+3a+ Fa Pt 4. )

Szereg pochodny i szereg dany maja, w mysl tw. 165, to
samo kolo zbie#nodei, przyczem wewngtrz kola szereg pochodny
przedstawia wazedzie pochodng szeregu danego. Poniewas zaé szereg

gt a a4,
bedsc zbieznym dla — B <<z < R, jest zbietny przy wszelkiem
zespolonem x, dla ktérego |2/ < R (co wynika natychmiast z tw.
1568), wige szereg (2) jest zlieiny dla |#|<C R, przyczem mamy

Fla)y=ay+ oo+t aa*+..., dla|z| <R

icm

§ 180. Szereg potegowy na Ig (14-z). 163

Wobec (1) mamy wi‘qc’
F@)=s'(z), da —R<<z<R,
skad, w mysl wniosku II z § 176:
f@)=F@)+C, dla —BR<az<<R, (3).
gdzie C oznacza liczbe, niezaleins od z.
Wobee (2) i (8) mamy wige dla funkeji f(x) rozwinigeie:
f@) = C+ aow+f‘2-1-xs+%!m:+. o, da —R<z<R

Kladge © =0, otrzymujemy stad F(0) == C. Stad
‘Twierdzenle 202: Jedeli funkeja f(w) posiada dla —R<x <R
pochodnqg f'(x), roewijajacq si¢ na szereg potggowy

S (@) =a+artaztazrt..., da —R<z<R,

to funkcja f(a;') sama rogwija si¢ dla —R<<z<<R na szereg
polggowy

@ =FO)+Fe+ G+ R+ Tt

§ 180. Poléimy, w szezegllnosei, f(2) =lg(l -+ =), R-=
Fulﬂcha J(x)==1g(1 -} z) posiada oczywxécle dla 2>—1 pochodns,

S(@) = 1__‘:';’

ktéra rozwija sig dla — 1 < z <1 na szereg geometryczny

Fe = T“lf“—kwf—w’—l—---

W mysl tw. 202, oraz wobec lg1==0, funkeja f(z)=Ilg(1+}=)

rozwija si¢ wigc na szereg potegowy
. . ]

g+ =s—F+5—F+. ., da —1<a<l, @

przyczem rozwinigeie to pozostaje prawdziwem i dla z==1, wobec

wzoru na lg2, znalezionego w § 1. (Dla 2= —1, oraz |z | =1

szereg (4) jest rozbieiny). Wzér (4) znalazt Mercator w r. 1669.

11%
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Zastepujge we wzorze (6) & przez — , otrzymujemy rozwinigcie

gl — &)= — @ — - —, dls —~1<2 L,
skad, wobec (4), z uwagi, ze Ig%——i——: =lg(l- m)—»«lg(i%m):

s afet TH54+T+ ] wm—1<a<t @

Niech teraz p ‘i q beds dwie Hezby dodatnie: poléimy wmzp%ﬁ 3 be-
dziemy mieli, jak latwo widzieé (wobee » >0, ¢ > 0): —1 <@ <1, i przeto,

w myél (5):

P_of2—a tp—ay  1p—a\° g
lg!l 2[p+q+3(p+q +5 p+q)+"']i dla P>01 Q>0 (6)

Wzér ton (znsleziony przez Grregory'ego w r. 1668) sluty do obliezania
logarytméw liczb dodatnich, gdyZ dla kaidej danej liezby dodatniej ¢ moZemy
- zawsze dobraé liczby dodatnie p, g, ktdrych iloraz dsje ¢, tak, iZby szereg (6)
byl szybko zbieiny.

Np. dla p=2, ¢ =1, wzér (6) daje
1 1 1 11 11
lg2-2[—,§+§—3—,+-5—.—§i+7.§;+.”};
zatrzymujge w tym szeregu # pierwszych skladnikéw, popelnimy, jak latwo
widzieé, blgd mniejszy od MW:T wiee, np. dla #n=b obrzymmy g2
% dokladnoéeiy pieciu znakéw dziesietnych.
Dla p =38, g =2, wzér (6) daje

1 11 1 1 1 1
lg3=-.1g2+2[—5—+—§~-§+~5'~§;+7-37+- »]’

skgd, majge lg2, obliczamy z latwodeig lg3.
Kladge we wzorze (8) p =25, g == 4, otrzymujemy

- 1 11 11
lg5m21g2+2[?+§‘.§+3-—9§+ o .];
skad, majge g2, mozemy z latwodeiy obliczyé lgb, jakotez lg10=lg2 415,
. - 3 1 r ] 1
a wiee i liczbe M = 10’ przez ktorg nalezy mnozyé logarytmy naturalne

{Nepera) dla otrzymania logarytméw dziesigtnych (Brigga) (por. § 52).

Dia sporzgdzenia tablicy logarytmdw, nalezy obliczyé tylko logarytmy
Hezb pierwazych, logarytmy zaé liczh odonych znajdujemy na mocy twier-
dzenia, o logarytmie iloczynu, np. lg4 ==2Ig2, lg6=Ig2-lg8, 1g8=138]z2,
Ig9=2I1g8 i t. p.

icm

'przy wszelkiem rzeczywistem x pochodng f'(2) =

§ 181. Szereg potegowy na arctgw. 165

Przy obliczaniu logarytméw kolejnych liczb naturalnych moZemy sie ted
postugiwaé wzorem

y . o 1 1 1
lg(Q+1)“ng+2[2q+l‘l 33 F 1)a+5!2q+1)5+'--‘|’

wynikajgeym w jednej chwili ze wzorn (6) dla p==g--1.
Dla otrzymania szybko zbieZnego szeregu na lg2 moina tez, jak to czyni

Adams, wyjsé.z toZsamodei lg2 = — 71g»1% +21g %-—{-—Mg g%, oraz wzgle~-

9 / 1 96 & 81 1 )
dem Ig’l'b == ]g(i e 1—6), ]g‘ 1—'06 = ]g(1 — —1"0“—6), lg’ E-()-—» lg (1+ gc—)) zaBtogo~
waé rozwinigeie (4), co daje mzeregi szybko zbieine ilatwe do obliczania, dzigki
potegom liczby 10 w mianownikach. Podobniez do obliczenia lg3 oraz lgh

-9
mogg slutyé wzory lg8 == —11lg —1% -4 31g i%% +5 lg—g—ld oraz lg b=—161g E-{—

96 81

§ 181, Jako drugi prayklad zastosowaniu tw. 202, przyjmij-
my: f(z)=arctgez, R =1. Funkcja arctgs posiada, jak wiemy,
1

T ktéra,

dla —1 << 2 < 1 rozwija si¢g na szereg potegowy

1
1) 2 oo == ] e 8 PR 8. ..
0f(x)—1+xz 1 — 2 f ot — a2

W myél tw. 202, oraz wobec aretg 0 =0, znajdujemy w jed-
nej chwili rozwinigeie

8 5 g ’
arctgw=%—-i+§—-—:f—-+..., dla —1<ae<<l, (7)
1 3"5 1
ktére pozostaje prawdziwem dla z=1, oraz & =— 1, wobec
wzoru Leibniza na liczbg n/4 (§ 159), i uwagi, ze arctgl=—n/4,
za§ arctg(— 1)==-—aretg1 = — m/4. Dla [z|=1 szereg (77 jest,

jak latwo widzieé, rozbiezny.

Ze wzoru (7) otrzymaé mozemy réine wzory do obliczania liczby #. Po-
162my w tym celu
@ = arctg §, Y ==arctg }: 8)

bedzie, z uwagi, e arctgx warasta w przedziale (0,1):

w
0 < aretg } < aretgl =;—E—. oraz 0 < arctg} < arctg 1= T
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ezyli
0<¢<%,omz0<¢<£y
skad
0<p+y<3. ®
Z drugiej strony, wobéc (8), ~xﬁamy tgp =1}, tg¢ =1}, i przeto

tg g -+ tgy 41
tglp+9) = T—tzo. g9 —1T—F. &-—1

skad, wobec (9):
¢p+1p=arctg1=—;i,
co daje, w my#l (8), wzér

i’-= arctg } |- arctg .

‘Wobec (7) mamy wige na liczbgs—:— wzér Eulera:

=(rra)—s(mra) e (pra) s (3re) e

Szereg ten jest naprzemlennym i przeto puma. czgstkowa daje jego sume
2 bledem bezwzglednie mniejszym od pierwszego odrzuconego skladnika.
Dogodniejszym do rachunku jest wzér Vegi. Dla otrzymania go polzmy

@=arctg}, WP ==arctg}. (10)
Wobec (10) bedzie 0 < ¢ < m/4; skad
0<29 <5 (11
z drugiej zad strony
tglp =282 ¥ . i tg2p—1, (13)
skad, wobec (11):

29 arctg & < arctgl %
i przeto, wobec ¥ = aretg } < T:
29+v <3, (18)

a Ze, wobec (10) i (12),
tgRe+y)=

wige, wobec (13), mamy

tg2pttey 44t
T—tg2ptgy 1—1.7

2@ -} ¢ =arctg 1 =%,

Im § 181. Obliczanie liczby . 187
<o daje, w myél (10), weér Vegi

=8 arotg § + arctg }.

Najdogodniejszym jednak do rachunku jest wzér Machin’a. Dla otrzy-
mania go poldimy -

p==arctg }. (14)
Wobee (7), bedzie 0 <o <}, qud:

o<4¢<1<—}. (15)
‘Wobee (14) mamy, dalej:

akgd

co daje wobec, (15):
»~>4q>-—arctg119>arctg1 3

oraz
E

0<i9— <7 (16)

7 _Eg!(p——-1
‘g(“¢‘“1‘)—1+cg4¢'

4cp—«%=‘arctg2—:i§.

a e
wige, wobec (16)

czyli, wobec (1&) : .
ES 1
I:&m-ctg%——— aretg—g—gé,

co przedstawia wiaénie wzér Machin’a.

Zatrzymujge z szeregu na arctg 4 kilkanabcie, zas z szeregn na arctg v
kilka pierwszych skladnikéw, moglibyémy juz otrzymaé wartosé licsby = z kil-
kudziegigeiu znakami dziesigtnymi. Shanks obliczyl ze wzoru Machina
liczbe 7 z 707 znakami dziesigtmymi.

Waspomnimy jeszeze o wzorze Dahse'go, z ktdrego ten ostatni oblic zyt
wartofé » z dwustu znakami dziesiptnymi. Dia otrzymania go poléimy

@==narctg}, Y= arctg},, &=arctg}. 17
Jak wyZej, znajdziemy 0 < ¢ 4 ¢ < #/2, skyd, wobec
wo+v =

=1,
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znajdujerny : 0<z’=cp+:p=_—.mtg-§i<%, oraz 0 < y-}-& -g«, skad, wobec
&) = tgx+tgd 4k

znajdujemy g - & = arctg 1 == =/4, ezyli ¢ 4 ¢ -} & = n/4, co daje, wobec (17)
wzor Dahse’go:

1 1
%-‘-‘ﬂ“g—g'{'mtﬂi‘l‘mts%v

§ 182. Jako inny prayklad zastosowania twierdzenia 202,
poldéimy

J@)=—31g(1—2xcosd 42, dla —1<2z<<l, (18)
gdzie J oznacza dowolvg dang liczbe rzeczywists (niezaleZng od z).
Mamy oczywists tozsamodé
1—2zcos &+ 2% = (1 — x cos ¥)* |- 23 sin? I,

skad wynika, ze dla —1 <z <1 mamy 1 —-2xco;8+:v'>0
(gdyz woéwezas | xcosd | << 1, zatem (1 — zcosd):>0). Jest
wiee, wobec (18):

cos ¥ —x
f(m)—l——2wcos&+x” dla —1<<ae<1. 19)

_]?ls,_ funkeji (19) mofemy (dla |z | << 1) z latwodcis podaé
rozwinigele na szereg potegowy. W tym ecelu wyjdziemy z toi-
samoéei

1
m=1+z+z’+2’+...’ dla lz’<1.
Kladae w tej tozsamosei 2 = x (cos & - i sin 3), otrzymujemy,
w myél wzoru Moivre’a (§ 141), dla’ |z | <1 (pray wszelkiem
rzeczywistem - 3):

1 X :
T—zosd—izsmnd 1 +2‘z"(cos‘n0 +isin n9).

nwal

Przez 'pdréwnqnie po obu stronach czgéei rzeczywistyeh, oraz
wspblezynnikéw przy i, otrzymujemy stad w jednej chwili:
1-—zcosd o
1_ﬂmmﬂ+#=4+;gwmma¢m —l<a<l, (20)

]

icm

§ 182 Fzeregi In~' 2 cos nd oraz Zn—1 " sin nd. 169

oraz

x gin & o
T Sy oos T L 2 mz zsinnd, dla —1<<z<<l, (21)

nes)
Wobee (20), mamy, odejmujae 1:

x cos & — 22

1~2mcos3+w9z2ﬁc°s"&’ dla —1<<z <l

Bl

skad, w razie x =k 0, dzielac przez z:

cos ¢ —
1— 2% cos & - o?

== co8 ¢ -} z cos 2 a2 cos BHH-..., (22)

co pozostaje oczywiscie prawdziwem i dla z=0. Wzér (22) jest
wige prawdziwy dla — 1 < @e<1 i przeto wobec (19), mamy roz-
winigeie:

/(@) == cos & + x cos 29 - xeos 3 4-..., dla —1<z<L

W mysl twierdzenia 202, i z uwagi, %e lg 1 = 0, funkeja (18)
rozwija sig wige dla — 1 <<z < 1 (przy wszelkiem rzeczywister 3
na szereg potegowy )

z"cos m‘)’ P

~«1§lg'(1-—.‘2:c,~cotzh9-+-acﬂ)..—-:.2v n

nwl

la —1 <z<1l (23)

Jako ostatni przyklad zastosowania twierdzenia 202, poléimy
(przy dowolnem damem rzeczywistem ):

xsin & dla

J(x) = arctg [

2 —l<z<l 24)

Dla — | < # < 1 bedzie oczywideie 1 — 2 cos & > 0, i przeto
funkcja f(x) bedzie miala oznaczong wartos¢, przyczem bedzie, jak
latwo widzied:

’ sin 0
S@=7 — 22 cos & - &’

i przeto, wobee (21), dla — 1<%z <1, w razie z == 0t
S(%) = sin & -+  sin 2¢ 4 2* sin 89 +..., (25)

co, jak latwo widzied, pozostaje prawdziwem i dla z == 0,
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Rozwinigeie (20) zachodzi wige dla — 1 < # < 1, skad, w mysl
tw. 202, i wobec arctg 0 =0, znajdujemy dla funkeji (24) przy
wazelkiem rzeczywistem & rozwinigeie

. o .
aroty & 510 4  wra“sinnd
e _zoosd n

nml

, dla —1l<<a<<l (26)

Wyprowadzimy jeszcze pewne wnioski ze wzoréw (23) i (26).

Powiadam, ze szeregi (28) i (26) sy, przy & == 2kn
(B=0,41,42,...) zbietne i dla s=1. W samej rzeczy, kia-
dac 2=rcos & | isin 9, dla 9 %= 2kn mamy

21, 2] =1, gin%:[:O,
| 1—-z|=l/(1.—— cosd)t |- sin'&:—_l/?——écos&,-—a

[ 5 ]9
4sln’-§—-~.2 sing/,
1 —z2" 2 L 1
1—z |7 [T —2] sin 2|’
2

i, wobec tozsamodei

1+z+zs+za+___+z._1=1 —2"

1—z

oraz wzoru Moivre'a, wnosimy, ze sumy czastkowe szeregéw
2 cosnd oraz Isin nd sy ograniczone, skad, w mysl tw. 104, wy-

o

nika, ze s;zeregizvcoﬂ:'9 orazz sm:~9 54 zbietne, W mysl

timm]

ftesl

twierdzenia 162 (Abela), szeregi potegowe (23) i. (26) (gdzie &
oznacza liczbg rzeczywisty == 2kn), bedse zhieine dla x==1, 8§
zbiezne jednostajnie dla 0 <z << 1, i prezeto przedstawiajs w calym
przedziale (0, 1) funkeje ciagla.

Lecz, jezeli & oznacza dang liczbe rzeczywists == 2k, to
funkeje lg (1— 2 cos $ +a?) oraz aretg _x—:?:?s 55 dlad=<z=<1
ciggle (weglgdem 7) (w mysl twierdzenia o ciaglodei funkeji funkeji
1 uwagi, ze dla d2kn, 0<2<1, mamy 1— zcos & >0,
1 —22008% 4 28 > (1 — x cos )2 > 0). Obie strony wzoru (23),
jakotes obie strony wzorn (26) sg wige (przy danem & == 2km)
cisgle wzgledem 2 w calym przedziale (0, 1), a poniewaz sg one

icm

§ 183. Bzeregi In—" 2" cos nd orax w1t a7 gin 09, 171

odpowiednio réwne dla 0 <Xz 1, wige (wobec cisglofei) muszg

byé tes réwne dla z=1. Wzory (28) i (26) ss wigc prawdziwe

i dla@=1 (w razie ¥ 3= 2kn), co daje, z uwagi, ze, dla  3=2kn
gin 5

: &
mamy «}1g(1-——2cos«9—|—1)=1g(2 2)’:

—-—1g(2 sin% ).——_2“”"”"9, dla 92w (h=0, 4+ 1, +2..) (27)
el
anotg =j"i“"3 dla 92k (k=0,4+1,42,...). (28)
g T —cos 9 - T =
, e WD
- Dla 0 < ¢ <# mamy, kladge §= 3~ %
cosa 2sin\‘9c¢)s19
T - EANR 9 e sin 9
“’z‘<§<"z'r°m“g§=tg(§“§)= 3T L0 T I—oosd
sins  Z2sin?5
2 2
skad wynika, Ze
— sin &
§ = aretg 1— cos &
Mamy ‘wiec, dla 0 <3 < m:
: ‘ sin & n ¥
aretg 1 —ocosd 2 2

i przeto, wobec (28), mamy’ wzér

2 9_wyiund g o<o<n (29)

2 2 n

nm=]

Powiadam, 2 wzér (29) pozostaje prawdziwym dla 7 <Jd <2
W samej ' rzeczy, zakladajse, te << & < 27, polézmy
9, = 27 — 9: bedzie wige 0 < & < 7 i przeto, wobee (29):

n msinm‘},
—‘—2—_—2_”21‘ n
skad, z uwagi, e %—%:%—f—, zaé sinnd, =sin (2nnw — nI)

— — sin #n9, wnosimy w jednej chwili o prawdziwoéei wzoru (29)
dla n < 9 < 2n.
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Wreszcie, dla & ==n wzér (29) jest prawdziwy oczywideie
(gdyz obie jego strony sg wéwezas réwne zeru). Mozemy wigs
wypowiedzieé o

" Twierdzenie 203. Mamy wzdr

LI o sin 79
Dla § :—g ze wzoru tego otrzymujemy w jednej chwili wzdr
Leibniza
' ‘ x 1 .1 1

1
i=1 st
znaleziony w § 169 na innej drodze. ,

Waér (30) przedstawia ciekawy przyklad szeregu, ktérego
suma (jako funkeja zmiennej &) posiada wszedzie wewnstrz prze-
dziatu .(0, 27) pochedng (== — %,), ale dla kiérego szereg po-
chodnych kolejnych skladnikéw - jest wszgdzie rozbieiny. W samej
rzeczy, szeregiem pochodnych jest tu szereg
’ S cosnd,. | (81)
el .
ktéry jest rozbiezny pray wszelkiem ‘rzeczywistem . Jezeli bo-
9-!—‘:;;1,«;0 dla n=kq (k=1,2,3,...)

bedziemy mieli ¢os #$ == cos 2kpn =1 i szereg (31) jest rozbiezny.

L S
wiem o jest liczbg wymierng:

Jezeli _zaé_z—ﬁ Jest liczbg niewymierna, to, rozwijajac ja na ulamek

,Mcﬁ@ﬁowy i oznaczajge przezfﬁ kolejoe redukty, bedziemy mieli,
. 3 v

Q
ok wia 39 P, & . . .
jak wiadomo (tw. 126):§—,;-———Q—=b—,, gdzie | & | < 1, co daje
£ k

. 2 .
QI=2P,n 4 nj‘, skad cos Q, 9 = cos ?%?, i przeto, wobec

L& . . :
51_,2 -6—‘ == 0, mamy fzm cos @, 3 =1, skgd znowu wynika rozbieznosé

szeregu (31).
' Ze wzoru (30) mozemy’ otrzymaé rozwinigeie funkeji Exz dla
niecalkowitych & Zalétmy w tym celu, %e z oznacza liczbe rzeczy-
wisty £k (k=0,+ 1, + 2,..)), i polézmy

' 27 (2 — Ex)=9: (82)

icm
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bedzie wige 0 <z — Ex <1, oraz 0<C$<2n, i prseto be-
dziemy inieli wzér (30), skad, wobec (32), z uwagi; #e sin nd=
== gin (2nnz — 2nnEqg) = sin 27wnz, znajdujemy w jednej chwiliz

' cvsin 270z
=x—% — 3
Er—=u« 1}.-—{—2" o 33)
przy wezelkiem niecalkowitem . (Dla calkowitych  wzér (33) nie
zachodzi, gdy% wéwezas lews. jego strona wynosi @, zas prawa - b
Ze wzoru (30) otrzymujemy natychmiast, zastgpujac w nim &
przez 29:

. - wsin2n~9' 34
_2_.__,9.,2' =, da 0<9<m (34)

pm]
Dla 0 < & < n zachodzs wige jednoezeénie wzory (30) i (34),
skad, dzielsc (84) przez 2 i odejmujac od (80):

n__gen@ri—1% 1 o9
-3 a 0<o<

naml
Zastgpujse w tym wzorze o praez — &, =z uwagi, ze
sin (— &) = — sin #, otrzymujemy natychmiast:

n_wsn@e—D18 g g0
—z Q9 —1 i

Rl

Suma szeregu

gind . sin89 | sindHY
A T S

ma wige wartosé ——g— da —n<d< 0, wartogé 0 dla =0,

oraz wartoééz— dla ?-<& < m. Ogélnie mamy, jak.latwo wideied,
przy wszelkiem rzeczywistem J:-
% dla sind >0
yoin(Gn—18_ 0 dusin§=0  (35)
7 dla sin 9 <0,

h——

Jest to ciekawy .przyklad funkeji nieciaglej, bedacej sumg
szeregu funkeyj ciaglych.
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Niech & i 4 beds dwie dane liezby rzeczywiste, takie, it 0 <5 <& <»:
bedzie wigt 0< &+ 7 <2 oraz 05— <2m i przeto dla d=£t9,
jakotez dla & = § — u bedzie stosowalny wzér (80). Dodajge, wrglednie odejmujge
odnone rozwinigein, 1 swatywszy, e sinn(§-+9)--sinn(§ —7)=2sin n£ 008 M1,
sin #.(& -} 1) — sin# (§ — 7)) = B cos %4 sin 89, znajdujemy z latwobcig: -

©ginnf.cosnyg _ w & Lcosmd.sinnyg 9
FERERM S s, S =gy dl 0 <E<m

. nml nml

"W razle 0 < §==7<=, mamy 0<2f <=, oraz sin2n{=2sinncosny,
i wzbr (30) daje w jednej chwili:

Dginnfcosny x &

n?]-——-——n—"-':-z——wé- dla 0 E=nm
Motemy wiee powiedzied, Ze
2L, amoo<n<i<n
;§§H2?2ﬁ= Z et @ 0<n=E<n
-% da 0<E<y <

Cwiczenia.

1) Ze wzoru na arctg @ wyprowadzié wzér

w 1 _ 1
- lTsstEE remtemT

2) Ze wzorn (8b) (ﬂla 19=7=/& otrzymaé wzr

)3 1 =t L1 1.

T“1+3 7+ +11"13 Bt
oraz (dla & = 7/8) wadyr

w 1 1 1

=T 5T
8) Wychodzge ze wzorn (27), udowodnié wzory
lg( )_ °°(—- 1) 1covan«?

nml
1
s '§" ]g (2 t;
4) Wychodzge ze wzora (35) obliczyé Bumg

o (-- 1)*-1 cos (2n —1) &
) ‘_, 2n —1.

“atm ot at

'COB =

, dla 0:1:(275—1)7:,

S\ _ °°cos2n—1)t9
g‘z’)‘f’i on —

dla &:’:lm

przy wezelkich rzeczywistych 3. (Okazné, Ze jest ona réwng n/4 dla cosd >0,
0 dla cos? =0, oraz — n/4 dla cos ¢ < 0).

icm

§ 188, Skonczone wyraZenis trygonometryezne. . 176

b) Wychodzae ze wzoru (36) z § 168 i stosujgc twierdzenie 208, wy-
wyprowadzié wzér

- ' v - .
20 Q-1 (90 nB..ﬂﬂ“"’", dla —%<$<%-

Jgeos@=—2 — . Ty

ne]

§ 183. W poprzedmm § spotkahémy 8ig z t. zw. szeregami

‘trygonometrycznemi. Nazywaé bedziemy _ skoriczonem wyrakeniem

trygonometrycznem (wzgledem ) sume typa .
ay-}-a,co8z—}a, cos2zr ~+..~+a,comnz—~-bsin 24 bysin2e-... b sinnz,-

gdzie n jest dang liczba naturalng, zad ay,ay,.. o Oy by by by
83 dane wspdlezynniki, niezaleine od x. Kazde' takie wyrasenie jest
oczywiecie funkejs okresows zmiennej x, o okresie 2,

Opierajac si¢ na tozsamosciach

2 co8 px cos gz = cos (p ~ q)x -+ cos (p — g) =,
2 cos px sin gx = sin (p -} ¢)x — sin (p — ¢) =,
2 sin pa sin gz = cos (p — ¢)x — cos (p + ¢)z,

dowodzimy z latwoécis, e iloczyn dwuch (lub egélniej, dowolnej
skoficzonej liczby) skoficzonych wyrazer trygonometrycznych jest
znowu skoficzonem wyrazeniem trygonometryeznem. (Dla sumy

i réZnicy aualogiczna wlasnodé jest oczywists).

Godnem uwag1 jest nastgpujace twierdzenie Weierstrasea
analogiczne do jego twierdzenia o rozwijalnodei funkeji ciaglej na
szereg wielomiandéw, mianowicie: _

Twierdzenie 204. Kadda funkcja ciggla emiennej rzeczywistej,
o okresie 2m, rozwija sig na jednostajnic sbieiny (w preedziale

(~——o00, - 00)) szereg skoriczonych wyraten ‘trygonometrycenych.

Dowé6d . naszego twierdzenia przeprowadzimy wedlug .Le-
besgue’a. Niech f(x) bedzie dang funkcjs ciggly o okresie 27,
e — dowolng dang liczbg dodatnig. Polézmy, przy wszelkiem rze-
czywistem x:

9@ =f@)+ Ff(—a), h@)=][f(x)—f(—=)]sinz (1)

— beds to oczywidcie funkcje ciggle, parzyste (t.j. g(—
h(— z) = h(2)), o okresie 27. Polézmy, dalej,

glarccosf)=@(t), h(arccost)=y(), dla —1 =<1 S 1 @

)= g(@),
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— beds to funkcje ciagle zmiennej i w przeﬂziale (= 1,1), i przeto,
w myf§l tw. 161, istnie6 beds dla liczhy dodatniej ¢ wielomiany P(f)
i Q(t), takie, i3, kladge
9®) = P(t) + ¢ ()
bedziemy mieli
e @) <e oraz ()] <e dla —1<t<]1. 4)
Niech z oznacza dowolng dang liczbg rzeczywists, taks, it
0 < 2<<n: kladac £ = cos z, bedziemy mieli oczywidcie — 1 <<t =<1,
.zatém wzory (2), skad, z uwagi, e dla 0z == ze wzoru }==Cos ¥
wynika are cos # = =:
g@)=pleosa), h@)=vw(eosz) (5)
dla 0 <o << m. Wobec parzystosci funkeyj g(z), h(x) i cos, oraz
jch okresowokei (o okresie 2m), wnosimy stad natychmiast, #e
wrory (6) zachodza przy wezelkiem rzeczywistem 2.
~ Wobee (1), (6) i (3), mamy (przy wezelkiem rzeczywistem )
[£(@) + f(— )] sin? & = P(cos ) sin? x + ¢, (cos ) sin? x,
[f(#) — f(— )] sin? 2 = Q(cos «) sin & ~{- 1, (cos @) gin z,
skad:

p()= Q@)+ ¥: (), ®)

2 f() sin® z = P(cos ) sin? - Q(cos z) sin z -} ¢ (%), (6)

gdzie o
0(%) = @, (cos &) sin? & |- ¢, (cos ¥) sin £,
i przeto, wobee (4):
| o) | < 2a (7)

Funkeja f,(x)=f(m+g), podobnie jek funkeja f(a), jest

cisgly i ma okres 2z; podobniez jak dla fankeji, /(x), znalefli- |

byémy wige dla niej:
2f (a: —|—%) sin? g = P, (cosx)sintx + @y (cosz)sinz + ¢ (x), (8)

gdzie P,(f) i Q(f) sa wielomiany, zaé ¢ (%) oznacza funkeje, spel-
niajaca proy wszelkiem rzeczywistem « nieréwnosé

@) | < 2e (9)
Zastgpujae w (8) = przez x — g, otrzymnjemy:
2 () cos?w = P, (sinz) costx — @, (sinx) cosz -+ ¢ (ww%). (10)

icm
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Dodajae (6) i (10), ofrzymujemy:
2f () == P(cos x) sin? x | Q(cos %) sinz -

-} P, (sin x) cos® z — @, (sin z) cos z | r(z) = (11)
= W (@) + r(@),
gdzie r(z) = @(x) +- 01 (xw— %)’ zatem, wobee (7) i (9):
| r(x) | <4e (12)

Poniewaz P, Q, P, i @, sa wielomiany, wige W(a), jak to
wynika z latwodeig ze wzoru (11), jest skoficzonem wyrazeniem
trygonometryeznem 1). Wzory (11) i (12) dowodzg, ze kaida funkeja
ciagla o okresie 2 daje' sig z dowolns dokladnodeis prayblizyé
zapomoeg skoficzonego WwyraZenia trygonometrycznego, skad z la-
twoscia jusz wynika prawdziwoé¢ twierdzenia 204. "

§ 184. Twierdzenle 205. Jeeli w praedzale (a, b) mamy
f@) =/, @) +fa@) +A@) 4o M

Jjedeli kasda z funkeyj f.(z) (n= 1,2,8,...) posiada w preedziale (a, b)
pochodnag fo(x), i jezeli szereg pochodnych

S6) = £i(®) +-fil0) + @ - @
jest w preedziale (a, b) 2bicény jednostajnie, to mamy w tym praedziale
f (@)= 8()- )

Dow6d. Udowodnimy przedewszystiiem nastepujacy
Lemmat: Jedeli szereg funkeyj ¢;(2)-+ o (@) + ps() + - - -
jest w zhiorze X abieiny jednostajnie, to isinieje ciqg nieskoriczony
rosnacy wskaznikéw k, (n= 1,2, 8,...), taki, i przy wszelkiem 2,
nalesacem do zbioru X: :
| q’k,d-l(m) + ¢k,.+2(x) + o + q’k,_*.l(m) I <”21T.1 dla n= 17 2a 31 Y

W samej rzeczy, oznaczmy przez k najmniejszy wakaZnik %,
taki, iz przy wszelkiem & W zbiorze X:

| (@) + Pria®) - Prial@) [ < L, da

wakaznik taki istnieje, wobee zbieznosei jednostajnej szeregu S, (x)
w zbiorze X. :

q=1,2,3,...;

%) Dla dowodn wystarczy sig oprzeé na uwadze, de iloczyn skonezonej
liczby skoniczonych wyraten trygonometrycznych jest skoficzonem wyraZeniem
trygonometrycznem.

W, Slerpifiski: Analiza T. I Cz. 1V, 12
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Niech teraz n oznacza dang liczbg naturalng > 1, i przy-
pusémy, sefmy jus okreélili wskasnik k, ,. Wobec zhie#noéei jedno-
stajnej szeregn Jp,(v) w zbiorze X, dla dostatecznie wielkich
wakaznikéw % bedzie (przy danem n) w. zbiorze X:

1
| pra(®) + Pea@ + -+ P @) [ <70 A8 g=1,23,...

* ozndczmy przez k, najmniejezy z takich wskafnikéw %, wigkszych
od k,_,.

Ciag nieskoficzony wskaznikéw %, (n==1,2,3,..) okreéliliémy
w ten sposéh przez indukeje, przyczem ciag ten jest oczywidcie
rosngey. Eatwo, dalej, widzied, e ciag k, (n=1,2,...) posiada
wazystkie wlasnodoi, wymagane przez nasz lemmat.

Przejdziemy teraz do dowodu twierdzenia 206, Zal6ézmy, %e
warunki tego twierdzenia sa spelnione. W myél naszego lemmatu
(dla @, (z) = fa(®), n==1,2,8,,..) istnieje cisg nieskohezony rosngey
wekaznikéw b, (r=1,2,...), taki, iz w przedziale (a, b):

P @+ Fra@ oo Fapy@ | < dla n=1,2,8,... (&
Polégmy k, =0, oraz

@u(®) = o 11(®) +Sogs(@) .. +fk,+1 (@), dlan==0,1,2,..; (5)

‘bedzie wige tez (z uwagi, ze pochodna szeregu skoficzonego jest
szeregiem pochodnych — o ile istnieja):

9L =Frots(®) F Froa®) & o @ dla 0 =0,1,2,..., (6)
zatem, w mysl (4): .

9@ < g A8 n=1,2,3... M
oraz, jak latwo widzieé:

S@) =@+ ¢1(3) + s (@) 4., (8)

8(z) = @ (@) + #:(®) + o) +- ... )

Niech #, oznacza dang liczbg przedzialu (a, b), & — dowolng
dang liczbe dodatnig. Obierzmy liczbe naturalng m, tak wielks,
izby bylo

1 e
<7 (10)
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Z definicji pochodnej wynika natychmiast, ze dla liczb x,, &
i kasdego danego wskaZnika k =0 istnieje takie d, >0, iz

@@+ h;"‘“" (%) |

(@) <2‘;n, dla 0<|h|<dp (11)

Oznaczmy przez d liczbe dodatnis, mniejaza od kazdej z liczb
3o, Oyy..0pq: dla 0 << | A | <6 bedzie wige zachodzila nieréw-
noéé (11) przy k=0,1,2,...,m— 1, skad w jednej chwili:

‘2—' ‘Pk(wo '+' h;‘—' (ph(wo) _2_' q’;(‘”o)

L) R

)
<3 (12)

Z drugiej strony, w mysl tw. Lagrange’a (tw. 199):
@y h) — ,
B2t P) = 9] g1 ),

gdzie £, jest liczba, lezacs wewnatrz prredziatu (% 5 # - h). Jest
wige

S ot B o) o) — Faie)— i)

R ke K= Kmm

i przeto, wobec (7) i (10):
Yonthonb_ e,

LY C kmm

Nieréwnoéei (12) i (18) daja w jednej chwili, wobec (8) i (9):
bZ:(.,ai“WMh‘"h}sz(%)-—S(xo)}<e, s 0<<|h|<é

) o 1 1 £
<22-§=2—.‘:§<§- (13)

T vt

co dowodzi, e
S (@o) = (o).

Udowodniliémy wige twierdzenie 205. Twierdzenie to mozemy
wyrazié krotko: Jegeli szereg pochodnych szerequ 2biesnego funkeyj
jest zbieény jednostajnie w pewnym preedziale, 1o preedstawia w tym
preedziale pochodng szeregu. Uogdlnienie tego twierdzenia na szereg
n-tych pochodnych jest natychmiastowe.

Jodeli zab szereg pochodnych jest ibiex’my w pewnym przedziale, ale nie
jednostajnie, to mote w tym przedzisle przedstawiaé albo nie przedstawiaé po-
chodng szeregy, jak tego dowodzy nastgpujgce przyklady?).

JESSESE———

1) Zob. ted przyklad z § 167

12%
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1) Poléimy, przy wszelkiem rzeczywistem a:

@ @
f“(m)'”1+(n——1)m'~1+nw” da n=123,.. )
Mamy tu, jak latwo widzied:
— _ @
8n() L@+ @) 4. )= — T e
skgd w jednej chwili i
lim 8,(o0) ="

przy wezelkiem rzeczywisten #. Mamy wige przy wszelkiem rzeczywistem a:

& =Fi(@) +fi{@) + fil@) +. .. @)
Wobec (1), mamy przy wszelkiom. rzeczywistem @, oraz naturslnem m:
fle) = 1 2L 1 2 maot
w 14 m—1)ar 14+ m—1jaif 1-}—nw'+ (1 - na?)»’
oraz
s(@) =fi+ )+ e =1~ q i”f;,),,
i przeto
Lo 1dla 2420
lim (@) = { 0 dla @ i:o.

Jest wige dla =0:
RO+ 70+ £0+.. . =0,
gdy tymezasem pochodng sumy (2) jest oczywidcie stale jednosd, Zatem: szereg
pochodnych kolejnych skladnikéw szeregu (2) dla z =0 pie przedstawia po-
chodnej szeregu (2). W danym praykladzie zaréwno dany szereg, jak i szereg

pochodnyeh jest zbieiny w calym zbiorze liezb rzeczywistych.
2) Poléimy przy wezelkiem rzeczywistem w:

[al@) == wg=(r—1)2 — pg—nt (n=128,,..).
Z tatwolcig znajdziemy tutaj, przy wszelkiem rzeczywistem :

m—_—f,(w)—{-f,(ac)—l-f,(m)-{»—, (3)

za8
sla) =fi(@) +-fifw)+ . . . f,(@) =1 — 6~ | 2nagrg~n=t,
<o daje '
. 1dla x40
1 (2) =
v $4() { 0 dla » i:. 0
i przeto

A0+ 104+ 10 +. .. =0,
gdy tymczasem pochodny sumy (3).jest jednosé.
3) Polézmy, przy wszelkiem rzeczywistem a:

__arctgnx  arctg (v 1)z
o) = RIS M E 1, w

icm
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Z uwagi, te przy xzeezywistem y mamy zawsze | arctg y | < #/2, wnosimy
z latwokeis, i% przy wezelkiem rzeczywistem :

aretg & = fy(@) 4 fo(@) + i@+ . . - , (6
Wobec (4) znajdujemy przy wezelkiem rzeczywistem z:

)= 1 1
@)= 14nit 14 (n+4 1)22?’
skad, w jednej chwili

1
| s, dlax=0,
fi) + o)+ fa) . =1 V2 S
: 0 dlaz =0
Sums szeregu pochodnyeh kolejnych skladnikéw szeregu (b} jest wige
dla @ =0 liczba 0, gdy tymezasem pochodng sumy szeregu (5) jest, przy wazel-
kiem rzeczywistem @, 1/(1 4 @), zatem, dla 2 =0, Tiezba 1.
4) Poléimy, przy wezelkiem rzeczywistem :

f”(w) = Ig( —tn’w’) _ 1@*1 +n(t'+_"{ 1122 (ﬂ« =1,2...) (6) ‘

Opierajasc sig na uwadze, 2o (przy rzeczywistem x} Ig 14 nra?)

< lg (n* 4 nt) =21g n - lg (1 4 2), oraz Ze lim,li’:—I == 0, czytelnik ndowodni
: AwmOQ

z latwodclg, 2o mamy przy. wazelkiem rzeczywistem 2:
gL+ a0 =fi(@) +fm) -+ fie+ ™
' 2x
i praeto pochodny sumy tego szeregu jest Dlgil 4 o) = TFa

‘Wobec (6) mamy przy wszelkiem rzeczywistem o:
. 2nx 2(n+ 1o 8)
@) =1 F a4 mt 1Pt (
skad, jak latwo widzied, przy wezelkiem rzeczywistem
2 ,
s = i) + e +fi) | @)
Suma szeregu (9) przédsta.wia wiee przy wezelkiem rzeczy wistem & po-

chodng sumy szeregu (7): tymeczasem szereg (9) nie jest zbieinym iednoatajnig
(w Zadnym przedziale, zZawierajgcym wewngtrz punkt 0), gdyz, wobee (8) mamy

2na

. C 2 .
(@) = £+ fy@ oo Foe®) =T 33— T i

2| -

i przeto, dla = =

2z ‘“ 20z _ 4
1+w'—_8'w)=1 Fn
Zhieinoéé jednostajna szeregu pochodnych nie jest wige warunkiem ko-
ﬁieczuym na to, tehy szereg pochodnyeh przedstawial pochodny szeregu.
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Zauwasymy jeszeze, e szereg pochodnych moZe byé zbieinym w punkcie,

w ktérym suma danego szeregu nie posiada pochodnej, jak tego dowodzi na-
stepujgey przyklad:
b) Polédmy, prazy wszelkiem rzeczywistem @:

'f(m\_.lg(l“l'nle)_lg(l"*"(”'{‘i”‘”“
wm n -1 '

(10)

Mamy tu, jak latwo widzieé, przy wszelkiem rzeézywietom w:
g+ 2 |) =fi(@ +fi@) + o) + - - .

Funkeja flw) =lg(l -+ |2 ]) nie posiada pochodnej dla @ ==0, gdys, jak
latwo widzled, dla @, _—=l mamy im 732’.»).:1[@,
n nmoo n ~— 0
flzes) — £10)

mamy l""z o T 1. Tymezagem szereg pochodnych jest tu zbieiny

dla = 0, gdyt, wobee (10) znajdujemy = latwofeig £,(0) = 0, dla # ==1,8,8,..,,
jak to czytelnik sam zechce blizej zbadaé (rozrdiniajge przypadki gdy o 2cierza
do zera ciggiom liczb dodatnich, oraz ciggiom liezb ujemnych).

Z druglej strony, szereg pochodnych moze byé rozbieznym w punkeie,
w kiérym suma danego szeregu posiada pochodng skorczong, czego dowodzi
przyklad nastepujgey:

6) Poléimy, przy wezelkiem rzecaywistem a:

1
1, zaé dla @y ==

fu(@) = “‘n:"” _ E}I‘_‘:_”*_“:)’“, (1)

Jak latwo widzied, mamy tu przy wszelkiem rzeczywistem @:
sin @ = f,lz) +fx(m)+fa(m) 'l' e

1 przeto pochodns sumy naszego szerewu jest tu stale cos 2.

Z Zrugiej strony, wobec (11), mamy

(@) =n cos i — (n 1) cos (n - 1)3, (12)
skyd f,(0)= —1 dla n=1,28,...,1 praeto srereg
£0) 4~ F50) 4+ £30) 4. . .

jest rozbiezny do — oo. :

Podobniez, dlaz=x, znajdziemy zlatwokcia, Wobed(12) :fr @) = (—1)" 2n-}-1),
i przeto suma szerega

fi@) + ) + =) + .
nie posiada Zadnej oznaczonej (skoriczonej ani nieskoriezonej) wartodei.

§ 1842 Pudamy obecnie twierdzenie, dajace warunki konieczne i wy-

starczajgce na-to, aby pochodng szeregu byl w danym punkeie szereg pochod-
nych jego skladnikéw.

Twierdzenie (Diniego) 206: Na to, #eby pochodna swmy fla) seeregu
funkeyj Zfaix), zbiesnego w preedeiale (a, b), kitdrego skladniki f,(x) posiadajg

icm

§ 1844, Rédniezkowanie szeregn funkeyj. ' 183

hodne skoticeone f (x,),
dla punktu @, , ledgesgo werwngirs preedeialu (a, b), poc mef,|
imfala nw pt:/t'tkcie @y, byla skoricwong, oras byla sumq seeregu Bf (@), po-
treeba 1 wystarcea, idby 1) sserey If,(acy) byt ebiesny, oraz.2) aby dla kagdej
licaby & > 0, orae kaddej Hewby naturalnej q istniale lwfba.dodatnia f"
toka idby dla kaddei liceby h, beeneylodnis mmiejseef od 6, istnial wekaénik
m > q, dlo kidrego .

Ew{fn(wo 4 h) =~ faly) '—f;,(xo"

Ruml,)
o \1<"

BaltntMlce,

et f <38

neml

gaeie Bo() = fu1(®) 4 Ftal®) 4 - -« ‘
Dow6d. Zatéimy, e warunki naszego twlerdzenia sz speknione. Niech &

_oznacza dowolng dang liczhe dodatnig. Polétmy:

Q,= f:m+1(wo)+f,.+a(wo) + .
z warunku 1) wynika, Ze marhy 'l‘irg (m==0: mofemy wige obra¢ wekatnik g,
tak, izby bylo .
i (Om| e dla m>q @)
Do tak obranego g i do lczby & dobierzmy liczP.)g dod'atnig é wr my:}
wurimku 9), Niech b oznacza liczhe rzeczywists, taks iz |h | < 6. W my

warunku 2 istnieje wige taki wekaznik m > g, przy ktérym zachodag nierdw-
nofci (1), Wobee (1), (2), oraz oczywistej toZsamoei
— & 2 faley 1) = ) _ o, |
ot =fd _ Fp = 3 [ HOTR=EE

neal

Rm B} Bmlz)
+ (:0;‘-*— B Qn

wnogimy w jednej chwili, e
floy 0 = f@) _ Spizn|< bo, da 1 h] <6
) h Bl "

il - . s + c wy-
= 3 ki paszego twiordzemia sg Wig
¢o dowodzi, e ['(#,) .-flf“(mo). Warunki n ‘ g

Stucza%};z;;vodnimy ohecnie koniecznosé naszyeh warunkéw. k;Zalzozmly‘;ia:;:Z,
i jo dla pewnego punktu Zy leza

Sfax) w przedziale (o, b), oraz ze o Joaeosd

b f(:):z (Z(b)), jstniejs pochodne skorczone I’(xo? oraz .f,"(wo) .(n : 1(;:13 by)é

mv;i:i ze f"(mo) = Bf"(a,). Warunck 1) naszego tmergzem‘arm‘]m gw;wo o

. i Z j iczhy )
helni szywiscie. Wynika stad, Ze dia dowolnej dane]
spelnionym oczywikcie
takie p, it

Om
Wohoe f/(w,) == 2f(%) 1 uwagi, %e a‘<mo < b, istnieje takie ‘6 >0, iz

dla | A | < ¢ mamy o << @, +h <<b, oraz
\ tg:"mj“j’}.— fleeg) _ ﬁvo JACOIRS

Tl

<G @ m>o )

8 (®
i
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Pr——

1\?iecb h oznseza dowolng dang liczbe rzeczywisty, taks i2 [k |< 4
zad ¢ niech oznacza dowolng dang liczbg naturalng. Wobec sbieinodei azere 1;
:Ef.:(s) dla 0 << <|b, oraz wobec & 52, Kb, a Ko, <h w'nogimg
o istnieje wekainik m wigkezy jednoczednie od # i od g. taki, 1 7

Bale) [<IBE, oms (Buim, 4w <L

6)

przvezem, wobec m > p, mamy teZ nieréwnoéé (4). Nierdwnodei
dsjs w.jodnej chwili, wobsc (8) rownotal () 16

$ ‘ ﬂg:_._—{_—]gh)___—;_ [n(@y) i’(xol}

<e (7)

Al

obec (6) i (7) wmamy wige nierdwnobei (1) '
. s . y tkgd wynika konie
werunky 2). Twierdzenie 206 zostalo wige udowodnionem w zupelodei. ounodé

§ 185, Opierajac siq‘nn twierdzeniu 206, udowodni
‘ ' Opiers nimy obec-
nie twierdzenie niejako wzgledem niego odwro,tne, mianowizieo *
Twierdzenle 207. Jeseli funkeja f(z) j

_ jest w przedziale skon-
czonym b j j i i (ei
" Z, " (a,b) sumq jednostujnie zbiesnego szeregu funkeyj (ciggtych

f(@) = fi(®) +f@) + file) + ..., (1)
z ktérych kadda, f.(2), posiada w i i
' / ) S praedziale (a,b) funkeje pierwot

F,(x), to f(x) posiada w przadziale (a,b) funkc,jg pumo{:qp "

F(z) = 2 [F.(2)— Fu(a)} (@)

-gdzie 2, ozmacea dowolng dang liczbg preedeiadu (a, b), prayceem

szereg (2) jest vdwnied zbiedmy jednostajmie w preedeiale (a,b).
ot Dowd@. Zalérmy, %o funkeja f(x) rozwija sio w praedziale
ka:dczonz‘{mk(q,.b)f (na szereg jednostajnie zbieiny (1), preyezem
atda 2 funkeyj f,(x) posiada w tym preedziale f je pi ‘
F ) (=1, 2"?‘)' Jest wige Y P " funkeje piscwoiy
Fi@)=f@) da aZe<b ®
gi'ec.h aa:., oznacza dowolng dang liczbg *przedziatu (ay b).
owia % i ) jest i i
nomints am, fe szereg (2) jest w przedziale (g, b) zbiesny jed-
W samej rzeczy, niech & ozn
o n dowolng dang liezbg do-
datnis. Wobec 'ednostaz j zhi ! on Ny o talo (0 b)
oo o+ tg.k o ]i:e_] zhietnokei sreregu (1) w pruedziale (a,b),

7 !?*1("_‘)+f wa(®) ot £,4,(%)| e, dla aSwﬁb,. 8> p, p==1,2,8,.. 4)

icm

§ 185, Funkeja pierwotna szeregu funkeyj 186

Ozhaczmy, przy naturalnyeh n i p:
Bop(® =3 [Foa(®) — Funs(e)} ®
W myél (3), mamy
(D,’,m(w)mé”ﬂ“(x), da a<a<bn=12..,p=12.. (6
W myél tw. Lagrange’s, mamy w prze‘dzi'ale (a, B):
(@) — @, () = (= — ) P, (E). (D
gdzie & jest liczba, lesacs wewnatrz przedzialu (z,, x) (zalezng od
n, p, %, oraz x), & wige, tembardziej, liczba, lezacs wewnsirz prze-
deialy (a,b). W myél (8) i (4), mamy wige
| @) <e da n>p p=123,...,
skqd, wobeo (7), z uwagi, e |@— 1| <b—a, da a<z=<},
otrzymujemy w jednej chwili: ‘
|, () — B, ()| <(b—a)g, dla a<2=b, n>>py p=1,2,3,.. (8)

Wobec (5) nieréwnosé (8) daje natychmiast:
|3 1Fose)— Foplol] < (ol s a2 =t n> 1 p=12,8,

co dowodsi, e saereg (1) jest w przedsiale (a, b) zbiezny jedno-
stajnie. .
Szeregiem pochodnych dla szeregu (2) jest oczywideie, wobee
(8), szereg (1), ktéry, jak zakladamy, jest w przedziale (a, b) zbieiny
jednostajnie: w mysl twierdzenia 200 wnosimy wige, Ze przedsta-

" wia on w tym przedziale pochodny szeregu (2), czyli, 26 F*(x)=f(z)

dla a <z <b. Funkeja F(z), okreslona wzorem (2), jest wige
w praedziale (a,b) funkeja pierwotna dla #(z), . b. d. 0. ,

Dowiedzione twierdzenie daje sie tes natychmiast nogélnié na
przedzialy nieskofiezone. Istotnie, jeseli szereg (1) jest sbieiny jed-
nostajnie w kaidym skonczonym przedzisle, za8 F.(#)= fo(2)
(ne=1,2..) przy wszelkiem rzeczywistem z, to warunki te za-
chodzg, tembardziej, przy dowolnem danem Z,, Oraz naturalnem s,
w przedziale (2, — 8 z, —+8), 1, wyznaczajac funkeje F(z) ze- wrzoru
(2), otrzymujemy, W myél dowiedzionego twierdzenia, F"(z)=1(x),
dla z,— s <z <ax,-+35 Wobec dowolnodei liczby naturalnej s,
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wnosimy stad, ze F(x) bedzie funkcjy pierwotng dla f@) w calym
zbiorze liezb rzeczywistych,

Podobniez latwo widzieé, %e twierdzenie 207 pozostanie praw-
dziwem, jezeli w niem slowa ,w przedziale (a, b)* zastypié wezgdazie
przez slowa ,wewnatrz przedziatu (g, b)“.

Uwaga. Mogloby sip wydawaé na pierwszy rzut oks, e wzdx (2) mote,
przy odpowiedniej wartodei @,, przedstawiaé kazds funkcje pierwotns funkeji
f(x). Tak jednak moze nie byé, jak tego dowodzi przyklad, ktéry otrzymamy,
kladge stale fu@)==0 (dla n==1,2,..): sumg szeregu (2) bedze tu przy wszel-
kiem rzeczywistem @, {i- dowolnym obiorze poszezegdinych funkeyj pierwot-
nych Fy(x) dla skladuikdw szeregu (1)) funkeja F(&)==0. Inny podobny przy~
kiad otrzymalibyémy, kladge fa—1(a)=2-% fau(®)=—2-* (dla k=1,2,8,..).
Chege wige otrzymaé kaédg funkeje plerwotng dla f(@), nalety, wogdle, do
sumy (2) dodaé stals dowolng. ‘

. Jako natychmiastowy wniosek z tw. 207, otrzymujemy, przy

pomocy tw. Weierstrassa (tw, 151):
Twierdzenie 208: Kaéda funkcja f(x), ciqgle w preedeiale
(a,b),. posiada w tym przedziale funkeje picrwolng.
Dow6d. Niech
w(x) = ape™ + a2 + ...+ a,._i® +a,

oznacza jakikolwiek dany wielomian ea.lkowity. Kladge

aye"t .
W)= 2 4 9L BTl
bedziemy mieli oczywideie (w calym zbiorze liczb rzeczywistych):

W (z) = w(=)

Kazdy  wielomian calkowity pesiada wige (w calym zbiorze
liezb rzeczywistych) funkeje pierwotns, bedgea réwniez wielomia-
nem calkowitym (stopnia o jednodé wyzszegu).

Niech teraz f(z) oznacza dans funkeje ciagly w przedziale
skoficzonym (a,b). W mysl tw. Weierstrassa (tw. 1561, § 119),
funkeja f(z) daje si¢ w przedziale (a,5) rozwingé na jednostajnie
zbiezny szereg wielomianéw calkowitych, & wige funkeyj, z kté-
rych kazda posiada funkeje pierwotng w przedziale (a, b). W mysl
tw. 207 wnosimy wige, Ze f(x) posiada w przedziale (a, &), funk-
cje pierwotns, ¢. b. d. 0.

icm

§ 186, Szeregi trygonometr. dla wielom. Bernoulli'ego. 187

Twierdzenie to moze byéd tes uwogélnionem na przedzisly nie-
skofczone, przyczem trzeba sig oprzeé na twierdzeniu, Ze kazda
funkeja, ciagla w zbiorze wazystkich liczh rzeczywistych, moze byé
w tym zbiorze rozwinigty na szereg wielomianéw ~cadkowitych,
ktéry jest zbiezny Jednosta3n1e w kazdym skofczonym przedziale
(§ 122).

§ 186. Zajmiemy sig obecnie pewnem zastosowaniem twier-
dzenia 206. Polézmy
& cos 1

A (1)

S =—
nel
— suereg ton jest oczywiscie zbiezny jednostajnie pray wezelkiem
rzecry wistem & (wobec zbieznodci szeregu J1/n?). Szeregiem po-
chodnych kolejnych skladnikéw szeregu (1) jest tu szereg

yeand @
] n
Udowodnimy, Ze, pray wezelkiem danem dodatnie. &<,
szereg (2) jest w przedziale (6, 2mw—d) zhiezny jednostajnie,
Polézmy, dla dowodu:

8
5,(9) = sin 19 + sm 2% 4., 00 sinn 3)
o, (&) = sm&-l—sin 23—}— .. sinnd. 4)
Drogs latwej indukeji sprawdzamy dla 9 = 2kn tozsamodé
sin T gin 15—+ (n-I— (nt1)9
gind -+ gin29 4 ... 4-sinnd = 5 ,
. sin -2‘

skad, wobec (4), dla & == 2km, z uwagi, Ze |sinz | =1 przy rze-
czywistem x:
1

|an(3)|~|—~—;9—| (n=1,23,..) ®)
el
Zalézmy, dalej, Ze llczba 9 spelnia warunki
d<=9<2n—34, (6)

gdzie 8 oznacza dang liczbe dodatnig <.
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‘Wobee (6) bedzie 4

' s_9__ ¢

5 =< 7= =n-— 5 (T)

i przeto (wobec 8 > 0) 9/2 bedzie liczbs przedzialu (0, 7). Jeseli .

9/2 lezy -w przedziale (0,7/2), to, z uwagi, ze W tym przedziale
funkcja sinus werasta, oraz, ze, wobee (7), $/2 = /2, mamy
8 8
sin 5 = s_m' 5 8
Jezeli zag 9/2 lezy w 'przeazialé (12" :m) vtvo % uwagi, ze w tym
przedaziale funkcja ginus maleje, oraz, e, wobee (%), 8/2 <n—6/2
mamy :
3 B .8
8in: z_lasm (nw—E) =sing,
co ‘znowu daje meréwnoéé (8).
‘Warunek (7) pociaga ‘wiee za sobq rAWSZO meréwnoéé (8).
~ Wobes (5) woosimy wige, ge

\ |o(3)l$~———~, dla d‘.<‘_’&s2a-+a, n_='1,2.,... 9
C ging :
2

Wobec @) i 4) zn’a_)du_)emy w 3edneJ chwili, przy natuml—
nych n i k:

oy 8 — 8 o) — 0,45
g P — .,_+,_,(,9) W} 0.41(9)
4 P H—1+("+B(ﬂ+z)+ ;

uya(3) | Oual D)

. g, 1(‘9) )
Torer R e
skad, wobee (9), otrsymujemy w jednej chwili (dla’ $<<9=<27—d):

' ' 1 1
3~ 8,(¥
faal®) - B~ L+1+(..+1)(,.+2)+
1 ) 2
+(n+2)(n+3)+ +<»+fc 1)<n+k>+n+kJ<

(n+Dysind

icm

§ 186. Szeregi trygonometr. dla wielom. Bernoulli'ego. 189

co dowodzi, ze szereg (2) jest zbiezny jednostajnie w calym prze-
dziale (4, 27— 9).

W mysl tw. 200 mamy wige w calym przedziale (,27—d):

£19) =2 sin:a‘)' (10)

n=l

Wazér (10) jest wige prawdziwy w przedziale (6, 2m— ) przy
dowolnie malem dodatniern 4, skad wnosimy natychmiast, Ze jest
on prawdziwy wszedzie wewngtrz przedzialu (0, 27).

W mysl twierdzenia»2'03 mamy wige

) = 3 %, dla 0<<d<2n,
skad wynika, ze
F®)=C4 59— 2’, dla 0<9<2n. (11)

gdzie C oznacza liczbe, niezalezng od .

Lecz funkeja f($), okreslona wzorem (1), jako suma szeregu
funkeyj ciaglych, zbieznego jednostajnie w zbiorze wezystkich liezb
rzeczywistych 3, jest funkejy ciagls przy wazelkiem rzeczywistem 3.
Obie strony wzoru (11) sg wige ciagle przy wszelkiem rzeczywi-
stem &, a e wzér (11) jest prawdziwy wszedzie wewnatrz prze-
dzialu (0, 2n), wige wnosimy stad, e musi on byé prawdziwym
i dla granic tego przedzialu. Mamy wige wzér

T I
f(3)~—-'-0+'2'3—";=
Stad:

da 0<<9<2m. (12)

A0)=0, oraz flm)= 0+ ”Z' . (13)

Lecz, wobee (1), mamy

F(0)= 2— oraz  f(m) ——2

n=l nel

n -1

a ze, jak latwo widzieé:
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wige mamy stad f(%) = — } £(0), co, wobec (13), daje
nl
C+7=—1%6

¢4
skad C= — % Mamy wige, wobee (1) i (12):

oo
2

]
Zcos”'?__:’i,_f{}.f.-g, dla 0<% =<2m. (14)

n 4 2

Nl

Stad, w szezegdlnodei, dla § =0 znajdujemy wzér Eulera

pEES
nt 6’
am]
otrzymany w § 154 na innej drodze.
Zastapmy we wzorze (14) & przez 2maz i podzielmy obie
strony przez — 2a?: ofrzymamy wzdr:

X" o8 2z 22w 1 )
— , o= §+§+ﬁ’ da 0<2<1. (1b)
. Polézmy:
Po(@) =—2 11, (16)
i sin(2:rmx —pf)
: 2 '
9’;(“)=2W—, da 0=<2=<1;p=123,... (17
el
Z uwagi, ze dla p>1 szeregi (17) sg zbieine jednostajnie
w przedziale (0,1), oraz w mysl tw..20D, znajdujemny z latwoscia:
7)) =g, 4(x) da p=234,...,
co, wobee (15) i (16), pozostaje prawdziwem i dla p=1. Mamy
wige (w calym przedziale (0,1)):
P, (z) = q’r—l(x)) da p=1,2,3,..., @
przyczem
Po(@) =—=2z-+ % oy
Wobee (I) i (II) wnosimy w jednej chwili, ze funkcje

P.7) (p==0,1,2,...) sy wszystkie (w przedziale (0,1)) wielomia-
namij calkowitemi. '

icm

§ 187, Wzér sumacyjny Eulera-Maclaurina. 191

Wobee (17) znajdujemy natychmiast
?,(1) =9,(0), dla p=1,23,... (11D
Wielomiany ¢,(#) (p==0,1,2,...) spelniajs wige (w prze-
dziale (0, 1) warnnki (I), (IT) i (IIT), kiére, jak dowiedlismy w § 160,
sy charakterystyczne dla wielomianéw Bernoulli’ego. Funkeje
@,(*) sa wige w przedziale (0, 1) wielomianami Bern oulliego.
" Znslezliémy wige dla wielomianéw Bermnoulli'ego g,(2)
(p=1,2,8,...) (dla 0=x=1) rozwinigeia na szeregi trygono-

" metryczne (17).

§ 187. Polézmy przy wezelkiem rzeczywistem z:

o0 11
gin 2nnx—p——-)
7, () = ( 2 dl =1,23,...; (18
@)=Y 2l s p=123 (18)

nwg

bedziemy mieli, wobec (17):

@) =g, da 0<z<1 p=123,... (19)
W mysl (18) mamy, przy wszelkiem rzeczywistem 2:
r@+ 1) =r(x), da p=123,..., (20)
oraz
ro(@) = rpq(x), dla p=2,34,... (21)

Niech % oznacza dang liezbe calkowita, Wobee (15), (18) i (20)
znajdujemy w jednej chwili:

7‘1("’)=""(x~;@

+”__.;"‘+%2_, dla k<e<k41,

skgd wynika natychmiast, ze
AE)=—zt+k+4, da E<z<<k41 (22)
Niech teraz a i b beds dwie dane liczby calkowite, i niech
f(x) oznacza funkeje, posiadajgeq w przedziale (a, b) skofiezong po-
chodns m-go rzedu (m > 1).
Niech % oznaczg liczbe calkowits, takas, i%
a=<lk<b; (23)
bedzie wige k-1 =<<b. Polésmy, da k<e<k+1:
Fa)=1(@) + b—z + S (@) — r(@) @) + @) 7 (&) — - -
+ (= 1) rma(@) (). (24)
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Funkeja F(x) bedzie oczywiscie ciagly w przedsiale (k, k - 1)

i wewnatrz tego przedzialu bedzie wezedzie gwobec (22) i (21)) posia-

dala pochodns, dla kidrej, po latwej redukeji, otrzymujemy wzér:
F,(x) == (— 1)" Tu-a(®) /(@).

W myél tw, Lagrange’a (tw. 199), mamy wiee

Pl 1) — Fy() = (— 1) ra_3(E) A8y, gdrie k<E,<F+1. (25)

Waér (25) zachodzi dla k==a, d41,..., b—1: stad:

S Bl — F(b] = (— 1" Jreald) F96).  (26)

Z. drugiej strony, wobec (24), i z uwagi, ze, w mysl (18), przy
celkowitych a i b jest r,(a)=r,()=r,(0), dla p=1,2,3,...,
znajdujemy, po latwej redukeji:

O (k1) — B =f0)— f(@) — 370+ 1 [F) —F @)
— 1O [F0) — P/ @]+ O [ Gh— P @] = .
+ (= U 1O [ — (@) en
Wzory (26, i (27) daja w jednej chwili:
2B =B —F@)+ 11O — F@)+

bmatl

+ Y= 11 (0) [/°®) — /(@) + Ba, (28)
gdzie _
Bo=(— 1) Jraa(8) (E) gdaie k<E<k+1, (29)

kmg

dak=a,a+1,...,0—1
Lecz, wobec (18), znajdujemy:
r,(0)=0, dla p=1,2,3,..., - (80)

S 1
Ta(0) = (— 1)'2"2‘!7—7?{*‘;9?’ da p=1,2,3,...,

nw=l

icm
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i przeto, w mysl wzorn (29) z § 1567:
‘ — 1y B, :
"2:—1(0)=(—(2;)—;l—", da p=123,..., . (81)
gdzie B, (p=1,2,...) s licsby Bernoulli’ego.
Wzér (28) daje wige, wobec (30) i (31):

- 3o =r0—f@+irO—rel+

ka1
gt
2

+3 0 O — @R 6

pol

Jest to wzér Eulera-Maclaurina. .

Przyjuijmy, w szezegdlnodei, m = 2¢ +-1:

Wobee (18) mamy przy wszelkiem rzeczywistem z, w mysl
wzoru (29) z § 167:

oo

1 B,
7@ | = & gm0

nm]

zatem, wobee (20): .
>-1
B, L
iRHIIS@“S,‘]f"_I(&)I, gdzle k<§l<k+1. (33)
k=aa+1,..,0—1
Udowodnﬂiémy wige ‘
Twierdzenie 209, Jeteli funkeja f(z) posiada w praedziale (a, b),
gdzie a i b>>a sq liczby calkowite, pochodng skoviczong regdu 2q 1,

{0 mamy w2dr:

Jre=ro—f@+1r®—rel+

kmat1 .

q » _B, .
+31r (2P¥[f"'>(b)—f"”(a)]+1?a.+n (34)

=1

gdeie reszta Ra,y spelnia ‘nieréwnosé (33).

§ 188. Jako przyklad na zastosowanie twierdzenia 209 przyj-
mijmy - )
a>0, flz)=lg=. (35)

W. Sierpitiski; Analiza. T. I Cx. IV. 13
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Mamy tu
e 1V (T . y
FO(x)= (_lmgk_l_)! , dla £=123,... (36)

Wzér (34) daje wige w jednej chwili «(przy wszelkiem natu-
ralnem g¢):

.21;"13 +2[‘“__]+2( 1)'219[5*

14 e
Ematl
Wobec (36), mamy

@
e | <80 e k<z<iu,

zatem, wobec (33):-

;Raq+1i<szu+1 ’4‘1217' aaq—l'

kma kwa

Mamy wige przy wszelkich naturalnych a, b i ¢ nieréwnoéé

2wl S

koatl
Przejdzmy w tej nieréwnodci do granicy dla b= co. Zwa-
Zywszy, Ze

-5 l' <2

1

lvm[ - —E—lg’b]—_-c,’ ‘ (37

hmoc

gdzie C oznacza staly Eulera (§ 52, wzér (44)), znajdziemy z la-
twoéeig nieréwnoéé

0"2k+1g“+2 +2( 1)'2paﬂ'

Rl p=1

2B,
i (38)

Wzér (88) moze sluzyé do obliczania liczby C. Przyjﬁxijmy

w nim np, a==10, g=>5: prawa strona nieréwnofei (38) bedzie
2B,

wige réwng —: 109 &6 1105, co pozwoliloby z latwoscig obhczyé

liczbe O z dokladnodcig 9-ciu znakéw dziesigtnych.

icm
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Wyprowadzimy tu jeszeze pewien inny wzér dla stale] Eulera. Wobee

. . - b
(87), oraz z uwagi, Ze }] lg (1 -+ —1—) =lg (b4 1), mofemy napisaé

0= lunZ,’ ———lg(1+ ) (89)

D00 gt

Lecz, w my#l wzoru (4) z § 180:
1 1 1 1 1
70~-—1g(1 +‘E‘) =gt g ds E=123,..,
skad, z uwagi, Ze skladniki po prawej stronie malejg bezw‘zglg,dnie
1. 1
'If_lg(l""k) (2102 3k'+ +5 )\<pk"

2_“"3" (dla ”=213vf")!
1-1 .

bedziemy wiec, wobec (39); mieli:

~(3-gHtery)

co, wobec lim —; =0 (gdy} 8,<8,, dla p=1,3,,..), daje rozwinigeio liezby C

8p
< p

. D8 BZereg nieakoﬁczony

=2-3+F-F+..

Jako drugi przyklad zastosowania tw. 209 przyjmijmy
a>0, f(x) =xlgx———x.
Mamy *+1 '
R ]
Fa=lgs, o= a
Wzér (34) daje wige w jednej chwili (przy wezelkiem nitu-
ralnem g)

Zlgk::blgb_,-alga—(b—a)+§(1gb-—1gq)+

Amatl

k=284,... (40)

LN ,
+3 Ve ——B’l) % (P;-"* a’}“)+R"+1' 41

Wobee (40), mamy
FH (@) l'<.

(_22:#, da k<ao<kil,

18*
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zatem, wobec (33):

o 1 B,
- 2g2' K 2qa’¢" < qa"‘ﬁ

kema

| By | =

M&my wige przy wazelkich naturalnych a bi ¢ meréwnoéé

I 21gk+blgb—~a1ga—(b—a)+i<1gb—1ga>+

fmarty

+2 ((2';1_),_1 ];p (bar—l aﬂi—l) < anH:—R . (42)

Prze_]dﬁmy teraz w tej nieréwnodei do granicy dla b= oo,
Zwazywezy, %o w mysl wzorn Stirlinga (wzér (61) z § 156):

 lim [Zlgk— blgb+b —«L-lgb] tlg2n,

]l
znajdujemy wobee '(42) w jednej chwili:
lgk—alga-ta—4lga—4lg2n— U B,
| Z'g lga+a—4lga—lg2n 2(2,,__1)2”%1_
. 'B' B
—F

(43)

— przy wszelklem naturalnem a oraz naturalnem ¢. Wzér ten moze
shiiyé do obliczania. sumy logarytméw kolejnyeh liczb naturalnych.
Wetmy teraz pod rozwagg szereg nieskohczony
_ B, , B
Glgﬂ a+-}1ga+§1gn-|— 2 a 3-4.43+5'6.a5-_"’ (44)
noszacy nazwe szeregu Stirlinga. Szereg ten jest rozbiezny przy

- wazelkiem a, gdyi, wobec.wzora (29) z § 157, znajdujemy z la-
twobeis

. B,
@ —nape o A a>0
Z drugiej zaf strony wzér (43), po zastgpieniu w nim ¢
przez g+ 1, daje w jednej chwili:

zmah‘l[g lgk—adlgata—}lga—flg2n 2 = 11))2;‘“’} o

dla.‘q_.123

icm
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Jeseli szereg nieskoﬁczony
(a)+ + + -

jest rpzbleiny przy “wezelkiem dodatmem a, lecz posiada t¢ wla-
snoké, e

sza [F(a) p(a) fﬁ—ﬁ —

to széreg taki nazywamy szeregiem asymptotycenym dla funkeji F(a).
W myél (45) wnosimy wige z latwodcia, ze szereg'Stirlin ga jest

—gg]=o, dla n=12,3...,

szeregiem asymptotyczanym dla funkceji Fa) __2'.' lgk

Podobniez, * opierajgc sig na nieréwnodel (38) moznaby z la-
twodcis woioskowaé, Ze szeteg

lga+- C+2a 2a’+4a4 6a°+

jest szeregiem asymptotycznym dla funkcji'.Z' —I'c_l)
: k1

Jako inny przyklad zastosowania twierdzenia 209, Vprzyjmijmy: E
a--O, b=1, flx)=e",.

gdzw t oznacza dang liezbe mczywxstg:{:ﬁ Mamy ta )
[®B(x)=1ttew, dla k=1,2,8,. ‘ (46)

Waér (38) daje wige w jednej chwili (dla q=123,..):
ot =gt — 1§ (b6' — 43 (— 1 ? (gt — #9r) Rnp+1, (47)
P

(2 )
gdzie, wobec (83) i (46):

B,
| Baetr | << 305
Lecz, w my$l.wzorn (29) z § 157 )
Bt _ et = 1
“Cot T Pk 2 kX

[E]91ed, gdzie 0< &< 1. (48)

skad, wobec |48) i uwagi, 2o 0<e‘§<el” dMa 0'< §<1 wnosuny z la-
twobeis, iZ
© lim Raga =0, dla [t <27

gm0

1) Bardziej szczegblowe wiadomodei o szeregach asympt,ot,ycznych znaj-
dzie czytelnik u Borela w jego Legons sur les séries divergenies, Paxfyi 1901,
str. 21—b4.
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' Wazér (4?) daje wiee w jednej chwili, po podzielenie obu stron przez
¢ (et — 1), rozwinigcie na szereg nieskoniczony

1 1 , Bi B Bis

er_1”7"§'+‘ziT”“Z’T+6_3!—'“’ dla 0<|¥] <2m

znglezione w § 1567 na innej drodze. Dla | | > 27, jak to wynika z latwokeis
ze wzoru (49), otrzymany szereg jest rozbiezny.

Cwiczenia. .
1) Udowoduié, Ze
Seos(dn—1)8 m*  wd ad 3n? X
i (211-—-1)’ =-—8————4-,d1a OS&‘S?F, zaé-—:—-T————s—, dla ng&gi&:t.
?) Prayja¢ w twierdzeniy 200 g = 0, f(a) =— 2o

m
, ‘ m'—lﬁ, q>?, oraz wy-
prowadzié wzér (dokladuy) na sume 1m-4-2m 4 Jpm,
) 3) Przng.é W twierdzeniu 209 & =0, b=1, f(@) = sin 24w, gdaie t:i:(},
1 wyprowadzié stad rozwinigeie funkeji etg¢ na szereg potegowy. .
4) Wyprowadzié przy pomocy tw. 209 rozwinigeie funkeji F\a)'—"::s' —’1;
ha gzereg asymptotyczny -
= 1 1 B, ,B, B
6§ aTsm wtE— Tt
. 5) Wychodzge z szeregu na arctg « (wzér (7) z § 181) i stosujse mno-
zenie Cauchy'ego, wyprowadzié dla —1 <2 < 1 rozwinigeie ,
. .

{—1)-1 1 1 .
rtgap = F T80 (T g5+ o)

=]

dzié¢ rozwiniecia:
glt4a) 2 1,1 N
‘TZ}-?T—E(—I)H(T-;-?-{-..._;.%)@, dla —1<az<1

Oraz

6) Opierajge sig na szeregu dla lg(1- ) (wzér @&, § 180)‘, 'wy?prbwa.—k

s g Q=1 1 '
lg(1+4 )] =‘i§]—;;£—1— (—1~+%+...+%—)z«+g dla 1<ae=<t

{przypadek szczegdlny tego. ostatniego wzorn dla &= 1 ili j
ey wyprowadzilifmy juz

7). Opxerajgc sie na wzorze Dlg |/ ) ="L_-}:F oraz nd tw. 202, wy-
prowadzié rozwingeie

x* xt | .
gViFa=5—7+F+:, da |z|<1

icm
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ROZDZIAY, XXIII
Wzér Taylora i Maclaurina.

189. Zaléimy, ze w calym przedziale (a, b)) funkeja f(x)
posiada (przy danem naturalnem n) pochodng f“~V(z), ktéra jest
ciggla w przedziale (a, b), oraz, ze wewnagtrz przedzialu (a, b) istnieje
wszgdzie pochodna £®(z). Z istnienia oraz cigglodei pochodnej /()

-w przedziale (e, b) wynika oczywidcie istnienie oraz ciaglodé w ca-

lym przedziale (a, b) kazdej z pochodnych f/(z), f'(2),..., f*" ().
Pol6zmy:
b —az)t

Fo) =)+ 52 @+ S e+ G e ()

— bedzie to funkcja ciagla w calym przedziale (a, b).

Jak latwo widzieé (stosujge twierdzenie o pochodnej sumy
oraz iloezynu, oraz wobec zalozenis, ze istnieje pochodna f™(x) we-
whnatrz przedzislu (a, b)), funkeja F(z) bedzie wewnstrz przedsialu
(a, b) posiadala wezgdzie pochodng :

F'(w)=(?n1’f§f<->(x) @)

" (mamy bowiem dla k=0, 1, 2. B — 1, rozumiejge przez SOe)

samg funkeje f(x):

D (b ';! m_.)k f(l)(ag) — Q;;wa f("+‘)(x) ’——(f—k‘—;’_"{%‘;—l f(")(x)’

skad, sumujsc te réwnofei dla k=0,1,2,..., n—1, wobec (1),
otrzymujemy w jednej chwili wzdr (2)).

Niech dalej g(x) oznacza dowolng dang funkejg, ciagly w prze-
driale (a, b) i posiadajacs wszedzie wewnstrz tego przedzialu po-
chodng skohezons, rézng od zera, @'(z). Wzgledem funkeyj F(z)
i p(ar) bedzie zatem stosowalne twierdzenie Cauchy'ego (tw. 200,
§ 177), i przeto przy pewnem §, lezgcem wewnsirz przedziatu (a, b),
bedziemy mieli wzér

F)—Flo) _F(©
g(B)—op(a) @@

1) Joteli @>b, to przez przedzial (a, b) rozumiemy zhiér wazystkich
liczb rzeczywistych @, spelnisjgeych nieréwnobé a == = b.



pem




