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CZESC CZWARTA.
Rachunek rézniczkowy.
ROZDZIAE XXI.

Pochodna oraz jej zasadnicze wiasnosci,

§ 164. Niech*Z oznacza dany zbiér liezb zespolonych, f(2)
— funkejg, okreslong w zhiorze Z, 2, — dany punkt zhioru Z,
A — dang liczbg zespolony. Jezeli dla kazdego dodatniego e istnieje

Tliczba dodatnia 4, taka iz dla kazdego punktu 2 zbioru Z nie-

réwnosé
Q < J 2—2 ! < 5
pocigga za sobg nieréwnosé
@ —S)
2—2, 41<&

to méwimy, #e funkeja f(2) posiada w ebiorze Z dla punkin z,
pochodng ‘

' S'(a) =4 @)
(por. § 129). '

Z definicji naszej wynika natychmiast, #e jezeli funkcja f(2)
posiada w zbiorze Z dla punktu 2 pochndng f(z) =4, to dla
kazdego ciagu nieskohezonego 2z, (n=1, 2,8,...) liczb zbioru Z
réznych od 2, warunek

lim 2, =2, )]

7w-00

pociaga za sobg wzor
tim &) =S ) __ )

{por. tw. 61).
WY, Siorphfiski: Analiza T. I. Cz, LV. v 8
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Opierajge si¢ na pewniku Zermelo (§ 54) moznaby z latwo-
écig udowodnié twierdzenie odwrotne, mianowicie, e jezeli (przy
pewnem 2,, nslezgcem do zbioru Z) dla kaidego ciagu nieskon-
czonego z, liczb zbioru Z réinych od 2, warunek (2) pocigga za
sobs wzér (3), to zachodzi wzér (1). Nadto, jezeli zbiér Z jest
zamknigty, zaé funkeja f(2) jest cisgla w calym zbiorze Z, to
twierdzenie to mozna udowodnié, nie wprowadzajse iadnego spe-
cjalnego pewnika, Okajemy to_tylko dla przypadku, kiedy zbiér Z
jest przedezialem liczb rzeczywistych.

Zaléimy wige, 3o funkejn f(x) jest cisgla-w przedziale (a, b),
oraz te przy pewnem x, naledscem do przedzialu (a,d), dla kas
dego ciggu nieskonczonego x, liesb przedzialu (s, ) réznych od x,,
warunek

lim x, == 2, 4y

pociaga za sobg wzér
i 7L _ - ©)

weoa Ty -——x,,

Zupelnie tak samo, jak w § b4 przy dowodzie twierdzenia 68,

udowodnilibydmy przedewszystkiem, Ze dla katdej liczby dodatniej ¢

istnieje takie 4> 0,: it dla kaddej liczhy wymlernej w przedzialu
(a, b), spelniajacej nieréwnodei

0<|w—m| <4, (6)

mamy: .
flw)—f (“"o) ’ :
0. — <'§' ()

Niech” teraz, = oznacza* Jaquolwiek liczhg przedziatu (a, b),
spelniajacs nieréwnodé
0< |2 — x| <4 ®)

Niech, dalej, w, (n=1,2,3,..
nych przedzialu (a, ), takim iz

.) bedzie ciggiem liczb wymier-

lim w, = x. 9)

Wobec (8) i (9) bedziemy mieli:
0<|w,—=a | <d, dla n>p,
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i przeto [z uwwagi, ze dla wymiernyeh w w przedziale (a,b) nie-
x6wnodé (6) pocisga za soba nieréwnosd (N]:

J10)) — S (@) -

w, — 500

<'§1 dla n>:” (10)

Z drugleJ strony, wobec ciaglofei funkcjl J(®) w przedziale
(a, b), oraz wobec (9), mamy:

lim f@0) = £ (@),
zaé, wobee (9) i (8):

lim (W, — ) = @ ~— 3, F= 0;

nieréwnodé (10) daje wige, w jednej chwili, w granicy dla n== oco:
JS&)—f Slm) €
X — S 2

skad, tembardziej, wynika nieréwnosé:

@) — fla)

w'—mo

Al<'e. (1)

Dowiedliémy wige, %e dla kasdej liczby dodatniej e istnieje
takie dodatnie d, iz dla kaidej liczby & przedzialu (a,b) nieréw-
nosé (8) pocigga za "soba nieréwnodé (11), co dowodzi, ze mamy

(w przedziale (a, b), dla punktn z,):

f(@0) =
Mozemy wige wypowiedzied
Twierdzenle 187. Na to, eby funkcja f(z), ciggla w prze-
dziale (a,b), posiadala w tym przedziale dla danej wartosci x, po-
chodng f'(xy) = A, potrzeba i wyslarcza, itby dia ketdego ciqgu nie-
skorniczonego -, liceb preedziadu (a,b), réimych od a, i zmierzajqcych
do x,, 2achodei? wadr :

hmf(xu) f(alﬂ)

oo X, — Xy

Twierdzenie to udowodnilismy, nie opierajsc si¢ na Zadnym specjalnym
pewniku, przyezem nie robilifmy Zadnych zaloZeft co do zachowsnia sie funk-
¢ji f(x) w punktach przedziatu (a, B), innyeh nit x,, précz jedynie zaloZenia,
e jest ona w tych punktach ciggls. MoZnaby dowiesd, Ze na to ithy twier-
dzenie 187 bylo prawdziwem dla wezystkich funkeyj f(w), cisglych i niecig-
glych, " potrzeba i wystarcza, izhy prawdziwym byl pewnik, wypowiedziany
przy koticu § b4.

g


pem


116 Rozdziat XXI. Pochodna oraz joj zasadnicze wlasnodei.

§ 165. Jezeli mamy do czynienia z funkejs f(2), okreélong
w zbiorze Z, to, méwige o jej pochodnej dla danego punktu z,
zbiora Z, mamy zwykle ha mysli pochodns dla punktu 2, w zbio-
rze 2, chyba ie wyrafnie zagnaczamy, iz zbiér, w ktérym uwazamy
pochodng dla punktu 2, jest réznym od zhiorn Z.

Funkeja, okreflona w zbiorze Z, moze posiadaé pochodns dla
kazdego punktu z, pewnego zbioru Z, (bedacego czgécig zbioru Z)
w zhiorze Z,, alé niekoniecznie w zbiorze Z. Np. funkeja f(x)=|z|,
okreslona w calym zbiorze X ‘wezystkich liczb rzecaywistyeh, po-
siada dla kazdego punktu przedzialu (0,1) (nie wylgezajae granic)
pochodnq (=1) w- zbiorze wszystkich liczb tego ‘przedzialu, lecz
nie posiada dla punktu 0 pochodnej w zbiorze X, jak to czytelnik
sam zechce blizej rozpatrzed.

Niech X oznacza dany zbiér liczb rzeczywistyeh, f(#) — funk-
cje, okreslong w zbiorze X, x, — dany punkt zbioru X. Jezeli dla
kazdej liczby dodatniej A istnieje liczba dodatnia & taka, iz dla
kazdego punktu z zbioru X nieréwnosé

0<|w—uw| <3 (12)
pociaga za sobg nierédwnodé

x— &,

to méwimy, ze funkcja f(x) posiada w ebiorze X dla pumktu z,
pochodng nieskoriczong (dodatnia): :

J"(@) == - co.
Podobniesz, Jeéeh dla kazdej liczby dodatniej 4 istnieje liczba

dodatnia J taka, iz dls kazdego punktu x zbioru X nieréwnodé (12)
pociaga za sobq nieréwnosé

fl@®) — f(xo) -4

x — x,
to méwimy, ze funkeja f(x) posiada w zbiorze X dla punktu a,
pochodng
f*(@) = — oo.
Latwo widzieé, ze tw. 187, udowodnione w § 164 dla po-

chodnych skoﬁczonych pozostaje prawdziwem i dla pochodnych
nieskohezonych.

icm

'§ 165. Pochodne funkeyj elementarnych, 117

Niech Z oznacza dany zbiér liczb zespolonych i niech f(z)
bedzie fankejs, ktéra dla wszystkich punktéw 2 zhioru Z posiada
wartodé staly: f(2)=.C, gdzie O oznacza liczbe, niezaleins od z.

Niech, daleJ, %, oznacza dowolny dany punkt zbiorn Z. Przy wszel-

kiem 2, nalezgcem do zbioru Z i réinem od 2y bedziemy mieli
oczywiseie

fe—fe)_0=c_,

R 2 =2y

skad, w myél definicji pochodnej, wynika natychmiast, ze mamy;
w zbiorze Z:

J'(z) = 0.

Funkeja f(2) == == O posiada wige w calym zbiorze Z pochodnq.
réwng zeru. Wynik ten wyrazamy, méwige, e pochodna stalej jest
stale réwna zeru.

Rozpatrzymy teraz szereg przykladéw na pochodne.

1) Znajdziemy pochodns -funkeji f(2) =¢ W zbiorze wezyst-

- kich liezb zehpolonych

W mysl wzoru (14) z § .133, mamy przy wszelkiem Zespo-
lonem A ==0:

¢ —1 Y TR
T'—1=§(1+§+§2+"')’
skyd, w jednej chwili:

21 LI

1h1+1h1*+,,_)+ i

—1 ““T

czyli:

a1 |lblg
h 2 ’

Niech teraz 2, oznacza dowolng dang liczbe zespolong, & — do-

wolng dang liczbe dodatnis. Obierzmy hczbq doda.tma, d, spelnia-
jace nieréwnodei:

—1|=< dla k0. (18)

2e_
eler]
i niech z oznacza liczbe zespolona, spelniajacg nieréwnodé

0<|2— 2! <4 (16)

<1 oraz 6 (14)
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118 Rozdzial XXI. Pochodna oraz jej zasadnicze wlasnofei.

Wobec (15) i (14) bedzie
‘ |2 — 2| <1,
skad'w jednej chwili:
‘ els—ml < o,

.S‘tqd, w mysl (13) i wobec (14), mamy dla zespolonychz,
spelniajacych nieréwnoéé (15):

& . — :
2_1;;{__1 S‘I_g_2_FL|g".'""'<ge<!__f_]_ (16)
Lecz, dla 2==2, mamy toZsamodé :
¢ —e® -
p—y ———e"z(‘i;‘_‘,;} -—-'l)en’
skad, w jednej chwili, wobec (16):
“'—e”-w‘<e, da 0<|2—z|<d
z2—2, 0 ! 7

co dowodzi, ze funkeja f(2) == &' posiada w zbiorze wazystkich liezb
zespolonyeh dla kazdego danego punktu z, pochodns

() = e~
Funkeja ¢ posiada’ wige w calym zbiorze liczh zespolonych

pcfchodnq, ktér'a jest réwng odpowiedniej wartosci funkeji. Mamy
wigc dla funkcji f(2) = ¢ pray wszelkiem 2espolonem z:
7'(2) =f(2).
2) Wyznatzymy teraz pochodns funkeji f(2) =sinz w zbio-
rze wezystkich liczb zespolonych. S
W mysl wzoru (26) z § 136, mamy, dla 2o z,:
8in z — sin 2o _ Y bt ad e e gt .
z2— 2, eos z°—é(zt———_za_w)+%( %yt — 21 —#)' (18)
_Obieqmy terdz, dla danego zespolonego 2, oraz danego do-
da'._tmegc.x e.llc.zbq dodatnis d, spelniajgca nieréwnodci (14): bedziemy.
wige mieli nieréwnoéé (17). Zastgpujac w niej z przez 2i, wagled-
nle przez — zi, otrzymujemy:

et — et \

oraz
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e , .
i—i —e <o dla 0<|zi—2i|<4,
skad, wobec (18) iz uwagi, 2e |2i-— 2| ==|2—z|, otrzymujemy
natychmiast:

51—1-1—2-:-%‘—!'3-‘2_00510%<e, dla 0<|2—2,| <$,
— %0

co dowodzi, 26 funkcja f(2) =sinz posiada w zbiorze wszystkich
liczb zespolonych (dla kazdego danego punktu z,) pochodnq

f'(2,) = cos 2.
Podobniet znaleflibySmy, te dla funkeji f(2) = cosz mamy
w calym zbiorze liczb zespolonych f'(z) == — sinz.
8) Niech f(2) oznacza szereg potegowy
S@) = a4 o0zt 02" + a2t ..,

zhietny wewnatrz kola o promieniu R. Dla |z| < B .mamy, jak
dowiedliémy w § 129:

f(2) = a, + 2052 -} Bayz* +...
W szczegélnodei, jezeli f(s) oznacza wielomian callkowity
f@)=a,+az+...+ 62"
[ktéry jest przypadkiem ezezegflnym szeregu potegowego bezustan-
nie zbieznego (B = oco)}, mamy w calym zbiorze liczb zespolonych:
f(2) =a, 4 20,2 +.... - ma.2™".

Pochodna wielomiani m-go stopnia jest wigo wielomianem
stopnia. m— 1-go.

Ze wzoru na pochodng szeregu potggowego, oraz w mysl
wzoréw (14) i (22) z § 186, sprawdzamy z latwodeia udowodnione
wy#ej na innej drodze wzory na pochodne funkeyj ¢, cosz oraz sin 2.

. 4) Wyznaczymy teraz w zbiorze wezystkich liczb rzeczy wi-
stych dodatnich pochodng funkeji f(z) = 2#, gdzie p oznauza liczbe
rzeczywists, niezaleing od w. "

Niech z, oraz & beds dowolne dane liczby dodatnie, i zaléz-
my, %e u> 0. ‘

Dla dostatecznie malej bezwzglednie réinicy z — =, liczba

d X% (19)
Ty
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bedzie dowolnie maly bezwzglednie: bedzie wige, przy dostatecznie
malem |z — 2, |:

-1 <d<;‘]1.
skad, w mysl tw. -6z:
ud 1
1+1—_|._—J$(1 +d)"5r:ﬁa

co dajé, w jednej chwili:
_wd _(1+4 dp—1 M
Fd~ " a — —HEST g (20)

Dla dostateeznie malych beswzglednie d mamy, jak latwo
widzieé

u'd € ud 3
A S Eor B
zatem, w myél (20): '
14dp—1 e '
EEF=o<s @

Wobee (19) mamy, dia dodatnich x == 2yt

T+ — o . LA dp—
o, A =t *~[~—-—-—‘ + F= -]

skad, w mysl (21), wnosimy natychmiast, te przy odpowiedniem
dodatmem 4, mamy

<g dla 0 <[z~ x| <4,

co dowodzi, e funkeja f(z) =
dla wa.rtoécx x, pochodng

(@) = pak, (22)

z# posiada w zbiorze liczb dodatnich

Podobniet udowodmllbyémy wzér (22) ) dla przypadku w<<o,
opierajgc si¢ na wynlkaJa,eeJ z tw. 62 nieréwnofci

A4d»—1 wpw—1)d
0= ST — gt Dd )”d, ds p<0, d>—-—-—~1-

Wreszeie, dla p =0 wzér (22) zachodsi oczywikcie.
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Dia funkeji f(x) == a4 mamy wige prey wszelkiem danem rze-

caywistem p:
f'(e) = e

w calym zbiorze liceb rzeczywistych dodatnich.

5) Wyznaczymy obecnie w calym zbiorze liczb rzeezywistych
dodatnich pochodns funkeji f(2) = lg=.

Niech a, oraz ¢ bedsg dowolue dane liczby dodatnie. Polézmy

Tk

l+4e¢
— bedzie to' wige pewna liczba dodatuia.

Niech, dalej, = oznacza liczbg rzeczywista, spelniajges nie-
réwnofié

0=

(23)

0< |2~ | <. (24)
Wobec (24) i (23), znajdujemy w jednej chwili:
a>z—0="2, dkad <z
i przeto, wobec (24):
| —ay | < e, (26)
skad tez wynika, Ze liczba # jest dodatnis.
Polézmy, dalej:

4
z uwagi, te liezby @, oraz » sy dodatnie, znajdujemy, w ‘mysl (26):
d> ~1

i przeto, w mysl wzoru (33) z § B0:
lg( 1+d) ' el :
—1 27
s (

szielqc obie strony nieréwnodci (27) przez a, >0, z uwagi,
ze, w mysl (26):

lg(l+d) Jlgz—Ilga, sad lal, _______f“"_“wo’
dz, =~ @—z 0 (1 +d)w° z
. znajdujemy w jednej chwili, wobee (26):
lge—lgsy 1] . (28)

o—w, B
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Dowiedliémy wige, ze dla kazdej liczby rzeczywistej a nie-
réwnoéé (24) pociaga za sobg nieréwnosé (28), co dowodzi, Ze
funkeja f(x) =lg & posiada dla wartodci z, w zbiorze wezystkich
liczb rzeczywistych pochodng '

1

f'(“’o)—-;o-

Zatem: pochodng funkeji f(x)=1gx w cacym zbiorze liczb

rzeczywistych dodatwich jest f' () =-=—1— .

6) PoléZmy, przy wezelkiem rzeczywistem @, f(w)==sgn @, P Oznaezmy,
przy dowolnem danem dodatniem A, przez d liczbe

-3
=4 %,

dla
0L |le—0<4d

bedziemy mieli, jak latwo widzied:

8
f@ =10 e Val_ 1,

x—0 @ K;’

skgd wnosimy; o funkeja f(«) posiada w zbiorze wezystkich liczb rzeczywi-
stych dla wartoéei 0 pochodng
FO) =+
Zalétmy teraz, #e funkoja f(z) posiada w zbiorse Z dla
punktu 2, pochodng skofczons f(2) i niech & oznacza dowolng
dang liezbg dodatnis. Z definicji pochodnej wynika, te istnle_]e
liczba ‘dodatnia 6, taka, it w zbiorze Z:

1(z) = f(z0)

22— 2

— )| <1 da 0<|z—z|<d. (29)

Niech, dalej, o oznacza liczbe dodatnis, spelniajacs nie-

réwnodei ‘
<4, oraz < m (30)
Dla liczb 2 zbioru Z, spelniajqcyclg nieré6wnoéé
[2—2 | <4

bedziemy, w myél (30) i (29), mieli:
1@ — @) | S FE) | +1 12—z | <

icm
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co dowodzi, e funkaja J(2) jest w zblorze Z dla punktu z cm,gls,.
Udowodniliémy “wige

Twierdzenle 188. Jedeli funkcja f(2) posiada w zbmrge Z dla
punkiu 2, pochodng skonczong, to funkcja f(2) jest w, zbwrze Z dla
punktu 2, ciaglq.

Twierdzenie to nie daje sig jednak odwréeid: jezeli funkeja
jest w zbiorze Z dla ddnego punktu z, ciagls, to mose nie mtmeé
w zhiorze Z pochodna f'(z,). '

Oto przyklad: poléimy, przy wezélkiem zespolonem &, f(s)=|#|
— bedzie to, jak .wiemy, funkecja ciggla. w calym. wbiorze liczh zespolonych
Funkeja ta nie posiada jednak w zbiorze wszystkich licab zespolonych pochodnej -
dla fadnego punktu. W samej rzeczy, niech s, oznacra ‘dang liczbe zonpolong,

Rozréinimy dws przypadkl 2 :1: 0 oraz #,==0.
i

w piarwszym przypadku poléimy l.-—-‘-.vo e- dln n mepmynyeh, za8
l‘, dla n parzystych. Bedazie, iak latwo widzieé: s.:{-_-l, (=1, 3 D

By == - "
oraz
lim 2, = ao ,
nw=00 '
przytem, dla # nieparyystych bedsie
' ol = e%|=1e|
i przeto

f('u)"‘f(.o’ |'-!“|"o|.._o Al m= 1857
8 — 8, B —8y

288 dla n parzystych bedzie

1
PRPRLE I
i przeto: ‘
f('n)“f('o)nl o | "‘l'ol | & 14:0 dla n=2 4,6,...;-
o — 8, 'S -——l,
(’;) —f(@ -f (%) nie posiada ,wige dls #.=o0 isdnej granicy, co musialoby,

]ak wiemy, zachodzié (§ 16&), gdyby istniala’ pochodna £ (s,). Zatem pochodna
[’ (#,) nie istnieje., -

W razie #,==0 poléimy s. = (——”1).: bedzie l, %+ a, (=1, ?, e

lim s, =2,, oraz
el ]

f(2a) — f (=) Jr"-|"‘|'o|_.( 1,
Y — B, BBy
fle)—10

skad znown wnosimy fe cigg nie jest zbieiny i przeto, Ze nie istnieje

pochodna f*{(0).
Pochodna [ (#,) nie mtnie;e wige pny fadnem zespolonem #,, <. b. d. 9.
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. W jednym z dalszych paragraféw (§ 178) poznamy przyklad
funkeji zmiennej rzeczywistej, ktéra, bedac ciagly w calym zbiorze
liezb rzeczywistyeh, nie posiada pochodneéj dla Zadnej wartodei
rzeczywistej zmiennej.

§ 166, Niech (p(z) oznacza funkejp, okreélong w danym zbiorze
liezb zespolonych Z, i niech a bedzie danym punktem skupienia
zbioru Z, :nalezs,cym lub nie do tego zbioru; wreszeie 4 niech
oznacza dang liczbe zespolonq

“Jezeli dla kazdego dodatniego ¢ istnieje liczba dodatnia & taka,
- iz dla kazdego punktu 2 zbiorn Z, spelniajacego nieréwnosé

0<]2 —a | < é
zachodzi' ez nieréwnodé. _
: [ —4| <s
't méwimy, e gdy 2 zmierza’ w zbiorze Z do punktu a, to g(2)

zmierza do A, albo, ze w. zbiorze 7 gramicq funkcji (z) dla z=a
Jest A przyczem plszemy

l'zm q)(z) = A

[dodajae, - w razie potrzeby, w nawiasie: (w zbiorze 'Z)].

Z- deﬁnmp ciaglodei funkeji (Caunchy’ego) (§ 107) wynika

na.tychmmst, e ma to idby funkeja 'f(2) byla w zbiorze Z dla punktu z,
ctagla, polrzeba i wystarcza, igby bylo w zbioree Z:

hm f(z) = f| (z,)

* Z definicji pochodnéj (§ 164) wynika, ‘dalej, natychmiast, ze
na to zzby Junkeja f(2) posiadala w zbiorze Z dla punkiu z, pochodng
F'(20) = A, poirzeba i wystarcza, zzbyémy mieli w zbiorze Z:

, — 22
f'Udowodmmy teraz kilka twierdzer o granicach funkeyj.
Twierdzenie 189. Jeéeh mamy w zbiorze Z:

hm @, (2) = 4,, oraz lzm Py (2) = A4,, (31)

gdzie 4, i 4, s3 dwie dane liczby zespolone, skoticzone), fo mamy
tez “w zbiorze Z:

f‘_’f‘ tp.(2) + ‘P? (z)]-—_: 4,4 4, (32)

icm

§ 166. Granice funkeyj. . : 126

oxaz
lim [, (@) — 90. @ =4; — 4. (33)

 Dowéd. Zalézmy, so dla, fnnkcy_] Pi(2) 1 gy (z) zachodzg
w zbiorze Z. wzory (31) i niech & oznacza dowolng da.nq hczbg

dodatmq Z deﬁmeJl granicy funkeji wynika, ze dla liczby dodatnleJ 5

latmeja, liezby dodatnie 6, i 6, -takie, iz -dla. kazdego punktu z
zbioru Z. nierdéwnodd

0<|e—al<h )
pociaga za sobg nieréwnosd '

| 910) = 4; | < (35)
78§ nieréwnodé - L

0< |z—al]<d, 6)
pocxa,ga s soba nieréwnodé

| @s(2) — Az | < 5 (37

Oznaczmy teraz przez & hezbq dodatnig, mniejszg jednoczesuie
od 6,14, i niech 2 oznacza liczbe zbioru Z, spelniajges nieréwnosé

0<|z—a] <4 D)

. Nier6wno#é (38) pociaga 28 soba (wobec § < 8, oraz 0 < &)
nieréwnoei (34) i (86), a wige tex niexdwnodei (3b) i (37), dajace’

. w jednej chwili, nieréwnodei

[93(2)+ Pa(e)— () | = (§4(0) — A1)+ (@s(d) — 4y) | <gF5=1,

0raz

| 91(2) — @a(2) — (4 — 4a) | = | (@s.() —-4) — (Po(2) — 4y) | <%
-Dowiedliémy wige, 2o dla kazdego'dodatniego & istnieje liezba

dodatnia & taka, iz dla katdego punktu z zbiotu Z ‘nieréwnosé (38)

pocigga za sobg nieréwnosei.

| 91(2) 4 a() — (A 4 4,) | <& oraz [ py(2)— ¢l(z) *(Ax“Ax) | <

co, w my§l definicji granicy funkeji, dowodzi, se w zbiorze Z za-
chodzg wzory (32) i (33). Udowodniliémy wige tw. 189.
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Dowiedliémy wige, Ze w kaidym zbiorze Z:
lim (92 2) + 91(2)) = lim 9,(2) +- lim 93(),

oraz .
lim (@1 (2) — pa(2)] = lim 4 (2) — limm 9, (2),

oile (przy danem a) granice po prawej stronie istniejg i 83 skoficzone.
Drogs latwej indukeji tw. 189 daje sig uogblnié na sume do-
wolnej, skoficzonei liczby funkeyj.

Twierdzenie 190. Jeteli mamy w zbiorze Z:
lim @, (@)= A4, oraz lim @,(2) =4, (89)

. (gdzie 4, i A; 8y dane liczby zespolone skoficzone), fo mamy tez
w' zbiorze Z:
lim @, (2) g (2) = 4, 4. (40

Dow6d. Zalésmy, ze dla funkeyj ¢,(2) i ¢4(2) zachodzs

w zbiorze Z wzory (39) i niech & oznacza dowolny dang liczbe

dodatnia. Obierzmy liczbe dodatnis 7, spelniajaca meréwnodei:

<L o w <A )

Z zalozenia, Ze w zbiorze Z zachodzg wzory (39) wynika, ze

dla liezby dodatniej % istnieje liczba dodatnia J, taka iz dla kazdego
punktn z zbioru Z nieréwnoéé

pociaga za sobg nieréwnosei '
| @a(e) — 4y | < oraz | @y(2) — A, | <. (43)
Mamy, dalej, tozsamosé:

P1(2) s (2) — 4, 4, = [, (2) ““,Al] (s (2) — AI] -+
+ [‘P1 (2) — 4] Ay - [ (2) — 4s] 44,
ktéra, wobec (43) i (41), daje w jednej chwili:
| 1) @s(2) — Ai Ay | S0 | Ay |41 4 | <A 4|+ [4s ) <e
Dowiedliémy wige, ze dla kazdego dodatniego ¢ istnieje liczba
dodatnia d, taka iz dla kazdego punktu z zbioru z nier6wnofé (42)
pocigga za soba nieréwnosé

| @1(2) Py (2) — 4y 4, | T,

icm

§ 168, Granice ft'mkcyj N 197

co, w mysl deﬁnmjl graniey: funkeji, dowodzi, 26 w zbiorze Z za-
chodzi wzér (40). Udowodnilismy wige tw, 1!’)0 ’
Dowxedhﬁmy wige, e w katdym zbiorze Z:

lim 9,(2) s (2) = lim @,(2) . lim 9, (),
o ile (przy danem a) obie granice po prawej stronie istniejs i sg
skoticzone,

Drogs latwej indukeji tw. 190 daje sig uogélnié na 1Ioczynb
dowolneJ, skohcgonej liczby funkeyj.

Twierdzenle 191. Jeédli mamy w zbiorze Z:
lim gue)= Ay, oraz Umy()=4, 0  (44)

(gdzie 4, i A4, sg dane liczby zespolone skbﬁezone), to mamy tlek
w. zbiorze Z:
tim 218 45
ln =2 | )
. Dowéd. Zalétmy, e dla’ funkeyj @,(2) i @,(2). zachodzg
w - gbiorze Z wzory (44) i niech & oznacza dowolng dang liczbe
dodatmq Obierimy liczbe dodatnig 7, spelniajses warunki:

< el g LAl

ST M ISEALI+ 4]

Z zslotenia, %o w zbiorze Z zachodzg wzory (44) wynika, e

dla liezby dodatniej # istnieje liczba dodatnia d, taka iz dla kazdego
punktu z zbioru Z nieréwnoéé

(46)

0<|z—a|<d (47
pociaga za. sobg nieréwnodei
lo(e) — 4, | <7 oraz | pa(@)— 4y | <7 (48)

Druga z nieréwnoéci (48) daje, w myél tw. o module réinicy,
wobec (46):
|4

@) =| 4o —(As—(2))| 22| 4y | — | ds— @a()|> | 4y | —1> [ 4a | -5,

ezyli

| oate) | > 142, 9)

liozba g, (2) jéat wige, przy warunku (47), rézng od zera.
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Dla ¢,(2) 3= 0 mamy, dalej, toZsamosé:
?1(2) _A_l Ay (91 (2) — 4] — 4, [a(2) — 4,]
P(z) 4y 4, 94(2)
ktéra, wobec (48), (49) oraz (46), daje w jednej chwili:
| ] [ ¢
(Pl(z)_._é <|Az!"1+iA1:ﬂ=3(!AJ|+}Az.) .
nE 4T A4 4 PG
Dowiedliémy wige, ze dla kazdego dodatniego ¢ istnieje d > 0
takie, iz dla kaidego punkiu z zbioru Z nieréwnosé (47) pociaga
za .sobg nieréwnosé

1

i) 4,
$u(2) Ay | <

co dowodzi, e w zbiorze Z zachodzi wzér (46). Udowodniliémy
wige tw. 191,
Dowiedliémy wige, ze' w kazdym zbiorze Z:
tim 912) (2) « hm ()

. P3(2) h’p 9 (2)’

o ile (przy danem a) prawa strona tego wzoru posiada oznaczong
wartosé.

§ 167. Pochodna sumy i réinicy. Niech f,(2) i f,(2) beda
dwie dane funkeje, posiadajace w zbiorze Z dla punktu ¢, odpo:
wiednio pochodne skoficzone f; (2,) oraz f;(2,). Mamy wige w zbiorze Z:

h (z) fi (zo)

f:r.r: z — 2, = fi(2) oraz fz_r'r: fl@i__:__fz':i@ = 1 (2),
skad, w myél tw. 189, w zbiorze Z:
ﬁt? ACE (z) ;____E/;Io(zo) +./1(20)] )+ fi(e0)

oraz

i F1E) = £1(8) — [/ (20) — fy(20)]

i, z—2,

= /1(2) — f3(20),
co dowo&z‘i, ze funkeje

@) =/i(e)+1i(3) otaz g(e)=71i(s) —fa(2)
posiadajg w zbiorze Z dla punktu ¢, pochodne

S (20) = fi(@) + fa(z) oraz  ¢'(20) = fi(20) — fi(2e)e

~ § 167. Pochodna sumy i réznicy. 129

Mozemy wige wypowiedzied

Twierdzenie 192. Jezeli funkeja f(2) jest sumg (waglednie
rotnica) dwdch funkeyj f,(2) i fy(2), # kidrych kaida posiada w sbioree Z
dla punktu z, pochodng skoniczong, to funkeja f(2) posiada w zbiorze Z
dla punktu z, pochodng f'(z,), ktdra jest sumg (waglednie réznica)
pochodnych fi(z) oraz f;(2,). '

Twierdzenie to wyratzamy kréeej, méwige:

Pochodna sumy (wzglednie réénicy) jest sumg (waglednie 1dznzca)
pochodnych.

Przez tatws indukeje dowmdzmne twierdzenie uogélniamy na
dowolny, skoficzong liczbe skladnikéw, co wyrazamy krétko, méwige:
pochodna szeregu skoniczonego jest szeregiem pochodmych.

Twierdzenie o pochodnej sumy nie jest jednak wogéle praw- .
dziwem dla szeregéw nieskoniczonych: jezeli w zbiorze Z funkeja f(2)

jest sumg szeregu nieskonczonego f(2) == 3 fi(2) 1 jezeli kaida
k=]
z funkeyj fi(2) posiada w zbiorze Z dla punktu z, pochodng f;(2)

(k==1,2,3,...), to, nawet w razie zbieznosei szeregu 3 fi(2) oraz
ksl
istnienia pochodnej f’(z,), liczby f'(2,) oraz 3 fi(z,) moga byé rézne
kel
{juz nie méwige o tem, Ze zbieznodé szeregu X fi(z,) nie pocigga
k=l

za soby, jeszcze istnienia pochodnej /7 (z,), ani naodwrét). Udowodnimy
to na przykladzie.

Niech X oznacza zbidr wszystkich liczb rzeczywistych prze-
dzialu (0, 1); polézmy w tym przedziale:

!

Ae=5% 151

Wobee przykladu (4) z § 165, oraz w mysl tw. o pochodnej

réznicy dwéeh funkeyj, wnosimy, wobec (60), ze dla kazdej war-
tosei & =f 0 zbioru X:

fig)=a"—a (k=123,..)

(k=1,2,3,...). (50)

zatem, w szczegdlnodei, dla z=1:

A)=0 (k=1,23,..)
skad:
A1) =
Al
W, Sierpideki: Analiza T. I Cz. IV.
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Obliczmy teraz f(1), gdzie £(z) -_,—% f{#). Wobee (50) znaj-

dujemy w jednej chwili, dla 0 <z =<1:
| f@&)=3n@ =2
i prseto, stale w zbiorze X:
. fi@)=1.
- Jest tu wige,
f)=1, =aé Elf’(l);fo |

Zatem: pochodna szeregu nieskoficzonego -nie jest wogéle

réwna szeregowi-pochodnych jego skladnikéw.

Jako drugi przyklad, poléimy w. zhiorze X waxystkich liczb przedziata (0,1):
)
A= — “ilwmlss ) (1)
Jak wyiei, znqdq]emy stgd w jednej chwih, %0 w calym zbiorse X:
file) =ka*t — (s LatHP-1 (k=1,3,8,..),
skad, w szezegdlnodei, dla @ =1: '

fill)=r—1,
i przeto szereg
o0
2
Ra=]
jest rozbiezny, dajac sume == — .
Natomiast, w myél (61), mamy, dla 0 S <<1:
- f@: Ehw—m
skgd, w zbiorze X:
‘ ) =1.

Pochodng szeregu Zfi(®) w zbiorze X dla #'=1 jest wiec liczba 1, na-
tomiast szereg pochodnych jest dla, 2 =1 rozbieiny do —oo.
Podobnivz, kladge .

fus@ =2, fm@=—%, k=123..)

otrzymalibySmy szereg nieskonczony. ng (@, ktérego sumg f(z) ‘dla ngs 1

jest zero, skad f/(@)=0 w pr:edzmle o,1), natomiast I/ dn]e szereg

rogbiegny
' 1~1+1—1+
nie posiadajgey zadnej oznnezone] sumy.

§ 168. Pochodna iloozynu - 181

§ 168. Pochodna lloczynu

Niech £,(2) i f3(2) beds dwie. dane funkéje, posiadajaee w zbio-
rze Z dla punktu 2, pochodne skofiezone. fy(z,) oraz f,(z,,) bedriemy
wige mieli w' zbiorze Z:

Ja(2) — f; a(zo Sil#) — f:(zo)

lim S = Fi(e) oraa lim X P, ) _ i), ©2)
oraz, w mysl tw. 188, w. zbiorze Z:.
lim 10 = o). (63)

Wobee tozgamoécl .‘
f1(2) f3(2) "“fx(zo)f;(zo) fi(2) — fal zo) il )+f (z fa(z)‘"‘f:(zo)

2 — 2 T 2— 2y

wzory (52) i (63) daja w jeduej chwili, w myél tw. 189 oraz 190:

i B0 A - pi) 1) o+ File) o)

w zbiorze Z, co dowodzi, e _funkeja f(z = /() fs(2) posiada
w zbiorze % dla punktu z, pochodns
1'(20) = £i(z0) falta) + £1(20) F3(20)- (54)

Udowodniliémy wige

Twierdzenle 193, Jeseli funkcja f(2). jest  iloczynem dwich
funkeyj fi(2) i fa(2), 2 ktbrych katda posiada w zbiorze Z dia
punktu z, pochodng skonczong, to funkeja f(2) posiada w zhiorze Z
dla punktu 2z, pochodng f'(z,), okreslong waorem (54).

W szezegblnodei, jezeli jeden z czynnikéw  jest stalym np.
fale)= G, gdzie C nie zalesy od K wzbér (b4) daje (w razie istoie-
nia. pochodnej fj(z,)):

f(20) == = Cf\(%o)- .

- W razie, 1eieh f(g) .—.f:O wzoér (64) mozemy, wobec f(c) == f1(&) ,(#), na- .

pisaé w postaci
f'les) _ fileo) |, file,)
fle)  filz)) " fyz) .

Wzér ten daje sig przez latws indukeje uogélnié na dowolng skoticzong
liczbe funkeyj:

Jeseli w sbiorze Z isinicje kadda = pochodnych skoczonych i (e,),
fa(®e), .., fulzy), € jedeli pol‘oéymy fl&) =fia)f,(@) ... m(2), fo, mw raeie
f(zo)z#:() mamy

/(&) _ fi(e) f [3i8,) fale,)
ﬂ%) f! (=) + f:(’o) + o +fm (ﬁ:)' (55}

-
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W samej xzeczy: wzor \Bb) jest prawdziwy dla m ==2; zalddmy, Ze jest
on prawdziwy przy pewnem m =2, i niech fi(e), f&) .., ft1 () bedg m:t—}—l
fankcyj, posiadajgeych w zbiorze Z odpowiednio pochodne skonczone f1(2,),
T3 » Fataley); polbitny (o) ==FE)F8) - Faia(e), Fule)fmi1(6) = PLe),
zakladajge, e F'(2,) 4:0. Poniewaz wzér (Bb) jest prawdziwy, w mysl za'loze-
nia, dla m funkeyj, jakote: dla dwuch funkeyj, wige mamy, z uwagi, Ze
F(2) = fi(e) f4(8) . . . fm—1(8) P(#) 1 Ze wobec F(e,) -_-}: 0 musi byé ple,) == 0:

T(2,) __fi(sé) f_‘i.("-’_u_) + fm1l29) 9’ (2,)

Tle) — fuled T hied T T Fuctrd T o)’

oraz ,
@le) _ faley) |, fun(2)
?(zo) f m(zo) f .,.+1(#0) '
skad w jednej chwili wynika prawdziwosé wzoru (B5) dla m - 1 funkeyj. ‘

W szezegolnobei, dlafs(e) =& — ax, f(g)=(e—a,)... (¢— am) dla B:f: [
{k=1,23,...), otrzymujemy

e 1 1 1
+ + tee +B — am'

fle)  e—a, 20,

§ -169. Pochodna ilorazu.

Niech f(2) i f;(2) beds dwie dane funkeje, posiadajace w zbio-
rze Z dla punktu z, pochodne skohczone fi(z) oraz fi(z), przy-
czem fi(z,) == 0. Dla wezystkich tyeh liczb 2 zhioru Z, dla ktérych

) 7

fi(2) == 0, iloraz f(2) =§1~% _bedzie' posiadal oznaezong wartosé.
2

Niech,  dalej, z,(n==1,23,...) oznacza ciag nieskoficzony liczb
zbiorn Z, réinych od z,, zmierzajacy do 2, Z zalozenia, e istnieje
w zbiorze Z pochodna fj(z,), wynika, jak wiemy, ze funkcja fy(2)
jest w zbiorze Z ciagla dla punktu z,; mamy wige (wobee lim z,=z)
lim fy(2.) = fy(2) = 0 1 przeto, dla dostatecznie -wazelkich n, np.
dla n > pu, f,(2) 3 0. Mozemy wigc napisaé dla n> i

1 (2 —f(20) - f1(2.) fa(20) "flrzo)fa(zn) —
Za—2 (2. — %)fa(20) fa(2,)

_ 1 A — Al oy hz) —fil) oo

= [P ) BB A

#kad, wobec lim f,(z.) = fi(2) = 0, oraz wobec definicji pochod-
nyeh fiz) i fi(2):

Fle) — £(&0) _Ji(2o) Fies) = fileo) fileo)
e

- lim
] 2,2

icm

-§ 170. Pochodns funkeji fonkeji. 188

Udowodniliémy wige nastgpujace

Twierdzenie 194, Jezeli funkcja f(2) jest ilorazem funkeji
Fi(2) przez funkejg fy(2) i jedeli w zbiorze Z istniejq dla punkiu z,
pochodne skoriczone f1(20) i fi(2,), oraz jereli fy(ze) 0, to istnieje
© 2biorze Z dla punktu 2, pochodna f'(2,), prayceem

f; ( zo) —_ f; (zn) /;! (z[})c ’z;o)fi.’(zo)f; (zo) (i-)
Prayktady, Polézmy f,(z) == sin 2, Si(e) =cos 2, 2, F= (k4 )7

(=0, 1, 4 2,...): bedzie, jak wiemy, cosz == 0, f(e) =
= f1(2):/3(#) = tge, i przeto w zbiorze liczb zespolonych bedzie-

7 (2g) = CO8 2 CO82 — 8in2 . (— 8inz))  Costzy -|-sinty, 1
’ costz, o cos? 2, T costz,”
Pochodng funkeji tgz jest wige [dla z == (k4 4)m))] eosliz .

Podobniez znalezlibyémy, ze pochodng funkeji ctgz (dla 2= kn,
k=0,41, 4 2,...) jest — R

Zal6tmy teraz, e f(2) jest funkejs wymierns, czyli ilorazem
dwuch wielomianéw calkowityeh, f (2): /3(2). Lieznik i mianownik
prawej strony wzoru (*) beds, jak latwo widzieé, znowu wielo-
mianami ealkowitemi. Zatem: pochodna funkeji wymiernej jest
funkejs wymierns.

§ 170. Pochodna funkcji futikcjl.

Zalétmy, ze funkeja u=(e)" jest okreflony 'w- zbiorze Z
i posiada w tym zbiorze dla punktu z, pochodng skoficzong ¢’(z,).
Niech U oznacza zbiér wszystkich réznych wartofei, jakie prayj-
muje funkeja @(2) w zbiorze Z.. Zalézmy, dalej, ze.w zbiorze U
okreglong jest funkeja wy(w), ktéra posiada w tym zbiorze dla
punktu 1, = @(2,) pochodng skofezons 9’ (uy). Polézmy f(2) =y (p(2))
— bedzie to wige funkeja, okreslona w zbiorze Z. Udowodnimy,
e funkeja f(2) posiada w zbiorze Z dla punktu 2, pochodng
#/(20) = W (1) @' (20)-
Niech ‘wige 2, (n=1,2,3,...) oznacza cigg liezh zbioru Z,
réznych od z,, zmierzajacy do z,. Polézmy
‘ U, =@(z,), @=1, 2,3,..) (56)
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Rozpatrzymy zosobna trzy nastgpujace praypadici:

1) w eiggu (56) mamy conajwyiej skohczons liczbe wyrazéw
réwoych u, (zatem dla n > p bedzie stale u, == uy);

2) w cisgu (56) mamy conajwyzej skoficzong liezbg wyrazéw
réznych od u, (zatem dla n > u jest stale wu, == u,);

3) w cisgu (56) mamy nieskoriczenie wiele wyrazéw réw-
nych u,, jakotez nieskofezenie wiele wyrazéw réznych od w,.

W pierwszym przypadku mamy u,=Fu, dla n > p, i przeto
mozemy dla #n>> g wypisaé, wobec (56), tozsamosé:

ey —1(e) _ #ple) = 9lpler))_ plw)—v(w) ple)—wiz) (o

2y — 2y 2, ~— 2, U, ~— Uy 2, — 2,

Z zalozenia, ze istnieje pochodua ¢'(2,) w zbiorze Z, wynika, %e

( n) ‘p(zﬂ)

bm e = V@) , (68)

oraz ze funkeja @(z) jest w zbiorze Z ciygls dla punktu z;.
Maniy wige lim @(2,) = @(2,), czyli, wobec (56), lim u, = u,,

i przeto (w mysl zalozenia, e w uwazanym praypadku u, = w,
dla. 5> p), wobec istnienia puchodnej y'(u,) w zbiorze U:

lim Y — 9w =P’ (1p). (69)

nm0q U, — Uy
Wzér (57) daje wige, wobee (58) i (69):

lim f(zu) f(zo) o) - @ (2). ; (60)

a2y — %

Przejdémy teraz do przypadku 2). Mamy tu, dla » > p
stale u, = u,, skad P(u,)=w(u) dla n > p, ezyli, wobee f(z,) =
== 1 (p(2,)), oraz w mysl (56):

fz,)=7F(2), dla n>u
co daje w jednej chwili:

lWI f(z (20) Py

- 2y — 2

(61)

Z drugiej strony, wobec u, =u, dla n > p, oraz w mysél (66)-

mamy

p@)=9(@), da n>pu,

icm

8 170. Pockodna fankeji fankeji. 186

co daje w jednej chwili:
im 2 = 9G0) g,

nmoo By Ry

cayli ¢'(2,) = 0, skad
Y (1) ' (20) = 0. 62)

Wobec (61) i (62) wnosimy, %e wzér (60) jest w uwasanym przy-
padku prawdziwy. :

Zal6tmy wreszoie, #e zachodsi przypadek 3). Oznaczmy -
przez w, (n==1,2,...) kolejne wyrazy ciagn w,, kiére s = tiys
.zaé praéz u, — kolejne wyrasy ciagu u,, ktére sy = u,. Jak w przy-
padkn 1), znajdziemy

A f( o)

n—w )‘ 3

=9 () ¢’ (%), (63)

zaé, jak w przypadku 2), znajdziemy
fle x,) f (zo)

lim

»=00

= () ' (2. , (84)

Wzory (63)i(64) dajs, w my#l twierdzen 15 i 18, znowun wzér (80).

Udowodniliémy wige, ze dla kazdego cisgn nieskoficzonego z,
liczb zbioru Z, réx&nych od.z, i zmierzajgcych do 2, zachodzi wzér (80).
Wiynika stad, e w zbiorze Z istnieje pochodna /7 (z,) = ' () ¢’ (20)-
Mozemy wige wypowiedzieé nastgpujace

Twlerdzenie 195. Jeseli funkcja ¢ (2) jest obreflong w zbiorze Z,
2aé funkcja p(u) —, w zbiorze U wszystkich wartosei funkeji. @(2)
w zbiorze Z, i jeseld dla punkiu z, istnieje w zbiorze Z pochoina
skoniczona @’(z,), zaé dla punktu u, == @(2,) isinieje w zbiorze U po-
chodna skonczona o' (uy), to funkeja f(2) = W(@(2)) posiada w zbiorze Z
dla punktu 2z, pochodna f"(2,) = ¢'(t,) ¢’ (2,).

Z dowiedzionego twierdzenia wynika tez natychmiast, e jeseli
w calym zbiorze Z istnieje pochodna ¢’(2), zaé w calym zbiorze U
istnieje pochodna ¢’(#) == 6(u), to w calym zbiorze Z istnieje po-
chodna f'(2), przyezem przy wezelkiem 2, nalezacem do zbioru Z,
mamy

J'(@) =0(p(2) ¢’ (2)-

Jest to prawidlo wyznaczania pochodnej funkeji funkeji.
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Praykiady.

1) Poléimy f(2) = "™ (w zbiorze wszystkich liczb zespolo-
n)fch). Mozemy tu przyjaé u = @(2) =sin 2, ¥(u) = ¢". Bedziemy
mieli @’(2) ==cos2, @'(u)=1¢" Jest wige, w mysdl dowiedzionego
twierdzenia: .

J(2) = e cos z == £"™* cos 2.

2) Polétmy f(2)==sin(¢). Mozemy tu przyjaé v = @(2) == ¢,
P (u) = sin u. Bedzie wige )

f'(2) = cosu . & = ¢ cos(¢).

§ 171. Pochodna funkcji odwrotnej.

Zalétmy, se funkecja f(2) posiada w zbiorze Z dla punktu z,
pochodny skofiezong f*(z) 4=0. Niech U oznacza zbiér wezystkich
réznych wartosei, jakie przyjmuje funkeja f(z) w zbiorze Z; za-
16zmy, se funkeja f(2) jest w zbiorze Z odwracalns: istnieje wige
funk(fja F(u), okreélona w zbiorze U, ktéra jest odwrotng dla f(2)
w zbiorze Z (§ 110). Zalézmy wreszcie, ze funkeja F(u) jest dla
punktu u, = f(2,) ciagly w zbiorze U. Powiadam, e funkeja F(u)
posiadaé bedzie w zbiorze U dla punktu u, pochodns F*(x) ==f7%—-.)

P
. W samej rzeczy, niech u, (n==1,2,...) oznacza jakikolwi;k
cigg liczb zhioru U, réinych od u, i zmierzajacych do u,. Polézmy

2,=F(u,), dla n=123,. .. (65)

V4 zalc:»zenia, ze funkecja F(u) jest w zbiorze U ciggly dla
punkta w, i wobec lim u, == u,, oraz (66), wynika, ze

LL 0>~

lim 2, = lim F(u,) = F(u,). (66)

L]

Poniewaz funkeja F(u) jest odwrotng dla f(z), wige wobec

4y = f(z), mamy

‘ Fluy) = F(f(2,)) = 2, (67)
i przeto wzér (66) daje

lim 2, = z,. (68)

' Gdyby przy pewnem naturalnem n bylo 2, ==z, mieliby$my
f(2.) =7 (=), co, z uwagi, ze, wobec (65), mamy

fla) = f(Fw.) = u, (69)
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daloby w, == 1,, whrew zaloZeniu, se wszystkie wyrazy ciagu u, 84
réine od w,. Zatem wszystkie wyrazy ciggu 2z, sy rdzne od z,.
Stad, wobec (68) i w mysl zalozenia, ze istnieje w zbiorze Z po-
chodna f'(2,), mamy:

im L Eo) (&)
n=0o 2y — 2

co, wobec (69), (67) i (65), mozemy napisaé w postaci
im0
f’fi F(u,) — F(u,)
co, wobec f(2) =0, daje

, ﬂun) — Fu) 1
.l.?-.?o Uy — Up _—fl (=)

Dowiedliémy wige, %e istnieje w zbiorze U pochodna F”(uo)

== [ (),

oraz %e F(“"):?-({z—oj’ ¢. b d. 0. Udowodniliémy wiee nastepujace

Twierdzenie 196. Jeseli funkeja u == f(2), okreslona w zbiorze Z,
fest odwracalng, jeteli dla punkiu 2, istnieje w 2biorze Z pochodna
skonczona f(2) == 0 4 jedeli odwrdcenie 2= F(u) funkefi f(z) jest
funkejq ciggla dlo punktu v, =f(z)) w ebiorze U wsaystkich war-
tosci funkeji f(2) w zbiorze Z, to funkcja F'(u) posiada w zbiorze U

dla punktu u, pochodng F(u,) = 7,—2”7)
0.

7 dowiedzionego twierdzenia wynika natychmiast, e jezeli
funkeja u = f(2), okreslona w zbiorze Z, jest odwracalns, a jej
funkeja odwrotna F(u) jest ciagla w calym zbiorze U, oraz jeszeli

funkeja f(2) posiada w calym zhiorze Z pochodng skonezons, réing
1

od zera, to w calym zhiorze U zachodzi wzor Fr(u) = @' gdzie
2= F(u).
Zastosowania.

1) Funkeja y == f(x) = ¢", uwaiana W zhiorze X wszystkich
liczb rzeczywistych, daje jako zbiér odpowiednich wartodci zbiér ¥
wazystkich liezh dodatnich, oraz jest, jak wiemy, odwracalng, a od-
wrécenie jej x == F(y)=lgy jost w zbiorze Y funkejs ciagly. Dla
kazdej wartofei rzeczywistej fonkeja f(x) == ¢ -posiada, jak
wiemy (§ 165), pochodna f'(x) = ¢ = 0. Warunki naszego twier-
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dzenia 84 tu wige spelnione dla kaﬁ&ej wartoei zbioru X. Mamy
wige pray wszelkiem y w zbiorde Y:

Pochodng funkeji g y jest wige w calym zbiorze liczb dodatnieh;/7

co znalesliémy juz na innej drodze w § 165.

2) Funkeja y = f(x) == tg @, uwazana w zbiorze X wsezystkich
liezb rzeczywistych «, lezgecych wewnatrz przedzialu (—»g ) 12’)7
daje, jako zbiér odpowiednich wartodci, zbiér ¥ wezystkich liczb
rzeczywistych, oraz jest, jak wiemy, odwracalng, a odwrdcenie jej
o= F(y)==arctgy jest w zbiorze Y funkejs ciagls. Dla katdej
wartodei z w zbiorze X funkeja f(x) == tg « posiada pochodng skon-

czong f'(x) =—=— >0 (§ 170). Funk(‘Ja F(y)—-—arctgy posiada

cos’ x
wige, w myél naszego twierdzenia, w calymzbiorze ¥ pochodns
F’ )= ?%;) == cos?z, gdzie z == aretgy, co daje tg4 =y i przeto

coslz 1

cos®z-sindy  1-tgiz 1+y’ 1+y’
w ca,lym zhiorze Y. Dowiedlismy wige, e w calym zbiorze liczh

CcoB? 2 ==

Mamy wige F'(y) ==~

rzeczywmtych pochodng funkeji arctgy. Jestl + 5
3) Funkcja y = 7(x) = cos &, uwasana wzbiorze X wazystkich
liczb rzeezywistych przedzialu (0, %), daje, jako zbiér odpowiednich
wartodei, zbiér Y wszystkich liczb przedzmlu (~1,1), oraz jest,
jak wiemy, odwracalng, a odwrécenie jej # = F(y) == arc cos y jest
w zbiorze ¥ funkecjg ciggly. Dla kazdej wartosei # zbioru X funkeja
f(#) = eos & posiada pochodng f() = — sin , ktdra jest rézng od
zera przy wezelkiem rzeczywistem z, lesgcem wewnstrz przedziatn
(0, 7). Poniewas, dalej, liczbom a, lezgcym wewnatrz przedzialu (0, ),
odpowxada)a, wartofei y = cos z, lezgce wewnstrz przedziatu (— 1,1),
wige, w mysl naszego twierdzenia, funkcJa F(y) = axc cosy posiada
dla —1 <y<1w przedziale (— 1, 1) pochodna F(y —————Ell—nw—
w
gdzw @==arccosy, co daje cosz=y, skad z uwagi, ze w lesy
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wewnstrz przedzialu (0, ), w ktérym, jak wiemy sin » > 0, wno-
simy, Ze sin @ == JT— costw==1— yi. Jest wige

)= —e dla —1<y<l.

Vi—y

Funkeja arccosy posiada wige wewnstrz przedzialu (—1,1) po-

1
chodng — e,
Vi—y

Podobniez uwazajse funkeje y=f(x)=dinz w przedziale
(-w %’ z), wywnioskowalibyémy, ze funkeja z= F(y) = arcsiny
posiada dla — 1<y << 1 w przedziale (— 1, 1) pochodna F'(y) =

mvln }»;:w,;. Pochodne funkeyj arc cos y oraz arcsin y réinia sig
— ¥

wige (dla — 1 <y << 1) tylko znakiem, a wige suma ich jest stale
zerem, co wynika zreszty bezpoéredmo z twierdzenia o pochodnej
sumy, oraz ze wzoru are cos y -} arc sin y = 7/2 (da — 1 Sy =<1),

znalezionego w § 140.

§ 172. Zestawimy ponizej rézne wzory, wyprowadzone przez
nas dotychezas dla pochodnych réznyeh funkeyj, przyczem symbol
Df(x) oznacza pochodng f ().

1) Da#==par~! (wzbiorze liczb dodatnich, przy rzeczy wistem ).

2) Def = ¢ ‘
8) Dsinwr==coszx w calym zbiorze liczb zespolonych.
4) Deosor=—sinz

1 (w zbiorze liczb zespolonych, réznych od
B) Digo= iz (k4 V) m, gdre k=0+1,+2..).
6) Dlgw=-> (w zbiorze liczh dodatnich).
* ‘
7) D arcsin » .-—=——::.1_——::
Vi—= (wewnatrz przedzialu (— 1, 1)).
8) D are CoB & == ~— -——‘V_];—i:—..;;' .
9) D arctg x = 1—:%;}; (w calym zbiorze liczh rzeczywistych).
Ze waoréw tych na pochodne funkeyj zasadniezych, przez
zastosowanie réznych twierdzet ogélnych o pochodnych (mianowicie
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o pochodnej sumy réznicy, iloczynu, ilorazu, funkeji funkeji, funk-
cji odwrotnej) mozna dalej otrzymaé mnéstwo innych wzoréw na
pochodne réznych funkeyj, jak prostszych, tak i bardziej ztozonych.
Przy wyprowadzaniu tych wzoréw nalezy oczywidcie w kazdym
przypadku uprzednio sprawdzié, czy warunki stosowalnodei twier-
dzen i wzordw, na ktérych sie w danym razie opieramy, sg za-
chowane.
Oto kilka przykladéw.

1) Polézmy w zbiorze wszystkich liczb zespolonyeh f(z)= a",
gdzie a oznacza liezbe niezaleins od 2, réing. od zera, W mysl
definicji potegi gléwnej, moiemy napisaé: f(e) == ¢'"®% skad, stosu-
Jjac twierdzenie o pochodnej funkeji funkeji, znajdziemy w jednej
chwili (przy wszelkiem zespolonem 2): 7'(2) = ¢%°.lga==a'lga.

2) Przyjmijmy w zbiorze liczb dodatnich f(z)== 2" Piszgc
S(x) = ¢**, bedziemy mogli zastosowaé twierdzenie o pochodnej
funkeji funkeji, skad Df(x) = ¢*®*D(zlgx), dalej zad twierdzenie
o pochodnej iloczynu, skad D(zxlga)=lgzDe-|-2Dlga=Ilgs-+ 1.
Jest wige w zbiorze liezb dodatnich

Do =2*(lgw 4 1).

8) Jako nieco ogélniejszy prayklad, polézmy ¢(x) = lgf(»),
zakladajae, e funkeja @(x) jest w zbiorze X dodatnia i posiada
dla wartoéei #, pochodng @'(x,). Stosijae twierdzenie o pochodnej
funkeji funkeji, bedziemy mieli (w zbiorze X):

’ f '(wo)
&) ==L
P = e

Jest to t. zw. pochodna logarytmiczna funkeji f(x). Jeseli
J(&)=Fi(@) fo®) ... fulz), gdzie fi@)>0, dla k=1,2...,m,
w zbiorze X, oraz jezeli istnieje kazda z pochodnyeh f,(x)
k=1,2,...,m), to, wobec

lg f(z) =g fi(2) + 1g f3(2) + . .. 4 1g ful®),
biorge po obu stronach pochodne, otrzymamy (w zbiorze X)
F@) Al | o), @)
@ @) e T T
— wzér, ktéry wyprowadziliémy na innej drodze w § 168.
4) Niech f(2) oznacza wielomian calkowity stopnia m-go,
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a - jego pierwiastek krotnodei & (zob. § 66). Mozemy wige napi-
saé przy wezelkiem zespolonem 23 '

S(?) = (2 — a)" ¢(2), (70)

gdze @(z) oznacza wielomiam calkowity, przyezem g(a) 0.
Biorae pochodne po obu stronach wzorn (70), otrzymujemy,
w myél twierdzenia o pochodnej iloezynu; oraz funkeji funkeji:

() =k(z — o) @(2) 4 (z — a)* ¢'(2),
czyli
S'(@) = (e — a)* " 9(2), (71)

gdzie w(z) = kp(2) + (¢=—a)¢(2) jest oczywitcie wielomianem cal-
kowitym (stopnia .m — k-go), prayezem wu(a) = kg(a) =0, co,
wobee (71) dowodzi, e a jest pierwiastkiem &k — 1-krotnym' wielo-
mianu f/(2). Stad

Twierdzenie 197. Katdy k - krotny pierwiastel wielomianu cat-
kowitego f(2) jest & — 1-krotnym pierwiastkiem jego pochodnej f'(2).

Zatem: kaidy wielokrotny pierwiastek wielomianu f(2) jest
zarazem pierwiastkiem jego pochodnej f'(2). Wynika stad, ze pier-
wiastek wielomianu f(2), nie bedacy pierwiastkiem jego pochodnej
f*(2), jest jednokrotnym pierwiastkiem wielomianu f{(2) i naodwrét,

Cwiczenia

1) Dowie(, o jedeli funkeja f(a) jest- rosngeg i posiada dla wartosel @,
pochodny f//a,) == 0, to funkc¢ja odwrotna posiada dla wartodei ¥, = flze,) po-
chodng == -4~ oo0.

@ 1
TR L 0 ’
2) Dowieéé, ze Dligtg 9 =inm (dla 0 < &< =)
8) Dowieé¢, ze funkcia fla), okrelona w zhiorze wazystkich liezb rze-
1 .

czywistych X przez warunki @) = w? sin = dla w:}: 0, zaé f(0) =0, posiada

dla kazdej wartosci rzeczywistej w zbiorze X oznaczong skoficzong pochodng’
(), ktéra jest nieciggls w punkeie x==0.

§ 173. Funkcja ciagla, nle posiadajaca pochodnej:

Funkcja moze byé ciagla w calym zbiorze' hcz}) rzeczywi-_
stych, lecz nie posiadaé dla zadnej wartodei zmienne] ‘p'ochodn-e_]
skofczonej, ani nieskoficzonej. Podamy tu przyklad takiej wiasnie
funkeji, zbudowany przez G. Faber’a.
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Oznaczmy, dla rzeczywistych «, przez () berwzgledns war-
tosé réinicy miedzy liczby 2 oraz najblizezs ( = ) {liozbs calko-
wits, Innemi slowy, okreélimy funkcje @(x) przez warunki:

pE)=z—k da ksr<k+4§ ;k=0,+1,42,...)
zad
9@)=k+1—z da b <o <k+1(kb=0%1+2..).

Powiadam, ie przy wszelkich rzeezywistych x i y bedziemy
mieli nier6wnodé

[p(2) — o(y) | = | = — ). (12)

Dla dowodu zauwazymy prfedewszystklem, je z deﬁnlejl
funkeji @) wynika, iz stale

0=g@) =<4, oraz —}=—g@=<0

i przeto zawsze

| p@) — 95) | < $- (18)

Jezeli |wige |#—y| =4, to, w mysl (13), nieréwnodé (72)
Jest prawdziwa, Wystarezy wige dalej, dla dowodu nieréwnosei (72),
zakladaé, iz | — y | <% Wobec symetrji wzoru (72) ze wazgledu
na @ iy, oraz uwagi, iz jest on prawdziwy dla =1y, mozemy,
dalej, zakladaé, i%. & <Cy. Rozréznimy, dalej, dwa praypadki:

1)-Migdzy liczbami 2 i 2y nie lesy zadna liczba culkowita.
Kladac E2z =p, bedziemy wige mieli

P=<2z2y<p-+1,
skad

P<e<y<itl (14)

Jezeli p jest parzyste, to, wobec (74) i w mysl definicji funk-
¢ji g(x), bedziemy mieli oczywiscie
sy =2—% o) =y—L
zatem

P@) — ply) =z —y.

icm

§ 178. Punkcje ciggle bez pochodnej. ’ 148

Jezeli zaé p jest nieparzyste, to w mysl (74) i definicji funk-
¢ji @(x), bedzie

o) =21 oty =22y,

skad ,
p@) — gly) =y —=.
W katdym wige razie bedzie w uwazanym przypadku
| o) — 9ly) | =2 — ¥,
co dowodzi prawdziwodei wzoru (72).
2) Migdzy liczbami 2z oraz 2y lezy liczba calkowita —

oczywidcie tylko jedna (gdyi z zalozenia |z —y| <<} wynika
2y — 2x < 1): oznaczmy ja przez p. Bedzie wiee

p—1l=2<p<2y=p+1,
skad

_.,__.s < <ysp'+:,. (16)

Jezeli p jest parzyste, to mamy, wobec (75) i definicji funk-
cji gz):
p@)=F—a o) =y—5
skad
9@ — o) | < | 9@) | + | 9) | =5 — 2 +y —F=y—a=l—y),
co dowodzi prawdziwoéei wzoru (72).

Jezeli wreszcie p jest nieparzyste, to mamy, wobec (7b)
i w mysl definicji funkeji g(x):

@) = x-"L;—l, Py) =" —¥
skad | :
() — ¢(y)=w+y—p=(x_g)+( _g)

i przeto, wobec (75):

| (@) —o(y) | < +

co znowu -dowodzi prawdziwodei nieréwnodei (72).

m_-—

= sty —Bmyemlo—si,
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Nieréwnosé (72) udowodniliémy zatem dla wszelkich rzeczy-
wistych # i y. Wynika z niej natychmiast, e funkecja g(z) jest
ciagla w zbiorze wszystkich liezb rzeczywistyeh.

Polézmy :

o= 39 ™

Szereg (76) jest oczywidcie zbieiny jednostajnie w calym
zbiorze liczb rzeczywistych, gdyz mamy stale 0= g(f) < . Funk-
eja f(x), okreslona wzorem (76), jest wige ciqglq w calym zbiorze
liczb rzeczywistych. Powiadam, ze funkeja f(x) nie posiada po-
chodnej dla gadnej wartodei rzeczywistej zmiennej.

Niech , oznacza dang liczbg rzeczywists; zbudujemy dwa
ciagi: jeden a, <Cm, drugi x, >z, oba zmierzajsce do wx, dla
p =oo. Ciagi te okreslimy w nastepujacy sposéb.

Mamy, przy danem r, i danem naturalnem p:

albo @(27'7,) < 1, ‘ (a)

albo tez @(2*'x) > }. (b)

W przypadku (a) mamy ¢(2'z,) < 4: liczba 27'x, nie moze
wige-byé formy k- 4, gdzie k jest liczbg calkowits. Mozna jednak

w tym przypadku wyznaczyé dwie kolejne liczby tej formy. mig-

dzy ktéremi bedzie zawarta liczba 2*'z,. Innemi slowy, w przy-
padku (a) da si¢ wyznaczyé oznaczona w zupelnosei liczba calko-
wita k, taka iz bedzie

k— 4 <2, <k+ 3},

ezyli
| Etn <EER an
Polézmy w tym razie
@, = ,—c—;;r‘y a, mlﬁ:t:r‘- (18)
Bedzie oczywikcie, wobee (77) i (78):
B < @<z, oraz x, —x,== 51;1, (19)

nadto, wobec (78) oraz definicji funkeji ¢:
p2"'z) =gk — =4, o@'5)=ok+H=4% (80
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Wzory (80) dajs, z uwagi. ze w badanym przypadku zachodzi
nieréwnodé (a):

P(2'z) — P 5) < —f, oran p(2'a) — 9(25}) < —4. (BL)

W przypadku (b) liezba 2"'x, nie moze byé calkowity (gdyz
wtedy byloby @(2°'%,) =0); jest ona wigc zawarts miedzy ozna-
czonemi w zupelnosei kolegjnemi liczbami calkowitem % i k - 1:

k< 2wy <41,

zatem
k-1
4,)“ < < - ;t[ [ (82)
Polézmy w tym razie
k o k41
H=g, a= 'j; L (83)

Wobec (83) i (82) bgdziemy znown mieli wzory (79), nadto
oczywidele,
P(2"'7,) = p(2'z,) = 0, - (84)

’

gdyz obie liczby 2z, oraz 2°'z; sa calkowite.

Poniewaz, dalej, w uwazanym przypadku zachodzi nieréw-
nosé (b), wige, wobec (84), bedziemy mieli

P2 7o) — @(@'2) >4, oraz @(2'z)— (@) >4 (8D)

- Wyznaczylismy wige ‘dwa ciagi x, oraz z,’ takie, iz stale za-
chodzy, wzory (79), oraz, albo nieréwnosei (81), albo nieréwnosei (85),
w kazdym wige razie nieréwnosei

| Q2" 70 — @(27'07) | =4, oraz | @(2'm) — @27 %)) | =4 (86)

Wobee (79) wnosimy, Ze oba ciagi x, oraz x, zmierzaja do’
o, praytem, wobec (81), wzglednie (85), wnosimy, Ze liezby

PZie) —g(@ay) omu @iz)—g(a) @)

© 8y zawsze jednego znaku (f. j. albo obie ujemne, albo obie dodatnie).

Wobee (72) mamy, zaréwno dla x,==a,, jak i dla g, =2a;":

»—1 o , »—1
~y ‘P -.)nl (p 2:-1 ) I 210!” —_— 2"!.'5 ! 1 —y 2nl
| 2 o *2' o =2 < v ©9)

y Hwl ne] nes} nm=l

gdyz, wobec (19), mamy
, 1 . P 7 1 ’
| gy Jokoter [z—a| <g o (59)

W. Sierpitiski: Analiza. T. 1. Cz 1V, 10
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Mamy, dalej. oezywidcie
) -1 _ o8 1 ) -
1 g2y 1 1 1 g
=537 <y g =g w00

el

1y 2"
oF dal 10°
nwl , ]
Lecz, dla p =4 mamy
(p—(p—1)=(p—2)19> (p—2)!8 =8 (p—2) =4 (p|-p—4) =4,
o 9NN~ 2 — 167> 10°,, dla p=4. 91)
Wobec (88), (90) i (91) mamy ‘wiqo

=1 p-1 nl
§2"'xm) o'z,
2 107 2: 10"

nwl

dla p=4. (92)

1
<§io

Mamy, dalej, z uwagi, ze zawsze 0 < () < §:

yes) ozl oyl 1o (g
|2"plo~°"2'" i 5210" 9.10° (%9)
nwep-1 nep-] neap--1

Wreszcie, wobec (86), mozemy napisaé, zaréwno dla a, ==,

jak i dla z, ==,

lp(2'z,)  9(2°'x,) 1 (94)
| 71P T 107 | T 4.10°
Nier6wnosei (92), (94) i (93) daja w jednej chwili, wobec (76):
. 1 1 11 '
[f@)—7@) >~ g 1o 9108610 Ler=4

zaréwno dla 2, =}, jak i dla z, =2, czy?i
1 ey o L

| F o) — )| > g g O S @0— @) > g1 dlap=4, (95)

rzytem, z uwagi, ze liczby (87) s, jak dowied!is'my wy?ej, ZAWHZe
Jl')edZego’znaku, v;nosimy z latwoseia (wobec nieréwnosei (92), (94)
1 (93)), ze liczby

flay) — flap) oraz  f(w) — fl@) (p=4)

sg jednego znaku. -Z uwagi, ze, wobec (7-9), 2y — w, >0, zab

@y — x, < 0, wnosimy stad natychmiast, Ze liczby

J () "‘f_g_‘_@ oraz f(,) ":_f_gf_”_a
Lo — Xy &g = T
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y

8 zawsze réznych znakéw (dla p==4,5,6,...).. Wobee lim &, ==

P
==lim z, = x,, dowodzi to, e pochodna f’(z), o ile istnieje jako

P=0Q
oznaczona liezba skoficzona lub nieskodczona, nie moze byé rézns,
od zera. Z drugiej atoli strony, wobee (95) oraz (89), mamy

'f (o) — f (@) i
Xy — @, 6.10°

>3

2! . .
co, wobec lim 36,107 — °°» dowodzi, e f(x)) nie moze byé liczbg

P=o0

skofhczong,

, Dov‘;ieﬂliémy wige, ze funkeja /(%) nie posiada dla wartodei a
pochodnej ani skofczonej, ani nieskonezonej, '

Istniejs wige funkeje ciagle, nie posiadajace pochodnej (skos-
czonej, ani nieskonczonej).dla zadnej wartodei zmiennej.

Z drugiej strony, zauwadymy, e istniejs tunkeje zmiennej rzeczywistej
wazgdziegesto nieciggle, a jednak wezedziegesto posiadajgece  pochodng. Takg
jest np. funkeja f(x), okreflona jak nastepuje. Jedeli x jest skonczonym ulam-
kiem dwdjkowym ¢-m cyfrach, to f(x)=6-2m, woprzeciwnym zaé razie f(a)=0.
Okrelona w ten sposéb funkeja jest nieciggly dla kasdego skoficzonego ulamka’
dwéjkowego, natomiast f/(2)=0 dla kaZdej lezby niecalkowitej; bedgcej skox-
czonym ulamkiem tréjkowym. ' (Wewngtrz katdego wige priedzialu istuieje
punkt, w ktérym funkeja nasza jest niecisgly, jakotet punkt, w ktérym funkeja
nasza posiada pochodng = 0)1), ’ .

§ 174. Pochodne rzgdéw wyiszych. Jezeli funkeja f(z)

- posiada w zbiorze Z pochodng f'(2) dla kazdego punktn z pewnego

otoczenia danego punktu z, (t. j., przy pewnem dodatniem g, dla
kazdej liezby zespolonej z zbioru Z, takiej iz |2 —2|<6), i je-
zeli funkcja @(2) = f/(z), okreélona w ten sposéb’ dla pewnego oto-
czenia punktu 2z, posiada dla tego punkin w zbiorze Z pochodnsg,
@’'(20), to liczhe 9'(%) nazywamy pochodna 2-go rzgdu, albo druga
pochodhig funkeji f(2) w zbiorze Z  dla puckta z,, i oznaczamy
przez  f“(z,). Podobniez, jezeli pochodna (2)= f"(z) istnieje
W pewnem ofoczeniu punkiuw z, w zbiorze Z- i jeteli w zbiorze Z
istnieje pochodna 1’(2,), to liczbe ¢'(2,) nazywamy pochodng trze-
ciego rzedu funkeji f(2) w punkeie z, i oznaczamy przez f'''(z,).

1) Zob. mojg notatkg »O funkeji niecigglej, rdiniczkowalnej “ Wektor 1913.
10*


pem


148 . Rozdzial: XXI. Pochodna oraz jej zasadnioze wlasnodei.

Ogélnie, dochodzimy w ten sposéb do pojecia n-tej pochodnej f™(2),
Pochodng, n-tego ‘rzedu, /(2), oznaczamy tei przez Df(2).
Ze wzoru De = ¢ wnosimy np, #e w calym zbiorze liezb
sespolonych mamy Dre =¢ (dla n=1,2,...).
 Pray stalem a, ze waoru De* = ae™, wnosimy, drogs latwej
inddkeji, e D"e™ = a"e™.
Przy. naturalnem %k mamy, w zbiorze liczb zespolonych
D2* = ko*Y, skad, drogy latwej indukeji:
Dt = kb —1) (k—2) . .. (b —n—-1)2*™
wnosimy stad, e D'2*=Fk!, oraz ze D"z =0, dla n>k, skad
wynika z latwodcia, ze n-ta pochodna wielomianu stopnia <7 jest
_atale zerem.
‘W zbiorze liezb dodatnich mamy, przy stalem rzeczywistem u
(§ 172): Dar = par, skad
Drar=p(p=1)...(g—n-+ Lzt (96)
Ze-wroru Dlge=1u" (§ 165) wynika, wobec (96), e W zbio-
.rze:liczb dodatnich
- Dlge = Dt = (1) (2) .. (o D = (— 12 B

‘Wzér Dsinz = cosz == sin (z+ %) 'daje z latwodcia, w zbio-

@

‘rze liczb zespolonych:
Drsinz = sin (z—{» ng);
podobniei, wzér D cos z = — sinz ==cos (z + g—) daje:

Dreosz = cos (z‘—-}- ng)

Wzér Léibniz# na n-ta pochodng iloczynu. Niech u = (),
v =(2) beds dwie dane funkcje, posiadajace w zbiorze Z kolejne
pochodne az do n-tej. W mysél wzoru na pochodng iloczynu, mamy:
' D{uv) = vDu -+ uDv,
skad, w my§l twierdzef o pochodnej sumy i iloczynu:

D¥uv) = DDt = uDv) == v D% + 2Du . Dv -4 uD%.

icm
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Biorage dalsze pochodne i stosujac weisz twierdzenia o po-
chodnej sumy i iloczynu, otrzymujemy, drogs latwej indukeji, waér:

Dut) == oD + (;?) D= Do+ (g) DDA ...
cee ("; 1) Du . D*v - uDm,
snany pod nazwg wzoru Leibniwa.

CGwiczenia.

1) Wyprowadzié wzér na Draretg «, opierajse-sie na wzorze

o111 1
Daretge =g Jw 2 [a: -—'i"—x-l-wi]'
2) Wyprowndzié wzory:

D (6% sin @) = _..?:.}; gin (m -+ 1%’)
gin® Y

D= (e* cos ) = @_ef_; cos (x -+ n_;_r_)
sin® e

3) Udowodnié, Ze

De (’%ﬁ”) = (e 1)1

4) Udowodnié, 2e jeseli funkeja zmiennej rzeczywistej f(«) posiada dla
wartodei @, oznaczong pochodny (skoficzong lub nieskoficzong) f/ (), 1 jezeli wn
ive (m=1,2...) sy dwa ciagi nieskonficzone, takie, iz

n! ri 1 1 1
a[T gty ot~}

Uy < g < Vn (1)
oraz
limu, =, limuv,=a,, (2)
] . N0
to mamy
lim 1(on) — F () _ 1 (). 3)

nmoa  Un = Un

Dowé6d. Zalézmy, e funkeja f(z) posiada dla wartosei z, pochodng
skoticzong f' (x,) i niech w, i v, beds dwa ciagi nieskoriczone, spelniajgce wa-
runki (1) i (2), Mamy oczywists todsamosé

1 (vn) — f () ” _ [f ) — f(=zy) 1y | U T
o e = [T e [0 @
+[! (@) () _ | 2

By == Uy Up — You
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Liecz, wobec (1):
0< "’°<1 orsz 0< TRy, {6)

v —
286 z zaloZenia, Ze istnieje pochodna f’ (), oraz ‘w myAl (2) wynika, fe

tim V—(”—)—‘i(”—") —1' (@) —0, orsz lm [’i(i‘i’ll‘ﬂi'l —r@]=0  ®

Un — &, A=200 &Ly — Un

Toisamodé (4) daje wige, wobee (B) i (6) w jednej chwili, w granicy

dla =00
f (va) —f [ {Un) — 1 (#4a) —f (wo)] =

u-no Un -— Un

co dowodzi prawdziwosel wzoru (8).

Zaldimy teraz, e /' (w,)=>- oo, i niech s i va bgdq znowu dwa ciagi,
spelniajgee warunki (1) i (2).

Niech 4 oznacza dowolng dang liczbe dodatnig. W my#l zaloZenis, fo
f’ () = o0; oraz wobec (8), bedziemy mieli

f(v..)—f(wn)>A oraz M}A dia n>> m,

Un'— &, -~ Wn

skad; z uwagi, e, wobee (1), 9:'—:—& >0, oraz f": Y > 0, znajdujemy:

1 (ve) — f(t4a) f(”* 1 (@) Va —m, +7‘(wo) — f(thn) @y — 4n >

Un — Un C Un— I, vn—“” DLy~ U Un — Uy
Un @,
. = 1y 4B T4 Gl
> v”_“”"'l' v,.—u,. , dl >

co dowodzi, Ze

P f0) —F () '
Podobnies udowodnilibyémy wzdr (8) w praypadku /' (@) == — oo,
W zwigzku z dowiedzionem twierdzeniem zauwadymy, e same warunki (2),
nawet w razie istnienia skohezonej pochodnej f’{®,), jeszeze nie pociggaja za
sobg wzoru {8). Np. dla funkeji f(«), okreflonej przez warunki

f(0)=0, f(m)-—w'sm——- dla m:{:O
mamy oczywidcie
0 =tim I — lim b gin = =0,
ne=00 h AmmOQ h
lecz, kladge
t 1
Inty U 8n—3

Un ==

m==1,2,8,..)
bg,dziemy mieli

'l'd_::‘u. _..umv.. =0, f(v.)—-——(—z—;‘——é}-)-;, f(u.)_—_m,

icm
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natomiast
l&";}:i‘:ﬂ)_—,_z:iix—g:;i, dla n=1,23...,
i przeto
e

5) Udowodni¢,” Ze jezeli funkeja f (%) posiada dla wartoéei =, ozynaczom}
pochodng (skorezong lub nieskoficzona) f/ (%,), to mamy:

1w, b} —f (2, —h)
2h '

Iy =1lim
=

Dowéd. Jest to 'szczegélny przypadek twierdzenia udowodnionego pod £),
gdy e =@y —6s, V=20, 6 >0 (n=1,23,..., Umd, =0

=00

Granicg

@ lim mo + h) f(xo - h)
Am0 2h

{0 ile istnieje) nazywamy wuogdlniong pochodng funkeji f(x) dla wartofei 2.
Jedeli wige istnieje pochodna f’(a,), to istnieje te: dla wartofei 2, uogélniona
pochodna i ma te sama warto$é. Zauwadymy jednak, Ze z istnienia uogdinionej
pochodnej nie wynika jeszcze istnienie zwyklej pochodnej. Np. dla funkeji
f(x)=| x| mamy ouywmele f(h) —f(— h) =0 przy wezelkiem rzeczywistem F,

skad wynika natychmiast, Ze uogélniona pochodng funkeji fi#) dla z==0 jest

zero, natomiast pochodna f/(0) nie istnieje. Funkeja, posiadajaca wezedzie skon-
czong uogélniong pochodng, moZe nawet nie hyé cisgly, np. funkeja f(x), okre-
§lona przez warunki f(x)=0 dla x réznych od zera, zad f(0)=1, ktéra
jest niecisgla dla wartodei @ =0, lecz posiada wszgdzie uogdlniong pochodny

“réwng zeru, Nie wiadomo dotad, czy istnieje funkcja zmiennej rzeczy wistej,

majaca niecigglofci wewnatrz kaidego przedziatu i posiadajgca wszedzie nogdl-
niong pochodng rowns zeru. (Jest to zagadnienie prof. Steinhausa: Funda-
menta Mathematicae t. IV (1923}, p. 368).
8) Udowodnié, e jeseli funkeja f (@) jest ograniczona w otoczeniu punktu x,
i jeeli
b [+ 20) =21 (3o W+ 0] =0,

to funkeja s (x) jest cu}ghx dla x = x,. (Zob. Prace mat-fiz. t. 26 (1913), str. 125)
7) Udowodnié, Ze jezeli dla wartobei @, istnieje pochodna skoriczona f’(x,), to

m [ LBl t ) g, )
Il—()

oraz, ze twierdzenie to nie jest prawdziwem, jeZeli pochodns,l (2,) jest nie-
skoticzong. Okazaé nadto, Ze granica, stojgea po lewej stronie wzoru (7), moze
istnieé, jeZeli funkeja f(x) nie jest ciggly dla o==2,.
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