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(Nalefy sig oprzeé na tozsamodci oo 2 cos £ — 2 ctg 22 . sin &, orazna

wzorach (46), (49) i 86), nvaz poréwnaé wspllezynniki rozwinieé po obu stronach).
2) Dowiesé, Ze
ar 1

21 .+ 3 =+

8) Udowodni¢ nastepujgce zwiazki, zachodzgee migdzy sumami

S=8m=1+2+. .+

81=5,; 481 =388, + 5, (Amigues); 2 St =

8§, -+ S5 (Jacobi);
383 =284 S (Gauss); 85,5, =55,

+ 5, (Fermat)5

ROZDZIAL: XX.

Funkcja I' Eulera oraz jej waZniejsze wlasnosci.

§ 161, Polézmy przy wezelkiem zespolonem z:
&= (1+%)

) Péwiadnm, 2o ciag iloczynéw czgstkowych iloczynu (1) ‘ jost
zbiesny jednostajnie w katdym ograniczonym zbiorze liczb zespo-
lonych 2.

W myél wzorn (14) z § 183, mamy przy wezelkiem zespo-
lonem z i naturalnem k:

o 22

¢ r s et
zatem:

2ov g2 B 8 o2

B = r T iam T st
OTaz

i+ E)f oo (L4 # (1 1)
( tz) " —i=ls—n)etism et
i przeto, = uwagi, e

Edi

AT (r=1,2,3,..)

(EFm—a |
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otrzymujemy:
B\t |zl Lel Lol
\(1‘*' )" F—1| =it tam

_lzlflz] 4 |2]® ’ 2] et
g

Niech A oznacza dowolng dang liczbg dodatnis; poléimy: :

| Ae=B. @
Polétmy, dalej:
(1+-:-)e‘5.—_-1+u.(z); =1,2,3,..) @)
w myél (2) i (3) bedaie:
W)\ <h, da |s|<4 k=123, . ®)

Wobec zbieznodei szeregn nieskoficzonego E A i w mysk
tw. 119, iloezyn nieskoficzony

i1+ 5 ®

jest zbiesny: oznaczmy przez P jego wartodé: bedzie to wige pewna
liczba dodatnia.

Niech ¢ oznacza dowolng dang liczbg dodatnis. Wobec zbiez-
noéei iloczynu (6), oraz w myél tw. 117, dla liczby & bedaie istnialo
takie p, i%

B e : _
x.k”:,(l+ﬁ)“1<? da n>p p=123... (O

Wobee (5) mamy, jak latwo widzieé, dla |z| = 4:

”+'(1+u,z))—1<n(1+k,) L, - ®

PR}

kmntl

jakotez
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skad, mnozae stronami (9) przez (8), wobee (7):
| T{14u@) = 1 (1+)

| as1

przy wszelkiem zespolonem 2, bezwzglednie nie wigkszem od 4, co,
wobee (4), dowodzi, ze cisg iloczynéw czastkowyeh iloczynu nie-
skofiezonego (1) jest dla |2z | = 4 zbieiny jednostajuie. Wobec do-
wolnoéei liezby dodatniej 4 wnosimy stgd natychmiast, ze uwazany
ciag iloczynéw czastkowych jest zbieiny jednostajnie w kazdym
ograniczonym zbiorze liczb zespolonyeh, ¢. b.-d. o.

Wartoéé f(2) iloczynu (1) jest wige okreslong w zupelnosei
liczbg zespolons przy wezelkiem. danem zespolonem 2.

Poniewas wazystkie iloczyny czgstkowe iloezynu (1) sy oczy-
wideie funkecjami cigglemi zmiennej zespolonej 2, wige z jedno-
stajnej ich zbie#nodei wynika (w mysl tw. 142), Ze f(2) jest funkejs
¢iggly w zbiorze wezystkich liczb zespolonych.

Poniewaz dowiedliémy tylko zbieznofei iloczynéw czastkowych
iloczynu (1) [a nie zbiesnofei samego iloczynu (1)], wiee nie wyls-
czylismy przypadku, w ktérym iloczyny te zmierzajg do zera, da-
jac f(2) =0. Okazemy, ze zachodzi to jedynie wéweczas, jezeli z
jest liczbg calkowits ujemns.

W myél (8) i (7), mamy:

il (1+u,(z))——~1

kmnd-]

gdyby wige Wszystkle czynniki 1 4w, (2) (k==1,2,3,.

<g dla n>p, p=1,2,8,... (10)

<P’ dla n>u, p=1,2,8,.

. -) byly rézne
od zera, to w myél tw. 117, iloczyn meskoﬁczony I7 [1 ~+ u,(2)],

czyli, wobec (4), iloezyn (1), bylby zbieiny, i wartoéqu, jego bylaby
liczba résna od zera. Wynika stad, ze w razie f(2) =0 musi jeden
z czynnikéw iloczynu (1) byé zerem, t. j. przy pewnem natural-
nem k, musi byé

( 1+ %) e ¥ =0,
a e, jak wiemy, przy wazelkiem zespolonem u jest ¢*==0, wige
réwnods (11) daje 14 % =0, cayli e=— k.

Dowiedliémy wige, %e jezeli zachodzi réwnodé f(2)=0, to 2
musi byé liczbg calkowity ujemns. Ale, jak latwo widzied, i na-

icm
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odwrét: - jezeli mamy z=—Fk gdzie k jost liczb naturaluq, to
jest f(z) =0 (gdyz wéwezas oczywiscie w iloczynie (1) wezystkie
iloczyny czastkowe rzedu =k s3 réwne zern).
Dowiedlidmy: zatem, %6 réwnodé f(2) =
i tylko wtedy, jeteli 2=—k (k=1,2,3,...). -
Niech teraz 2 oznacza liczbg zespolonq réing od liczb
0,—1,—2,—3,...; poléimy:

I'(z)=

0 zachodzi wiedy -

6—0.
A (12)
gdzie C oznacza staly Eulera (§ 51).

Funkeja I'(z) bedzie wige okreélons w znpelnoécl dla kaﬁde_]
wartoéci zespolonej 2, nie bgdacej sadng z liezb 0.— 1, — 2, —3,.
przyezem bedzie I'(2) 3= 0.

Stosujae twierdzenie o ilorazie funkeyj cmglych wnosimy dalej,
wobee (12), ze I'(2) jest funkejs® ciagls w zbiorze wazystkich liezb
zespolonych, réznych od kazdej z liczb 0,—1,—2,—3,.

' Stosu‘]slc, dalej, fw. o graniey ﬂomzu, znaJdu_]emy, wobec (12)
oraz (1)

G—& e—ﬁ

I'e)=

RweOO0 kun]

skad, w jednej chwili:

——hm - ’

zhmn(1+ )

»-[-

.z"( +k)

kel

(13)

1 . nln %+';'+."‘:i'%
1 (z)=,l.ﬁ[z(z—|—1)(z+2) Fn) P ]

W § 51 wyprowadzilismy dla stalej Eulera wzdr [(44)]:
(11 1o\
Ei’:i(‘f+§+~-+;—1g“)-rcv

stad, oraz z uwagi na ciq.gloéé funkeji ¢* znajdujemy natychmiast:
I e

lim e* =%,
czyli, awazywszy, e, w myél definicji potogi o wykladniku zespo-
1 —elgn 1 — _1_ .
onym, ¢~ = Sm = .
THTEtT
 lim =" (14)
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Wazér (13) daje, w mysl (14) (wobec tw. o granicy iloczynu):

I'(2) = lim nin’
3P P Y i )y P (18)
s Waér te; ﬁmoZemy tez przyjaé jako definicje funkeji I7(2)
réwnowaing definicji (12)] dla wszystkich zespolonych 62
od liezb 0,—1,—2,.... d pelonyeh & xéinyeh
Dla 2g=0,—1,— 2,.

.., mamy, w mysl (16):

Te — Tim . nlart
D=l e eF . eFe =

= lim nlw

- enm

nmo2 0412z 1)@z 2)... (- n)

skad, wobec (16) i w mysl tw. o granicy iloezynu:

Iz~ 1)==2I(2). (16)

Funkeja I'(2) spelnia wige wzér (16) prz Iki

il AU (16) przy wszelkiem zespolonem
W szezegélnosdei, przy naturalnem #, znajduj

wzoru (16) kolejno: ' ’ yemy v myd

Tn+1)=nTn)=nm—1)Ir—1)=...=n I'(1),
a Ze, wobec (15):

(1 =I5 nln
=tim oy =1
wige mamy:
lMa4+1)=mn!, dla n=1,2,3,..., (17

co, wobee /(1) = 1 pozostaje prawdziwem i dla n = 0, jezeli
rovmint e 1 je p m 1 dla n = 0, jezeli przez O!

Funkeja /(2 -+ 1) przedstawia wi ieni ji
ioonlkomir b+ P wige uogélnienie funkeji 2! dla

§ 162, W zalozeniu, ze 2 nie jest liczb i
wzér (1D), jakotez wazbr: T J iczbg calkowits, mamy

I_l—z == i ‘ nlnt~*
( ) l'm(l—“z)(z""z)-"-(n—}-l——-,z)' (18)

icm

§ 162, Wlasnosd ilocsynu @) I'(1 — #). 108

Muo#ae stronami réwnodei (16) i (18), - otrmymujemy dla nie-
calkowitych 2, w myél tw. o granicy iloezynu:

1 — o)==k nlin .
QI =g =lim s . e F1—2)
= lim — TP 1 _
wvott 1 — 2 i 28 2\’
w(r =)t =5 (-5
skad w jednej chwili, wobec wzoru (35) z § 162:
Fra—z =—-—, dla” 20, +1,+2,... (19)

W szezegélnodei, kladge 2==4, otrzymujemy stad [r @)= m,
a e, wobec (15), /(%) jest liczbs nieujemna, wige mamy: '
@)=z S
Ze wioru (19) mozemy, dalej, wyprowadzié wnioski 6o do
zachowania sig  funkeji /(2) ~gdy z zmierza do jednej z Yicsh:
0,—1,—2,... . '
Niech 2, oznacza cigg nieskoficzony liczb zespolonych, taki
iz lim z, = 1, gdaie ! jest jedna z liezb 0, — 1,—2,..., prayczem
skl dla n=1,2,3,... Dla dostatecznio wielkich n, jak latwo
widzieé, 2, nie bedzie liczbs calkowity i przeto, ~wobec:(19), bedzie
‘ . n o
r(zn)r(l —z’)=m, dla »>pu. o _(20)
Przy calkowitem ! mamy: '
gin (2, — ml) = &in we, cos nl == (— 1) #in 72,

i przeto, wobec (20):

o= DT — )= (— VgD, @ >4 @D

Liczba 1-—1 jest pewns liezba naturalng (gdyz I oznacza

jedng = liezb 0, — 1, —2,...): wobec. ciagloéei funkeyj [(2) w zbio-
rze liczb zespolonych réznych 0d 0,—1,— 2,..., oraz w my#l (17),

mamy wigc: )
lim [(1 —2) =1 —1)=(—D! (22)
W myél (67) z § 139, mamy, wobec limz, =1
no—D ;. (28)

-?:‘o sin ,n(z. - l)
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Wobec (22) i (28), wzér (21) daje w jednej chwili: -

tim (2, — ) (2 == (24)
w—oo ' ST (=
Whnosimy &tad natychmiast, ze gdy 2 zmierza do jednej z liezb
0,—1,—2,..., to modul funkeji /(¢) wzrasta nieograniczenie.
W szczegélnoém, dla =0, ze wzoru (24) wnosimy, ze gdy =
gmierza, do zera (ciagiem wartoécl réinych ‘od zera), to z/(2)
zmierza do jednodei.

§ 168. Wyprowadzimy obhecnie t. zw. #wierdzenic Gaussa
o mnoseniu funkeji I

Niech m oznacza dang liczbg naturalna, s — dang liczbe
z ciggu 0,1,2,...,m — 1, zad 2 — dang liczbe zespolong, rézng od

kasde] = liosb ©, ginie k=0, —1,—2,... Waér (15) dajo w jed-

‘nej chwili;
alnFam™
I’(z—l— )-wf‘?:(mz+s)(mz+3+m)(mz+8+3m) . (m2-4-8~-{-nm)
sgad
" )" n T )
!111 (z + ) ,‘_wmz(mz—{—l)(mz-}—z.) (mz—l-mn — (25)

Z drugiej strony, zastepujge we wzorze (10) 2 przez mz, zaé
n przez mm, otrzymujemy: ‘

r (mz) == lim (mn)! m™ g™

oo M2(M2 - 1) (M2 - 2)... ( mz+mn)
Zastgpujac n przez mn we wzorze (60) z § 156, znajdujemy

; !
lim ()l _y 27y
--°°V2—ﬂ mm, ™, ™ ’ @D
zaé podnoszge obie strony wzoru (60) do m-tej potegi, dostajemy
=y i”')" =1 (28)

wreszcie, mamy oczyw1écle

i 2 1+ D421 vint D)y (g
m-~lnll-l

(26)

icm

'§ 168, Twierdzenie 0 mnoZeniu funkeji I' 111

Mnotge waér (26) przez (28), =zaé dzielac przez (27) i (29),
w myél twierdzer o granicy iloczynu i ilorazn, Strzymujemy po
latwych redukejach wzér:

...-.} —— .
T(me)= (-;)_;_ [ r( +m) (30)

wyraiajgey t. zw. lwierdzenie (Gtaussa o mnozeniu funkch I.
Wzbr ten wyprowadziliémy dla wazelkich zespolonyeh 2, rétnych

od liezb »m, gdzie k=0, —1, --—2,...

W szezegdlnodei, dla m =2, otrzymujemy stad wzér Le-
gendrea

rE)=2" V‘  I) e+ 4) (81)

dla. zespolonych 2, réznych od liczb é’ gdzie k=0, — 1, —2,...
Z funkejy I' Eulera spotkamy sig¢ w rachunku calkowym.

KONIECQ OZESOI TRZEOIRJ TOMU PIERWAZEGO.
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