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ROZDZIAL XIX.
Rozwinigcia funkey) trygonometrycznych na ulamkl proste.
.§' 156. Zachowujae te same znakowania co w § 151, mamy,
dla k=1,2,. (
@ — D)= — L) @ + el R

stad, w zalozeniu, % 2z oznacza liczbg zespolons, nie qua,cs, 2n-tym
plermastklem z jedusdei:

? X .
+—L ==z’“"‘ +4 23 2l (k=1,2,...2n).
Stad, w mysl wyniku koficowego z § 143:
| o — 1
LT n~1
Py 2nail,

Rl

Mamy wige pray wszelkiem zespolonem 2L, (k==1,2,...2n):

zn.—x
2n - 2 2 gl M

Bl

Wobee wzorn (4) z § 15‘1,<mamy, dla 24, (k=1,2,,..2a):

. 1 2z
z-—~§_+z—_f,‘,,mz~— l+z+1=z’—-1’

za8, wobec wzoru (6) z § 161 oraz wzoru (26) z § 136:

' ke

1 11 ‘+ 1 2z—~2cos—,—;
I L e T, «
a * a—en' p—g z’—2zcos/i;-r-|—1

k=1,2,...0—1).
Mamy wige, wobee (1), mnozgc przez 2:
2n 2™ 222 o 2z,(z 008 %n)

z"‘-—~1az'———1+2 ’ kn ’ @)
kel z'—-2zeoa—;+1

przy wszelkiem zespolonem 2z, nie bedscem 2n-tym pierwiastkiem
z jednodci.

§ 156. Rozwiniecie ctg #2 na wlamki proste. 86

Lecz, jak latwo widzied:
2, 20
ne™ atn zk -}—1 222 —1 + 2 +1

2 —1 2—1

2z (z — coB k—’f]
n

22—1
b
z’——2zcos}%';+1

=1
z’—?zcosli—n—}-l

mamy wige, wobec (2):
z"‘ -|- 1_2 41, = — l
2! — 22 cos — —-|— 1

skad, w razie 23=0:
stz etr o i—g

=t T = ®

z"‘-——z—,l z—— = z+~z—_—2cos-;

Udowodniliémy wige wzér (3) przy wszelkiem zespolonem 2
résmem od zera i nie bedscem 2n-tym pierwiastkiem z jednosci.

Niech teraz w oznacza liczbg zespolons, nie bedgcs liczba cal-
kowitg; poléimy

=

z=e"

bedzie oczywitcie 20, przytem > =e"=1, gdyi, w razie

@ = 1, mamy, jak wiadomo, u=F, gdzie kJest liczbg calkowits,
whrew zaloiemu ‘
Jest wige, wobec (3), oraz w mysl wzoréw (26) z § 136:

T L. Tu
cos — n—1 24isin —
CO8 7T n + .
Bisnmu . . mwn U !
is

in == k=1 2cos— — 2 co8 —
n n n

stad, wobec wzoru (63) z § 160, oraz wzorn (11) z § 1B1; po po-
dzieleniu obu stron przez — ni:

iy . nu
ctg — »—1 sm7
= 2 2 ( 2 i BT @
kel 7 | 810 o 2”)

przy wazelkiem zespolonem u==k (=0, + 1,+2,...
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W mysl (4) inamy przy wezelkiem zespolohem, niecalkowitem 2,
dla n>p> 12 ‘

nz ‘ ne -
tg— gin— =1 sm—;‘—

ctg“z=““+2 . kn){z" (. R, lm) ®)

TR
el 2n sin®——sin®=—~} x=p 2n(sin?=——sind-—
( 2n on) In 2n

‘Polétmy (dla #>>p>1):

. T2
w—1 s_m-—r—‘— .
o= kp 21 (Slniyﬁ—sl Y ©
- 2n 2n) '
Wobee wzoréw: (23) i (25) z § 162, mamy:
L W2, . Jkm . .75 2
5111'-2—;—-5111’% = sint g — Bléaé;[>36 3 (*—36 ]2 |), dla
‘n 2’% , Oraz
smnz’<2n[ | dla n=]|me|;

 Jest wige:

sin 22 ‘

n - 36| 2|

211(Bin’:'2—zf;—sini ékzz_) — n(kr—36(2* y
n n

dla n>={nz|, k=6z|. (1)

Wobee (6) i (7), mamy wige:

R

t L

36 |2 S 1
< l;k,_36|z,|, da p=6|z|, n>p (8

Wobec wzoru (28) z § 162, oraz z uwagi Ze cosz jest funkeja
ciagls, zaé cos 0 = 1, mamy, dla 2z 0:

w2 1 e
ctg — —7—" cos ";;" 1
lim =lim ———— = -y 9
P nmoa . JUR 174
"y

icm

§ 156. Rozwinigeie ctg#2 na ulamki proste. 87

zaé, wobec wzoréw (28) i (29) z § 152 (przy niecalkowitem z):

. |2 2n . mz
) Bln ‘; ;l—’ 8in —”- 22
f.t?: . g2 .k =Zz-ﬁ . 2 . Im=n(z=—-k')' (10)
2n(sm’——sm’~—) sin?— sin®—
2n 2n . " 2n
z nd\ (kimh|
(4_n’) (1?)
~ Jest wige, wobee (6), (6), (9) i (10):
p=1
. 1 22
) E’;”: .R,,,, == ctg T2 ~— Jl-z —; J[—Zz’——:}‘;) . (11)
Poléimy .
limR,,=R,; 7 (12)
wobec (8), bedzie:
|R;<361" Zk’ e da p=6i2. (13)

kep
Lecz szereg

2=EVatl
jest, jak latwo widzied, zbietny przy wszelkiem a =0 (gdyz, dla-
T ag
dostateeznie wielkich % mamy stale F%~7z< ]%, 78§ szereg 511?
jest, jak wiadomo, zbiesny): wnosimy stad, w jednej chwili, ze
(przy wszelkiem zespolonem 2):

R -
| lim ¥ gy =
i przeto, wobec (13):
lim R, =0,

N0

~eo, wobee (12) i (11) daje:

ctgnz —-—«—|—2 -—k’) (14)

Udowodniliémy wige wzér (14) przy wszelkiem zespolonem z
nie bedacem liczbs calkowits.
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Z uwagi, e
‘ 2z 1
Py gy Ay 3
mofemy wige wypowiedzieé
Twierdzenle 184. Pray wszelkiem zespolonem z, wie bgdgcem
liczba colkowitg, zachodzi rozwinigcie:

n'etgnz=—i~-+—§ (;_—_1_—-,‘+;le) (16)

Zauwatymy, te wzér (16) mozemy jeszcze przedstawié w postaci:

wctgnz*—fﬁzzwk

Komay

(162)

§ 167. Mamy, jak latwo widzied, przy naturalnyeh ki p,
dla [z]<1:

1 22 1
m+m=“ﬁ'“‘(;7:
P
k
z , 28 P 2251
= —2[pt it + | mE—
sted, kladae prze sikréceniq
ey 1
==, (p=123..) (16)

Rl

otrzymujemy w jednej chwili:

oo 1 1 .
2‘(;_—,c+m) —B(eyztt . ) — Zk» s (11
Lecz, dla | 2| < 1 mamy, jek latwo widzied, przy naturalnem p:

25w 2 (o
Bl —)| B — 2]’

2241 2|z]""+’
(k’—-—z’)l. 1—-|z}’2k”

Z8tO s

icm

§ 157. Rozwiniecie'clg £ na szereg potegowy. 89

skad wobec lim 2%+ =0, dla |21 <1, wnosimy, %e

pes0

Q1

bim 2 7 (k8 — 2Y) =0

i przeto wzér (17) daje, dla | z | <T1:

2°'° (Z—-‘k+z—|—k)““ 2 (8,2 - 5,28 828 .. ).

Ko
Wobee (15) mamy wige:

Totg B = 1;——25‘,2—23433——23535»— ,dla 0<iz|<1l (18}
Dla | z | =1 szereg (18) jest rozbieiny, gdyz [wobec (16)]
oczywicie s, > 1, dla p =1,2,3,.. . Rozwinigeie (18) zachodzi wige
przy wszelklem zespolonem 2 réznem od zera i bezwzglednie mniej-
szem od jednodei i przytem tylko pray takiem zespolonem 2.
W myél wzoru (26) z § 136, mamy, dla 2= 2kni (k=0,1,2,...):

i i 1 "’+e 1 _e41 1 1
’§°tg§"'2“““z z 5 =3@—1) 2 e—1

4
¢ a_ea

i i
zastgpujac wige we wzorze (18) 2 przez é% , MNOZ4C przez 5. oraz
odejmujqc §, otrzymujemy:

i 892 8,28 8528 | o
T e 2-{_9;’ 2ﬁn‘+25n° v dla 0<<|2i<<27  (19)

Mamy wige rozwinigcie:

=l A At d At da 02| <2n (20)

e—1
gdzie
— 1), ;
AD___.“_é, Agng—?a,.—),;sfi, A, =0 (n=1,2,3,...). (21)

Stad w jednej chwili, mnozge przez & — 1:

8_1(]+A02+A‘z'+A,zs+ ) dla 0<|z|< 27,
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90 Rozdzial XIX. Rozwiniecia funkeyj trygon. na wlamki proste.

czyli, wobee wzoru (14) = § 136:
1 9
1 =(ﬁ+~2‘i!+§f+...) (L dgz+ Ao+ Ay .., (22)

dla 0<<|z|<2m, co jest oczywiécie prawdziwem i dla z = 0.
Wazér (22) zachodzi wige dla | 2 | < 2m.

Pierwszy czynnik prawej strony wzoru (22) jest szeregiem
zbieinym bezwzglednie przy ~wazelkiem zespolonem 2: mamy wige,
w myél tw. 112, stosnjac mnozenie Cauechyego:

(Fit gt o) O+ et st des )=
=ayt a2zt ..., da |2|<2n

(23)

gdzie

aozll zad an-H

n—l
S5+ +(n+l)! r(n+2)1 (24)
) (n==0, 1, 2,...
Lecz, wobec (22), (23),"i w mysl wmosku z tw. 164, musi byé:
=0, dla n=0,1,2,3,...

mamy wige, wobec (24)'

1:+ M”' +(,,+1)!+(n+2)1“0’ da n=0L2%.. (0

Otrsymaliémy wige wzér zwrotny dla obliczania kolejnych
liezb 4,. Wzér ten wskazuje, e wezystkie A, sg liczby wymierne.
Wobec (16) i (21) mamy stgd:

Twierdzenie 185. Przy wszelkiem ndturalnem n suma

3h=i1;+‘2%1:‘+§;+...
jest wymierng wielokrotnoscia liczby n™: mamy mianowicie:
8y == (— 1) 21 4y, 7™, (26)
gdzie liczby A, sq okreslone przez wzory (26).
wige, 1::;:::?3,5;\: ;nzill }(fl), 4y =—}, 2788 4p,=0,dlan=1,2,...,
s+ 55 4 St (2n o~ 3@ T (2n—}-1)! =0

dla n=1,23,... 27
‘Wzér ten sluzy do obliczania liezb 4,, 4,, 4,,...

icm

§ 167. Rozwinigeie ctg £ na szereg potegowy. 91

Dla n=1 wzér (27) daje:

4— 2. 2!+3!

sks,d, w jednej chwili: 4, ...11,
Dla n =2 wzér (27) daje:
1
At —gata=0

1 1
skad, wobec A4 = oY 50"

Dla n=3 otrzymalibyémy ze wzoru (27), uwzgledniajsc zna-

znajdujemy A4y = —

1 . .
lezione juz wartofei 4, 1 4;, wartodé 4 = 30240’ dalej, znalesli-
byémy: 4, = 1209600 it d

Wobee (26) mamy wige:
72 7t 78 _
) =g T o T 9450

S’__'_.

— pierwsze dwie wartosei otrzymahsmy juz w § 1564 na innej
drodze 1).
Polézmy:

B,=(— 1)-—1(21;)111,”_1 n=123,..) (28)

— 8 to tak zwane liceby Bernoulli'ego, ktére, wobec (21) i (16),
moZemy tez okresli¢ wzorem:

2n)! gl .
B.— (—?)fe- 2'1?“ (ne=1,2,3,..) (29)

k=]

— 83 to wige liczby wymierne, dodatnie?). W mysl (28) i wobee

1) Zauwaiymy, e wartoici sum 8, dla kolejnych wartosci # od n=2
a2 do n="70 podal z 32-ma znakami dziesigtnemi Stieltjes w Acta Mathe=
matica t. 10 (r. 1887), str. 209—802.

) I. J. Schwatt podaje na liczby Bernoulli'ego nastepujsey wzdr

skoniczony: .
( . ) 1,
]

oraz inne pokrewne wzory: zob. jego An Introduction to the operations with
series, Philadelphia 1924, p. 269.

S T

l-l J=1

n”(_l) 22.
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92 Rozdzial XIX. Rozwinigeia funkeyj trygon. na wlamki proste.

znalezionych wyzej wartodei na 4y, 4, 45, 44, zngjdujemy w jednej

- 1 1 1 1
chwili: B, =3 BZ_=§—6, B“::ZQ’ B‘:gﬁ'
Oto 16 pierwszych wartodei, liczb Bernoulli’ego:
1 1 1 1 _ b __ 691
Bl‘—' 62 Bs*-—gﬁ’ B&““E’ BA—“g(ja Bs“‘gga BB""27"3"‘07
1 8617 __ 43867 __ 174611 854513
Br=1% B“*mo’ Bo="gg Buo="g557> Bn="55~
B 236364091 8653103 23749461029
n=""gr30 ' Bu=""¢ WETTRIG
B __ 8615841276005
» 14322

(moznaby udowodnié¢, ze wszystkie mianowniki liczb Bernoulli'ego
85 podzielne przez 6),

Tablicg pierwszych 62 liczb Bernoulli’ego podal J. Adams
(Journ.f.r.u. a. M. Bd 85). Tablice tg uzupelil Serebrennikow
az do By, (Zapiski S-Piet. Akad. Nauk 1905).

Ze wzoru (29) mamy:
B oo
e CrtNet Ve (e, $11)

Bl 2”’ 8o
k=]
skad, z uwagi, g 85,y > 1, 8, <3, = %f;
B, 3 1 1
N LESES) a0
i przeto, dla n = 4:
B, 136
7’:'\".._1 > >0 (31)
Mamy wige
Bn—H > Bn
dla n>=4, ¢co jest jeszcze prawds dla n—=3, gdyz B, = Zlé’ B,= 3% ,

natomiast B, > B, > B,.
Zatem: liczby Bernoulliego stale warastagq, poczynajac od By-
VA nieréwn‘oﬁei (81) wnosimy nadto natychmiast, ze liczby B,
wezrastajg nicograniczenie wraz 2 n. Wobec (80) wnosimy tez, ze

. B,
lim =t — oo,

NeeOq n

icm

§ 1567. Rozwinigeie ctge na szereg potegowy. 93

Wyprowadzimy teraz, opierajac sig na wzorze Stirlinga, weér asympto-
tyezny dla liczb Bernoulli’ego.
W myél wzorn (29) mamy:

(@n)) =1
Ba=ggioma s, glzie ssu_,fl e (32
Wobec wzorn Stirlinga (wzér (60) z § 185), mamy:

_em 33)
it 2V zn (2 e—2n

Dla p > 1 mamy, jak latwo widzieé:

o 1 o 3"-1 4 o 9m-1 o 1 gp-1
1<3p= S—=3 2 F<2 2’(,,,1):22(,_“(“_1):2?_11_1’
k=] m=al *_&m—-l mw=] m=]
zatem: -
1< <gm—y
skgd, w jednej chwili:
lim 8y, = 1. (34)

n=00

‘Wobee (32), (33) i (34), znajdujemy w jednej chwili:

Asymptotyezna wartodeig liczby B, jest wigc wyraZenie

Vi (;1%)2..

Zauwazymy tez ciekawsg réwnoéé:g
@)1
o7 = lim /(T;‘_l,

amOQ

ktéry otrzymujemy z latwoseis ze wzoru (29). |
Wprowadzajae liczby Bernoulli’ego mozemy, wobec (29)
z .
. . z dzie-
i (16), wzér (18), po zastgpieniu W nim 2z przez _- OTaz po podzie

lenin przez s, przepisaé w postaci:
1 2B, 2¢B, " 2¢B

egr=_""91 *T 4 ol

Dowiedliémy wige, #e przy wszelkiem zespolonem 2, spelnia-

., dla 0<<lzi<m. (35)

3 2h— .

. 1 e . i
jacem warunek 0 < |z] <=, funkeja etgz — ; ToEwija gig na Bze

reg potegowy wedlug nieparzystyeh poteg 2 o wymiernych, ujem-

aych wspdlezyn nikach.
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94 Rozdzial XIX. Rozwiniecia funkeyj trygon. na wlamki proste.

§ 158. Ze wzoru (3b) mozemy tes z latwodeig otrzymaé roz-
winigeie funkeji tg2 na szereg potegowy. W tym celu zauwazymy,

ze mamy, dla z:}:]f;—‘ (k=—;0, +1,£2..0

082 cos2z cosz
sin z §in 22 sinz

cos®z — sm’z

— 2etg 2 = .
ctg2 gar = ginz cosz g

jest wige, wobec (85), dla 0 <C|z| <~7-2u:
1 2B, 24B,

tgz:ctgz—~2ctg2z=(—;—-;ﬁﬁz—_ﬂ«z“—-—...)_-
1 28B, 27B 2322 —1)
_z(é‘z_ AT AT )= LBt s XU
czyli:
_ 221;(221« — l)B
tge Z (2Ia kg1 (36)

7
dla 0 < ]g]<§, co pozostaje oczywidcie prawdziwem i dla z==0.

| LA Co s s
[Dla |2 _>_~§ szereg (36) jest, jak latwo widzieé, rozbiesny, gdyz,

(2R)!

wobec (29), mamy B, >2‘2x-1 5 (k==1,2,3,..) i przeto wspdl-

e 2\ %
czynniki szeregu (36) sg stale > (——) J
124

Funkeja tgz rozwija si¢ wige wewnatrz kola o promieniu;E

na szereg. potegowy wedlug meparzystych potqg 2z o wymiernych
dodatnich wspélezynrikach: ’ ’

_ 17 62
tgz_z+§z‘+1—5—z5+§—l—527+é—8§§z°+. e
Polézmy

98-1(9% _ 1)B
"—__(_7‘v_‘ ) l'—: Tk’

(k=1,2,8,..);
w mysl (36), bedzie:

v T
tgz = —
g2 §(2k-1)1 7

dla [2] < -72-‘- (87)

icm

T (2k—- )T._, +(2k——1)

§ 169. Rozwinigeie sec# i cosece na szeregi potegowe. 95

Liczby T,(k=1,2,3,...) sa wazystkie calkowite. W samej
rzeczy, wobec tg2.cosz = sinz, otrzymujemy, w mysl (37) i roz-
winigé na cosz 1 sinz, w jednej chwili, przez poréwnanie wspél-
czynnikéw:

e

dla k=1,2,3,..., skad wynika, drogg natychmiastowej indukeji,
ze liczby T, sq wezystkie ealkowite. Mamy:

T,=1, T,=2, T,=16, T,=212, T;="1936, i t. d.

Dla funkeji tangens mozemy tez z latwofciz otrzymaé rozwi-
nigeie analogiezne z rozwinigeiem (15). W tym celu zauwazymy, ze,

w myél wzoru (64) z § 160, mamy, dla 2= k-4 (k=0, £ 1, +2,..):

tgnz = otg G — ne) = otglny—2Il

wzér (16%) daje wige przy wezelkiem zespolonem z, nie bedgcem

formy k44 (k=0,+1,+2...):

skad, z uwagi, Ze

»

\ 1 1 1 1
2 i =Sl tagird) ey

oraz, ze lim ——

PR

=0, wynika rozwinigcie:

v/ - 1 1
—Mg”z=§(-z:<k+m+z+<k+%>)

przy wszelkiem zespolonem z, dla ktérego wpzystkie skladniki sze-
regu po prawej stronie majs sens.

§ 159. Mamy,
k=041, +2..):

przy wszelkiem zespolonem z == k7

2 z
COB— 2cosl-- — co82
" o 2  cosz 2 1 (38)
oty - — P e
€9 '8 . 2z sinz sinz sin 2
in —
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96 Rozdzisl XIX. Rozwinigeis funkeyj trygon. na ulamki proste.

zatem, wobec (85), dla 0-<C|2| < m:

=y —ege=[2— 2‘23331(@) j E 2(2@?3" |

ezyli:
(2*'—1)B,
_+22 ~(2k), -l dla 0<|z|<m
Wobec (38) mamy, dla 2 3=k(k=0,+1,+2,...):

b4 nz
—— = E g —~— netg 2
sinmz tg2 g7z,

skgd, z uwagi, e w mysl (16%) (dla 2= k)

net;g’—tf=l'im

2 ,
g =m S T etg ez = lim

wmco 4 2 — &
Ko TR
otrzymujemy (dla 2= k):
" s
LA 2 1
woe *f’.’i(kz =) =)
o —-—En .

€0, z uwagi, #e

n 2 n 1 n( 1),‘
o
Zz —%% 2 =% z—k’
Koo ken —0n Rwm—
daje:
m (1)
e a5k 39

ks -

przy wezelkiem zespolonem 2, nie bgdacem liczbg calkowits,

Wzér (39) mozemy, jak latwo widzied, przedstawié jeszcze
w postaci:

EREYS

kel

Wobee cosme=—sinzm(z —4), waér (39) daje w jednej

chwili, dla etk +§(k=0,+1,+ 2,...):

o “ (— 1y
COB 772 —,.l.l.g 2 2k —§

Kem—n

icm

§ 159. Rozwinigeie secs i cosece na szeregi potegowe. 97

skad, z uwagi, ze

(=1 _ . 1 (=1
2+" 2 = 1)( <k+%) z—l—(k+»}.))+‘z+n+;n
(= 1y
oraz e ﬁmz-l— +§
m 1 1 -
eosmz A( Y—grpraTe) @

przy wszelkiem zespolonem 2kk+4 k=0,+£1,42..).
Kladae w tym wzorze 2=0, otrzymujemy (wobec cosQ==1):

(—1)F.2
—_—r == —— ,
skgd, w jednej chwili
n_ g1
4 2+ U

czyli:

‘ 17173
— jest to szereg Leibniza, ktéry w § 82 preeksztalcalismy na
szeregi szybeiej zbiezne.

Ze wzoru (40) mozemy otrzymaé calg serjg wzordw na potegi
nieparzyste liczby =, podobnie jak ze wzoru (15) otrzymaliémy
-caly serjg wzoréw na potegi parzyste liczby .

W tym celu zauwaiymy, Ze dla |z| <} mamy, przy natu-
ralnem p oraz calkowitem k= 0:

11 %l ¢ 1
P S R W N B, e S \ T N 1_( 8 ).
' oF1
2428 Al (41)
L2k+1+(2k+1)-+<2k+1)6+ A et

(2k+‘1)""’[z*——(k+§)’]
Dla |z| < 4 znajdujemy = latwodcis:

el (22
o 2 @G|

W, Sierpitiski: Analiza. T. L Cz. 1IL 7
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98 Rozdzial XIX. Rozwinigeia funkeyj trygon. na utamki proste.

i przeto, kladge

(=1
2( PYSE )

otrzymamy, wobec (40) i (41), w jednej chwili:

(p = 1,2,8,..), (42)

]
e g, + 240422 - oyt -..., dla |2| <<} (43)
(dla |z| =} szereg (43) jest rozbiezny, gdys oczywikcie
1 2 ‘ .
U,>1'—‘§;2§, dla p=1,2,3,...)-

Zastgpujse we wzorze (43) z przez »Z—“i duielac preez m, otrzy-
mujemy rozwinigcie:
1 2%, 240, . | 2% ,
i T et

- n
Py ;. .dla' lel <35 (44
Polézmy, przez skrécenie:

P Ot __

ﬂh_l w3
wzér (44) przyjmuje postaé:

—— == C, + Cy2® 4 Gyt "|" Cz®+..

Cos 2

(r=1,2,3,.. ) (45)

., da |2 <.’;—. (46)
Stad, w J,edne_] chwili, mnozae przez cosz (wobee wzoru (22)
z § 136): ‘
2 2. 2t . ]
1=(1—1—!‘-}-m-——a+...) (Cs 4 GzA - Gyt 4-,..), dla |zl<§

Stosujge mnozenie Cauchy’ego i poréwnujse wepdlezynniki
po obu stronach, otrzymujemy w jednej chwili: C, =1, za$

a-—-] n-—ﬂ 0
C—gri g+ g5

Otrzyma.hémy wige wzér zwrotny, dla obliczanig kolejnych
liezh Gy, Gy, C,,... Ze wzoru tego wynika, e wezystkie liczby

=0, dla n=2,3,... (47)

C, (n=1,23,..) sa liczhy wymierne. Wobec (42) i (45)
mamy stad:
Twierdzenie 186. Przy wezelkiem naturalnem n-suma
1 1
Oa1 = 11 3w—a+5m—1 7nn—1+ *

icm

§ 169. Rozwinigeie secs i cosecs na szeregl potggt‘iwa. : 99

jest wWiemqn wielokrotnoscia liczby ™ 1: mamy. mianoticie :
0, n%1 )
9% -
gdzie liézby C, sq okredlone prazez wzory (47).
Wzér (47) daje, dla n=2:

(48)

C,
Cy— §Y 0
skad, wobec C; =1, znajdujemy: C, 4 dla n=3, wzér (47) daje:
C, — 91+ ﬁ =0,
skad, wobee C;=1, C; =14, znaJdnJemy Cy= {;, mamy wiee,
wobec (48):
= = __ Bas
=D *T3 BT 156
Poléimy:

E=@n)!0,, (=1,23:.:) - (49)

— beds to t. zw. liccby Eulera. Wobec wzoréw @ni (49) otrzy-
mujemy dla liczb Eulera w_jednej chwili wzér zwrotny:

. 2

(5= B () s (5 B — o 17 (gag) B 80)
(n=1,2,3,..)%).

Oto kilka pierwszych wartodei liezb Eulera:

E,—1, E,=b, E,=61, E,= 1385, F,= 50621.

Wobec (50) wnosimy, ze wazystkie liczhy Eulera sq cal-

kowite. Wobec (49), wzér (48) daje:’
B
s == 59 —2)1

— liczby Eulera sg wige wszystkie doditnie, zatem naturalne,

(n=2,3..)

) 1. J. Schwatt podaie dla liczb Eulersa B, wzér:
—-2 5 1)’(")(1+2ﬂ",

oraz inne pokrewne (I e, p. 270},
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100 Rozdzial XIX. Rozwinigeia funkeyj trygon. na ulamki proste.

[Moznaby dowiedé, ze ostatniemi cyframi liczb Eulera sa naprze-

mian 11i5. Kazda liczba Eulera jest formy 4k-{1 (Sylvester)].

' Szezegblowy rachunek pierwszych 32 liczb Eulera podal

Joffe w Quarterly Journal of Math. Nr. 186 (July 1916), p. 103—126.
Wobec (49) i (45), mamy:

E"’H.—— . 0’2'1-}-»3 — .
=St DD =128 ()
Leez::
1 1 &
aﬁ“>1_§§n—ﬁ>lm§m+’5m>ah+l’ dla ”=‘1,2,. .

; 3 ’ 1 )
(gdyi (5) <z <1 9, skad 59,._“ <3,,+, 32,,_‘,,,);llltlmy wigoe:

By:B> 8 ent-1(nt+1, (1=1,23,..)

eo dowodzi, e liczhy Eulera stale i nicograniczenic werastajg.

§ 160. Zastosujemy obecnie wzér (20) do wywodu wzoréw
na gumy poteg kolejnych liczb naturalnych.

"Przy wszelkiem zespolonem 20 oraz wazelkiem na.tural-
~nmem 7 mamv tozsamofé:

%“T”]:—1+0'+8”' P P Ce
skqd,zuwagl,zedls.k=123 on—1:
. k22t k%28

L=t i
oraz, kladae, przy naturalnych pin
S =142 +3 ., 62)
znajdujemy natychmast
p 11_n+S (1) 2 -8y 1)2,+s,(n 12+ dla 20, (53)
Z drugleJ strony, wobec (20) i uwagi, Ze przy wazelkiem
zespolonem x:

x| a2t

e 1:+2z+31+

§ 160. Wielonﬁany Bernoulli’ego. 101

otrzjmujemy, dla 0 <|2z| <27
x

‘ 2
__1 ( +A0+AIZ+AIZ'+ )(11 + 2!. + 31 + )
skad, stosujae mnozenie Cauohy’ego i kladge:

1 - p-’lm
@)= (P+1)I+ P! +(P 1)1+ A (64)

: otrzymu_]emy natychnijast rozwinigeie:

—1
f;—-—x+zf,(x>+ @)+ @+, (65
prawdziwe przy wszelkiem zespolonem a, przynajmniej dla
0< 2| < 2m ;
Stad, w szezegdlnodei, kladse z==n i poréwnujse ze wspol-
czynnikam1 rozwinigeia (53), otrzymujemy natychmiast:

8,(n
S0 _ 1 |
przy naturalnych' p i n, co, wobee (52) i (54) (po dodanin do obv
stron ~—l, wobee 4, = — %),.daje w jednej chwili vwzﬁr:
V4

17243 4w | w A At ,A,_,n 56
IR ¥ e A AR
przy wszelkich nataralnych » i p*).
W szezegblnodei,. kladge p=1,2,3,... oraz uwzglqdfliaj&?
wartofei wep6lezynnikéw A;, 4,, 4,..., mnajdujemy w jednej
chwili wzory: ‘

: : non
1+2+...+n=-2—+§,
12+2-+...+ns=’%’+2‘§+g,
1'+2'+"'+”“=§+§+%

1) 1. J. Sehwatt wyprowadza (L., p. 86) dla sum S,,(n)=1’+21'+...+u5

wzlr wyratny:
1 x .
s,(n).—_@(—n*(;;)z(—ly 1)
k=l =1
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102 Rozdzial XIX. Rozwinigcia funkeyj trygon. na ulamki proste.

g =ty Bt 8

6 N ﬁ——ff .’?j E’f_‘_f‘f
B2 b =F T — T

noont adb nt . n
1¢ s ... [ LA WL LA LA A

8 7 7n6 7n‘: 2
11 27 e '=.’.‘.~ ;n;.v v e s n—
2+ =gtetg oy tiw
1698 4 et M0 20T et 2a0  wm
P4 A=ttt Bt
Polézmy:

wit)=—a+t, G@l=—f@—4,, da p=1,28,... (&7

— beds to t. zw. wielomiany Bernoulli'ego. Wobac (67) i (54Y modemy
napisaé: ‘

_ ot Aar Aot Ay
Ppl) == FEE (P=1)1———...-- ’1"; —A,, dla p=0,1,2,... (58)

Wobec .(55),‘ (20) i (37) wnosimy z latwofeis, Ze wielomiany ()
{r=0,1,2,..,) okreflié moZna tez jako wspélezynniki rozwinigcia
oll

m-{-—:-:—..%(w)-i-ﬂ%(m)+;?'°Pg(“’)+-“

Weabee (58) znajdujemy w jednej chwili, biorge pochodng pp obu stronach:
¢, (@) =ppa(w), da p=1,23,.. n
dalej, mamy, wobec (57):
%o () = — &},
wroszeie, wobee (58) oraz (35):
(1) =0, (0), dla p=1,238,...

Powiadam, e wlasnofci te sg dla wielomianéw Bernoulli'ego charakte-
ry‘styczne. Udowodnimy miarowicie, Ze jeteli W, (x) (p=0,1,2,...) sg wielo~
miany calkowite, spelniajgce warunki:

W, (@)=W,1(a), dla p=1,23,... @

Wo@)=—a+y, )
oraz )

Wp(l)=W,(0), dla- p=1,2,3,... () -

to musi byé toZsamoiciowo:
W, (@) = ep(@), dla p=0,1,2,...

) Z wanml.xdw (D) i (I1) wynika drogy latwej indukeji, Ze wielomian Wy ()
musi byé stopnia p-41 (p==0,1,2,.,.). Motemy wige poloZyé:

W,(#) = (W4 — CPar — CPa — .. — (P, (69)

icm

§ 160. Wielomiany Bernoulli'ego. 103

W myél (I) oraz (69) musi byé (przy wezelkiem @}; -
(p41) CP2 — pCP2 1 — (p— 1) (P2 — ... — Oy =
— QP Cg.—‘l)xp—l__ C?’"“a:""—-. e — C('}-—]l)’

skad, w jednej chwili:

- k=0,1,2,...p—1;
P+ =D o =B OP=0r, an [TTHYD
Stgd wnosimy w jednej chwili, ze
cm c® k=012...p—1
(#) e YR M { ,1,2,... 0
P=Grn ™ Top—mr =128 (@)

Wobee (II), musi byé CO=-—1, pierwszy ze wzoréw (60) daje wiec

CF) = — (61)

_1

p-+1)V

Wobec (59) oraz (III), mamy:

PP —CP—...— O —CP= -0, P=123..)

. zatem, wobec (61) oraz (60) (znoszge po obu stronach — G, oraz mnozae

przez — 1):

1 C(()O) (‘,‘El) F__—!!)
e =0, dla p=1,23,....
ot et 33,
Dla liezb C® 6=0,1,2,.. ) otrzymalifiny wige te same wzory, ktére okre-
Slajg liczby Ax: inamy wige: ,

CP=4, da £k=0,1,2,... (62)

Wobec (59), (60), (63) oraz (58) wnosimy, Ze mamy toisamolciowo:
Wy @) =gp(x), dla p=1,2, 3... ,
zaé, wobec (IT) i (67) mamy tez oczywibcie W, (2) = g, (2). Jest wiec

Wo(z) = ¢p(), dla p=0,1,3,...,
¢ b d. o
Fatwo widzieé, %o dowéd nasz pozostalby bez zmiany, gdybysmy zalo-
2Zyli, o warunki () i (I} zachodz} tylko w przedziale (0, 1).
7 dowiedzionej wlasnoéei charakterystycznej wielomianéw Bernoulli'ego
zrobimy uiytek w rozdziale XXII (§ 186) przy wywodsie wzoru sumacyjnego
Eulera-Maclaurina.

Cwiczenia.

1) Udowodnié wzér
T s (’{‘) 2B, — (2;‘) 2B, .1 (efﬁ 1) 5]
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104 Rozdzial XX. Funkéja I' Eulers oraz jej wainiejsze wlaenoéci.

. , 1
(Nalefy sig oprzeé na tozsamodci oo 2 cos £ — 2 ctg 22 . sin &, orazna

wzorach (46), (49) i 86), nvaz poréwnaé wspllezynniki rozwinieé po obu stronach).
2) Dowiesé, Ze
ar 1

21 .+ 3 =+

8) Udowodni¢ nastepujgce zwiazki, zachodzgee migdzy sumami

S=8m=1+2+. .+

81=5,; 481 =388, + 5, (Amigues); 2 St =

8§, -+ S5 (Jacobi);
383 =284 S (Gauss); 85,5, =55,

+ 5, (Fermat)5

ROZDZIAL: XX.

Funkcja I' Eulera oraz jej waZniejsze wlasnosci.

§ 161, Polézmy przy wezelkiem zespolonem z:
&= (1+%)

) Péwiadnm, 2o ciag iloczynéw czgstkowych iloczynu (1) ‘ jost
zbiesny jednostajnie w katdym ograniczonym zbiorze liczb zespo-
lonych 2.

W myél wzorn (14) z § 183, mamy przy wezelkiem zespo-
lonem z i naturalnem k:

o 22

¢ r s et
zatem:

2ov g2 B 8 o2

B = r T iam T st
OTaz

i+ E)f oo (L4 # (1 1)
( tz) " —i=ls—n)etism et
i przeto, = uwagi, e

Edi

AT (r=1,2,3,..)

(EFm—a |

icm

§ 161. Definicja fankeji I'(s). 105
otrzymujemy:
B\t |zl Lel Lol
\(1‘*' )" F—1| =it tam

_lzlflz] 4 |2]® ’ 2] et
g

Niech A oznacza dowolng dang liczbg dodatnis; poléimy: :

| Ae=B. @
Polétmy, dalej:
(1+-:-)e‘5.—_-1+u.(z); =1,2,3,..) @)
w myél (2) i (3) bedaie:
W)\ <h, da |s|<4 k=123, . ®)

Wobec zbieznodei szeregn nieskoficzonego E A i w mysk
tw. 119, iloezyn nieskoficzony

i1+ 5 ®

jest zbiesny: oznaczmy przez P jego wartodé: bedzie to wige pewna
liczba dodatnia.

Niech ¢ oznacza dowolng dang liczbg dodatnis. Wobec zbiez-
noéei iloczynu (6), oraz w myél tw. 117, dla liczby & bedaie istnialo
takie p, i%

B e : _
x.k”:,(l+ﬁ)“1<? da n>p p=123... (O

Wobee (5) mamy, jak latwo widzieé, dla |z| = 4:

”+'(1+u,z))—1<n(1+k,) L, - ®

PR}

kmntl

jakotez

o) =+ B <fird) =
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