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1

pocisgajs za sobg wzlr
Um tgar, = — o,
RwnOS

ROZDZIAL XVIIL

Rozwinigcia funkgyj trygonometrycznych oraz hyperbolicznych
na iloczyny nieskoficzone,

§ 161. Niech n oznacza dang liczbg naturalns, wigkszs od

j?dnoéci. W myél tw. 176. (zastosowanego dla r =1, { =0, m = 2n)
plerwiastkami stopnia 2n-go z jednodei sg liozby ’ ’
L=2% (j=12,...

i ’ (.7 12,... 2m), (1)
6 — w(j—mn) .
y=——, (j=1,2,...2n); @

wszyitk.ie te liczby sa, jak wiemy, rdzne, - |
Liczby (1) sg wige wszystkie réznemi pierwiastkami réwnanis:

& —1= 0,
skad (§ 66) wynika toisamosé
z’?—1=(z—;~§1)(z—g,)...(z—-;',,,). 3y
W mydl (2), mamy 6, =0, 6, =, skad, w mysl (1):
§n=1) ;l-=__l) - (4)
zatem, przy wszelkiem zespolonem z:
=L e—t)=E—1) e+ 1) =2 —1. ®)
Dalej, mamy, w inysl (1) i (2):

== —p w !
c-lv-l e" Lor=c¢ s dla k=1,2’___n__1,' (6)

skxgl [woi:ec wzore (26) z § 136]:
L) =) e )=

Y
=2t —(e* e “)z+1=z’—~2zcosl€§+l, U]
n
dlak::l,2,...n-—-1.

§ 161, Todeamodié dla sin 2. 69

Poniewas zaé oczywidcie
=B —L) - =B = (=) e — B T — L) r— )]

(gdy2 prawa strona réini-sig od lewej tylko porzgdkiem czynnikéw),
wige, wobee (3), (8) i (7), mamy -tosamodé:

»—=1 kﬂ
#—1=(r~— 1] ("'“‘2“08;74‘1),
[
2 ktérej, dla 2 3= 0, duzielse obie strony przez 2, otrzymujemy
w jednej chwili:
1 1A 1 kr
z"-——z;-u(z—;)a(z+;.——2c087). (8)

Wzér (8) zachodzi wige przy wozelkiem naturalnem s >1
oraz wezelkiem zespolonem 2z == 0. Niech teraz u oznsczg dowolng
dany liczbe zespolong: polézmy

E:
r=c" " 9
— beduzie to, jak wiemy, liczba zespolona, rézna od zera.
Wobec (9), mamy:

1 . . .
z"-——;,::e""‘——d"”“=2!8mﬂu,
2
1 . . T 1 o
e —9igin—, z+4—=2co8—
2 2 ”9' + 2 n?

i przeto wazér (8) daje, po podzieleniu obu stron przez 24:
' w1
sin 7w = sin —[] (2 cos ¥ — 2 cos k—’-’) (10)
LY n ”

Waér (28) o § 136 daje, dla 2, =2 =3

v
cos vy == cos? - — gin?
2 2’
v N )
a %e cps’§.=1 — sin* 5, Wige mamy:

cosv=1—2 sin’—;—
przy wezelkiem zespolonem v. Jest wige:
2\ - dla k=1,2,..n—1. (11)

b7 kv (. ‘Iﬁz_“. " u)
2ws-';w20037—4(31n % sin’ 5

2
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Dla k==1,2,...n — 1 jest oczywideie 0 <C §f<g-, i przeto
n

. kn
sln%#(): mamy wige, wobee (11):

., T :
2cosﬂ‘_gcosﬁf=4sinzk_7f 1 smi%
" " B |1 | B= L% 0
in2 —
2n

Oznacamy

Nl
41 ﬂsin'zc-y—t =4,

Rl 2n (1 3)

— bedzie to pewna liczba (dodatni zna - jedyni
101§ (19) Do oo nia), zalezna jedynie od n: wobec

U

— sin® —
sinnu--—A,,sin-’—z—tf[i 1—————2—’—1
- . g km (14)
gin? -
2n
przy wszelkiem zespolonem u i naturalnem » > 1. Stad, w szezegdl
. ? -

- 1
nosei, dla 4 = 7 przy naturalnem p:

siﬂl;— 4 sin 2 gind 2
n—1 o
=y 1 — 2 16
it T ke gin? k_n ( )
b pn 2n

Lecz, jak dowiedliémy w § 189 [wzér (dD]:

. TT n
sm-; sin-—
li =1, lm—-L2"
p’l;i:: = 1, fz::: mn?; =1,
P pn
za§ (wobee sin 0 = 0 oraz wobec cigglodei funkeji sin z):
N -
fz_ﬁ sin? T = 0;
wzér (15) daje wige, w granicy dla p = oo:
4.
==t

§ 162. Rozwinigeie sin ## na iloczyn nieskofiezony. T
skad '
A,=n (16)
kn

(Wobec (18) i uwagi, ze siné—"> 0, dla k=1,2,...n—1, mamy
wige wzlr:

= L
gl s1n ﬁ——?—':_“l

rzy wezelkiem naturalnem 7> 1).
Wzér (14) daje wige, wobee (16):

- sin’;—‘l‘
sinmu = n sin —[1 (1 — ~——-"-) A7)
N e . G
sint s :
2n

— przy wezelkiem zespolonem « i naturalnem 7> 1.
W myél wzorn (17) mamy Pprzy wazelkiem zespolonem 2,

dan>p>1
X gin? ? X sin? g‘z
= n
sin mz=n sin?wz nmii— --———I;—z - kn (18)
% oa= gin? BRJ x=r sint on
on 2n

§ 152. Niech teraz z oznacza dans liczbe zespolons, taks it
gin 2z == 0. 19)

Wobec (19) i wobee wzorn (18) bedziemy mieli przy wezel-
kiem naturalnem n > 1: .

sin'g-z«‘
sinZ2 =40, oraz 1—-—”’;”:4:0, dla k=12...n—1 (20)
" sinié;;

Polézmy (dla n>p > 1)

et gin? %
Q,,.; =[] (1 — ”—Tn): (21)

=F sin? 5y
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2 Rozdxiat XVIIL. Rozwinigeia funkeyj trygonometrycznych.

wobec (21), (19) i (20) i w myél (18), bedziemy mieli:

sin 2
Orn

= P dla n>pt>1. (22)

W myél wzorn (22) z § 136, mamy przy wszelkiem zespo-
lonem »:

sinv:v(l sy ),
skad, w jednej chwili, dla | v | < 1:

]sinn|S]a}(l+—$+5ll+...)$gvf(l+—;—+—2]5§+...)==2|v|,
ezyli:
[sino| < 29|, dla |v|<1.

Stad, kladse v=E, otrzymujemy:

2n
. 2| _nt| 28
sm’—-n = 7’12 l, (23)
Z drugiej strony, w my$l wzorn (22) z § 136, mamy:
i &t .35 z? x° x?
nz=s—g +5!(17—6_ﬂ)+§7(1—10;11)+""
skad, w jednej chwili, dla 0 <<z < 2:
. s x? 4 x
smx>:v—'§=x(l—g)>x(1 —-—E)n—g—’
czyli:
sinw>—;—, da 0<z<? (24)

Dla 0 <k <7 mamy oczywidcie (w mysl wzoru (37) z § 137)

k:
0<§<§<a
skad, w mysl (24):
ke
6n

icm

§ 162. Rozwinigeie sin 72 na iloczyn nieskoficzony. 3

i przeto:
.k KMt
sint o- >y da k=1,2:.0—1 (25)

Wobec (23) i (25) mamy wige:

. T2
sin? —
| P 2
;:: 536"];'.2~|, dla k=12,...n—1; ”2,”;1 (26)
sin? —
2n
Wobec (21) i (26), znsjdujemy w jednej chwili, dla ,,2”___1;_ l,
| sin? — i
n=1
| @ —1|=M|14 -———:3 lsn(1+36|z[)__1
rer sint o k=
2n
i przeto, tembardziej: ,
Q. —11=<11 (1+36|z B2, @ n=2 @

W mysl wzorn (57) z § 139, mamy, z uwagi, Ze, wobee (19),
20:

limn sin% =1z, (28)

=00

oraz, przy wszelkiem naturalnem k:

sin? 2E gin® o
lim — B 1, limope = 1 29)

) )

skad, w jednej chwili (w mysl tw. o granicy ilorazu):

=g e
81N —2—;‘ 28
L
1n %
i przeto:
sin"t:gE .
lim (1 — k:;) —1-%, d k=1238.. (0
e gin® —
wn
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Wobee (19), 2 nie moze byé liczhs calkowits i praeto:

1-Z40, A k=123, 31)
Wobee (22), (28), (30) i (31) mamy wige:
lim @, = —% . (32)
=11 1= )
Polézmy:
lz_fz Qpn = Dy (33)
wobec (27) i (33), bedaie:
o 36 | o |
IQ.,——ils[_Tp(l—l-_—kr«)——l. (34)

.— Jjest zbietny

. . v 36 | 21

W mysl tw. 1191 z uwagi, ze szeregz ,L |
k=1

(przy wszelkiem zespolonem 2), wnosimy, ze iloczyn nieskofczony

i (1+ 2

k=1

jest zbieiny: stgd mamy, jak wiadomo:

o 2
lim [1 (1— i',‘E-I%?—J):l;
P00 hep
nieréwnoéé (34) daje wige w jednej chwili:
tim Q=1
p=00
i przeto, wobec (32) i (33), znajdujemy:
. !
=1 (1—5)

skad, w jednej chwili:
) =t 2! .
limnz [1 (1 — ﬁ) ==gin 7z,
p=00 k]
ezyli:
. = 2
sin mz = nz [] (1 — ]ﬁ) (35)

kol

icm

§ 162. Rozwinigcie sin## na iloczyn nieskofiezony. %

Wzér (80) wyprowadzilismy w zalozeniu, e sin =z =E=0: po-
wiadam jednak, e jest on prawdziwy przy wszelkiem zespolonem 2.
W samej rzeczy, jezeli sin mz =0, to, jak dowiedliémy w § 140,
2 musi byé liczbs calkowits, a wowezas jeden z ezynnikéw iloczynu
nieskoficzonego we wzorze (30) jest zerem: wartodel obu stron
wzoru (3D) sa wige wtedy =0 i przeto wzor (8D) jest prawdziwy.
‘Wzér (3D) jest wige prawdziwy przy wshelkiem. zespolonem 2.

Udowodnilimy wiec nastgpujace

Twierdzenie 182, Przy wszelkiem zespolonem 2 funkeja sin mwz
rozwifa si¢ na iloczyn nieskoviczony

3 2
sinnz:—.—nz(l——i—,)(l—-%) (1——%;)

Przyjmijmy we wzorze (30), w szezegllnofei, z==4: otrzy-
mamy, wobec sin g- =1:
T % 1
1=2]] (1 — Z]Ei)’
skad, 'w jednej chwili:
= A = 2. 2%
2 {11 ke —1" [_71(21c— (k4 1)

czyli
n_2.2 4.4 6.6 8.8
271.3'3.56°6.7°7.9"°"
ze Ui 2k — 1, wiec motemy jeszcze napisaé:
laiid 7 R B v pisac:
z_2 2 4 4.6 6 8 (36)
2~ 1°'3°"3'5°'H°17T°1

— jest to wz6r Wallisga (podany w r. 1655).

Wzér (35) jest jak dowiedliémy, prawdziwy przy wazelkiem
zespolonem 2z: mozemy wige W nim zastapié 2 przez iz, o, wobec
wzoru (26) z § 136, daje w jednej chwili:

it R | (1 + i’) (37)
2 ies

kanl

€ .
- nosi nazwe wstawy

pray wazelkiem zespolonem z. (Wyrazenie

hyperbolicznej (sinus hyperbolicus) i bywa oznaczane przez sin hyp z,
albo krécej: sinhz: wzér (37) daje wige rozwinigeie na sinh 7z2).
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§ 163. Wzér (36) mozemy przy wszelkiem zespolonem z
przepisaé w postaci:

sin w2 = J:'zg.: (—’f—':%)—(;—zj—f-), _ (38)
skad, w szczegélnofei, dla z = §:
_rhak—8E+4)
T L 0 @9
Wazory (38) i (39) daja w jednej chwili:
sin 12 =22 ﬁ (k—2) (k+2) (40)

si(b — ) (b 3)
przy wazelkiem zespolonem 2. Zastepujae, we wzorze (40) 2 przez
4 — 2, otrzymujemy, -pray wszelkiem zespolonem 2:

- o fj E—3+2¢k+4—2)
qosnz—-,?(ﬂ——‘).gl (k—-:)v(lc—{-*) =

—(1—22) ﬁ'(l—i—gil)(l “2k2j-1)

ko=l

ezyli .
CO8 7tz =(1-——2z) . [(1 —{—-21—2)(1——%3” . [(1 +%)(1 ———255)],

co, z uwagi, #e przy wezelkiem danem zespolonem 2z mamy

h'm(]--— 22 )——-1 isaé moz i
g 3k +1 == 1, napisa¢ mozemy w postaci:

LI

| (122, 22\, 22\, , 24\(,  2a\(, , 22\
009”2-—(1 1 )(l—i—T)( —-8—)(1-*—”5')(1“—-‘6—')(1-‘——5—)...’
skad, w jednej chwili:
: = 422
CosS 2 =£(1—~(~2—7‘-—:1—)§) (41)
przy wazelkiem zespolonem 2. Mamy wige

Twierdzenie 183. Przy wszelkiem zespolonem 2 funkeja cos ms
rozwija si¢ na iloceyn nieskonczony :

COBTEZ == ﬁ (1 — (f“‘fﬂ)’) .

Stad, zastepujse z przez iz, otrzymujemy w jednej chwili,
przy wszelkiem zespolonem 2:

icm

§ 13b. Rozwinigcie cosme na iloczyn nieskoiczony. 11

k=]

e"'+e—’"__°°( .
7 =N+ep)
— jest to rozwinigeie dla funkeji coshypma.

Poléimy we. wzorze (41)'2 =14 W mysl wzoru (42) z § 137, mamy

LN . Y
COBT—BHJ ~§'-—- I == B -,
skgd, wobeec wzoru (27) z § 186:
N
cos’ =3
a Ze cos%>0 (gdyi cosae > 0 dla 0<w<%), wige mamy stad:
. e
cos 5=
.
i

Wazér (41) dsje wiee, dla & =]
1 )_.w (4k—3) (4 — 1)
)=

11

1 oo
i m—y )= Lis—@—sy
skad: '
= [j(4k—2)(dk—2)
V3= ﬂ:(&k —3) (4 —1)
czyli

yﬁ_z.z 6.6 10.10 1414
—13°'5.7 911 '1836"""

—-_jest to wzér, podany przez Euler'a w r. 17481).
Poléimy teraz we wzorze (41) £=1}. Mamy

. . T

cos %= sin (—’;— — —g-) =sin 3 =2sm—6-cos—g—,

skad, dzielge przez cos% >0:
1=2sin %5

o sin = s con > 0):
co daje sin = oraz (wobec cos 3 > 0):

cos% = \/1 — sin’% = \/1 — (é-)’ = _Vz_x—i

Wazér (41) daje wige, dla 2=1:

V3 il 1 _) _ fek—4&(6k—2)
=\ @ =3) T wmil6k—8)(6k—3)’

1) Co do uogdlnienia tego wzorn zob. Biuletyn Akademji Krakowskiej,
. 1906, p. 1068—1057.
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czyli

V324 810 1415 0

2 33°99°15.15°21.91°""

— jest to wzér, podany przez Sterna w r. 18601).

§ 164. Powréémy teraz do wzoru (3b). Szeregzv%;I jest
k=1
zbiezny bezwzglednie: mozemy wige wzgledem iloczynu (3b) zasto-
sowaé wynik, otrzymany w § 97 dla iloczynéw typu [1(1 4~ a,2).
W ten sposéb otrzymujemy ' przy wezelkiem zespolonem 2z rozwi-
nigeie na szereg potegowy (wedlug parzystych poteg 2):

n(l————)__-l—l-Alz”—}—A,z"—]—Aze—{— (42)

1151

vl 1 1,
== Yo b= h=—prs it d, @9

kml [CY)) (ky 1, m)

gdzie

przyczem S tfg,q,,., 0zDACZA Sume, rozciggnigty na wezystkie ukla-

(0ty otgy ver )

dy n wekatnikéw rosngeych @y, @,... @,.
Wobee wzorn (22) z § 136, wzoru (3D) oraz (42), znajdujemy
w jednej chwili: ‘

mz wld | abes
—1—1‘—*—3—1- '—5—!-'-— ..=nz+A1nz3+A,nz°+...
przy wezelkiem zespolonem 2, skgd (w mysl wniosku z tw. 164):

Ai=—""1i¢ a

Fi3d Jrd
di=—g 4 71

31 “* T By

Mamy wige, wobec (43):

11 n* 1 =
= Spaa—mitd @4
kel (k, 1) Ky 3y m)

) Co do uogdlnienia tegd wzqru na inne pierwiastki kwadratowe, zob.
Sprawozd. Tow. Nauk. Warsz. r. 1908, p. 136—140,

icm

§ 154, Wzory Eulera na liczbg #* 79

Pierwszy z tych wzoréw daje:

ottt )

n‘__l

— jest to wzér Eulera.
Dalej, mamy, jak latwo widzieé:

2 v 1
.2wn(27)i2w
Xy =1
i przeto drugi ze wzoréw (44) daje, wobec (45):
e (ny: gl
25r=(5) — 2w

skad:

oo

1
21'1:‘“'90’

co daje wzér X
L4 1,1 1 1
- ntatstat
réwniez znaleziony przez Eulera.
Ze wzoru (45), wobec oczywwteJ réwnosel

42‘(27»-—-1)' Z‘n' 2(211)’ 421&’-’

nwl

unajdujemy w jednej chwﬂl.

oo
So5=%
- (@n—1)" 87
co daje wzér Eulera:
b2 1, 1,1 1 ,
g=ntstmtat -
Szereg (45) jest, jak latvéo widzied, wolno zbiesny 9): opierajge sig na
toZsamodei »
1 (i L yp(i_ 1) 3__3_
wa1p \n n-{-l) (na (nf-1)3 n (mt1p
1) Moznaby dowieé, Ze na to iZby z szeregu (46) otrzymaé liczbe #?
z dokladnoécia do %ﬂ-taj. nalezaloby obliczyé sume 6n pierwszych jego skiadni-

kéw: wiec np. cheac otrzymaé #* z czterema tylko znakami dziesietnemi, na-
lezaloby wyliczyé sume szesédziesigeiu tysigcy skladnikéws
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mozna jednak z szeregu (46) w jednej chwili otrzymaé wzér

o 1
E g =10—-—-2-[-;;—-——(”+IW,,

nexl

gdzie szereg, stojacy po prawej stronie, jest jui znacznie szybciej zbiedny 1.
Wzér ten wekazuje, Ze przyblitong wartokcig liczby #? jest liczba 10, zatem
przyblizong wartoscis liczby = — liczba Ji0, ktérs Hindusi uwazali w swoim
czasie za dokladng wartosé liczby =3).

§ 1656. Wzér Stirlinga.
W § 162 wyprowadziliémy wzér Wallisa na liczbe g, ktéry

mozemy napisaé w formie:

.2 p 2k . 2k
N oy

Lecz, jak latwo widzied:

I“7 2% . 2k _ 2.2.4.4..20.2n 2%} ]
i @k —1)(2kF-1) 1.3.3.5...2n—1).2nF1) (@)% 2n4 1’

wobec czego, oraz z uwagi, ze Zl_r:i 222:5—! =1, wzér (46) daje
w jednej chwili:
4n 4
tim éﬁ%ﬁ !
skad, biorse po obu stronach pierwiastek arytmetyczny drugiego
stopnia, otrzymujemy natychmiast:
ol

AT (47

1) Uwzgledniajge tylko pierwsze pigé jege skladnikéw otrzymalibyémy »*
z dokladnofcig czterech znakéw dziesigtnych.
%) Z innych wzordw przybliZonych tego rodzaju na liczbe ® zauwazymy

wzér 7 = 2+ V3| z bledem < L .
200
Zsuwazymy jeszeze wzdr przyblizony = =l/2’ + (3 —_ i/%)l, ‘z blg-

8
dem < 1o nadajgey sig do latwej konstrukeji geometrycznej (Rektyfikacja
Kochanskiego z r. 1685).

icm

§ 165. Wzér Stirlinga. 81

Polézmy :

n!

=t (=123, 48)
bedziemy mieli, jak to sprawdzimy po latwych redukcjach:
uy  2(nl)t

e @n)lfmn’ :
skgd, w mysl (47):
2
lim X —1. (49)

7 drugiej strony mamy wobec (48), jak latwo widzieé :

u, 1y
e ( 1+ ;;J (50)
Poléimy
1+ 7-:5
a=—"7 (n=1,2,8,..0 (61)
n- 0}
mamy, przy naturalnem n:

(s a4 2] =g < 4w

zatem, wobee (51), przy naturalnem n:

1 1 1
Pl Bl 52
& > n 2n‘+2n" (02)

:skad, tembardziej:

i przeto ) ; .
sa>on(l—5) =gzt (63)
-Oraz 1
1 1 111 "
F4> gl m) > ®9

zatem (wobec a,>0 oraz w my$él wzoru (14) =z § 133), z uwagi
na (52), (53) i (b4): .

a, 4, ai 1,1 1 1
e‘->1+ﬂ+'2'§+§§>1+;;+5;."‘8”¢>1+,,'

W. Sierpifiski: Analiza. T. L. Cz. IiL
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Mamy wige przy wszelkiem naturalnem #:
1 ".
1+;1’ <e®,
skad, wobec (51):
l n+]- ;|+l
(1+;) 1 e, (65)

Z drugiej strony, polézmy
1

b, = U (66)
mamy (wobee 0 << b, <1 oraz w mysl wzoru (14) z § 1383):
crrlTaTaTar ®7

Lecz, jak latwo widzieé, przy, naturalnem n mamy, wobec
(56), nieréwnoéé

bt n

bn
I—qita— 5~ aF1

wzor (b7) daje wige, wobec (56):

st
14—
skad
1yH
(1—}- n) >e ©8)
Wobee (50), (55) i (68) mozemy zatem napisaé:

1
", Ha

e<<—=2<e ,dlan=123...,

ul+]
skgd wnosimy, ze przy wazelkiem ¥ =0,1,2,3,...:

1 1
e o
U, wtit n®
el — e <
Unprg

Mamy wige (przy naturalnem n):
' ,
T
e<—1—6~"~+—*~~<e ..-’ dla ¥=0,1,2,...0—1.
Unpits

icm

§ 1656. Wzér Stirlinga. 83

‘ Mnozae te n nieréwnosei stronami, otrzymujemy po latwej
redukeji:

1

e _ M
e<pr<e
skad:

X
=

<Le

U™
Una
i przeto, w granicy dla n = oo:

1<

. U
Wobec (49) i (B9) otrzymujemy w jednej chwili, stdsuje‘c tw.
o granicy ilorazu:
lim uT"_ =1,
czyli, wobee (48):
n!

- lim =1. (60)
weoo Y270 . Nte"

Wobec (60) otrsymujemy tez w jednej chwili wzor:
tim [z’kl'gk-. (nlgn—n-+31gn+ 3lg 211)]: 0. (81
R=0O | ko=

Ss to t. zw. wzory Stirlinga. _
Jeseli dla danego ciagu u,, wzrastajacego nieograniczenie wraz
z' n, oraz danej funkeji f(x) zachodzi wzdr
4
lim — =1,
Am00 f (N)
to méwimy, ze f(n) jest wartoscig asymptotycang wyrazenia #,. Dla
wielkich wartodei n liczba f(n) przedstawia wéwezas prazyblizong
wartod¢é wyrazenia u,, W tem znaczeniu, e stosunek w,:f(n) zmie-
rza do jednoéci (gdy = wzrasta nieograniczenie).
Zatem, w mysl wzorn (60), wyrazenie

v21m n*e "

preedstawia wartosé asymplotyceng dla n!

6.
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