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Ze wzoréw (120) wynika, Ze przy wezelkiem calkowitem p:

GG+ . Fo=0F+ 0+

stad, w jednej chwili, dla p==1m (ogélniej, dla p podzielnych przez.

m), z uwagi, ze [F =1:

+8+4+...+ta=m
zaé dla p==1,2,...m—1 (ogélniej, dla p niepodzielnych przez m),
wobec (121): , '
(mtl)p __ Fp ,
c:+€§+---+§:=§’§,__1§‘= §;§
» 1

(gdyz {r=1). Zatem:

Suma p-tych potgg wszysthich pierwiastkéw m-go stopnia z jed-
nodei jest zerem dla p catkowitych niepodzielnych przez m, zaé liczbg
m dla p podzielnych preez m.

— 1
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ROZDZIAYL XVII.

Logarytmy liczb zespolonych. Potega ogdina. Funkcje kolowe
zmiennej zespolonej.

§ 144. Logarytmy liczb zespolonych. Niech z oznacza dang
liczbg zespolong, rézng od zera, » — jej modul, { — amplitude. Po-
staramy sig wyznaczyé wszystkie liczby zespolone {, spelniajace
réwnanie

o =2 ' (1)

Zalétmy w tym celu, e liczha zespolona { == §-} i (gdeie:

& i n sy liezby rzeczywiste) spelnia réwnanie (1). Mamy wige:

et =re, - (2)
Biorae moduly po obu stronach, otrzymujemy:
¢=r, (8)
a poniewaz § jest liczby rzecaywists, zad r> 0, wige wzér (3) daje
E=Ilgr.

Wnoszge (8) do (2) i dzielge obie strony przez » > 0, otrzy—
mujemy, po pomnozeniu przez ¢“:

ef’l"‘)‘ = 1 )

icm
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co, w mysl tw. 173, dowodzi, ze
9 — t == 2k,
gdzie & jest liczbg calkowits.

Dowiedlismy wiec, e jezeli liczba zespolona = §-} %i spel-
nia réwnanie (1), to musi byé

f=lgr, q=t-42%m @
gdzie & jest liczbg calkowity (przyczem r oznacza modul, zaé ¢
— amplitude liczby 2).

Okazemy teraz, ze naodwrdt, kazda liczba zespolona {=£-}-1i,
gdzie & i n sy liczby (rzeczywiste) wyznaczone przez wzory (4),
gpelnia przy wszelkiem calkowitem % réwnanie (1).

Wobeg wzoréw (4) i wlasnodei funkeji wykladniczej, mamy
przy  calkowitem k:

&b = bt = gf o' == gl¥r, I =yt

czyli =2, ¢ b. d. o

Udowodnilismy wige

Twierdzenie 177. Jeleli z oznacza liczbe zespolong rééng od
zera, r — jej modul, t — amplitude, to na to, seby liczba zespolona &
spelniata réwnanie

& =2,
potrzeba i wystarcza, idby bylo
§=Ilgr 4 ti 4 2kmi,
gdzie k jest licebg catlowilq.

Kazds liczhe zespolong §, spelniajacs przy danem zespolo-
nem z réwnanie (1), nazywamy logarytmem naturalnym liczby ze-
spolonej 2. Z dowiedzionego twierdzenia wynika wige, ze

Kaéda liczhba zespolona- rééna od- zera posiada nieskoriczenie
wiele rédnych logarytmow natura{nych‘

§ 145. Kazdy z logarytméw naturalnych liezhy zespolonej z
bedziemy oznaczali symbolem Lgz Symbol Lgz ma wige pray
kazdem danem zespolonem z nieskoriczenie wiele réznych wartosci,
kiéremi sg liezby:

Igr—-ti+42kni (k=0,4+1,+2,...) 6)]

Dla k=0 otrzymujemy tak zwany logarytm gléwny (loga-
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rithme principale — wedlug Cauchy'ego, Hauptwert des Loga-
rithmus — wedlug Weierstrassa): bedzie to wige liczba

lgr—ti
W szczegdlnodei, jezeli liczba 2 jest rzeczywists dodatnig, to
bedzie =0 i logarytmem gléwnym bedzie lgr. Mozemy wige
uwazaé logarytm gléwny za uogélnienie logarytmu rzeczywistego
i oznaczaé go tym samym symbolem lg, co w teorji liczb rzeezy-
wistych. Kladziemy wige dla kazdej réinej od zera liczby zespo-
lonej 2, ktérej modulem jest r, zas amplitudy £:

lgz =lg» -+ ti. (6)

Zatem: Kaszda vééna od zera liczba zespolona z posiada ozna-
czony w zupebnosci logarytm gldwny lgz, ktéry jest liezbs rzeczy-
wisty w razie rzeczywistego, dodatniego z. Latwo widzied, ze loga-
rytmy gléwne liczb rzeczywistych dodatnich ss jedynemi logaryt-
mami naturalnemi rzeczywistemi: wynika to natychmiast z uwagi,
ze (wobee —m <t <m, gdyz ¢ jest amplitudg) wzér (B) tylko dla
t=0, k=0 przedstawia liczbe rzeczywista (albo z uwagi, ze je-
zeli przy rzeczywistem { mamy &8 =z, to 2 jest liczba rzeczywisty
dodatnia).

Obliczmy, w szezegdlnosei, logarytmy gléwne liezb ujemnych.
Dla liczby z == — a, gdzie a > 0, modulem jest a, zad amplituds 7
(§ 141): mamy wige, w mysl (6):

lg(—a)=Ilga - mi
— przy wszelkiem dodatniem a.
W szezegolnodei wige, dla e =1:

lg(—1) =i, (1)
co daje ciekawy wzér: ,
n=8CD)
-1

Obliczymy jeszeze logarytm gléwny liezby ¢. Amplitudg licz-
by i jest, jak wiemy (§ 141) g, za§ modulem 1: mamy wige,
w mysl (6): |

lg"L =

0ol 9

i ®)

icm
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Wobee wzoru (B), wzér (5) na logarytmy naturalne Lgz
liczby # prayjmuje postaé:
lgg 4 2kmi (k=0,4+1,+2,...).
W szezegélnosei wige np., dla z =1, wnosimy, Ze logarytmem
naturalnym jednofei jest (i przytem tylko) kazda liczba

2hmi, (k=0,+1 £2,..)

czyli kazda wielokrotnosd (ealkowita % ) liczby 2mi (skad wy-
nika nai:ychmi&st, %e tw. 173 pozostanie prawdziwem, jezeli w niem
slowa ,liczba rzecaywista® zastapimy przez stowa ,liczba zespolona®).
Co sig tyezy logarytméw naturalnyeh Lgz, to, przy - wazelkich
géspolonych z;-i 2, réznych od zera, zachodzi dla nich wzor

Lg (2 23) = Lgz + Lga, 9)

ktéry nalezy rozumieé w.ten sposéb, ze kazda z wartodci lewej
strony jest jedns z wartofei prawej strony i naodwrét. Innemi
slowy: jezeli dodamy do siebie jakikolwiek logarytm naturalny
liczby 2, oraz jakikolwiék logarytm naturalny liezby 2, to otrzy-
mana w ten sposéb suma bedzie zawsze jednym z logarytméw na-
turalnych liczby 2, z,; jeseli zaé od jakiegokolwiek logarytmu na-
turalnego liczby 2, 2, odejmiemy jakikolwiek logarytm naturalny
liczby 2;, to otraymana’w ten sposéb réinica bedzie jednym z lo-
garytméw naturalnych liezby 2.

W samej rzeczy, niech z, i 2, bedy dwie dane liezby zespo-
lone, rézne od zera, i niech {, oznacza jakikolwiek logarytm natu-
ralny liczby 2,, zaé {, — jakikolwiek logarytm naturalny liczby 2,.
Mamy wige, jak to wynika z definicji logarytmow naturalnych:

=z, =2z,

skad:

ehrth — 2, 24, .

co dowodui, ze liczba §; 4T, jest jednym z logarytméw natural-
nych liezby 2, 2.

Z drugiej strony, niech { oznacza jakikolwiek logarytm na-
turalny liezby 2, 2, §; — jakikolwiek logarytm naturalny liezby 2,:
bedziemy wige mieli:

E=22, =z,
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skad (wobec 2, == 0):
Fh=1z,,

¢o dowodzi, Ze liczba § — I, jest jednym z logarytméw naturalnych
liezby 2,. Kaidy logarytm naturalny liczby 2,2, jest wieec sumg
pewnych dwéch logarytméw naturalnych liczb 2, i 2. Wazér (9)
ndowodniliémy zatem w zupelnogei. '

Podobniez udowodnilibyémy wzér

P
Lg;—i =Lgz, — Lgg,

— proy wszelkich, réénych od zera, liczbach zespolonych 2z, i z,.
Zauwazymy jednak, ze dla logarytméw gléwnych nie zachodza
podobne wzory: mamy np., wobee (7):

lg(— 1)+ lg(— 1) = 274,

Ig[ (— 1) (— 1)) =Ig1 = 0:

logarytng gléwny iloczynu niekoniecznie wige jest sumg logarytméw
gléwnych czynnikéw. Przy wezelkich atoli zespolonyeh 2, i z,
réznych od zera, mozemy napisaé: :

lg(z 2,) =gz, +1g2, (mod. 2mi)

natomiast

oraz
2
lgz—: =lgz —Igz, (mod. 2ni).

[Wzér a=1b (x.nod. m) (gdzie a, b i m mogy byé jakiekolwiek
dane .h.ezby rzeczywiste lub zespolone) zwany w Teorji liczb kon-
gruencja, wyraza, ze przy pewnem calkowitem k zachodzi réwnoéé
a==b4 km].

Moznaby z latwoseis dowiesé, ze mamy zawsze

1g(z, 2,) =lgz, + gz, + 2kmi,

gdzie k=0, jezeli suma amplitud liczb 2 i 2, jest jednoczesnie

>—x oraz $_n, k=1, jeteli suma ta jest < —m, i wreszcie

k=1, jezeli suma ta jest > m.

o Co ksllqatyczy wzoru (9), to zauwazymy jeszcze, Ze nie mozemy
niego, kiadae 2, =z, = 2, wysnuwaé wniosku. % i

iy , Wy u, %e przy wazelkiem

Lg(s") = 2Lge,

§ 146. Potega o wykladniku zespolonym. 45

rozumiejse tg réwnosé w ten sposéh, ie kaida z wartodel lewej
strony jest jedns z wartodci prawej strony i naodwrot. Wprawdzie,
jak latwo widzieé, kazda z wartoSci prawej strony wypisanego Wzorn
jest jedna z wartodei lewej strony, lecz nie naodwrét: np. liezba
lg4 + 2mi =21g2 -} 2mi jest, jak latwo widzieé, jednym z loga-
rytméw naturalnych liczby 4 = 2%, natomiast polowa jej, czyli liczba
1g2 -+ mi, nie jest logarytmem naturalnym liezby 2.

§ 146. Potega o wykladniku zespolonym. Pojecie potegi
(liczb réinych od zera) mamy dotychezas okreslone tylko:

1) w razie podstawy ¢ — dla wazystkich wykladnikéw ze-
spolonyeh;

2) w razie podstawy rzeczywistej dodatniej — dla wazysthkich,
wykladnikéw rzeezywistych;

3) w razie podstawy zespolonej — dla wykladnikéw calko-
wityeh.

Rozszerzymy teraz pojecie potegi, okreflajac je dla jakiejkol-
wiek (réznej od zers) podstawy zespolonej, oraz jakiegokolwiek ze-
spolonego- wykladnika. '

Definicja. Przez symbol

zm’
gdzie z i m sq Jjakickolwiek dwie. dane liczby zespolone, preyezem
2=k 0, rozumiemy liczbe . :

e :
(liczbg te nazywamy niekiedy pot¢yq naturalng o podstawie z i wy-
kladniku (zespolonym) m, co nalezy odrézniaé “od potegli 0 Wy-
kladoiku naturalnym, ktéra, jak to zobaczymy, jest tylko pray-
padkiem szezegéloym potegi naturalnej. Opréez tej ostatniej mozna
rozpatrywaé jeszcze ogélniejsze pojecie potegi, ktérem sie zajmiemy
w § 147). :
' Poniewaz, jak wiemy, z jednej strony, kazda réina od zera
liczba zespolona 2z posiada oznaczony W zupelnodei logarytm
gléwny lgz, z drugiej zaé — kasda potega liczby ¢ o zegpolonym
wykladnikn jest oznaczong W zupelnodei liezbg zespolons, wige
2 definicji naszej wynika, Ze potega 2" jest dla kazdej, réznej od
zera podstawy zespolonej z oraz kazdego wykladnika zespolonego m
okredlona w zupelnodei (przez z i m) liczbg zespolona.

Dla przyjecia jednak postawionej definicji, ktéra ma byé roz-
szerzeniem potegi w praypadkach 1), 2) i 3), nalezy wprzédy
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sprawdzié, czy przyjete przedtem definicje potegi w przypadkach
1), 2) i 8) sy zgodne z obecns definicjs ogélna.
1) Dla z=¢ otrzymujemy, w mysl obecnej definicji potegi:

M s gt 1g c’

co jest prawdziwe, gdyz lge=1.
2) Dla 2> 0 oraz rzeczywistego m otrzymujemy, w mvé)
coecnej definicji potegi:
2™ = emlg.7
co jest prawdziwe, gdyz dla 2> 0 i rzeczywistego m mamy:
emlg: — (glp,‘b)m == ™
3) Dla ealkowitego m obecna definicja potegi daje pray wszel-

kiem zespolonem zf0:,

oM e emlg:’
co jest prawdziwe, gdys (w mysl wzoru (20) z Rozdz. XVI) mamy
dla calkowitych sm: '

€ME" = (gE )" = 2",
Definicja nasza jest wige zgodna z przyjets przedtem definicja
potegi w przypadkach szezegdlnych 1), 2) i 8).
Rozpatrzymy obecnie kilka przypadkéw szczegéloych potegi.
Nieech ‘m oznacza jakakolwiek dans liczbe zespolong: obli-
czymy 17. Mamy, w mysl definicji potegi:
1™ = emlxl’
skad, wobec mlgl =0 oraz ®=1:
1"=1

— przy wszelkiem zespolonem m.
Wobee wzoru (7) wnosimy podobnies, ze

(— 1) =

przy wazelkiem zespolonem m: wige np. dla m = i:
’ 1
(===

ze wzoru za (8) znajdujemy:

g (10)

§ 146. Potega o wykladniku zespolonym. 47

przy wszelkiem zespolonem m: stad w szczegdlnodei, dla m ==

. -7 1
(2 uwagi, Ze e 2=—ﬁ);

= -! -3
Jer
liezba #* jest wiec rzeczywists, dodatnis.
1

Obliezymy teraz potege 2", gdzie z jest dang (rézng od zera)
liczbg zespolons, za§ n — liezbg naturalng.
W my$l definicji potegi, oraz wobec (6), bedzie
1

1 I 1 (gr+u) L3 [ ‘
= Zigs Lagr - 4
2h=e" =e" = Vr e"

skad, w mysl wzorn Eulera [wzér (24) Rozdz. XVI]

1

ot
2h=|r (cos Py -+ isin 'n)' (11)
Wobec wzoru na pierwiastki m-go stopnia (wzér(118) Rozdz. X VI)
1

wnosimy, ze 2™ jest jednym z pierwiastkéw z-go stopnia z liczby 2.
Pierwiastek ten nazywamy pierwiastkiem gldwnym- n-go stopnia
@ liczby 2: jest to, jak latwo widzieé, wogdinienie pierwiastka arytme-
tycznego (ten ostatni otrzymujemy w razie {=0). Przez pierwiastek
gléwny naturalnego stopnia z liczby 0 rozumiemy 0. W ten sposéb
pierwiastek gléwny kazdego danego naturalnego stopnia z kazdej
danej liczby zespolonej bedzie okreflong w zupelnodei liczbg ze-
gpolong,

W szezegdlnodei, dla z=— a, gdzie a >0, n=2, mamy r==ga,
t=gm 1 wzér (11) daje: . Vﬁ-(cos' —;E -} ¢ sin %) =ila Zatem:
pierwiastkiem gléwnym drugiego stopnia z liczby ujemnej — a
jest i Ja.

Wlasnoéci poteg zespolonych.

Twierdzenle 178. Mamy:

2™, o™ m—m o™t (12)
przy wszelkiem zespolonem z=F 0 oraz wseelkich zespolonych my im,.
Dowdd. Mamy, w mysl definicji potegi:

e g — gMiE myfmy — (e +mg) g2
2™ == gmIEY Mo gmlE pmtm gl
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a ze, w mysl wzoru (17) z Rozdz. XVI-go:

e(m|’+m.) 182 = emxlg- . 8“']“',

wige mamy wzér (12), ¢. b. d. o.
Podobniez udowodnilibyémy wzér:

2™ ™™

przy wszelkiem zespolonem 2 == 0 oraz zespolonych m, im,. A wige:
mnodgc potegi o tej samej podstawie, naledy wykladniki dodawad,
deielac — odejmowaé, podobnie jak dla poteg rzeczywistych,

Nie wszystkie jednak wlasnodei poteg rzeczywistych zachodzs
dla poteg zespolonych: nie zachodzi tu np. prawo potegowania po-
tegi. Mamy np.:

(vt =td=1,

natomiast

(—1p =1

Podobniez, mamy
(@ =", za§ iM=¢" [w mysl (10)].
Zauwaiymy, ze liezby
(zﬂl) ”'I, (z"‘l) "“7 z"“ ™
mogs byé wezystkie tray rétne: mamy np., jak o0 ezytelnik obliczy
z latwodeis:

(8811:‘)61:1 o 8——6:cl, (Bﬁm)sm =g I SR oy Pl

Dla potgg zespolonych nie zawsze tez zachodzi wadr

(2 2)" =27 2

np, dla 2, == 2, = — 1, m = 4, mamy, jak latwo widzieé:

[(—1)(— 1)]‘5: 1%= 1, natomiast (— l‘i.(— 1)‘}=z'.i=—-—1.

§. 147. Potgga ogélna. Précz potegi naturalnej, ktéra (dla
kazdej réznaj od zera podstawy zespolonej i kaidego zespolonego
wykladnika) jest okreslong jednoznacznie, mozna tes rozpatrywaé
ogélniejsze pojecie potegi. ‘

Cauchy oznacza, przy danem zespolonem 2=} 0 oraz danem
zespolonem m, symbolem

() (13)

icm
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kazds liczbe
8"'“',

gdzie Lgz oznacza ktérykolwiek z logarytméw naturalnych liezby 2.
Symbol (13) jest wogéle wiclowartoéciowy: oznacza on, miano-
wicie, wobec wzoréw (5) na logarytm naturalny, kaids z liczb

eertutun0 (p—0, + 1,4 2,..) 14)
gdzie r oznacza modul, zaé ¢ — amplitude liczby 2.

Liczby (14) nie zawsze jednak sy wsdystkie rézne: w razie
rzeczywistego, wymiernego m, wéréd liczb (14) skofczona tylko
liczba bedzie réznych. W samej rzeczy, zalézmy, ze m jest liczba
rzeczywisty, wymierns: m=L (gdzie p jest calkowite, ¢ — natu-

ralne) i niech k oznacza dowolns dang liczbe calkowits. Bédziemy
mieli, wobec wlasnoéei funkeji wykladniczej oraz z uwagi, Ze
mq=7p, z=re"
[em(lgr+u+nmt]¢ = 1B P DPT o Pl (re“)': 2
co dowodzi, 36 kazda z liczb (14) jest (w uwazanym przypadku)
pierwiastkiem g-go stopnia z liezby 2"
N .

Kazda z wartodci symbolu ((2))* jest wige jednym =z pier-
wiastkéw g-go stopnia z liczby 2”: uwazany symbol ma wige skon-
czong liczbg réznych wartodei. Moznaby okazaé, ze jeteli ulamekl—qo
jest nieprzywiedlny, o naturalnym mianowniku, to i naodwrét, kazdy

pierwiastek g-go stopnia z liczby 2 jest jedna = wartoéei symbolu ((2))* :
symbol ten ma wige wiedy dokladnie ¢ réznych wartosdei.

Jezeli bowiem liczby p =}_—. 0 i ¢ s3 wzglednie pierwsze, to jak si¢ to do-
wodzi w Teorji liczh, isiniejg liczby calkowite w i v, takie i£

ug+op=1. (15)
Jezeli teraz { jest pierwiastkiem ¢-go stopnis z liczby: ¥, to mamy
=g, (16)

a 2o oczywiscie {= e85, s =018+, wige, wobee (16), mamy elgb—slr =1, co
dowodzi, e liczba qlgl — plge jest jednym z logarytméw naturalnych liezby 1,
gkgd, jak wiemy (§ 14b), wynika, Ze

qlgl— plge = ki, an
W. Sierpisski: Analiza T. I. Cz. Il 4
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gdzie k jest liczbg calkowits. PoléZmy teraz
r=q]‘,r,§——-5374=u7u: (18)
p
bedzie wige, wobec (15) oraz (17):
t=lge42kvmwi, skad er=elErtITi =g
co dowodzi, Ze = jest jednym z logarytméw naturalnych liczby 2; z drugiej za§
strony, wobec (18) bedziemy mieli )
ef T glab-2mumi -
. P
co, z uwagi, % 7 jest jednym z Lgs, dowodzi, Ze { jest jednsa 2 wartodei e ¢

2
czyli jedng:z wartofci symbolu ((#))¢, ¢. b. d. o.
Dla p=20 (z:#:()) symbol {(£))® ma oczywiscie jedne tylko wartosé =1,

Zalézmy teraz, Ze m jest liczba rzeczywists niewymierns: po-
wiadam, ze woéwezas wezystkie liezby (14) sg réine. W samej
rzeczy, z réwnosei

em(lgr+n+2km) — e'n(lg'r+u+9k’ h 1))
wynika
‘ : Tk —

co, w mysl tw. 173, dowodzi, Ze

‘ 2ma(k — k) =2in,

gdzie [ jest liczby calkowits, skad, w razie k= k"
' !

"=F—%

co niemosliwe, skoro m jest liczbs niewymierns. Liczby (14) sa
wige w razie niewymiernego m wszystkie rézne i przeto symbol ((2))"
posiada (przy wszelkiem zespolonem z == 0) nieskoficzenie wicls
réznych wartosei.

W razie rzeczywistego m wezystkie wartosei symbolu ((2))"
posiadaja, jak latwo widzieé; jeden i ten sam modul, mianowicie |-z |"
(gdys wszystkie liezby (14) posiadaja, w razie rzeczywistego m, ten
sam modul e =" =]z |"),

Inaczej ma sig rzecz w razie kiedy liczba m nie jest rzeczy-
wisty: kazda z liczb (14) posiada wéwezas inny modul.

W samej rzeczy, modulem liczby

gla+30 (g + )

icm

§ 148, Funkeje kolowe zmiennej zespolonej. 51:

jest, jak latwo widzieé, liczba
o1& r~bi— M

i przeto, w razie b == 0, réznym wartosciom na k beds odpowiadaty
zawsze réine moduly.

Jezeli wige wykladnik m nie jest liczbs rzeczywists, to sym-
bol ((2)) posiada (przy wszelkiem zespolonem z =}= 0) nieskonezenie
wiele réznych wartosei.

Jako przyklad weimy symbol

(= 1))
poniewaz amplituds liczby — 1 jest m, wige, w danym razie, licz-
bami (14), czyli wartodciami symbolu ((—1)), s4 liczby
COE (b=0,41,42".)

— wazystkie one sa rzeczywiste, dodatnie.
Podobniez znalezlibyémy, ze wartoéciami symbolu

@y
83 liczby

BT (p—0,41,42,..),

zaé wartodciami symbolu

((en™
8g liczby )

— ¥ (b=0,4+1,42,...)
— wazystkie rzeczywiste, ujemne.
Symbol

(n
ma, jak latwo widzieé, tylko jedng warto§é 1, podobnie jak sym-
bol (1)), leez wartodciami symbolu

()Y
(k=0,+1,+2..).

8y liczby

e—nx

§ 148. Funkcje kolowe zmiennej zespolonej. Niech 2 ozna-
cza dang liczbg zespolons. Postaramy sig wyznaezyé wazystkie
liczby zespolone {, spelniajace réwnanie

cosl =z (19)
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W mysél wzora (26) z § 136, mamy przy wszelkiem zespo-
lonem : ‘

SR
cos§=e —;e .

i przeto réwnanie (19) réwnowazne jest réwnaniu

1] —&i
¢ —{;‘e — 2

(20)

Zal6imy, e liczba zespolona { spelnia réwnanie (20): polézmy,
przez skrdcenie ’
M=, (21)
Réwnanie (20) daje, wobec (21), po pomnozZeniu obu stron
przez 2u:
©? - 1 = 22u
skad ’
(u—2)' =22 — 1. (22)
' Réwna.nie' (22) dowodzi, Ze liczba u — 2 jest jednym z pier-
wxastkév\r drugiego stopnia z liczby zespolonej 2* — 1: pierwiast-
kéw ta?klch mamy, .jak wiadomo dwa (§ 63) (w przypadku 2=+ 1
tylko jeden = 0); jezeli pierwiastek gléwny oznaczymy symbolem
V=1, to uwazanémi pierwiastkami beds liézby

+VF—1 oraz -——V;r:_f

(ktére w przypadku 2= 4 1 s3 réwne).
Musi wige byé

u—z=-4)2—1 lb u—z=—faa T,

skad T & .
=z "1, lub ur-—;‘z—-—VzT:i,

czyli, wobe'(21): ‘
F=z4Va? =1, lub ehi=p—}aA—1. (23)

Przy wezelkiem zespolonem z mamy eoczywiscie
V1) — o —1) =2 — (B —1)=1,
co dowodzi, ze przy wezelkiem zespolonem z

2 =T140 (24)

icm

§ 148. Funkeje kolowe zmiennej zespolonej. b3
oraz
— 1
2 — "z’ — = 25
z4-)zt—1 ' (%)

-wzory (23) mozemy przeto przepisaé w postaci:

1

z+|/sz?

=zt —1, lub &=

co daje sig polgezyé w jeden wzér:

=z Jor—1 (26)
(co nalezy rozumieé w ten sposéb, ze wzér (26) jest prawdziwy
przy jednym conajmniej ze znakéw +).
Wobec (24) liezba Ig (2 - J2* —1) ma zawsze oznaczong war-
todé 1 przytem mamy

ARV — o | 27— 1. (27)
Wrzory (26) i (27) daja w jednej chwili:
ei;:—lx(-w';rx) =1,

skad, podnoszac obie strony do potegi o wykladniku + 1 (biorac
znak taki jak przy Gi):
AHECHVER) = 1,

co dowodzi, ze liczba {i F lg(z+4Ve* —1) jest jednym & logaryt-
méw naturalnych jednosei, skad, jak wiemy (§ 145), wynika, Ze przy
pewnem calkowitem k: ‘
ti F lg (e +Ver—1) = 2kmi,
skad, w jednej chwili:
£ = Filgz+ V2 —1) + 2k (28)

Dowiedliémy wige, ze jezeli liczba zespolona [ spelnia réw-
nanie (19), to zachodzi wzér (28) przy jedoym ze znakéw F oraz
pewnej calkowitej wartosei na k.

Okazemy teraz, e wyznaczajse (dla danego zespolonego 2)
liczbe £ ze wzorn (28) przy dowolnym znaku - oraz dowolnej
wartodei calkowitej %, otrzymamy zawszé rozwigzanie réwnania (19).

. Niech wigc z oznacza dang liczbg zespolong; mamy zawsze,
jak dowiedlismy wyzej, pieréwnosé (24) i przeto lg(z-{-"z’——l}
jest oznaczona liczbg zespolons, spelniajacy wzér (27). Wyznaczajac
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liezhg [ ze wzoru (28) (przy ktérymkolwiek ze znakéw F i jakiej-
kolwiek wartosci calkowitej na k) bedziemy mieli:

HIg(+VA=THrn -_t\x(ri-v::i)’
et =g —e
ezyli, wobee 27):
FYEET 1
=z Ve "1, b b L
FheEy, —

co, Wobec (25), mozemy napisaé w postaci:
b=z + l’z”—;—l,
ekad, w kazdym razie

(5 — 2 =2 —1,
oraz

& 1= 2¢6b, .

. . —b
Mnozge obie strony wzorn (29) przez liczbe gg, otrzymujemy :

(29)

T e T 2,

)
&

ezyli (wobee wzoru (26) =z § 136):
cos L =g,

co dowodzi, ze liczba spelnia réwnanie (19).
Udowodniliémy wiee nastgpujace

Twierdzenie 179. Na to, #eby liczba

zespolona § spedniata pray
danem’ zespolonem z réwnanie

cos = g,
Ppotrzeha @ wystarcza, izby liczba ¢ byta jedng =z liceh

Filge+ D+ 2%n k=041, 42,.), (30)

Kazdg z liczb (30) oznaczamy symbolem Arc cosz: symbol
ten posiada wige przy kasdem danem zespolonem 2 nieskoticzenier
wiele réinych wartodei, z ktérych kazda spelnia réwnanie (19),
1 naodwrét: kaide rozwigzanie réwnania (10) jest jedng z wartoei
symholu Are cosz.

Z réwnania (19) wynika, dalej,
ze jezeli (przy danem 2) ktérakolwie
wists, (a wowezas

natychmiast, w myél tw. 179,
k z wartodei (30) jest rzeczy-
» jak latwo widzie¢, wezystkie liczby (30) heds

§ 148. Funkeje kolowe zmiennej zespolonej.” 56

rzeczywiste), to liezba 2 musi byé rzeczxwists‘, bezwzgl%(::nl: c:]::

wigkszg, od jednosci [gdy#, przy rzeczywistem L,~cosl j
eczywists przedsialu (—1, 1)] )

- yZalézmy wige, ze z =1, gdzie -A—I.Smél. et Gk

Dla —1<z<<l liczba x* — 1 jest ujemng l'Prfjr Ge

dowiedlismy w § 146) pierwiastkiem gléwn.ym stopuia _ drugi f]a
liczby »* — 1 bedzie iFl — x%, co pozostaje prawdmw?m 1li

:zv-— j:yl (gdys pierwiastkiem gléwnym naturalnego stopnia z liez

by O jest 0); mamy wiee

et —i=a+ilfT—7, da —1=2=<1, (31
kad, wobee — 1 << # << 1, wynika natychmiast, #e modulem liczby
skad, —1=z=1,

Y28 —1 jest liczba 1. _ .
=t ;:k éo::i?dlilzrzn; w § 141, amplitudg liczby zespolonej

atbizk0 jest

a .
co dla 5<<0;
arc cos Va’a = dla b =0, oraz —are s',_aa’ 5

T i ‘odnej chwili, ze (dla

— tad, w jednej chwili,

d =g, b=}1—28, wrnosimy stad, w je .

klalai : =< 13 amplitudg liczby = + ifT—=* jest arc :508: o

- _VVob_ec (81) i w mysl wzorn (6) na logarytm glowny,

simy wige natychmiast, ze o
Ig(=z+ 7t — 1) = iarccosz, dla —l<=z=1

imuj i == dzie
Wobee (32), wzér (30) przyjmuje Wwige dla z=w, g
— 1<z =<1, posta¢ _
4 arccos z |- 2kn (k=0,+1+2..2

2.
Biorse znak gérny i kladac k=0, otrzymamy a::aic;;é
Uméwimy sig tez w razie jakiegokolwiek zespolonegko 2 ;;aa ki
- 3
Wzoru (3%,); ktdrg otrzymujemy przy .gd?rzzzxa.é:;a g\;:jwm funkcj;
aé przez arccosz i nazwiemy Ja 3 glonag
(Z:ca:zs 2. g(ladziemy wige przy wszelkiem zespolonem 2t

are cosz = — ilg(z + V22— 1), (33)

— bedzie to wige liczba zespolona, okredlona w zupelnoéel przy
lkiem zespolonem z. . i
e Vlﬂzléxr (33) na wartosei Arccosz przyjmie, wobec (88), pos

4
+ arccos z + 2kn (k=0,+1,+2..) (34)
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(Moglibysmy tez, jak latwo widzieé, napisaé przy wszelkiem
zespolonem 2:
Arceosz = F iLg (e 4 Jo*—1),
co nalezy rozumieé w ten sposéb, ze kaida z wartodei lewej strony
jest jedna z wartosei prawej strony i naodwrét).
W szczegélnosei, dla z=0, wnosimy, Ze wartoSciami sym-

bolu Arccos0 sg (wobec arecos0 =g) liczby:
1\ .
(etg)m k=0+1%2..) (35)

innemi slowy, ze dla liezb (35) i tylko dla tych liczb funkeja
cosinus jest zerem. Liczby (3D), jak latwo widzied, przedstawié
moina tez wzorem

1
(k—-é)n, (k=0,+1,+2,..)
~ Weimy teraz pod rozwage réwnanie

sinf =z, (36)
gdzie 2 jest dang liczbg zespolons.

W mydl wzoru (41) z § 137, réwnanie (36) réwnowaine jest
réwnaniu

;zoa (g— L‘) =2,

ktére dowodzi, ze liczba g— { jest jedng z wartodei Arccos z, czyli
jedng z liezb (34). Wuosimy stad, 2e na to, izby licaba { spelniala
réwnanie (36), potrzeba i wystareza, izby { bylo jedns z liczb

g':F arccosz—2k:; (f=0,4+1,+2,...). (37)

W szczegélnodei, dla 2==0, wobec arc cosO:%, wnosimy,
ze na to, izby bylo
sin{ =0,
potrzeba i wystarcza, izhy ¢ byla jedng z liczh

icm

§ 149, Funkeja tg# oraz jej odwrécenie. b7

ezyli, jak latwo widzied, potrzeba i wystareza, itby t bylo calko-
wita, (?<...) wielokrotnoeig liczby .

Kazda z liczb (37) oznaczamy symbolem Aresinz: symbol
ten posiada wige przy kazdem danem zespolonem z nieskoficzenie
wiele réznych wartodei, z ktérych kazda spelnia réwnanie (36)
i naodwrét, Mozemy tez oczywideie napisaé

. n
Arcsinz = 3 Arccosz,

w tem znaczeniu, ze katda z wartodci lewe) strony jest jedng
z wartodci prawej strony oraz naodwrét.

W szezegblunodei, t¢ liezbg, kiérg otrzymujemy ze wzoru 61))
przy goéroym znaku, kladq,c k=0, nazywamy.wart?écw, glévsrna,
symbolu Arcsinz i oznaczamy symbolem arcsinz: jest to wige,
wohec wzoru (66) z § 140, uogdlnienie funkeji arcus sinus, okre-
glonej przedtem w przedziale (—1,1), przyczem mamy przy wazel-
kiem zespolonem z:

. b1
arc sin 2 == —2" -— 8rC CO8.2.

§ 149. Funkcja tg# oraz jej odwrdcenie. Jak_ dowiedlismy

w § 140, liczby (35) s jedynemi liczbami zespoloneml., dla .ktérych

cosinus jest zerem. Dla kazdej wige liczby zespolonej z,.me.quq,-

. . sin 2 .

cej zadng z liczb (35), bedzie cosz =0, i przeto iloraz oz bedzie

oznaczong W zupelnodei (przez 2) liczba zespolong, ktéra bedziemy
oznaczali przez tgz (czytaj tangensz). Funkeja

gin 2

tg e = c082

bedaie wige okreslons w zupelnofci i przytem (jako - iloraz t“unk.cyj
ciaglych) cigglq w calym zhiorze liczb zespolonyeh, =z wyja‘tklex.n
liczb (35), t. j. licab, tworzacych postgp arytmetyezny (nieograni-
czony w obu kierunkach):
bw _8n momdnbm o (38)
"7"’2"»"—'2" 2 999’
Wobec wzoréw (44) i (43) z § 137, mamy:

tg(z + 7) =t§2 (®9)
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— przy wezelkiem zespolonem 2z, nie bedacem zadng z liczb (38).
Funkeja tgz jest wige okresowq, o okresie m.

Zbadamy blizej funkeje tg2 dla zmiennej rzeczywistej. Wobec
okresowoei funkeji tgz, wystarczy ja zbadaé dla jednego - tylko

okresu, np. dla — Z2t <z<< g
Wobece wzoréw (23) z § 136, mamy stale
tg(—2)=—1g2 (40)

wystarczy wige zbadaé blizej funkeje tga tylko.dla OS:&:<Z-2I.

Wewnatrz przedzialu (O, g), jak wiemy (§ 138), funkcja

sinz stale wzrasta, zad funkeja cos2 stale maleje, przytem obie sa
dodatnie: wnosimy stad, ze funkeja tgx = sinx:cosxz stale wzrasta
2

wewnatrz przedzialu (0, n) i jest dodatnig. Wobec (40), wnosimy

stad w jednej chwili, ze wewnatrz przedzialu (———’—;, 0) funkecja

tgz stale wzrasta i jest ujemns. Dla x=0 mamy oczywiscie
tg0=0.
Funkcja tgx jest wigc stale rosmgcq wewnatrz przedzialu

Y

Niech teraz y oznacza dowolng dang liczbe rzeczywists. Udo-

wodnimy, 36 wewnatrz przedziatu (—— g, %) istnieje jedna i tylko
jedna liczha rzeczywista z, spelniajqcé réwnanie

tgr=y. ' (41)

W samej rzeczy, zalézmy, e x jest liczba rzeczywista, spel-
niajacg nieréwnogé

T . T
—3<#<3 (42)

oraz (przy danem rzeczywistem y) réwnanie (41).
Z uwagi, ze [wobec (42)]:

_ sin*x 1 — cos?x

T cosx  costz

tgdx

§ 149, Funkeja tg# oraz jej odwrécenie. 59

wnosimy, w my§l (41), ze
1 —coslz

costx

2
I

skad, w jednej chwili:

'm-—-—_.ni_._.
CO8 M1+y5,

co, z uwagi, e, wobec (42), cosz > 0, daje:

cos & = (43)

1
ity

Rozréznimy, dalej, dwa przypadki: y 29 oraz. y < 0. Jezeli
y =0, to, w myél (41), mamy tgz =0, a Ze, jak wiemy, tgz <0

dla — ’_2” <2< 0, wige [wobec (42)] mamy w uwazanym przypadka

0=<z<3

i przeto wzor (43) daje:
1
o == arc cos —I—-—_*:'_'.y—i.
Jezeli zaé y <<O, to, W myél (41), mamy tgx <O, Ze, jak
wiemy, tgz =0 dla 0 <<z < "_;’ wige [wobec (42)] mamy w uwa-

zanym przypadku
~g<w<Q
ezyli
I<—a< J—; |
i przeto wzér (43), réwnowazny (wobec parzystosei funkeji cos z)

Wzorowl .
cos(— &) = VT—_I—;:’,
daje:

1
_.x=arccos[/—__—_—:—_-..—,

1+
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czyli
1
& == — are CO8 ——-—.
V14

Dowiedliémy wige, . ze jeseli liczba rzeczywista @ lesy wew-

natrz przedziatu (—-— % g) i spelnia (przy danem rzeczywistem )
réwnanie (41), to musi byé

2 ==8rccos 1 dla y=0, oraz x=— == dl 0 44
= — &2 = —3recos — dla ;

lr——-l o ,/—-— << (44)

VA ﬂrugiej strony, niech y oznacza dowolna, dang liczbg rze-

czywists. Bedziemy mieli ocaywiscie 0 < —— V_._.__ =1 i preeto
arc cos V_—.—_ﬁ bedzie oznaczona w zupelnodei liczbg rzeczywists >~0

oraz <§. Wyznaczmy, dalej, liczbe 2 ze waoréw (44): bedziemy
wige mieli
0<z<? dlay>0 oraz——-2<:c<0 dla y <0, (45)

oraz, w kaidym razie

1
& == -4 arc cos -—

=

skad:
COBL == o
I1 +¢/’
oraz
. 2
gin?x==1—ocoslyp— 7
T
zatem
sintz
tgly = = 2
g costz 7

skad, wobec (45), znajdujemy w jednej chwili (z uwagi e tgx=>0
dla OS::;<—2~, zas tgx << 0 dla --<x<0)

gz ==y.

icm

§ 149. Funkcja tgax oraz jej odwrdcenie. 61

Dowiedliémy wige, Ze liczba 2, wyznaczona ze wzoréw (44),
spelnia zawsze nieréwnosd¢ (42) oraz réwnanie (41).

Mozemy wige wypowiedzieé nastgpujace

Twierdzenie 180. Przy wseelkiem rzeceywistem y istnieje wew-

nairz przedzialu ( 5 2) jedna 7 tylko jedna chzba rzeczywzsta x,

spelniajgca réwnanie
tge=y:
Jest o liczba

x ==arc cos——————— dla y =0, oraz x=—arc cos——-—l——— dla y<<O0.
Vit

Vitye

Funkeja tgo jest wige jednoznacznie odwracalng wewngtrz
przedzialu (~—— g, ;) oznaczmy jej funkeje odwrotng przez arctg
(czytaj: arcus tangens): bedziemy wiqc‘ mieli

aretg y = arc cos =— dla y=0 (46)

V—'—:’—-‘"

oraz

aretgy = — arc cos VT—}F? dla y < 0. 47

Wobec ciagloéci fankeji arc cost w przedziale (—1, 1) i uwagi,
== Jest ciggls

- 1
ze przy wazelkiem rzeczywistem y funkcja V—1~—

wegledem y i zawarty w przedziale (0,1), wzory (46) i (47) do-
wodzq, iz arctgy jest funkejs ciggla pray wszelkiem' rzeczywmem Y.

Poniewaz funkeja y = tgz jest wewnatz przedzialu ( 7 g)

stale rosnges, wige funkcja 2 = arctgy, jako jej odwrécenie, réw-
niez bedzie stale rosnges.

Funkcja arctgy jest wiec ciggla i stale rosmaca w calym zbio-
rze liczb rzeczywistych.

W myél tw. 180, oraz Wazoréw (46) i

tg(aretgy) =y,

47) mamy, dalej:

oraz

n Con
—§<arctgy <—2~
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przy wszelkiem rzeczywistem y, przyczem
n
0L arctgy<§ dla y>0, oraz —-;<arctgy <0 dla y<<0, (48)
jakotez
arcig(tgs) =z, dla ——g— <z -;1

Wobec (46) i (47) wnosimy tes natychmiast, e

~ arotg(—y) = —aretgy (49)
przy wszelkiem rzeczywistem y.
Niech teraz y oznacaa dang liczbg dodatnig. Polézmy

z = aretgy;
bedzie wige i
tgw =y, (50)
przyczem, wobec (48) oraz y > 0:
I<a< g,
skad
7 7
liczba

sin (—E )
COB (?___ )
2
bedzie wige miala -oznaczons wartodd, przyt
i em, w 4l
(41) i (42) = § 137, bedzie y praytem, w mysl wzoréw

7 cosx
55— =ie
czyli, wobec (50):
L 1
co, wobee (51), dowodzi, ze

T o 1
F — & ==arctg-.
2 L

icm

§ 160. Zwigzek migdzy funkcjami arctge oraz lgs. 63

Dowiedliémy wige, ze
arctg—!l;—_——g- —aretgy, dla y>0,

skad, wobec (49), wynika natychmiast, ze

arctg1=-—£——arctgy, dla y<O0.
¥ 2
§ 160, Weimy teraz pod rozwage réwnanie _
gl=2z 62)

gdzie z jest dang liczba zespolons. :
Zalétmy, ze liczba zespolona { spelnia réwnanie (52). Wobec
tg{ =sin{ :cos {, réwnanie (52) daje:
ginf =z cos {,
skad, w mysl wzoréw (26) z § 136:
H— ¢ =iz(e5 4 e7H),

skad, mnozac przez e&:

& — 1 =iz(f% 4 1),
co daje:

(1l —iz) =14 iz (563)

Réwnoké (63) dowodzi, ze nie moze byé z=1, ani tez z=—i.
W samej rzeczy, dla z==—i réwnoéé (63) daje O =2, co nie-
motliwe, zaé dla z=i roéwnosé (53) daje 2¢%'=0, co réwniez
niemozliwe. Musi wige byé 2= —i oraz z=f4, skad
1 iz0 oraz 1+izz0, (54)
i przeto wzér (53) daje:
T (66)

T 1—i2’

przyczem prawa strons jest réing od zera.

Wobec (54) liczba lgi _T_ : jest wige oznaczong W zupelnosei
liczhg zespolong, przyczem
o 1=z (56)
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Wzory (55) i (56) dajs, w jednej chwili:

1—is
oLt 1g e
e" ‘g].}.l-.....l’

C 1 e 1—1
eo dowodzi, ze liczba 2§z+lg1—_+_—:§ jest jednym z logarytméw

turalnveh ; . . - .
2;11 1:2:, ;g:l i?dnoécl, skad, jak wiemy, wynika, ze przy pewnem
, 1—iz .
2§Z + lg‘ m=2kﬂ3,

skad, w jednej chwili (po pomnozZeniu obu stron przez — ;)

=igl—i |

Dowiedliémy wige, ze réwnanie (62) jest rozwigzalne wagle-
denll § fy]ko Ztedy, jezeli z==+ i, oraz e wowezas kazda liczba [,
spelniajaea réwnanie (62) musi miet postaé (b
catkowitem £. v 7 pray pownem

Ol_:aiemy teraz, ze przy kazdem danem zespolonem z = + ;
kazda l.m?ba §, wyznaczona ze wzoru (B7) pray dowolnej wartosei
calkowitej na &, spelnia réwnanie (52).

Za'ldir-ny wige, 26 2=t i, i wyznaczmy liczbe { ze wzoru
(57), obierajac na k& dowolng wartodé catkowity. Wobec 2z - i

bedziemy mieli nieréwnoéei (54) i przeto Ig %—1 :—:, a wige tez {,
bedzie oznaczong liczba zespolons. Wobee (57), bedzie
" —oti=1lg i—}:‘:': — 2k,

’ = ST 1 —ie

- zatem | 1+ iz,

e (14 iz)=1— iz
skgd, mnozac przez eb:
(14 i2) = e (1 — 42),
co. daje: ’

& — oM = g (B + e,

8]
Im 8§ 160. Zwigzek miedzy funkejami arctge oraz lgs. 65

czyli [w myél wzoréw (26) z § 136]:
gin { ==zcos{. (58)
Gdyby bylo cosf==0, mielibyémy, wobec (58), réwniez
sin £ =0, co niemozliwe (gdy% cos®{ |- sin?} = 1). Jest wige cos{==0
i wzér (68) daje
sin §
cost ™~
co dowodzi, ze liczba { spelnia réwnanie (52).
Udowodniliémy wige nastgpujace
Twierdzenie 181. Na to, seby liczba zespolona § spelniala
réwnanie
tgl =2,
gdzie z oznacza dang licabg zespolong == + i, potrzeba i wystarcza,
ishy liczba { byla jednq z liceb

i, 1—iz
—2—lg-1—':T_Tz'+ kn (k—-—O,:t ],:t?,-..)- (59)
W razie 2==1i oraz z==—1i réwnanie tgl ==z nie jest spelnione

praez 4adng liczbg 2espolong §.

Kaids z liezb (59) oznaczamy symbolem Arctgz: symbol ten
posiada wige przy kazdem danem zespolonem 2z 4= — 4 nieskon-
czenie wiele réznych wartodei, z ktéryeh kazda spelnia réwnanie
(62) 1 naodwrét.

Zalétmy, w szczegélnosei, ze z = licshie raeczywistej z, 1 wes-

L i, 1—ix
my pod rozwagg wyraienie -é—lg———-—-»—1 T
Przy rzeczywistem z mamy, jak latwo widzieé:

=iz,
1Fiz|
module.m liezby %—:—% jest wige jednosé; oznaczmy przez i
amplitude: w mysl wzoru (6) na logarytm gléwny, bedzie wige
1—iz . .
e = =1
lgl—}-—z’x lgl 4 ti==ti,
skad
i, 1—iz__ 1 60
PR TR (60)
W. Sierphiski: Analiza T. L. Cz. m.
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Lecz lewa strona wzorn (60) jest jedna z liczb (59), dla
z==z, mianowicie ts, ktérs otrzymujemy dla k= 0:] liczba ta
spelnia wige réwnanie tg{ = x; wobec (60), mamy wige

1
tg (-——gt)—_-:x. (61)
Z drugiej strony, skoro ¢ jest amplituds, mamy nieréwnosé
—at<m,
skad
7 1 b
—F=—gi<y.

Liczba —;—t nalezy wige do przedzialu (--g, —;E) i spelnia
réwnanie (61), skad wynika natychmiast, ze

1
~§t—~arctgm.
Jest wige, wobee (60):
z.1 1;_iv—arct xz
TET e %

przy wszelkiem rzeczywistem z.

Dla nierzeczywistych 2 symbol arctgz nie jest jeszeze okre-
slony: polézmy

4 1+ iz
przy wszelkiem zespolonem z == + 4. W ten sposéb funkeja arctgz

bgdzie okreslons przy wazelkiem zespolonem 2= + 4, i wzdr ,9)
ua rozwizania réwnania (52) przyjmie postad:

aretgz—-knw (k=0,41,+2, ...\
Funkcja ctge. Jak dowiedliémy w § 140, liczby
kr (k=0,4+1,42..) (62)

83 jedynemi liczbami ‘zespolonemi, dla ktérych sinus jest zerem,
Dla kazdej wige liczby zespolonej z, nie bedacej zadny z liczh (62),

i
aretge = --lg

Lo . . co82 . .
bedzie sinz==0 i przeto iloraz P bedzie oznaczong w zupelnoci

icm

§ 160. Zwigzek miedsy funkejami arctge orsz lge. 67

(przez 2) liczba zespolona, ktérs oznaczamy przez cigz (czytaj:
kotangens 2). Funkeja

ctg e = — (63)

jest wige okreslons w zupelnodci i przytem ciggly (jako iloraz
funkeyj ciaglych) w zbiorze wszystkich liczb zespolonych, z wy-

jatkiem liezb (62), t. j. calkowitych (%0) wielokrotnofei liczby .

Dla z#’%—z, gdzie & jest liczbg calkowits, beda, jak latwo

widzied, mialy oznaczona wartosé obie funkeje: tgz i ctgz, i pray-
tem bedzie :

=1
ctgz__tgz.

Dia zskkn k=0,+1,+2,..5 W myél wzordw (41) i (42)
z § 137, oraz wobec (63), bedzie

%
sin(‘——z)

2 B 64

ctgz=—-—7;~———j—tg(2 z) (64)
cos(g——z)

— w ten sposéb badanie funkeji etgz 'sproyédza sig do badania
funkeji tge.

Cwiczenia. .
1) Udowodnié, Ze przy wszelkich zespolonych #; i &y réinych od zers,

oraz przy wezelkiem zespolonem mt, mamy wazbr

((51))" ((5:))”' = ((\’1 a:))m ]
ktéry nalety rozumiet w ten sposdb, Ze kaida z wartoficil lewej strony jest
jedng z wartodei prawej strony i naodwrét. o ) )
e 2) Okazaé, Ze katda wartosé symbolu ((g))™™ jest jedng z wartodei sym
bolu ((((£))™))™, lecz niekoniecznie naodwrot.

8) Udowodnié, 2e warunki i
Zn <% (n=1,23,..) oraz ii-rztox-'; 3

ociggajs za sobg wzér
pociags) lim gz, =+,
iy )

zaé warunki -
oraz Um &y = 5
R=00

:L'u>"’2‘_ n=1,23,..)
; 5
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1

pocisgajs za sobg wzlr
Um tgar, = — o,
RwnOS

ROZDZIAL XVIIL

Rozwinigcia funkgyj trygonometrycznych oraz hyperbolicznych
na iloczyny nieskoficzone,

§ 161. Niech n oznacza dang liczbg naturalns, wigkszs od

j?dnoéci. W myél tw. 176. (zastosowanego dla r =1, { =0, m = 2n)
plerwiastkami stopnia 2n-go z jednodei sg liozby ’ ’
L=2% (j=12,...

i ’ (.7 12,... 2m), (1)
6 — w(j—mn) .
y=——, (j=1,2,...2n); @

wszyitk.ie te liczby sa, jak wiemy, rdzne, - |
Liczby (1) sg wige wszystkie réznemi pierwiastkami réwnanis:

& —1= 0,
skad (§ 66) wynika toisamosé
z’?—1=(z—;~§1)(z—g,)...(z—-;',,,). 3y
W mydl (2), mamy 6, =0, 6, =, skad, w mysl (1):
§n=1) ;l-=__l) - (4)
zatem, przy wszelkiem zespolonem z:
=L e—t)=E—1) e+ 1) =2 —1. ®)
Dalej, mamy, w inysl (1) i (2):

== —p w !
c-lv-l e" Lor=c¢ s dla k=1,2’___n__1,' (6)

skxgl [woi:ec wzore (26) z § 136]:
L) =) e )=

Y
=2t —(e* e “)z+1=z’—~2zcosl€§+l, U]
n
dlak::l,2,...n-—-1.

§ 161, Todeamodié dla sin 2. 69

Poniewas zaé oczywidcie
=B —L) - =B = (=) e — B T — L) r— )]

(gdy2 prawa strona réini-sig od lewej tylko porzgdkiem czynnikéw),
wige, wobee (3), (8) i (7), mamy -tosamodé:

»—=1 kﬂ
#—1=(r~— 1] ("'“‘2“08;74‘1),
[
2 ktérej, dla 2 3= 0, duzielse obie strony przez 2, otrzymujemy
w jednej chwili:
1 1A 1 kr
z"-——z;-u(z—;)a(z+;.——2c087). (8)

Wzér (8) zachodzi wige przy wozelkiem naturalnem s >1
oraz wezelkiem zespolonem 2z == 0. Niech teraz u oznsczg dowolng
dany liczbe zespolong: polézmy

E:
r=c" " 9
— beduzie to, jak wiemy, liczba zespolona, rézna od zera.
Wobec (9), mamy:

1 . . .
z"-——;,::e""‘——d"”“=2!8mﬂu,
2
1 . . T 1 o
e —9igin—, z+4—=2co8—
2 2 ”9' + 2 n?

i przeto wazér (8) daje, po podzieleniu obu stron przez 24:
' w1
sin 7w = sin —[] (2 cos ¥ — 2 cos k—’-’) (10)
LY n ”

Waér (28) o § 136 daje, dla 2, =2 =3

v
cos vy == cos? - — gin?
2 2’
v N )
a %e cps’§.=1 — sin* 5, Wige mamy:

cosv=1—2 sin’—;—
przy wezelkiem zespolonem v. Jest wige:
2\ - dla k=1,2,..n—1. (11)

b7 kv (. ‘Iﬁz_“. " u)
2ws-';w20037—4(31n % sin’ 5

2
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