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CZESC TRZECIA.

Funkcje elementarne.
ROZDZIAEL XVI

Funkcja wykladnicza zmiennej zespolonej. Funkcje trygono-
metryczne oraz ich odwrécenie.

§ 133, Niech » oznacza dang liczbg zespolons, zag n — dang
liczbg naturalng. Wezmy pod rozwage wyrazenie

" e
1+3):
Mamy, rozwijajac wedlug dwumianu Newtona (§ 62):
z\" (1) 2
(1+Z)=1+z+22'(k)75' 0

Dla k= 2,3,...n mamy oczywiscie:

(n)i"=n(n~—1);..(n-~k+1)z‘

s %! P

‘ ~ . ©)
=(1—%)(1~%)‘..(1—k;1)§-!.

Lecz, w mydl lemmato z § 93, mamy dla k=2, 3,...a:

12(1*%)(1~%)...(1ek;1)2

21*}._%_..__@:1_&‘1),
n n n 2n
skad
I D) - —
)(1_l)(1_.,_‘_),,_,(1_Li)_1fsk_(k__l_)
n n n . 2n
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i przeto, wobee (2):
|(ny 2t 2 _#leE—1) =]
l(z:)?‘“‘i{z =W o CmE—r

Wobec (1) i (3) mamy wiec, stosujac tw. o module sumy:

§(1+§)"—(1+1—i+§—7+--:+f) =

s " )
S (RERH(Ep =

~on 2 k— 2l
-Szgreg nieskonezony

dla k=2,8,...n. (3)

2‘ :
o]
- (e — 2!

jest, jak to wynika -natychmiast np. z kryterjum d’Alemberta
(§ 76), zbiezny przy wszelkiem dodatniem a: szereg

Z(kl—i|2)l

jest wiee zbiezny: oznaczajac przez A jego sume (bedzie to pewna
liczba (skonczona) nieujemna, zalezna od 2), bedziemy mieli oczy-
wiscie

skad, wobec (4):
[t =TS )=

przy wszelkiem naturalnem z, prazyezem A nie zalezy od n. Nie-
réwnosé ta daje w jednej chwili:

({14 2= (4 f 5+ 45 =0

DO

A.
72

Udowodniliémy wiee wzér (b) przy wszelkiem zespolonem 2.
Wyrazenie

2z, 2! 2"
L3+
Jest oczywiseie n - 1-823 sumg czastkows szeregu nieskoficzonego

2 2 28
I+ p+a+gt+--

§ 134. Obliczanie liczhy e. 3

ktéry jest zbieiny przy wazelkiem zespolonem z: wzér (5) dowodzi
wige, Ze ciag nieskonczony (1 -}-—E) jest zbieiny przy wszelkiem

zespolonem 2, oraz e

i (14 2 )—1+~131+;i:+§;+... G

N=OO

W razie rzeczywistego z lewa strona tego wzoru przedstawia,
jak wiemy [§ 47, wzér (201)] liezbe ¢: mamy wige, pray wszel-
kiem rzeczywistem 2:

z , 22 28
f = 1 —P-IT—+'§?“+'§E'4—-.. (7)
Stad, w szezegélnosei, dla.z == 1

=14 +atat... ®)

§ 134, Wzér (8) pozwals z Iatwoselq obliczaé przyblizons,
wartosé hczby ¢. Mamy oczywidcie, oznaczajac przez s, i 7, sumy
czastkowe 1 reszty szeregu (8):

O<ra—prmtatat +3)'+

1 1
=ﬂn+1+(n+n Tt errerTeEs ] ©
<nl[(n+1)+(n—!—1)’+(H+1)’+'“].—"m
skad:
' 0<e—s< T

oraz

o< 1.

(1+1r+2l+ +) n'n (1.0)

przy wszelkiem naturaloem z.
Wige np. dla n =10, wobec 10!10 = 36288000 > 3.107, wyznaczajsc sume
1 1 1
1+f7+2_'+“'+T67’

otrzymamy liczbg e z dokladnoécig siedmiu znakéw dziesigtnych. Caly rachunek
moZe byé wykonany w kilka minut, przyczem dla ulatwienia kolejnego obli-

1%


pem


5]
4 Rozdziat XV1. -Funkecja wykladnieza zmiennej zespolone). lm

czania ilorazdw E—' nalezy zauwazyé, de jezeli juz mamy obliczons w ulamku

- 1 1
dziesigtnym liczbe m, to dla otrzymania liczby G wyatarczy ulamek dla %
podzielié przez k4 1. W ten sposéb otrzymujemy kolejno:

14 % =32

-21—! =05

?}- = 0,166666667

_417 — 0,041666667

'61“.‘ = 0,008333333

%- —0,001388888

% = 0,000198413

.81_ = 0,0001024802

% = 0,000002766

ﬁi‘ 0,000000276
Stad: 141 4.+ 1p; = 2718281802,

z blgdem < -1%—5 (gdyz’ w kazdym z oémiu ostatnich skladnikéw przy obra-
caniu ich w wlamki dziesigtne popelniamy hlgd < —?Ti—m—), zatem

e = 2,7182818

1
2 bledem < o+ 75 < gy

1
Szereg (B) jest wige szybko zbieiny, znacanie szybeiej niz ciag { 1 + n) '

Ten ostatni jest zhiezny wolno, tak wolno, jak szereg Leibniza (§ 82).
W samej rzeczy, niech # oznacza dowolng dang liczbe naturalng. W my$l

wzoru (7) (dla 2= -1;) znajdujemy w jednej chwili:

1
L 1, 1
>ty tom
skad
1 1 n
e><1+;;+é’1“)

§ 134, Niewymiernoéé liczby e. 5

i przeto:

e (143 )> () - ()= )1l r+.m:r1)]"— 1},

skad, z uwagi, Ze

13\» % _ 1 n n 1
(H'Z) =1+ =2 [1+2n(n_-_|——1—)] =t anr = TimEry

znajdujemy natychmiast:
(1 )

Wiee np., cheac aby wyrazenie ) przedstawialo liczbe e z do-

+l

kladnodeig B-cin znakéw dziesigtnych, musieliby$my obraé s = 100000, i t. p.

Z nieréwnodci (10) mozemy z latwoscia wywnioskowaé, ze
liczba ¢ jest niewymierng (co udowodnilismy na innej drodze
w § 102). W samej rzeczy, zalézmy, ze e jest liczbg wymierns

i niech e=~§ bedzie ulamek nieprzywiedlny o naturalnym mia-
nowniku dla liezby e.

W mysl (10) bedzie, dla n = ¢:

P 1,1 1 1
0<B— (1 kgt gl <

¢'q’
skad, mnozac przez gl:
1 1 1 1
Dy — ool Bl il
0<lg—p—g (14 g+g+-+ )<, @D
Lecz
1 1 1
¢ (1 gttty
Jeat oczywiscie liczba calkowity (gdyz dla k=1,2,...¢ skladniki
=(k+1)(k+ 2)...q sa wszystkie calkowite): lewa strona nie-

réwnosei (11) jest wiee liczbg catkowita, dodatnia, a Ze prawa jej
strona jest oczywiscie << 1, wigc otrzymujemy sprzecznosé.

Zalozenie, ze liczbe ¢ jest liczbg wymierng doprowadza wige
do sprzecznosei. Dowiedliémy zatem, e e jest liceba nicwymierng.
(W § 103 dowiedliémy niewymiernoéei wymiernyeh poteg ).
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6 Rozdzial XVI. Funkecja wykladnicza zmiennej zespolonej.

a

Mozna tez z latwofeis udowodnié, ze licsba e nie jest m‘emymiemoéciq
drugiego stopnia, t. j. Ze liczba e nie spelnia Zadnego réwnania drugiego stopnia
o wspblezynnikach calkowitych. Zalézmy, dla dowodu, Ze mamy

aettbe-+tc=0,

gdzie a, b, ¢ sy liezby calkowite, przyezem @ ==0. Réwnanie to daje w jednej
chwili:

ae+tcel=—b’ 12
W mysl (7) i (9) znajdujemy w jednej chwili:
1,1 (— 1) 1
-1 _——— — — S [N,
¢ (1 1!+2! o n! ) <amm 13

Nierownosei (10) i (18) daja w jednej chwili, wobee (12):

| e (g )~ (Mg ) | <L

n.

Prawa strona otfzymanej nieréwnosci jest dla %2> | @ | - | ¢ | mnigjsza
od jednodei, lewa zas jest zawsze calkowity. Mamy wige, dla # > |a || ¢] stale

—nlb—nla (1+Il!\+'§1_!+'“+ i—«!)—n!c(l ——11—!-|-u..+(~1)"

n!

=0
Jest zatem
—b=a(1+%+--.+;1~!) +v(1——11—!+...+(——;?’") dla n>|a|4 b

oraz, tembardziej

—b= 1 1 1 1 — 1) (=1
b=a(l gkt gty o (1 o+ ST + o)

dlan>]al4|d],
skad, w jednej chwili:
ado(—1yH=0, da n>|a|+]b],
co, jak latwo widzieé, pociaga za soba réwnoéei a4 ¢=0 oraz a—c=0,

kidre dajs @ =0, whrew zalozeniu. Dowiedliémy wige, 4o ¢ nie moze byé nie-
wymiernofeig drugiego stopnia.

§ 1835. Dowiedlismy w § 133, se przy wszelkiem rzeczy-
wistem z zdchodzi wzér (7). W razie, kiedy liczba z nie jest rze-
czywists, lewa strona tego wzoru niema jeszcze okreslonego zna-
czenia, gdyz nie uméwiliémy sie dotad, co mamy rozumieé przez
potege o wykladniku nierzeczywistym; praws za§ strona wzoru (1)
ma okreslons wartodé przy wszelkiem zespolonem 2, jako suma
szeregu zbieznego. Otéz, jako definicje symbolu ¢ w razie, kiedy

icm

§ 135. Funkeja e* dla zespolonych 2. 1

liczba 2 nie jest rzeczywists, prazyjmiemy wlasnie wzdr (7): bedzie
wiee przy wszelkiem zespolonem z:

e=14242 424

Wzér (14) dowodzi, ze funkeja f(2) =¢, jako suma szeregu
potegowego bezustannie zbieinego, jest funmkcja catkowitg zmiennej
zespolonej 2 (§ 124): jest to wige funkeja cigglas w calym zbiorze
liezb zespolonych (§ 125), Funkeje f(2) = ¢ nazywamy funkcja
wykladniczg.

Niech teraz 2, i 2, beda dwie.dane liczby zespolone. Bedzie wige

2 2 2
e'l=1—|—ﬁ—|—~2-%+§%—|—

(14)

oraz

R . AN U

przyczem oba szeregi ss oczywidcie zbiezne bezwzglednie. Stad,
stosujge mnozenie Cauchy'ego (§-85), otrzymujemy:

eet=ct+egt+e4....,
gdzie ¢; =1, zaé przy naturalnem n:

A g 4 7 _AT & A
o=l ot mog T Ta=r T T b

(16)

czyli
‘ (16)

_Etal g, p—1,23...

Ont1 ==

(gdyi%.zﬁ—_l—k)—!:,%(m, da k=12, ..0—1).
Jest wiec, wobec (15) i (16), oraz w mysl (14):
| €. g7 == gt
Dowiedliémy wige, ze przy wszelkich zespolonych z,li 2, Za-
chodzi wzér:

et — o, e, (1_7)

podobnie jak dla wykladnikéw rzeczywistych.
Whnosimy stad natychmiast, ze przy wszelkich zespolonych
2y, Z3y.-.%,, MAMY:
' R N
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8 Rozdzial XVI. Funkeja wykltadnicza zmiennej zespolonej.

Stad, w szezegélnosci, kladae 2, =2y =... =2, = 2:
(@)=e, da n=1,23,...
— przy wszelkiem zespolonem 2.
Dla 2, = nz, 2, = — nz, wzér (17) daje, wobec ¢0=1:

(18)

eﬂl . e»—nl= 17
co dowodzi, e ¢*3=0, i daje, wobec (18):
1 1

e—ﬂl ———

e (&) da n=1,23,...

czyli
er=(e)", dla n=1,23,... (19)
(gdyz przy wszelkiem zespolonem u = 0 rozumiemy przez u~"
liebe 22, dla n=1,3,3,..)
Wobee (18) i (19) wnosimy natychmiast, ze
(f=e", dla k=0,+1,4 2,...

~ przy wszelkiem zespolonem 2,

(20)

§ 186. Niech teraz z oznacza dowolng: dang liczbg zespolons.
Zastgpujac we wzorze (14) z przez iz, otrzymujemy w jednej chwili:

“iz | (i2)? | (i2)?
‘ ) , .. 21)
_ 28t 28 N L (
Oznaczmy przy wszelkiem zespolonem 2:
. 22 | gt 28
0052—1—ﬁ+z—f—m+‘...
23 b (22)

. z 27

Slﬂz=ﬁ‘-ﬁ+m'~—ﬂ+...
[ezytaj cdsinus 2, sinusz1)]. Funkeje cosz i sin 2, jako sumy szere-
gé'w potegowych bezustannie zhieznych, beds wige ciagle w calym
zbiorze liczb- zespolonych. Wzory (22) dowodza przytem, ze dla
rzeczywistych 2 wartodei fankeyj cosz i sinz beds rzeczywiste.

) W dawniejszych podrecznikach polskich funkeje te oznaczone 85 przez
dost , wst  (dostamwa, wstawa): obecnie Jjednak, gwoli ujednostajnieniu gna-

kowania matematycznego, symbole cos 2, sin # przyjete sa przez virszystkie na-
rody cywilizowane. -

icm

§ 136. Funkeje cos # oraz sin . 9

W mysl (22) mamy, przy wszelkiem zespolonem z:

cos (— 2)=cos 2z, sin(—2)==—zging,

(23)
co wyrazamy, méwige, ze cos e jest funkejy parzysta, zas sinz —
funkejg nieparzysts, -

Wzory (21) i (22) daja, przy wszelkiem zespolonem z:

¢ = cosz -} isin 2

(24)
— wzér ten nosi nazwe wzoru Eulera. Zastepujage w nim 2

przez — 2, otrzymujemy, wobee (23):

&% == 08 2 — i 8in 2. (26)
Wzory (24) i (25) dajg w jednej chwili:

x> —is x o a—ix

ete sing=2"_27

C08 2 = —5—,

26
= (26)
przy wszelkiem zespolonem 2.
Ze wzoréw (26) otrzymujemy natychmiast, wobee (17):

cos?z - gindz = —i—[(e" FeE— (¢ — ) = e ==,

czyli
cos?z-}sintz=1, 27)
przy wszelkiem zespolonem 2.
Réwnie latwo sprawdzilibyémy dla wszelkich zespolonych 2
oraz 2, réwnosei:
8in (2, + 2;) == sin 2, co8 2, + C€O8 2, 8in 2,
08 (2, + 2;) = €08 2, €08 2y - 8in 2; 8in 24,

(28)

gdzie znaki po obu stronach nalezy wzigé jednoczesnie gérne,. lu-b
jednoczesnie dolne. [Réwnosei (28) dla znakéw dolnyeh w.yn%ka_]at
bezpoérednio z réwnosci dla znakéw gérnyeh, przy zastapieniu z,
przez — z,, wobec (23)]. Dla sprawdzenia np. pierwszej z réw-
nodci (28), obliczamy, w my$l (26) i (17):

sinz, cosz,—}cosz; sinzz=~41—z.((e”*—e”""*) (et 0)(ene (e —e )=

=Zl_ [e'('ri‘a)_ g—"(*x+=s)+ei('x- n)__ e‘;‘(‘x—‘a)_'..e‘(’x“l'ﬂ)_ ~i(agfap) __ e‘(‘*"“)—|—e"("”"*)]———-
)

__:,_21_i [c‘(‘l+'2) —_— g"“(‘l'*"?)] == Sin (2‘1 + 22)‘
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10 Rozdzial XVI. Funkcja wykladnicza zmiennej zespolonej.

Zastgpujse we wzorze (24) 2 przez kz, otrzymujemy, przy
- wszelkiem zespolonem z oraz calkowitem %:

¢ = cos kz-—isin k2,
a Ze z drugiej strony, wobec (20) oraz (24):
e* = (¢")* = (cos 2z -}- i sin 2)*,

wige mamy przy wszelkiem zespolonem z:
(coszf-isin 2 =coskz—tisinke, dla k=0,4+1,+2,... (29)
Jest to t. zw. Wzéf Moivre’a.

Zastgpujac we wzorze (29) z przez — 2, otrzymujemy natych-
miast,” wobec (23):
(cos 2 —-isin 2} = cos k2 —isinkz, dla k=0, + I, +2,... (30)

Zalétmy dalej, e k == liczbie naturalnej n. Dodajac, wrzglednie
odejmujge stronami wzory (29).i (30) i rozwijajac ich lewe strony
wedlug dwumianu Newtona, otrzymujemy w jednej chwili, po
{atwych redukejach (pray wszelkiem zespolonem z, oraz n=— 1,2,8,..):
%

. n .
2) cos™ %z sin%z - ( 4) cos"zgindz — ..

COB Nz = Co8"2 — ( .

‘ (31)
. no n . n -
8In na== 1) 08 2sinlz— 3 cos"zgindz |- 5 cos"zsinfz—..,,

gdzie szeregi po prawej stronie urywaja sie same przez sig, gdyz
n
:(k)=o, dla &> n.
Z szeregn na cos nz, z uwagi, ze, wobec (27):
sin*"z = (1 — cos®%)", dla m=1,2, 3,...,

wnosimy, e cosnz daje sig pray wszelkiem naturalnem # przed-
stawié jako wielomian catkowity stopnia <<n wagledem cosz. Po-
dobniez wnioskujemy, e, w razie nieparzystego », sin nz daje sig
przedstawié jako wielomian calkowity wzgledem sin 2.
Oto kilka ciekawszych praypadkéw szezegélnych wzoréw (81):
cos 2z == cos’z — sin%, '
o8 22 =2 cos z sin 2,
€08 3z = cos% — 3 cos 2 sin%z = cos’s — 3 cos 2 (I — costz) =
=4 cos®% — 3 cos 2, '
sin 32 = 3 cos?z sin 2 — sin’s — 3 (L — sin%) sin 2 — sind% =
= 3 sin 2 — 4 sin’z.

icm

~§ 187. Licrba =. 11

] < : .‘ ]
Ze wzorn Moivre'a moZna tei otrzymaé wzory, pozwalajgce wyrazaé

" og"™ przez cos 2, -cos 2, ... cos ne. Poléimy w tym celu, przez skrécenie:

cos e ~18in2 = %, } (32)
) cosz —isine =1v;
bedzie oczywiscie, w m‘yélﬂ @7): .
uv = cose +sine =1, (33)
Mamy dalej

(v = we + (’1‘) wtv 4 (’;) wv. '(::)v- |

(v =04 (’D yn—1 ‘u +(’;) w4 (:)u' -

‘oraz

skgd, dodajse stronami i dzielge prazez 2z uwagi ze, wobec (33):

| wn—k gk gk gt o (B =B ik gt =gtk g2

otrzymujemy : L h L e \ ur—t - on ¢
(u+v"=“-gv+(’1‘)u -!2-0 +(;)“_ 3 +...4

+ (:) L o o 34)

Lecz, wobee (82) i w myé] (29), mamy przy catkowitem k:
u* 4~ v* =2 cos k#;

wzér (34) daje wige, w jednej chwili:
" (" — -+ ™ cos (n—2n)e
Brcos"e = cos ne-|- ( 1) cos(n—2)s -+ ( g ) cos m—4)e+. .. 4| " 8

a %o, w my#l (23), cos(— k&) =coske (za§, wohec (22), cosO=‘ 1), w:qc osta-
tecznie wzér ten pozwala przedstawié cos"z w postaci wielomianu linjowego
o wymiernych wepdlezynnikach wzgledem cos2, cosBe, cos.ﬁﬂ,:.., cosnE
w razie nieparzystego n, oraz wzgledem cos 28, cos 4z, cos 6',.:., coSNE -
"W razie parzystego #; oduoine wzory moinaby z latwosciy wypisaé wyrafnie,
o pozostawiamy czytelnikowi. ‘ v

" Podobnie?, zastgpujge we wzorze (34) v przez — v, moinal')y otrzymaé
wzory dla sin"e, ktérych wywdd oraz blitsza dyskusje pozostawiamy czytel-
nikowi.

§ 137. Zajmiemy si¢ teraz blizej funkcjami cos i si.n_ z dla
rzeciywistych wartoéei zmiennej. Okazemy przedewszystkiem, ze
funkcja sin = jest stale dodatnia dla 0 <z =<2. Mamy, w mysl (22):

sinz=%(1_21_;)+g§(1_g%)+§;(1_i§'l_l)+...
dn-3 2
"'+<4:-=3)1(1“(4n~2§c(4r»-1))+"'
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12 Rozdzial XVI. Funkeja wykladnicza zmiennej ~zespolonej.

Dla 0 <2 =<2 mamy oczywifcie przy naturalnem n

$h-‘ x! wﬂ

<

=~ G w53

skad wnosimy, ze wsaystkie skladniki wypisanego na sin & szeregu
85 dodatnie i przeto -

sing>0, da 0<a<2 (85)

22
_<..-2-E <1,

Niech teraz x, oraz a, > &, bedy dwie dane liczby, nalezgce
do przedziatu (0, 2), i polozmy Xy — &y =
dodatnia. W mysl (28) i ‘wobec @y == %y + hy motemy napisad:

eos:q:cos (x,—f—g——;-) =co8 (m,-—f— ]) cos——+sm (xl—}— )sm b -

vk h
COBZ, ==C08 (xl+§+§) =08 (x1+~2—) cos~2}—z--sin (a:,—{— 2) sin b

skad w jednej chwili:

CO8 &; — €08 &, == 2 sin (a:, -+ éﬁ) sin E (38).

2

Lecz, wobee 0 << T <X =2 z=ug hy oraz 0 << b << 2,

mamy;
0<w1<“’1+ <:L‘2 2, 0<%S17
zatem
h h
O<x,+-§, oraz 0<§»<2,
skad, w mysl (35):
sin(a: +£)>0 oraz si k 0
1 2 1 10 'g' > b
1 przeto, wobec (36):
Co8 &; — cos 24 > 0,
Dowiedliémy wige, ze
Cosz, >coszy, dla 0<g, <7y =<2,

co dowodzi, se w. przedziale (0, 2) funkeja cos z stale maleje
W myél (22) mamy ocaywikcie

-

cos 0= 1;
obliczymy teraz znak liezby cos 2,

icm

==h: bedzie to wige liczba.

27

§ 187, Licsba ».’ , 13

.Wobec (22) mbiemy napisaé-
l xB mi
2!‘*’4» 6!( 7‘8)“
a:h—f-!

~@rm (- (4n+~3)'.(4"+ 5)~
Lecz przy naturalnem s mamy oe;ywiécie
a3 4
e S o <1
@ F @ FH =18 <k

i przeto wypisany dla cos x szereg daje w jednej chwili:
16
24 3 < 0.

Mamy wige cos 0> 0, cos 2 <0, przytefn w przedzi.ale 0, 2)
funkeja cos z stale maleje i, jak wiemy, jest ciagla. Wnoslmy stad,
wobec tw. 69, ze wewnatrz przedziatu (0, 2) funkeja cosa raz i tylko
‘raz przechodz1 przez zero: istnieje wige jedna i tylko jedna hczba
rzeczywista & spelniajaca warunki

cos £=0, oraz 0<<E<2

Liczbe 2£ oznaczmy symbolem m1): bedzie to wige jedyna

liczha rzeczywista, spelniajgca warunki: -

cosg-z:O oraz 0<m<4 87

cosr=1—

L&
cos2<1—gig=1-

W mysl (27), mamy:

cos? g ~} sin® g =1,

skad, wobec (37):

. A
sin? "5 = 1,

a ze, wobec (30) i (37), sin >0 wige mamy stad:

sin g— =1, (38)

K4

1,1 1 .
—3tg 5 +: .- ) ;
‘w jednym. z péiniejszych rozdzialéw udowodnimy, ze jest to ta sama liczba,
Aktc"m) oznaczamy przez 7 obecnie (§ 1691

1
1) Symbolem 7 oznaczyliémy w § 82 sume 4 (—1—
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Okresowo$¢ funkcyj trygonometrycznych.

W mysl (28) mamy przy wszelkiem zespolonem z:

7 -
o8 z+72— == C08 Z CO8 5 — AiN2 Bl 5,

. L . ] .
8in (z “+ 5) =sinz cos ~+ cos2 sin 5,
skad, wobec (37) i (38):

cos (24 -’25) — —sing, (39)

gin (Iz -+ —g-) == 08 2 (40).

— przy wazelkiem zespolonem 2.
Wobec (23) mamy stgd, piszac — z zamiast 2:

cos (—JE — ) = gin g, (41)
2
sin (—g— - z) = cos 2. ‘ (42)

Zastepujac we wzorze (39) =z przez z - g—, otrzymujemy,,
wobee (40):
cos (2 + ) == — sin (z -+ g) = — €08 2,
czyli, przy wszelkiem zespolonem z2:
cos (2 + ) = — cos 2. ' (43)
Podobniez, zastgpujac 2 przez z-{—% we wzorze (40), otrzy—
mujemy, wobec (39):
8in (2  7) = cos (z + -”25)::__ sin 2,
czyli, przy wszelkiem zespolonem 2:

sin (2 4 7)) = — sin 2. (44)

Zastgpujge, dalej, we wzorze (43) » przez 2} m i stosujae
raz jeszcze wzér (43), otrzymujemy: .

€08 (2 4 27) = — ¢08 (2 - /) = con 2,

§ 1387. Okresowosd funkeyj trygenometrycznych. 15

czyli, przy wezelkiem zespolonem z:
cas (2 +2m) = cos 2. (45)

Podobuiez ze wzoru (44) otrzymujemy przy wszelkiem zespo-
lonem 2:

sin (2 4 2m) = sin 2. (46)

Wzory (45) i (46) dowodzs, ze funkeje sinz i cosz sy okre-
sowe (perjodyczne) z okresem 27, ezyli, ze dodanie liczby 27z do
zmiennej 2z nie wplywa na wartodé tych. funkeyj. Moina stad
w jednej chwili wywnioskowaé, ze mamy przy wszelkiem eatko-

: =
witem % = 0:
cos (2 4 2km) = cos.z oraz sin (z 4 2km) =sin 2

Z okresowodcei funkeyj cosz i sinz wnosimy natychmiast
o okresowosei funkeji ¢ Mamy mianowicie, w mysl (17), przy
wazelkiem zespolonem z:

) e — g gy 47)
lecz, w mysl (24):
& = cos 27 i sin 2, (48)
zad, w mysl (45) i (46) (dla z=0):
o8 271 -}~ i sin 27t = cos 0 +- i 8in 0,
a ge, wobeo (22): | |

cos 0=1, sin0=0,

wige wzér (48) daje:

M =1 (49)
i przeto wzér (47) daje przy wezelkiem zespolonem z:
et = ¢, (50)

Funkeja ¢ ma wige okres = 2mi. Wnosimy stad natychmiast,
e przy wezelkiem calkowitem % oraz zespolonem 2:

M =g, (61)
Ciekawy zwigzek miedzy liczbami e i # otrzymujemy ze wzoru
Eulera (24), kladge w nim z=n: dostajemy mianowicie:

. -
¢ == cos 1 -} i8in 7,
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a e wobec (43) i (44):
o8 7 - i8in == — cos 0 — i sin 0 == — 1,

wige mamy:
e = — 1, (62)

§ 138. Zbadamy obecnie bieg funkcyj cos x oraz sinx dia
rzeczywistych z.  Wobec okresowodei naszych funkeyj wystarczy
oczywideie zbadaé bieg kazdej z nich dla jednego tylko okresu,
np. dla przedzialu (0, 27).

W przedziale (0, ud

3 ), jak dowiedliémy w poprzednim paragrafie,

funkeja cos z stale maleje od cos 0 ==1 do cos g— =0,

Wobec (23) i (43) mamy stale
€08 & = €08 (— &) = — C08 (T — x); (63)

gdy x wzrasta od xz—g do =, to x — = maleje od g- do 0,

zatem cos (& — x) wzrasta od cos g =0 do cosO=1 1 wreszcie
— co8 (% — z) maleje od 0 do — 1. W mysl (53) wnosimy wige,
Ze gdy x warasta od x =—72E do & =7, to cos z maleje od cos—g-~=0
do cos # = — 1. Dowiedliémy wige, 2e w przedziale (0, ) funkcja
-cos z stale maleje od cos 0 == 1 do cos 7w == — 1. '

Dalej, w myél (48) (dla 2z = z:— n). mamy stale
CO8 & = — Co8 (i — 7); | (64)
Jjezeli teraz & warasta od =7 do r= 27, to z — 7 wzrasta od 0

do m i przeto cos(x — z) maleje od 1 do — 1, za§ — cos (x — m)
wzrasta od — 1 do 1. W mysl (64) wnosimy wige, ze gdy x

wzrasta od zx=m do x=2m, to cosx warasta od cosm=—1
-do cos 2 = 1, przechodzge dla x m%y—z przez zero.. Zbadaliémy

wige bieg .funkcji cosz w calym przedziale (0, 27).
Przejdzmy teraz do funkeji sin z. W myél (39), mamy stale:

. 7
§in & = — eos (1«.{_ é)

icm

§ 139. Wzér Vieta na liczbe 7. 17

co sprowadza badanie biegu funkeji sinz do zbadanego jui biegu
funkeji cosx i doprowadza w jednej chwili do wniosku, e gdy =

L. . m
warasts od 2 =0 do » = tosinz wzrasta od sin 0 == — cos§=0

-do sin -g— = —cosmw==1; dalej, gdy z warasta od :z;:.-.:; doz= :-}23—:,
to sinz maleje od sin —;—_—.: 1 do sin §2§= — cos 275 = — 1, przecho-
3n

dzge dla z =n przez zero; wreszcie, gdy & wazrasta od =5

do z=2n, to sinz wzrasta od sin §’-t=-—1 do sin 27 =58i0 0=0.

2
Bieg funkeyj cosz oraz sinz ilustruje nastepujaca tabliczka:

' 3 3x(3
zmienna | 2==0 0<m<7-f w——-,-’—'| d LxL gy | 0= ﬂ:<a:<~’—z = |27 w2 =2m
2 2) 2 2 212
|
“{bieg| 41 maleje -1 warasta +1
cos @, ‘ ‘
znak dodatni 0 ujemny 0 dodatni
bieg wazrasta -+1 maleje —1 wzrasta
sin z|——| -
znak| O dodatni 0 ujemny 0

§ 139. Wyprowadzimy obecnie dla liczby 7 rozwinigeie na

iloczyn nieskoficzony. '
Niech z oznacza liczhe rzeczywists dodatnia <C 27 Bedzie

wige, przy naturalnem s, 0 <g;<n 1 przeto
sing;>o, dla n=1,2,5,... (55)
W mysl (28) (dla 2; = 2, ==2) mamy przy wszelkiém zespo-

lonem 2:
gin 22 = 2 cos 2 sin 2.

Kladac kolejno 2 == % o g;, otrzymujemy stad:

\W. Sierpitiski: Analiza. T. L Cz. UL #
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sinz 2cosxsinx
AT T gy

. & 2 r . X
sin 5 =2 cos 5 sin 55,
. x 2 x . &
sin 27:1 = COSE;SIH 5,

skgd w jednej chwili, wobec (55):
sin 2 = cos Z cos % 008 2 cos %
5 TCOBZCOBSIC0BG; ... OB T (56}

3
2" gin oo 2 2

przy wszelkiem naturalnem .
Wobee (22) mamy dla z == 0:

sinz 2 '
= 3l + TR TN
skad, wobec bezustannej zbieinoéei (i przeto ciggloei dla z = 0)
szeregu potggowego po prawej stronie, wnosimy, ze dla kazdege
ciggu nieskoniezonego z, liczb zespolonyeh réznych od zera i zmie-
rzajgéych do zera:

8in 2,

lim 222 1, (57)

nmoo’ 2,

Stad, w szezegdlnodei, dla x = 0:

. @
sin oy
fz_i:co —= 1, (57a)
o
skad:
sinz, sin x
lim — =
b 2" sin —2: . z

i wzér (66) daje rozwinigeie na iloozyn nieskoficzony :

sin x x %
- = CO8 - 2 cos 5 CO8 — TR (68)

icm

§ 139. Wzér Vieta na leshe =. 19

W myél (28) mamy
o8 2z == cos 3z — sin?z,
skad, wobec (27):
co8 22 = 2cosfz — 1

oraz

cosdz=— cos 2z (69)

o =

+

DO]

przy wazelkiem zespolonem 2.
W przedziale (0, ) funkeja cosz, jak dowiedliémy, stale ma-

leje, zaé dla liczby g, letacej wewngtrz tego przedzialu, jest zerem:
jest wiec

cosz> 0 dla 0<z<7—2z;

w mysl (69) mamy wige, dla 0<z<g:
cosz=V%+ %cos 2z.

Kladge w tym wzorze kolejno z= ;, gi’ ‘2%, ..., bedziemy
mieli, dla 0 <<z <<=

cos-g=l/1:%:0;,
__l/ +2 _._l/ V +2cosx,
cos =/ 3+ goos B VS VP e
d.

Stad, w mysl (58), dla 0 <z <a=z:

it

dla 0 <2< 2n.

sm:r_ 1, 1§/1 1 l/l ll/l }_ l_j
R V§+§L 3Hgesef 3+ §+2|/2+2°°”---
| .
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icm

2

ViVl Vil

— wzbr, kitéry znalazl juz w r. 1593 Vieta. Ze wzgledu na swy
wolng zbieinosé i zlozony forme czynnikéw, wzdr ten nie jest jed-
dnak dogodnym do obliczania wartodei liczby m.
_ Podamy tu jeszeze jeden wzér na liczbe 7, bedacy w deislym
zwigzku ze wzorem Vieta.

Niech z oznacza, jak wyzej, liczbe spelniajaca nieréwnodé

I<e<<m.

Kladse w tym wzorze z =7, otrzymujemy wobec (37) i (38):

i polézmy
1 5
0 ==y =Dy co8 2,

zad dla n=0,123,...:

a, b, B
Ay == "":12_ y b= Va-+1 b,.

Drogs latwej indukeji woosimy, ze bedzje

1
b, = ——, a,=b, cosin,
2 sin = 2
2-
zatem, wobec (57a):
limb,== 1
w00 x

. , b
i prazeto tez, wobec a,,, = 2“:

. 1
lima,=-.
nwog @

W szezegélnodei, dla x=g, wnosimy stad (wobec (37) i (88))1):
Jedeli podotymy
ag == 0, bo =1

Y Por. K. Kommerell: Archiv der Math. u. Phys. Bd. 25 (1917), p.
296—309. : '

§ 140. Odwrdcenie funkeyj trygonometrycznych. 21

2a$

a.+b,
ba=2Fb Vo, dla n=0,1,2,...,09)

to bedzie

lima, =limb, =

n=00 NM0O

Q10

[Aby stad otrzymad wuér Vietas, wystarczy zauwazyé, ze
wobec b,,, = l'a,,+1 b,, mamy b, = %ﬁ‘b_, skad
1

bu — b. 4G 4 a,

Z‘l".'z;..-r"b:’
1 przeto
2 . g 0 a4y g _ .
”—.Z:f::b.——-b.z:.'z-‘z;....-——ciczﬂg...,
gdzie

_ 142
. %
Cuta =|/ —j; S =V% (gdyi, wobec (¥), mamy gf:f-: —3 b)]

§ 140. Odwrécenie funkcyj trygonometrycznych.

Funkcja cosw, jak dowiedliémy, w przedziale (0,7) stale ma-
leje od cos0=1 do cosm==—1, przytem jest funkejs ciagly
w tym przedziale. Dla kaidej liczby rzeczywistej y w przedziale
(—1, 4 1) istnieje wige jedna i tylko jedna wartodé z, naleiaca do
przedzialu (0, z) i spelniajaca réwnanie

CosZT =y. (60)

Innemi slowy, funkcja cosz posiada oznaczong w zupelnodei
funkeje odwrotng ¢(y), ktéra bedzie okreslong dla —1<<y=<<1
i, jako funkeja odwrotna funkeji ciaglej w przedziale zamknigtym
w mys! tw. 140, sama bedzie ciggls. Funkeje t¢ oznaczamy symbolem

arc cosy

(czytaj: arcus cosinus v). Liczba & = are cofy — przy kaizdem da-
nem rzeczywistem y, nalezgcem do przedzialu (—1,-+1) — jest
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wige jedynem rozwiazaniem réwnania (60), nalezgcem do przedzialu
(0, 7). Mamy wige stale '

cos (arccosy) =y, dla —1<y<|, (61)
za$ z drugiej strony, stale

arceos(cosy) =g, dla 0 <z <am.

Jako funkeja odwrotna funkeji malejacej, arccosy bedzie
sama funkeja malejacs w przedziale (—1, 1) od arecos(—1)=um
do arccosl ==0. Jest wige stale

0<arccosy<m dla —1<y=<1, (62)

b7 T
. przyczem ( wobec cos = =0 oraz arccos = 'Q):

2
nzarccosyzg dla—1 <y =<0, orazg?-_arc cosy =0 dla0=<y<1.

Wedmy teraz pod rozwage, przy danem a, réwnanie
Cosz =aq. (68)

Zbadamy, kiedy jest onc rozwigzalne w liczbach rzeczywi-
stych = oraz postaramy sig w razie rozwigzalnodei wyznaczyé
wazystkie wartoéei na =, ktére je spelniaja.

Wobec (22) funkeje cosz oraz sinz s dla rzeczywistych z
rzeczywiste, oraz, wobec (27): cosdw==1 — sin% <1, skad |cosa|<<1:
réwnanie (63) moze wige byé rozwigzalnem (w liczbach rzeczy wi-
stych) conajwyzej dlaw rzeczywistych, bezwzglednie nie wigkszych
od jednofci. Zalésmy wige, ze liczha a spelnia ten warunek.

W przedziale (0,7%) réwnanie (63) posiada, jak wiemy, jedyne
rozwigzanie, ktére oznaczamy przez arc cos a; z réwnofel cos (—z)
==cosz wynika stad patychmiast, ze w przedziale (—m, 0) réwna-
nie (63) posiada réwniez jedyne rozwigzanie, ktérem jest —arecosa.
W przedziale (— =, 7) réwnanie (63) posiada wige tylko rozwiazania

Z==8arccosa oraz = — arccosa,
ktére w przypadku a=1 beda réwne (réwnajac sie oba zeru).

Wobee okresowosei funkeji cosz [wzér (45)] i;vnosimy stad natych-
miast, 4 W przedziale (2kn — 7, 2kn - m), przy danem calkowitem

icm
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kio, réwnanie (63) posiada i przytem fylko nastgpujsce rozwis-

zania
x==2kn-}-arccosa oraz a:==2lm—5 are cos a. (64)
Stad w jednej chwili otrzymujemy ‘
Twierdzenie 169. Kazda liczba
o ==2km 4 arccosa (k=0,+1,+2,..) ~ (6D)
jest rozwigzaniem réwnania
cosz=—a (gdzie —1<a<s1)
i naodwrot, katde rozwigzanie (rzeczywiste) lego rdwnania daje sig
preedstawié w postaci (65), przy odpowiedniej wartosci calkowitej na k.
(Pierwsza czeéé tego twierdzenia wynika bezpoéredmo- ze
wzoréw (64) na pierwiastki réwnania (63), lesace w przedzml_e
(2km — m, 2k ), druga zaé — z tyech wzoréw, oraz z uwagi,
ze kazda liczba rzeczywista musi nalezeé do pewnego przedzialu
(2kn — m, 2kn -+ 7), przy odpowiedniem calkowitem F). )
Twierdzenie to moZemy jeszeze wypowiedzied jak. nastgpuje:
Dia —1<a =<1, oraz pray rzeczywistem ®, réwnodd)

cosxr=a

jest réwnowaina réwnosci

2 = 2kn 4 arccosa,

gdzie k oznacza liczbg calkowity. . .
Okreglimy teraz dla przedzialu (—1, 4-1) funkej arcsiny

wzorem:

arcsiny:—g—arccosy (—1<=sy=<1) . (66)

Funkeja arcsiny bedzie wige okreélong w zupeln.oéci w ca-
lym przedziale (—1, 1), przytem bedzie w tym przedziale ciagly

- 12 1 -
i stale rosngcg od aresin(—1) = 3 — arecos (—1)= 3 =3
T
do aresinl = ;l—arccos 1 =3
Jest wige stale
—;Sarcsinysg, dla —1<y=t (67)
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Dla —1<y=<1 mamy, w myél (66):

. . . (m
sin (are sin y).= sin (—2— — arccos y),

a e, w mysl (42) oraz (61) (dla — 1 <y =<<1):
Nt
gin (5 — are cos g/) == cos (arc cos y) == y,

wige mamy:
sin(arcsiny) =y, dla —1<<y=<1, (68)

co dowodzi, ze dla —1 <Xy << liczba z = arcsiny jest nalezgcem

do przedzialu (———?, —g-) [wobee (67)] rozwigzaniem réwnania

sinx =y, . (69)

. T =n . . .
a e w przedziale (-— 39 E) funkeja sinz  stale wzrasta, wiec
arceiny jest jedynem, nalezacem do tego przedzialu rozwigzaniem
7

réwnania (69). Innemi slowy: dla —1 <<y <<1 oraz ——g— =z )

réwnosei

sing=y oraz x = arcsiny
sa réwnowazne. Funkcja arceiny jest wige funkeje odwrotng dla
funkeji y —=sinz w _przedziale (-— %, ;)

Niech teraz y oznacza dowolns dang liczbg przedzialu (—1,1)
Wobec (23) oraz (68) bedziemy mieli:

sin (— are sin y) = — sin (are siny) = —y,

a e, w myél (67):

7 . b
—l<
—y = arcsmyS_2,

wige wzér ten dowodzi, ze liczba £== — are siny lezy w przedziale:
. nom . . L

‘(—E, f) 1 spelnia réwnanie sin§— — y- Lecz to ostatnie jest,

. . % 7

jak wiemy, dla — 3 =f< Eréwnowazne réwnoéei = aresin(—y):

mamy wige:
aresin (—y) = — arcsiny, dla — 1 << y=1 (10)

icm
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Niech, dalej, y oznacza dang liezbg przedzialu (0,1); poléimy
2 = arcsin y; (11)

bedzie wige, w mysl (67)

n

< (12)

ol 8

i

ki

skad, jak wiemy:
! cosz = 0; (13)

z drugiej strony, wobec (71) i w my$l (68), bedzie
sineg ==y, (14)
skad, wobec y =0, mamy sinz =0, a ze, jak wiemy, sinz << 0

dla — 2 <z <0, wige wobee (72), wnosimy, e

2
0<es7Z. (15)
Wobec (74) oraz (27), mamy:
cosfzr=1 — y?,
skad, wobec (73):
cosz= )1 —y
i przeto, wobec (7D): :
x = arceos)T— 2
Dowiedliémy wige, wobec (71), ze
aresiny=arccosJ1— 2%, dla 0<y=<1, (76Y
skad, wobec (70), wnosimy natychmiast, ze:
sresiny = — arccosfT — 3, dla —1=<y=<0. (77)

Wezmy teraz pod rozwage réwnanie

sing =— a. (78)

Poniewaz dla rzeczywistyeh x liczba sinz jest rzecz.ywifsta,
bezwzglednie nie wigksza od jednoéei (co wnosimy po_dobmei. jak
wysej dla funkeji cosx), wige dla rozwiazalnodei w liczbach. rze-
czywistych réwnania (78) potrzeba, ithy bylo —1<<a=<1: za-
16imy wiec, ze warunek ten jest spelniony.
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Wobec (41) i (23) mamy stale:
sin == cos ( -z
= 2)
i przeto réwnanie (78) jest réwnowazne réwnaniu

7
cos (& — Q) =a,
ktére znowu, w mysl tw. 169, jest réwnowazne réwnosei
x——g-_: 2km + arc cosa,

gdzie % oznacza liczbg calkowits.

Wnosimy stad, ze wszystkie rozwigzania réwnania (78) za-
warte 83 we wzorze

x=g+2knj: arccosa, (bk==0,+4+1,+2 ..,
ezyli, w mysl (66), we wzorze
n 7 -
=§+2kn + (—é—arcsma) (k=0,+1,+2...), ‘

rozpadajacym si¢ na wzory:
=2k 4 1) » — arc sin q,

oraz (k=0,4+1,+2..)),
2= 2kn 4 arcsin q,

ktére mozemy polgezyé w jeden:
z=kn+ (—1)arcsing (k=0,41,42,...).

Udowodnilidmy wige

Twierdzenle 170. Dla —1 <4 <<1 oraz pray reeceywistem x
réwnodé .

‘ ginz==q
jest réwnowasna réwnosci

#=kn 4 (— 1} arcsin a,

gdzie k oznacza licebe calkowity E 0.
=

icm
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§ 141, Niech teraz a i b bedg dwie dane liczby ﬁeczywiste.
Postaramy sie wyznacayé wszystkie liczhy rzeczywiste x, spelnia-
jace warunki:

—r<r=m,
sz =2a (79)
gin # = b.
W mys4l (27) warunki (79) wymagajs, aby bylo
a -+ ==1; (80)
2al6zmy wige, ze réwnodé ta zachodzi: jest wige
' —1<ae=<1

Réwnanie cos x ==a posiada dla — [ <e¢ =<1, jak wiemy
(§ 140), jedno rozwiszanie == arc cosa w przedziale (0, 7) oraz
jedno rozwiszanie x == — arc cos @ w przedziale (— =, 0): zbadamy
teraz, czy rozwiszania te spelniajg pozostale warunki ukladu (79).

Dla x =arccosa (gdzie — 1 <<a<1) mamy w mysl (62):
0 <2z < m, zatem sinz > 0, oraz, w my$l (27), (61) i-(80):

8inw=y1—cosgm=|/1-——a’-.—_-|b]3

za$ dla #=—are cos a mamy — <<z <0, skad sinz <0, oraz
sin 2 = ——Vl — cos’zz—yln—a’=——|bj.

Widzimy wige, ze w razie b >0 z wartodci 2 =arccosa

oraz & ==— arc cos a tylko pierwsza spelnia réwnanie sinz =1,

288§ w razie b << 0 —tylko druga. Dla b==0 mamy przytem,
w mysl (80): — 1 <Ta<{1 i przeto 0<Carccosa <7, zad
— @ < — are cog a-<_ 0: warunek — 7 < # <= 7 jest tu wige spel-
niony przez kaids z wartodei x == 4 arc cosa.
Ostatecznie wiee, dla b==0 uklad warunkéw (79) posiada
zawsze jedno i tylko jedno rozwigzanie, mianowicie:
z==arccosa, dla b>0,
oraz
x==—arccosa, dla »<TO.

Dla b = 0 musi byé, w my$l (80), a=+ 1. Dlaa=1, 6=0
jedynem rozwigzaniem ukladu warunkéw (79) jest, jak latwo wi-
dzieé, z =10 (gdy%, z jednej strony, cos 0 =1, sin 0 =0, z drugiej
za$, dla réinych od zera z w przedziale (—m, 7) mamy stale
cosz << 1); podobnies, dla a= —1, =10 jedynem rozwiszaniem
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ukladu (79) jest # =n (gdy2, z jednej strony, cos 7w ==1. sin 7w = 0,
z drugiej zaé, wewnatrz przedzialu (— 7, ) mamy stale cos & > — 1).
Dla b=0 uklad warunkéw (79) posiada wige réwnies tylko jedno
rozwigzanie, mianowicie
=20, jezeli a =1
oraz
z=m, jeieli a = — 1,
8 26 dla a=1 mamy arccosa=0, zaé dla 6==-— 1 mamy
arc cos ¢ == 7, wige oba przypadki mozemy objaé wzorem
% == arc cos @.

Zestawiajac otrzymane dla 5= 0 oraz dla b= 0 wyniki, mo-
Zemy wypowiedzied

Twierdzenle 171, Jeteli a i b sq licoby rzecaywiste, dla kid-
rych a4 b3 =1, {0 uklad warunkdw ‘

—a<r=mnm,
cos & == g,
sinx=1>5

posiada zawsze jedno i tylko jedno rozwigzanie, mianowicie:
z=arccosa, dla b=0

oraz . . (81)
g=-—arccosa, dla b<O.

Forma trygonometryczna liczb zespolonych.

Niech 2= yi oznacza dowolns dams liczbe zespolona,
r6zng od zera. Oznaczmy przez ¢ jej modul: bedzie wige

e=VaF >0
Polézmy, dalej
2 .
o =a+bi (82)
bedziemy wige mieli
ampt, b=t 83
Vot + 2 Vo gy (83)

aib bedy wiee dwie oznaczone w zupelnosei (przez liczbe 2) liezby
rzeczywiste, przyczem bedzie

a? |- pr=1,

icm

§ 141. Forma trygonometryczna liczb zespolonych. 29

W mysl tw. 171 istnieje wige jedna tylko liczba 6, spelnia-
jaca warunki: :
—nl0<um,

cos  =a, (84)
sin @ = b.

Liczba 6 jest wige przez liczbe zespolong z wyznaczons w zu-
pelnosei: nazywamy ja amplitudg (lub argumentem) liczby 2. W mysl
wzordw (84) i (83) oraz w myél tw. 171, amplituds liczby zespo-
lonej 2==a 4 y+ jest

x x
e =
W myél (82) oraz (84) mozemy napisaé:

2 == g (cos 0 + isin 6)
— jest to t. uw. forma trygonometryczna liczby zespolonej, ktdrej,
w my$l wzoru Eulera (24), mozemy jeszeze nadaé postaé:

are cos dla y =0, oraz — are cos dla y <<O.

2= ge"‘.

Udowodniliémy wige

Twierdzenie 172. Kaida liczba zespolona z réina od zera daje
sig zawsze, i to w jeden tylko sposéh, predstawié w postaci

2 == g (cos 6 | isin 6) = o¢?

gdzie @ oznacea jej modul, za$ 0 — licebe wigkszg od —m i mie
wigksza od 7 (amplitude). _

Amplituds liczby rzeczywistej dodatniej jest oczywiscie zero
(gdyz dla 2> 0, kladge |2|=¢, mamy z==ge¢"), zaé amplituds
liczby rzeczywistej ujemnej jest liczba = (gdyz, kladse |2|=¢
mamy, dla 2 <0, w mysl (62,: z=— ¢ = g¢™).

Amplituds liezby i jest, jak latwo widzied, —275, gdyz wobec (24):

Z; 44 .. Tt . . : . :
¢! = cos —+ i sin 7 =% za8 |i| =1, i przeto mozemy napisaé

t.. T
t=|1] ¢1'. Podobniez wnosimy, 3 amplitudg liczby —ijest — 5

(gdy2, w mysl (26): 62" = cos g— —isin 12’~.-_— —i b | —i|=1,
skad —i=|—1i| e ). Stad latwy wniosek, e amplituds liezby
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urojonej z == yi (gdzie y jest rzeczywiste) Jest - lub — ~—, zaleznie

od tego, ezy y = 0, ezy tez y < O.
Zbadamy teraz, Jukxe beds wszystkle rozwigzania rzeczywiste
réwnania
=1, (85)
nie ograniczone warunkiem — 7z <<z <m Zalétmy w tym celu,
ze liczba rzeczywista « spelnia réwnanie (85). Polézmy
‘ 1 =
k=——E(§——-§ﬁ) (86)
~— bedzie to pewna liczba calkowita, W mysl (86) (= wwagi, te
u—1 <Eu << u), bedzie

1 =z 1 =
TIT RS ThSya
skad
—n<lex—2kn < m, (87)
Z drugiej strony, w my§l (51), mamy:
e(m—ﬂhn)t — ew(-—!lml P ecl,
zatem, wobec (85):
A (88)

Wezory (87) i (88) dowodazs, ze liczba « — 2kn jest amplituda,
jednosei, skqd wynika, ze » — 2kn =0, czyli:

x=2kxn.
Dowiedliémy wige, e katdy pierwiastek rzeczywisty réwna-
nia (80) jest wielokrotnodcig (2 0) liczby 27 Ale i naodwrét:

przy wazelkiem calkowitem & mamy, w mysl (49):

A = 1,
Stad
Twierdzenie 173. Na to, 3eby liczba reeceywista x spelniala
réuwnanie

e == 1,
potrzeba i wystarcea, idby x bylo liczba formy 2knm, gdzie k jest
liczbg calkowitq (_% 0).
<

icm

§ 142. Wiasnosci charakterystyczne funkeyj cosz i sina. 31

Z dowiedzionego twierdzenia wnosimy natychmiast, ze liczba 27
jest najmniejszem rozwigzaniem dodatniem réwoania ¢*=1, skad
wynika, Ze liccha 7 jest najmnicjszem roswiqeaniem dodatniem révna-
nia ¢ ==1. Liczba n posiada wigc taks prosts definicjp analitycang
i taki prosty zwigzek z liczbg e.

§ 142. Wiasnoéci charakterystyczne funkcyj trygonometrycznych.

Funkeje @) == cos & oraz ¢\&) = sin & spelnisjg, w mysl (28), réwnania:

P@ + y) = p(@)py) — @)y,
oraz ) 189)
Y+ y) = pialply) + piziply),
wyraZajgce t. zw. hvierdeenie dodawania.
Postaramy si¢ obecnie wyznacsyé wezystkie uklady dwdch tunkeyj @(x)
i (), cigglych w zbiorze liezb rzeczywistych i spelniajgcych przy wazelkich
rzeczywistych « i y réwnania (89).
Zaloimy w tym celu, Ze @(x) oraz ¢(a) sy dwie funkeje rzeczywiste,
ciggle w calym zbiorze liczb rzeczywistych i spelniajgce przy wszelkich rzeczy-
wistych i y réwnania (89). Polémy

o@) = p(@) + i (). (90)
Funkeja o(x) bedzie wige posiadala okreilons warto&é (zespolons) przy wezel-
kiem rzeczywistem @, przyczem, wobec (90) i (89), bedzie przy wszelkich rzeczy-
wistyech & i y: ,
oz —+ y) = wizjoly), (91)
skad, w jednej chwili, przy naturalnem m i rzeczywistem «:
wlmaz) = [o(z)]". (92)
W my$l (81) mamy, dla =y =0:
0{0) = [w(0)]2,
co daje w jednej chwili:
©(0) =0, lub «(0)=1. (93)

Gdyby bylo ©(0) =0, mielibyémy, wubec (91) (dla y =0), przy wszel-
kiem rzeczywistem a:
ofz) = olz)u(0) =
czyli, wobec (90}, przy wszelkiem rzeczywistem o:
(@) + ip(x) =
co [wobec rzeczywistofei funkeyj ¢(z) oraz ¥ix)] daje stale

Pl@)=0 oraz Plz)=
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Zalézmy dalej, Ze przynajmniej jedna 'z funkeyj @(x) oraz ¥@) nie jest
stale réwng zeru: musi wige byé w(x) 4=0 i przeto, wobec 98) :

_ o0) =1, (94)
ezyli, wobec {80):
#(0) + ii0) =1,
<o [wobec rzeczywistosci liczb @(0) i ¥(0)] daje
PO =1, (0)=0.

Wobec @{0)==1 oraz wobec cigglosci funkeji p(x), istnieje liczba do-
datnia @ taka, iz w przedziale (0,a) mamy stale @(@) > 0. Oznaczmy przez ¢ i 0
modul i amplitude liczby zespolonej w(x!: hedziemy mieli ¢ > 0, gdyz w(u):{: 0.

Powiadam, ze jezeli

o< r<u (95
i jeZeli amplitudg liczby w(x) jest ¢,.a modulem 7, to amplituda liczhy a)(;)
¢ -
jest g e modulem Vr.
W samej rzeczy, 2alézmy ze liczba @ spelnia nierdwnodei (95) i niech »
it beds modulem i amplitudy liczhy w(z. Mamy wige

w(x) == r(cost - isint),

zamiast x i y) mamy

=[]

3
[m (—?;—)] =r{cost - isint);

z drugiej strony, w myél wzoru Moivrea (29):

cost~isin == (cos «;« -+ isin é—) B

[m(:)J’=r(cos -5 -} £sin w%)’,

¢o dowodzi, Ze przy jednym ze znakéw + mamy

w(§—)= LYz (cos%—{—isin—%)  (96)

“Zaléimy, Ze wzér (96) zachodzi przy dolnym znaku, czyli zZe

m(—zf) =— V?(cos%+isin-:r);

w my$l (90}, mielibysmy wiee

xz

4, 2o wobec (91) (piszac 3

wige jest

mamy zatem:

‘JD(-;i = -—’V'; cos—é (97)

icm

§ 142. Whasnokei charakterystyczne funkeyj trygonometrycznych. 33

Lecz ¥, jnko'amplitnda ‘liezby zespolonej, spelnia nieréwnoéei

—a <t n,
skad o, _
n 124
—a<g=7g (98)
i preeto .
cos—é—g 0:

wzdr (87) dawalby wiec :
® (%) =0
gdy tymezasem z definicji liczby « wynika, wobec (95) i, tembardziej:
0L % <a, it
(5)>»
We wzorze (96) musi wige zachodzié znak gérny, ezyli

@ (%) = VF(cos—;— -+isin —‘3—)'
£

. z ) . - .
skgd wynika natychmiast, Ze modulem liczby ® (—2«) jest Vr, za8 amplitudg 3

[wobec 98, ¢. b. d. o, ‘ ‘
Wynika stgd, dalej, natychmiast, Ze jedeli liczba  spelnia nierdwnodei (95)

. @
i jezeli modulem Hezby o (%) jest r, zaé amplituds #, to modulem Ilczby_w(g‘)
2"
jest Vr, za& amplituds —;—‘ (dla #=1,2, 3,.... W szczegdlnofei wige modulem
2'
a
liczbva(—g;) jest VE; za$ amplitudg B skad:

m(g;) ='}g/;_(c05%+i sin%). (99)

Kladge we wzorze (92) a:=-%, mamy przy naturalnjcn min:

may g._ "
@ (“27) = [“’ 2 ] ;
zatem, wobec (99) i w myél wzoru Moivre'a (29):

m
mo)_ o it i
' w(»é; )—*(’ (coa 2n0+'tsm 2”0),
gkad, wobee (90):

= " % . m
cp(%a):e’“ cosg_ﬂ oraz %V(g,a)'—v:?“ sin 3 6, (100)

przy wazelkich naturelnych m i n.
W, Sierpifiski: Analiza. T. L Cz. IIL
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Niech teraz & oznacza dowolng dang liczbe rzeczywists nieujemns. Kladae
E2x -1
PO

bedziemy mieli, jak latwo widzied:

n=1,23..)

Uy =

lim w, =z, (101)-

N n=og
za$ w my$l (100):
@ (@) == 0% COE U 0, P (Un%) =g npinu,8, (n=1,2,..)),
skad, w granicy dla » ==oc, w my#l (101) oraz wobee cigglogei funkeji ¢ i 9:
P (ro) == 0% cop 20, P (rxa)=g"ginxd. (102)
Udowodniliémy wige wzory (102) przy wezelkiem > 0. W razie 2 <0
bedzie —2 > 0 i przeto, wobec wzoréw dowiedzionych przed chwilg:
¢ (— 2a)=g~*cos (— ab), (— @a)=0"*sin{— x0). (108)
Z drugiej strony, kladac we wzorze (91) @ ==u, y = — u, dostajemy
© (0) = o (W o (— u),
skad, wobec (94):
N
o(—u)
i przeto, wobec (90) i (108) [oraz wobec (23) i (27)]
1
0~ [c08 (— 7 6) -} i gin (— 26)]

o (u) =

e@a)ip(ze) = == g% (cos @6 -}-{ginx ),

skad
¢(xa)=g* cos'f, Y (va)=¢*gsinxb,

. Wzory (102) zachodzg wiee pray wazelkiem rzeczywistem . Zastgpujac

. z .,
w nich 2 przez 1 kladac

1
ot =a
(bedzie to pewna liczba dodatnia, gdyz « >0 oraz ¢ > 0), oraz
[}

—=b

«
(bedzie to pewna liczba rzeczywista), otrzymamy:
¢ (x) = a* cosbe, ¥ (x)=a*sinba. (104)

Udowodnilifmy wiee, Ze jezeli ¢(2) i ¥ (2) sg funkaje ciggfe zmiennej
rzeczywistej, spelniajgce réwnania (89), z ktérych jedna przynajmniej nie jest
stale zerem, to funkejo te muszg byd okreflone przez wzory (104), gdzie @ i b
8y stale rzeczywiste, praytem @& > 0. Gdyby funkcje ¢(z) oraz w(w) byly obie
stale réwne zeru, to bylyby one objete wzorami (104) dla @ = 0. MoZemy wiec
powiedzieé, Ze kaidy uklad funkeji cigglyoh @(#) i v (a), spelniajgeyeh réwna-
nia (89), jest zawarty we wzorach (104) przy pewnej wartoéei nieujemnej statej @
i pewnej wartodei rzeczywistej stalej b.

icm

§ 142. Wlasnodei chamkteryatycin»e funkeyj trygonometrycznyeh. 385

Z drugiej strony zalézmy, e ¢(x) i ¥ (®) sy jakiekolwiek dwie funkeje
zmiennej rzeczywistej, okreflone przes wzory (104), gdzie @ jest liczbg nieujemns,
zaé b liezby rzeczywists (o i b niezaleine od #). Ze wzoréw (104) wyniks, de
funkeje ¢(«) i ¢ (x) sy ciggle (w calym zbiorze liczb rzeczywistyeh), a podsta-
wiajge je do réwnan (89) sprawdzamy = latwoseis, Ze te ostatnie beds spelnione
(przy wezelkich rzeczywistych @.i ). Udowodniliémy wiec nastepujgee

Twierdzenie 174. . Na to seby funkcje ¢(x) orae v () byly wkladem
awdch funkcfi (reecsywistych) ciaglych, spelniajgeych prey wseelkich reecey-
wistych x i y rowmania (89), polreeba ¢ wystarcea isby bylo

¢(@)=a*cos bz, P(@)=oa"sinba, (105)
gdzie a jest stalg niewjemnq, zas b — staly rzeceymistg.
Jezeli teraz do warunku, Ze funkcje ¢(«) i ¥(@) sg eciggle i spelniajg
réwnania (%9), dodamy warunek, Ze przy wszelkiem rzeczywistem a:
e+ [v@ =1,
to, w mys#l (106", bedziemy mieli [wobec (27)] przy wszelkiem rzeczywistem x:
aF =1,
skad, w jednej chwili:
a=1 {106)"
Wobec (105) i (106) znajdujemy w jednej chwili [w my4l (67)]:

limny (—1—) = lim 1 sin (}’-) =b;
R=00 n n=200 n

jezeli wige dodamy jeszcze warunek, iz
, 1
vy 7) =1
to bedzie musiale byé
b=1,
Mozemy wige wypowiedzieé
Twierdzenie 175. Jedynym ukZadem dwdch funkcji (reeceywistych)
cigglych @(x) i ¢ (x), spelniafgcych przy wseelkich rzeceywistych x i y
romnania
Pty =c@el)—v@) vy
pE+y)=v@)eW) + @) vy
[p(@) 4 [¢) =1

orag warunek

. 1

timmy () =1

jest uklad :

¢(x) = cosx, ¢(x)=sinz.

Funkeje ¢ (@) = dost 2, ¢ (@) = wstx (dostawa i wstawa), z ktéremi mamy
do czynienia w trygonometrji, s3, jak wiadomo, cisgle i spelniajs wszystkie
cztery warunki twierdzenia 176: sg one wige odpowiednio identyezne z funkcjami
cosx oraz sin z. Poniewaz, dalej, ludolfina, czyli stosunek obwodu kola do jego

. gw
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frednicy jest, jak wiadomo z trygonometrji, najmniejezym pierwisstkiem dodatnim
réwnania dogt-; =0, wige jest to ta sama liczba, ktdrg oznaczyliémy przez
w § 187,

§ 143. Wzory na pierwiastki naturainego stopnia.

Niech z oznacza dang liczbg zespolona réing od zera, r — jej
modul, # —amplitude. Kazds liczbg zespolong £, spelniajscs przy
danem naturalnem m réwnanie

{m=2z (107)
nazywamy, jak wiadomo, pierwiastkiem m-go stopnia 1z liczby ».
Postaramy sig wyznaczyé wszystkie takie pierwiastki.

Zal6zmy, %o liezba zespolona { spelnia réwnanie (107) i niech
¢ bedzie jej modul, za§ 6 — amplituda. W mysl (107), mamy wige
(o™ =re,

skad, w mysl (18):
et =ret.’ (108)

Wesmy moduly po obu stromach: z uwagi, Ze przy rzeczy-
wistem 2, w mysl wzorn Eulera (24) i wobec (27):

|| =| cos & -+ isin x| = |costz + sintz = I,
otrzymamy:
= (109)
skad, wobee » >0 (gdy% r jest modulem liczby z = 0), oraz wo-
bec ¢ =0:
o=Jr. | (110)
Wnoszge (109) do (108), po podzieleniu obu stron praez
r = 0, dostajemy: '
' e = ¢,
skad, mnozae przez liczbg ¢, wobee (17):
' e — 1, (111)
W myél tw. 173, wzér (111) daje:

MmO —+t =2k

icm

§ 181. Wzory na m-te pierwiastki z liczb zespolonych, 37
ezyli
t-} 2kn
= (112)

gdzie k jest liczhg calk—g;vitq.
Lecz 6, jako amplituda liczby zespolonej, musi spelniaé wa-
runki:

—n< < m;
wobee (112) mamy wige dla liezby % nieréwnosei:
t2knm
—_— < -if;‘—t_— =%,
czyli
m i m 1
T2 m <ty

.ktére, wobec calkowitodci k, sy réwnowazne nieréwnodciom

m t m t m i
E(—E“‘é;;)<"<—E(§—27z)=E("§*z“ﬁ)+m
Musi wige % byé jedng z liczh
m i m i

E(_§—2—ﬂ:)+1’ E("—é—é—y—z)+2,..., E(——E—-%)—}—m,

ktére oznaczmy odpowiednio przez %y, ks, ..., k,.

Dowiedliémy wige, ze jezeli liczba zespolona f, ktérej modu-
lem jest o, zad amplituds 6, jest pierwiastkiem m-go stopnia z liczby
zespolonej z, to [w mysl (110)} ¢ musi byé pierwiastkiem arytme-
tycznym m-go stopnia z modulu » liczby 2, zag 6 [w myél (112)]
musi byé jedng z m wartodei

6="T25% (j_ 15, .m), (113)
gdzie ¢ oznacza amplitude liczby 2, zad
m i ..
'k,=E(—§—§’—‘)+] (G=1,2,...m). (114)
Okazemy teraz, ze wezystkie liczby ‘
-

L=od%=)re » (j=12,...m) (115)

84 régnemi pierwiastkami m-go stopuia z liczby 2.
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W samej rzeczy, liczby (116) sg wezystkie rézne, gdyz, w mysl
(118) i (114), posiadajs rézne amplitudy, zaé w mysl (115), mamy
(wobec catkowitodei liczb %):

Ir=retm = pef =g,
czyli
r=z (dla j=1,2,...m).

Udowodnilismy wige ' '

Twierdzenie 176. Z kaddej, réénej od zera liczhy zespolonej
z==re" (gdzie r oznacza jej modut, za t — aemplitude) istnicje przy
kazdem naturalnem m dokéadnie m réémych pierwiastkdw m-go stopnia.
Pierwiasthami temi sg liczby

gl') Cﬂ;"') §m7
gdzie
§=oé% (=12...m), (116)
preyczem
_ o=/,
zas
t+2n[ (__, 2n)+,J

- G=1,2...m). (117)

m

Webr (117) wyenacza praytem amplztudy pierwiasthéw {;.
Ze z kazdej liczby zespolonej réznej od zera istnieje dokladnie
m roznych pierwiastkéw m-go stopma dowiedliémy juz na innej
drodze w § 66 (tw. 76). Opierajge sig na tem twierdzeniu, a nawet
Jjuz tylko na twierdzeniu, ze sadne réwnanie m-go stopnia.nie moze
posiadaé wigeej niz m réznych pierwiastkéw, moglibyémy z latwo-
dcig dowiedé, e jedeli o == re® gdeie r>>0 i t jest liczba reecaywi-
sta, to wszystkiemi pierwiastkami m-go stopnia z liceby z sa liceby
m iﬂh_:_;‘
L=lre™  (k=01,2,...m—1) (118)
W samej rzeczy, z jednej strony, jak latwo widzie¢, kaida
z liezb (118) spelnia réwnanie (™ =z, z drugiej zaé wazystkie liczby
(118) 54 rézne, gdyz w razie {, = {,, mielibyémy, w mysl (118):

2% P (-BK! 7p '
em = m

§ 143. Wzory na m-te pierwiastki z liczb zespolonych. 39

skgd, w jednej chwili:

2k —k’ )t

e » =1,
zatem, w mysl tw. 173:
2k —k)m = 2,
m
:skqd
kE—Fk =Im,

gdzie I jest liczby calkowits, co, z uwagi, se k — k', jako réznica
liczb ciagu 0,1,...,m — 1, jest bezwzglednie mniejsza od m, daje
1=0 i przeto k= k. Liczby (118) przedstawiajs wige m réznych
pierwiastkéw m-go stopnia z liczby 2, a Ze z liczby tej nie moze
istnieé wigcej niz m pierwiastkéw m-go stopnia, wiec 8a to wazyst-
kie uwazane pierwiastki, c. b. d. 0. We wzorze (118) niekoniecznie
Jednak amplituds liczby zespolonej , jest —+——kf€

W szezegolnodel, dla =1, t =0, wnosimy, ze wszystkiemi
réénemi pierwiastkami m-go stopnia z jednoSci sg liczby

2kqei .
Li=em, (k=0,1,2,...m—1) (119)

czyli liczby

2k | . . 2=
cos—’;t———-l—zsm-;;— (k=0,1,2,...m — 1)

Ze wzoru (119) wynika natychmiast, Ze
Li=0, (k=0,1,2..m—1) (120)
zyli, ze wszystkie pierwiasthi m-go stopnia z jednodci daja si¢ przed-
stawié jako kolejne potegi jednego z tych pierwiastkdw.
Wynika tez stad, ze
Gl da (b=12,...m—1), (121)

t. j. e §,, bedac pierwiastkiem m-go stopnia z jednosei, nie jest
pierwiastkiem zadnego nizszego (naturalnego) stopnia z jednodei:
kazdy taki pierwiastek nazywamy pierwiustkiem pierwotnym m-go
stopnia = jednosci. Moznaby z latwodeis dowiesé, ze z liezb (119)
te i tylko te sa pierwiastkami pierwotnemi m-go stopnia z jednosci,
ktérych wskaznik k jest liczby pierwszg wzgledem m.

W kazdym wige razie dowiedlimy, ze istniejg pierwiasths
pierwotne kaddego naturalnego stopnia z jednodci.
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Ze wzoréw (120) wynika, Ze przy wezelkiem calkowitem p:

GG+ . Fo=0F+ 0+

stad, w jednej chwili, dla p==1m (ogélniej, dla p podzielnych przez.

m), z uwagi, ze [F =1:

+8+4+...+ta=m
zaé dla p==1,2,...m—1 (ogélniej, dla p niepodzielnych przez m),
wobec (121): , '
(mtl)p __ Fp ,
c:+€§+---+§:=§’§,__1§‘= §;§
» 1

(gdyz {r=1). Zatem:

Suma p-tych potgg wszysthich pierwiastkéw m-go stopnia z jed-
nodei jest zerem dla p catkowitych niepodzielnych przez m, zaé liczbg
m dla p podzielnych preez m.

— 1
..._1"'0

R Y

ROZDZIAYL XVII.

Logarytmy liczb zespolonych. Potega ogdina. Funkcje kolowe
zmiennej zespolonej.

§ 144. Logarytmy liczb zespolonych. Niech z oznacza dang
liczbg zespolong, rézng od zera, » — jej modul, { — amplitude. Po-
staramy sig wyznaczyé wszystkie liczby zespolone {, spelniajace
réwnanie

o =2 ' (1)

Zalétmy w tym celu, e liczha zespolona { == §-} i (gdeie:

& i n sy liezby rzeczywiste) spelnia réwnanie (1). Mamy wige:

et =re, - (2)
Biorae moduly po obu stronach, otrzymujemy:
¢=r, (8)
a poniewaz § jest liczby rzecaywists, zad r> 0, wige wzér (3) daje
E=Ilgr.

Wnoszge (8) do (2) i dzielge obie strony przez » > 0, otrzy—
mujemy, po pomnozeniu przez ¢“:

ef’l"‘)‘ = 1 )

icm

§ 146. Logarytm gléwny i jego wlasnobci. 41

co, w mysl tw. 173, dowodzi, ze
9 — t == 2k,
gdzie & jest liczbg calkowits.

Dowiedlismy wiec, e jezeli liczba zespolona = §-} %i spel-
nia réwnanie (1), to musi byé

f=lgr, q=t-42%m @
gdzie & jest liczbg calkowity (przyczem r oznacza modul, zaé ¢
— amplitude liczby 2).

Okazemy teraz, ze naodwrdt, kazda liczba zespolona {=£-}-1i,
gdzie & i n sy liczby (rzeczywiste) wyznaczone przez wzory (4),
gpelnia przy wszelkiem calkowitem % réwnanie (1).

Wobeg wzoréw (4) i wlasnodei funkeji wykladniczej, mamy
przy  calkowitem k:

&b = bt = gf o' == gl¥r, I =yt

czyli =2, ¢ b. d. o

Udowodnilismy wige

Twierdzenie 177. Jeleli z oznacza liczbe zespolong rééng od
zera, r — jej modul, t — amplitude, to na to, seby liczba zespolona &
spelniata réwnanie

& =2,
potrzeba i wystarcza, idby bylo
§=Ilgr 4 ti 4 2kmi,
gdzie k jest licebg catlowilq.

Kazds liczhe zespolong §, spelniajacs przy danem zespolo-
nem z réwnanie (1), nazywamy logarytmem naturalnym liczby ze-
spolonej 2. Z dowiedzionego twierdzenia wynika wige, ze

Kaéda liczhba zespolona- rééna od- zera posiada nieskoriczenie
wiele rédnych logarytmow natura{nych‘

§ 145. Kazdy z logarytméw naturalnych liezhy zespolonej z
bedziemy oznaczali symbolem Lgz Symbol Lgz ma wige pray
kazdem danem zespolonem z nieskoriczenie wiele réznych wartosci,
kiéremi sg liezby:

Igr—-ti+42kni (k=0,4+1,+2,...) 6)]

Dla k=0 otrzymujemy tak zwany logarytm gléwny (loga-
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