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skad, w jednej chwili:

‘
| 2 e Sl

h=1 kel 1

<e dla 2> u,. (68)

Wreszcie, nieréwnosé (49) daje, wobee g > u:

S S,

k=] k=]

<e (59)

Nieréwnosci (56), (58) 1 (59) daja w jeduej chwili:

km]

o i
'Zuk,,,-—s}<4e, da n> o,

co dowodzi, Ze

o

lim 5 Uy == S
n==00

K1
i, wobec (54), daje wzér (50). Udowodnilismy wiec

Twierdzer;ie 150. Jezeli szeregi Eol’cu,‘,u (n==1,2,8,...) sq 2bickne
jednostajnie i jeteli kadda = granic f;.fz“*’" (k==1,2,8,...) istnieje
i jest skonczona, to mamy wedr

lim E,u,”,._ Slzmu“
n=00 nmeQ

k=1

(przyczem obie strony tego wzoru sg skonczone).

ROZDZIAL XIV.

Rozwijanie funkcyj cigglych na szeregi wielomianéw.

§ 118. Zajmiemy sig teraz dowodem twierdeenia Weier-
strass'a, ze kazda funkcja zmiennej rzeczywistej, ciggla w danym
gkoficzonym przedziale, daje sig w tym przedziale rozwingé na jedno-
stajuie zbiezny szereg wielomianéw calkowityeh 1).

1) Por. Prace wmat.-fiz. T. XX1I, p. 59—68.
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W tym celu wyprowadzimy przedewszystkiem pewien wzdr
na funkeje | @ |.

Lemmat. Dia — 1 <2 =<<1 zachodzi przy wszelkiem natu-
ralnem n nieréwnodé

1 -|—- @) — 1
0= — 1
Dowéd. Poléimy, przy naturalnem s
| o) —1
@] — §1+w)+1 @

zbadamy osobno przypadki: =0 oraz z<0.

1) =0, Mamy tu | 2 | ==, zatem, w my#l (2):

2z .
S A— 3
TFaF1 @)

Dla 0 <z =<,_. licznik wyrazenia (3) bedzie oczywiscie nie-

V

ujemny i nie wigkszy od 2«, mianownik zaé wigkszy od jednosei,
n

1"‘ =

zatem

o=n<i,
Vn
co, wobec (2), dowodzi nieréwnosei (1) w uwazanym przypadku,

Dla E < =<1 mamy:

Vs
u4w>@+ﬁﬁm+%>m

mianownik wyrazenia (3) jest tu wige wigkszy od J/n, a poniewaz
licznik jego jest dodatni oraz = 2, wigc mamy

2
0 < Tn < =X
Vn
co znowu, wobec (2), dowodzi prawdziwosei nieréwnosei (1).

2) & < 0. Mamy teraz | # | =—, gkad, wobee (2):

O
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1 o, .
Dla — ;- << 2 <C 0 zachodzg oczywiscie nierdéwnosei:
n

Og_‘_gxg‘;, 0=(l+4ar<<l,oraz (| 424+ 1=1,
n

skad, wobee (4):

2

Vi’

co, wobec (2), dowodzi prawdziwodei (1).

0=r<

Dla —1<a<— ~1—:. (co oczywifcie jest mozliwe tylko
n

w razie n > 1), mamy

0<—22=<2, (I+ayrt+1=>1,

osa+@u<ﬁ~EY=( ll <t 1

Vn 1+Vﬁuﬂ" I

zatem, wobec (4):
2
Vo’
o, wobec (2), znowun dowodzi prawdziwoéel wzorn (1).
Lemmat nasz udowodniliémy zatem w zupelnosci. Zastepujae
W nim z przez z/s, gdzie s jest liczby naturalng, i mnozae wszystkie
czgsci nieréwnosel przez s, otrzymujemy w jednej chwili nastepujacy
Wniosek. Przy wseelkich naturalnych n i s zachodzi dla
— 8§ S x =5 nierduwnosd

0=| x|——x(s+w)"—8n 2

ﬂ x)" + o < VTZ (5)

Niech teraz (4, b) oznacza dany (skoticzony) przedzial.
Wyznaczmy liczbe naturalng s tak, izby bylo

0=r.<

s=|a| oraz s=|b]|;
flla_ a=x=0b bedziemy mieli tembardziej — s << < s, zatem
1 nieréwnosé (5) skad w jednej chwili:
| @ | = lim x(jj_ﬂ:f.
nmeo (8~ @) "
.Wz'ér ten przedstawia funkejo | | w przedziale (a, b) jako
granice jednostajnie zbieznego ciggu funkeyj wymiernyeh.
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Uwaga 7 nieréwnobel (1) moglibyémy tez z latwoscly wywnioskowad,
e przy wezelkiem rzeczywistem @ mamy
. ke + x) — k¥
X | = st e e
V@l =lima G
oraz e ciag, stojaey w wypisanym wzorze pod znakiem granicy, jest zbieiny
jednostajnie w kaidym skonczonym przedaisle. (Nie jest on jednak zbieiny
jednostajnie w calym zbiorze liczb rzeczywistych).

Zastosujmy teraz wzér (5) do rozwinigeia funkeji® wymiernej
na szereg wielomiandw.

Niech ?Z%)) oznacza dang funkeje wymierns, (a, b) — dany
(skoticzony) przedzial (Funkecje g(z) i ¢() sa wige dane wielomiany

plo)
()
przedziale (a, b), to musimy zaloiyé, ze jej mianownik, czyli wielo-
mian @ (z), nie staje sig w tym przedziale nigdzie zerem. Znak
wielomianu () musi wiec byé w przedziale (a, b) staly (gdyz
inaczej funkcja ciagla v (x), zmieniajac znak w przedziale (a, b),
przechodzily w tym przedziale conajmniej raz przes zero), zas mo-
dul | w(x) | musi byé w przedziale (a, b) stale niemniejszy od
pewnej liczby dodatniej 6. (Gdyz funkeja | ¢(x) |, jako ciagla, w myél
tw. 70. dosiega w przedziale (a, b) swego kresu dolnego, ktiry nie
moze byé zerem, skoro p(z)==0 dla a <z =<1).

Bez ujmy dla ogélnoéei naszych rozwazah mozemy zakladaé,
ie wielomian () jest w przedziale (a. b) stale dodatni (gdys
w przeciwnym razie wystarezyloby pomnozyé lieznik i mianownik
naszej funkeji wymiernej przez — 1)

Zakladamy wigc e mamy stale

P@)=0, da a<<z=b, . (6)

ecatkowite wzgledem ). Skoro funkeja ma byé okreSlong w calym

gdzie & jest liczba dodatnia, niezalezng od z

W przedaiale skonezonym wielomian calkowity, jako funkeja
ciagla, jest ograniczony (§ B6): istnieje wige liczba dodatnia d,
aiezalezna® od x, taka iz stale

Ylo) <2d+ 96, dla e=w=b; (M
podobniez istnieje liczba M > 0, niezaleina od «, taka iz

lop@ | <M, da a<z=<b ®)
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Wobec (6) i (7) mamy w calym przedziale (a, b):
—ad<d+40—yk)=d
skad

dtd—p@)|_ d
‘ its |~drs

oraz, przy naturalnem m:
d+6—w(x>“"<( d_\_
d-+4-o ] —\d+ 6) o (
daea=sz=<b :
Dalej, z latwosciy sprawdzamy tozsamoé:

@“ (w>2(d+6—w(m)+q>(x)(d+a W(x))"‘

W) dfds\ df0 p(z)\ d4-0

(gdzie ()° nalezy zastapié przez 1), ktéra, z uwagi, ze w mysl (6),
(819

1 1 d
= <5
3 g O

(10)

Md

mo?’

o)

daje w ‘jednej chwili:

9@ yo) (d+d6—:6w( )) ’<_ﬁ, de a<z=<3} (11)

dla a2 =<,

P(x) -~ ()

przy wszelklem naturalnem m. Wynika stad natychmiast rozwi-
nigeie naszej funkeji w przedzale (a, b) na jednostajnie zbieiny
szereg wielnmiandw calkowitych'

2 (d-I— S—y(x ))
d--d d+ o )

Udowodmllsmy wige, e katda funkcja wymierna, ktdrej mia-
nownik wewngtrz danego skonczomego przedziadu ani tet dla jego
granic nie staje si¢ zerem, daje sig w tym preedziale rozwingé na

jednostajnie 2biesny szereg wze?omlandw catkowitych.
Przyjmijmy, w szczegélnosei

a=—s, b==s,
) =a[6+ay ). pla)=(s + o)+,

gdzie s i n s3 dwie dane liczhy naturalne

icm
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Z latwosels sprawdzamy, e moina tu prayjac:
0=3g" d=2"", M=(2" —1)s
wobee (D) 1 (11) mamy wiec

Yelday —s] (270 — () Attt
L ST o) | <t

— przy wazelkich naturalnych s, #, m, dla —s<zr=<s.
Oznaczajae przez W(2) W1elom1an calkowity (o wspdlezyn-
nikach wymiernych)

Ve[t —e] 27 — (s ar)
W)=~ [(28"”1 +1)s ( @4 1) ) 02

bedziemy wiee mieli przy wszelkich naturalnych s, n i m:

<V:+:L(2—"Z—l)" de —s<aw<s (13)

Tem)

|z | — W(@)

§ 119. Wprowadzimy teraz funkeje pomoeniczg

@ (x) = f—_-;l—i%- E;—lﬂ\——llﬂ- (14)

Dla # < — 1| mamy oczywikcie, wobec (14):
41 x— 1 F =0

p@)=—

dla — 1 <o <0, znajdujemy:
z4+1 z—1
P (@)= 2

»...-———~—+x—-1—-|—-70,
dla 0 <<z =1 bedzie

wreszeie, dla == 1:

q)(w)=w~;1+

x—1
2

Mamy wige:
0 dla |x|=>1, . l
4 ]—z da 0=l

(15)
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Niech teraz f(z) oznacza dowolng dang funkcje, ciagly dla
—1=z=1

Polézmy przy wszelkiem danem naturalnem ¢, dla — 1 <<z <1:

f@w=27 (g—)w(qw —7) (16)
i oznaczmy przez skrdcenie
f (—g) p(qz—p)=1u,. 17

W razie | gov— p | =1 bedzie, w mysl wzoréw (16), ezynnik
®(qz — p) = 0: wystarezy wige we wzorze (16) zatraymaé tylko te
skladniki u,, dla ktérych p, bedge bezwzglednie << g, spelnia nie-
réwnofei: — 1< gz —p <0, lub nieréwnodei: 0 =< gw—p<<1.
W pierwszym przypadku otrzymujemy dla p nierdwnobci

gz <p<gw-1, dajagce p=DEgz-1,

w drugim za$ przypadku mamy
ge— 1 <p=<g=,

‘Réznemi od zera wyrazami , (p=0, + 1, + 2,...) s3 wiec
GOII&_]VV.yi.Bj WYrazZy g, OTAZ tg,.,® pierwszy z nich jest zawsze
skladnikiem sumy (16), gdyz, wobee —1 <& =<1, mamy (przy
naturalnem g¢): — ¢ << gr < ¢, skad tez — ¢ <Egx < ¢; co sig za$.
tyezy WYTazu tgg.yq, to jest on skladnikiem sumy (16) wtedy i tylko
wted‘y,. jezeli —g<Ego+1=<gq. Lewa czesé ostatniej nieréw-
nosei jest zawsze prawdziwa (gdyz przy naturalnem g, dla |e| =<1
mamy E.qa: +1>Egz > — g), prawa za$ nie jest prawdziws, tylko
wtedy, jezeli Bgz > ¢ — 1, t. j. jezeli gx =Egz=g¢, co daje
=1, czyli (wobee # <1): z=1. Wyraz up,,, jest wiec sklad-

ni.kiem sumy (16) zawsze, z wyjstkiem przypadku o= 1. Mamy
wige

skad p=Egu.

]‘;(x) = quz + qux+1, dla - 1 S‘r < l,

oraz
18
fl(m)=uﬂqx; dla 2=1. (19)

W mysl (17) oraz wobee (1), znajdujemy, z uwagi ze

0=<gz—Eqz <1, oraz —1=gr—Ega—1<0:

=1 (L) plge— Bgs) = £(P4) 1 — g+ Bga)

icm
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oraz
B !
st = (1) glgo— Bgw — 1) = (P52 (ga— B2
jest wige w mysl 18):
—r(Bee Bgat1) _ Fﬂﬁ”] _E
= () + [ (B — 7 (B2 tgr—mamy |
dla —1 <z <],
zaé dla =1, w myél (18), (17) i (1B):
full) =u,=f(1) (0) = 7(1). (20)

Mamy oczywiscie przy wszelkiem naturalnem g oraz rzeczy-
wistem «:

nggw‘<i, Bgrt1_ Bgw 1

q q q 7 9

za, dla —1 <2 <1:
——1_<_Eq9—””<1,—1<E_9%+—1_<,1

(gdyz, wobee <1, mamy, przy vaturalnem g, 9z <¢, skad
gr 1< g+ 1, co daje: B(gz 1) <g).

Wobec tych nieréwnofei, oraz w myél zalozenia, ze funkeja f(z)
jest ciggla dla —1 <X =1, wnosimy o istnieniu dla danego do-
datniego ¢ liczby g, takiej,.iz dla ¢ > g, stale

Eqz & Eqa:—l—l) _ (qu)
7 (B22) — sty | < 5 omen | 7 (FEE) =7 (57
przy wszelkiem «, spelniajacem nieréwnosé —1 =<z =1; stad,
zwasywszy jeszcze, ie | gx — Bgx | <1, otrzymujemy w jednej
chwili, wobee (19), dla — 1<z <Il:
| fule) —f(@) | <&, dla 9> o
co, w mysl (20), pozostaje prawdziwem i dla x=1.

Nieréwnoé (21) zachodzi wige przy wszelkiem =, spelnia-
jacem nieréwnodei — 1 <z =<1. Dowodzi to, Ze ciag f,(x) W prze-
duiale (— 1, 1) jednostajnie zmierza do /().

Przyjmijmy teraz, przy danem naturalnem g¢:

§==2¢, n= 168}, m=2"(2"—1)s¢’

€

<3

oraz

(21)

(22)

i wyznaczmy wielomian W(z) ze wzoru (12).
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Dla |z =<1 oraz p=0 4 1, + 2,... & ¢ mamy oezywiscie,

wobee s = 2¢:

9_90_—279+1‘<& gw—p—1]

9 l<8,]qw—-p|$8,

zatem, w mysl (13) i (22):

gr—p+1 gr—p+1 1
! It Sl et L (“‘T’“) } <
oraz

1
<'é“2y

skad, oznaczajac przez P, (x) wielomian calkowity

Prole) = W (=L L (122 2=)  pga ),

( | gz —p | —W(gz — p)

2 2

mozemy, dla — 1 <<z =<1, napisaé, wobec (14):
3
"q'ﬁa
przy wszelkiem naturalnem gooraz p=0,+ 1,4+ 2,... +¢q.

I*:‘unkcja J(@), jako ciagla w przedsiale (— 1, -4 1), jest w tym
przedziale og:z"aniezona (§ 56): oznaczmy przez 4 kres gérny mo-
d.uléw f{ml?c‘]l f(@) w przedziale (— 1, - 1) — bedzie to wige pewna
liczba nieujemna (skoficzona), przyezem stale bedziemy mijeli:

‘f(ﬂ) <4 da p=0,4+1,42,... 49
q 9=123,...,

skad w jednej chwili, wobec (16) i (23):

, \ 34(2
!’f‘,(x)——zq'f(l;—) Py,q(x)}<—(§g~———*_—l-), da —1<z=<1 (24

p=—

lplgz — p) — P, (2) | < (28)

Oznaczmy przez [1,(z) wielomian calkowity

Mo =3 7(2) Pse)

pe=—q

Dla danego dodatniego & istnieje oczywidcie li
iz dla g > g, stale Je oczywiscie liczba gy, taka

(26)

342 1
_.._-.(_.._q.qzi_.)<£

icm
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skad, w mysl (24) 1 (2b):
[F@) —T(x) | <e dla ¢>¢q, —1<2=<1  (26)
Oznaczajae przez p liczbg wigksza jednoczesnie od g, 1 ¢,
bedziemy, wobec (21) i (26), mieli: -
fx) — MM,@) | <2e, dla ¢>p, —1<z=<1, (27

co dowodzi, ze cigg wielomianéw [1,(z) (¢=1,2,8,..) w prze
dziale (— 1, 1) jednostajnie zmierza do granicy f(x).

Whnosimy stad natychmiast o rozwinigein funkeji f(x) w prze-
dziale (— 1, 1) pa jednostajnie zbiezny szereg wielomianow cal-
kowitych:

S = I (@) 4 (@) — @)+ K@) - @)+ ..

Dowiedliémy wige, ze kaide funkeja f(x), ciagla w przedziale
(—1,-1), daje sig w tym przedziale rozwingé na jednostajnie
zbieiny szereg wielomianéw calkowitych.

Wobee f(x) == lim [1,(x) oraz wobec (25), znajdujemy wzor:

g=0a

fla) = lim 2 f (1;_) P da —1<w<1, ()

ktéry nosi nazwe ogdlnego wzorn interpolacymego Borela?).

Wielomiany P, ,(x) moga byé wyznaczone raz na zawsze (po-
dane wyzej wzory pozwolilyby nam nawet wyraznie wypisa¢ wielo-
mian P,,(%)), & wzér Borela okresla— teoretycznie przynajmniej —
wartodei kazdej danej funkeyj cisglej w przedziale (— 1,4+ 1),
jezeli dane ss jej wartodei dla argumentéw wymiernych w tym
przedziale. Ze wzoru (28) wynika wige bezposrednio, ze funkeja
ciggla jest okredlona w zupelnodei przez swe wartosei dla argu-
mentéw wymiernych.

Niech teraz F(x) oznacza dowolng dana funkecje, ciagly w prze-
dziale skoficzonym (a, b). Polézmy

o) = (b — a) a:2—|— a+b

— bedzie to oczywideie funkeja ciggla, przytem bedzie
a<g(@)<b, dla 1<zl

(29)

1) B. Borel: Legons sur le fonetions de variables réelles et les dévelop-
pemments en séries de polynomes. Paris 1905, p. 80,
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Polézmy
f#)=F(g(x)), dla —1<Sa=<1; (80)
fxf nkeja /() bedzie wige ciagla w przedziale (— 1, -+ 1) (jako funkeja
ciagla funkeji ciaglej) i przeto bedziemy dla niej mieli nieréwnosé 27
W mysl (29) mamy

(2x—~a~b .
I\~ b——awr)*‘z

skad, wobec (30):

22 - a—10 ,
AR = b By
dla
2¢ —a— 0
—lsmb_a—»—él, (32)
czyli, co jak latwo widzied. wychodzi na jedno, dla
a=z=<b (33)

_ Wobec réwnowaznosei nieréwnogei (83)1(32), oraz w mysl (27)
1 (31), mamy:

I F(z)— 1, ( ?.’”_—fif_f)

[ <28 da g>u, a<z=}

7

20 —a —

co, z uwagi ze (),(z) =[], (_wb_:_a) jest wielomianem calko-

witym wzgledem #  dowodzi, ze funkeja F(z) jest w przedziale
(a,.b? granics jednostajnie zhieznego ciggu (a wige i sumg jedno-
stajnie zbieznego szeregu) wielomiandw calkowityeh. Udowodni-
lismy wiec .
' Twierdzenie 151 (Weierstrassa): Katda Funkeja F(x)
czqgifu w preedziale skoiczonym (a, b), daje sig w tym Zz)rzedzialé
rozuingé na jedwtostajnz’e 2biedny szereg wieclomiandw catkowitych.

Z drugiej strony, kazdy jednostajnie zbiezny w przedziale
(a, &) szereg wielomianéw calkowitych przedstawia, w mysl tw, 147
funkeje ciagly w tym przedziale. Zatem: ’ ‘ 7

. 'lfozwijanie sig w danym przedziale (skoficzonym) na jedno-

stajnic 2zbieiny szereg wielomiandw catkowitych jest .cecha charakte-
rystyczny funkeyj ciaglych w tym przedziale, ‘

W zwigzku z dowodem tw. 151 s

‘ wrécimy jeszcze uwage na
okolicznogé nastepujacs. Z : .

uwagl, ze wielomiany F, (x) sg wyzna-

icm
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czone w zupelnodel przez wskazniki p i ¢ wynika natyehmiast,
w mydl wzoréw (29), (30) i (25). ze kazdemu przedzialowi skoi-
czonemu (a, b), kazdej funkeyj F(x), ciaglej w tym przedziale, oraz
kazdej liczbie naturalnej ¢ odpowiada oznaczony w zupelnosei [przez
a, b, ¢ oraz funkeje I(x) wielomian §),(x)= 1, (?ﬁg—_aa b).

Ciag nieskoficzony Q,(z) (¢=1,2,3,...) jest wige wyzna-
czony w zupelnoéei przez liczby a i b oraz funkeje¢ F(x) Mozemy
wige wypowiedzied

Twierdzenie 151% Istuieje prawo, wedtug ktdrego katdemu
praedziatowi skoriczonemu (a, b) oraz kaddej funkcji F(z), ciggle
w tym przedziale, odpowiada oznaczony w zupeinosci cigg wielomia-
néw catkowitych, amierzajoey w preedziale (@, b) jednostajnie do F(x).

§ 120. Opierajae sig na twierdzeniu Weierstrass’a udo-
wodnimy obecnie ogélny wzér interpolacyjuy S. Bern stein’a (po-
dany w x. 1912), godny uwagi ze wzgledu na prostotg swe) formy.

Twierdzenie 152 (Wz6r Bernstein’a): Dia kaddej funkeji
f(@) cigglej w praedziale (0, 1) zachodzi wadr

f(@) = lim é‘ / (:;) (’A”) (1l —ar, da 0<z=<1

Udowodnimy przedewszystkiem prawdziwosé wzora Bern steina
dla wielomianéw calkowitych Zauwazymy w tym celu najsar.nprzéd,
se prawdziwoi¢é wzoru (34) dla funkeji fi(#) i e as)' pociaga za
sobg natychmiast jego prawdziwosé dla sumy F(a:.) = f (@) + f? (ex),
zaé prawdziwosé wzora (34) dla funkeji f(z) pocigga zalsobq jego
prawdziwosé dla funkeji a f(x), gdzie @ oznacza dowolna 1.{czl.)q stals,
Nadto, wzér (34) jest prawdziwy oczywidcie dla funkeji f{z)=1
MW =<w=<1), gdyz, w mysl wzoru na dwumian Newtona, mamy:

(34)

\"(’“) P —apte=1 da 0<z<1 m=123 ..
2\ |
Aby wige udowodnié, ze wzér (34) jest prawdziwy dla wielo-

mianéw calkowitych, wystarczy okazaé, ze jest on praw@ziwy dla
funkeyj f(x) =" (p=1,2,8,...). W tym celu udowodnimy prze- -

dewszystkiem nastgpujacy
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Lemmat. Dia naturalnych m oraz p<m mamy przy wszel-
kiem reecaywistem t logsamosé

Ekﬂ(’;‘) b= (m — .(m—p4 1)@+ 1L

kel

Fmn—1). n—p 2 a4
+ maft (¢ 4 177,

gdzie wspélceynniki o (k = 1,2,...p—) zaletq jedynie od pi k.

(35)

Dowéd. Mamy, w mysl dwumianu Newtona:

(t+ 1) zzm' (’;‘) #;

kmQ
stad, przy wszelkiem rzeczy wistem h:

C+htir  (F1p— j’(’;’)-ruw—t*]- 36)

k=1
Lecz mamy tozsamosé

(b R) — =R W (R (oo, (31

skad, wobec (36), po podzieleniu praez A, otrzymujemy tozsamodd:

(t+/z+1)'"“+(t+h+1)’"-2(t+1)+...+(t+ 1™t —
= (EJe et

k=]

ktéra, dla h =0, daje w jednej chwili:

m(t -~ 1) =2 (;:) k)
.
skad 1

zm' (Z’) bt = m(t - 1),

k=]
co dowodzi prawdziwosei wzorn (80) dla p=1.

_Zah'iimy teraz, ze wadr (35) jest prawdziwy dla liczby natu-
ralnej p i polézmy (przy danem naturalnem m):

2'10" (Z&) th = S, (2).

[T

(38)

§ 120. Wzér interpolacyiny 8. Bernsteina. 223

Stad, w mysl (37):

S,(t-B)— Sy(t)=h _‘Skﬂ(’,’j) [t Ry (Rt (39)

kel
Mamy, dalej, tozsamosé:

(W G+ hf 1 =t =
= [t B 1) — (b 1 (B — #) (¢ R 1) =
M (A1) )7 A U

LR A o B2 B (R 1
Wzdr (85) jest, jak zakladamy, prawdziwy. dla liczby P
w myél (89) z jednej strony, zas wobec (38), (3b) 1-(40.) z drugiej,
zoajdujemy dla réznicy S,(¢ - h) — é?,,(t) dwa wyrazenia, ktore po
podzieleniu przez h, daja dla h=0, jak latwo widziec:

3 -1 m) kel
2 (/c ¢

—mm—1)...(n—p+ D =) (- 1P p 1))
i{y’:n(m w)- 1§m . ('fat p+Day[(m—p -+ L)t (¢ -°|- 1y -{; ]
L (p— D)3 1)) D[ m— L)t A1) 7]

skad, po pomnozeniu przez ¢ oraz latwej redukeji:

(40)

jk”*“ (71) #=mm —1)...(m— p)tt (4 1" -
c .
Bt , —
—1) ... (n—p+1) [6,4p] "+ 1")‘_ 1+
+m(m4jf; et @ Nal PR D
b mm— 1) g 2409 (¢ 4 1) - mag = e 4 1,

co dowodzi prawdziwosei wzoru (35) dla liczby p - 1. SFa,d, prztez
indukejg, wynika prawdziwosé wzoru (35) przy wszelkiem natu-
ralnem p < m. Udowodniliémy wiec nasz lemmat.

otrzymujemy dla z =1,

x
Kladae we wzorze (3D) &= T *
przy naturalnem p, oraz m >p, W jednej chwili, po pomnozeniu

przez (1 — a)™:

T " m ,‘l__.mm—k.___:
Z’“’(,’a)w( )
kel

Nl P (-1
m=pm(m—1)...(m p—}—])x’%—m(m-—l)‘..(m—~p+3)a,,m L. .Amaf
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Stad, w jedoej chwili:
1w, (m .
"llz:Z: ;’;’;ka (]‘.) mk(l — x)ux-k J— xf”
k=0

dla z :f: 1, eo jest oczywiseie prawdziwem i dla » = 1, jezeli przez 0°
vozumied bedziemy liezbe 1. Dowudzi to, ze wzér (34) jest praw-
dziwy dla funkeyj f(x) =2 (p=1,2,3,...).

' tad, jak wiemy, wynika prawdziwosé wzoru (84) dla wielo-
miandw catkowitych.

. Niech teraz /(#) oznacza dang funkeje ciagly w przedziale (0. 1),
Niech, d‘aleJ n oznacza dowolns dang liczbe naturalng. W mysl
tw. Weierstrassa istnieje wielomian calkowity W.(z), taki iz

fla)— Wie) |<+, da 0sax<1. (41)

‘ ) Wobec (41) znajdujemy w jednej chwili, przy naturaloem m:
k\ (my i - k\(m
PRINEES =) (Rt <

>IN

k=0

(42)

<1 F(Meq gl

n

' Pf)niewai, jak dowiedlismy, wadr (34) jest prawdziwy dla
wielomianéw, wige mamy:

. “ ky (m
mgm (-);)(Ux"(l—m)’""‘:ﬂ’,,(x), da 0<z<1,

skad wnosimy, ze przy danem , nalezacem do przedzialu (0, 1)
dla m > p= pu(x, n) bedzie n

‘ - k\ (m
Nieréwnosei (42), (43) i (41) daja w jednej chwili:

‘}:'f(f;) (’]:l) L — @)t — f(z)

k=0

i
<5 (43)

3
<Z’ dla m> p=u(x, n),

co dowodzi, ze

I VLT PR
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Udowodniliémy wiee wzér (84) dla kaidej funkeji ciaglej
w przedziale (0, 1). Dowiedliémy zatem tw. 152.

Zauwazymy, e uzupelniajse w odpowiednich miejscach nasz
dowdd, moglibydmy =z latwodeis wywnioskowaé, ze (dla kazdej
funkeji 7(x), ciagle] w przedziale (0, 1), wyraienie pod znakiem
granicy we wzorze (34) zmierza do f(%) jednostajnie w calym praze-
dziale (0, 1), czego blizsze zbadanie pozostawiamy czyteln... #i.

§ 121. Zajmiemy sie teraz wyprowadzeniem z tw. 1562 pew-
nych wnioskéw ogélniejszej natury.

W tym celu zauwazymy przedewszystkiem, ze z tw. 152 wy-
nika natychmiast dls kazdej funkeji f(z), ciaglej w przedziale (1), 1)
(z uwagi ze wéwezas funkeja | f(z)| réwniez jest ciagly w uwa-
sanym przedziale) wzér

| A | =lim zm' f(f;) ‘\(’]’:) (L — 2, da 0<s <1 @

Jezeli wige funkeja f(z) jest ciagla w przedziale (0, 1), to
mamy jednocze$nie wzory (34) i (44), przyczem, w mysl uezynionej
w koheu § 120 uwagi, ciagi, figurujace pod znakiem granicy we
wzorach (84) i (44), sa zbieine jednostajnie.

Wynika stad natychmiast, ze dla kaidej funkeji f(x), ciaglej
w przedziale (0, 1), kaidej liczby dodatniej &, oraz kazdej liczby
paturalnej n istnieje wielomian ‘

P@)=A4,(1 —a)"+ 4o (1—»)"" 4 4,2* (1 — ) s SRR B N

taki iz m > n, oraz iz kladac

Q@)= |4, |1 —ay+| A je (I —a + | 4] (1 —az)" 2|+
4o Au] 27, '

bedziemy mieli jednoczesnie

| f(@)— P)| < & oraz ||f(@) — Q)| <e da 0=a=<1Y.

Zastosujmy teraz otrzymany wuiosek do funkeji f (@) = f(x),
dla e=1, n =1, i oznaczmy odpowiedni wielomian P(z) przez

P (@) = Agyn, (1 — @) 4 Ay, (@) L — &)™ A Ay ™

1) Jasnem jost, ze kazdej funkeyj f(x), cigglej w przedziale (0, 1), katdej
liczbie naturalnej # orsz kazdej lbczbie dodatniej 2 mozemy podporzgdkowad
ognacsony n supelnosei wielomian P(x), spelniajgey uwazane warunki (np.
plerwszy, spelniajgey Zadane warunki wyraz ciagu, stojacego pod znakiem gra-
nicy woe wzorze (84)).
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Polézmy, dalej
f@) — Fi(@) = /1(#) (45)

— bedzie to funkeja ciagla w przedziale (0, 1). Wyznacamy dalej
odpowiedni wielomian P(x) dla fankeji f (@), przy e =4, n=m,,
i oznaczmy g0 przez

P2($)= AB?'”IR (1 - x)mz + Al 7"‘2“’ (1 - m)ma—] + st + Amzvmnwmg

oraz poldimy -
Si(@) — Py(a) = fa(@).

Ogélnie, wyznaczmy odpowiedni wielomian F(x) dla funkeji
foo1(®) proy 5=“211:T: N =My, 1 0ZNACZMY L0 Przez
P (x) = Aoy, 1—2)" + Ay, #(L—2)" Tt A, &

oraz poldzmy

freea (%) — Pila) =i (@), (46)

kolejno dla k=1,2,3,...
Polésmy jeszeze, dla k=1,2,3,...

Qk(x)'_—'l 4”""‘1; [(1—a)y™ 4 Alannki a(1—z)™ = .. | Am,‘,m,, [

7 definicji wielomianéw P,(x) i Q.(%) oraz z wlasnodei wielo-
mianéw P(z) i Q(z) wynika natychmiast, e bedziemy mieli

| () — Pu(@) | <‘—2—,‘%_—1, da 0=2<1, k=1,2,3,... 47
oraz
| fia (@) | — Ox(2) <2H dla 0<<z<<1, k=1,23,... (48)
Wobee (45) i (46) mamy:
J@) = Py(@)+ P@) + ...+ Bu@) + fila), (b =1,2,3...))
zas, w mysl (47), mamy, wobec (46):

|A) | <y da 0S2<1, k=123, (49)

wynika stad natychmiast, ze funkeja f(x) rozwija sie w przedziale
(0,1) na jednostajnie zbieiny szereg wielomianéw

J(@) = Py(@) 4 Pi) + Py(e) + .. (50)

§ 121. Rozwijania funkeyi cigglych na szeregi normalne. 227

Wobee (48) i (49) znajdujemy:
o)<t | i) | < g gy Al 0o, =, 3,0,

przeto szereg

Gi(2) + Ga(@) + Q@)+ ..

jest zbiezny (jednostajnie) w calym przedziale (0,1).

Wobee definicji wielomiandw @,(x) wynika stad natychmiast,
ze szereg, kilry otrzymamy z szeregu (50), zastgpujac kazdy jego
skladnik P,(x) przez odpowiednie wyrasenie, zlozone =z m, -1
skdadnikéw, czyli szereg

AO.m; l - w)'"x + A]rml a’(l - w)nnr—-l + —l_ A"'l\"'\ :"‘ +
+ AO iy (1 - w)m’ _l_ A!,"'n ’ﬂ(l - w)'"n—'l + + 'A"‘!y’”ﬂ xm +
'+' AD.m” 1 - a,,)mu

jest zb,leiny bezwzg]qdnie. Poniewaz zas, laczge skladniki szeregu
(51) w odpowiednie grupy, otrzymujemy z niego szereg (50), kté-
rego sumg w preedziale (0,1) jest funkeja f(z), wiee wnosimy, ze .
funkeja f(z) rozwija si¢ w calym przedziale (0,1) na szereg hez-
wzglednie zbiezny (51).

Polézmy, dla calkowitych nieujemnych p i g¢:

Qpy == Ay ppq. jozeli p 4 g = m, (przy -pewnem k=1,2,3,...),
788
a,, =0, jezeli p4gm (k=1,2,3,...);

z uwagi, e ciag m, (k= 1,2,...) jest rosnacy, wnosimy stad z la-
twoseis, ze szereg bezwzglednie zbieiny (61) mozemy napisaé w po-
staci szeregu podwéjnego

33wt

0 g=0
i przeto mamy wzor:

)= 3 a0l —ay, dla 0 <z<1, (52)

pm0 gm0

przyczem szereg (52) bedzie zbiezny bezwzglednie. Dla kazdej funkeji
f(x), ciaglej w przedziale (0,1), zachodzi wige rozwinigcie na szereg

bezwzglednie zbieiny (52).
30
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Niech teraz () oznacza funkeje ciagly w przedziale (g, b).
Polézmy
pla+ (b —a)a)=f(z), da 0 =z=1: (63)

— bedzie to funkeja ciagla w przedziale (0,1) i przeto bedziemy
dla niej mieli rozwinigcie ma szereg bezwzglednie zbieiny (52).

—a , .
i zwaiywszy, Ze nlerow-
—a

Zastepujac we wzorze (D2) @ przez Z

nosé 0_<.%3:—:£ 1 jest réwnowazna nieréwnodel a <<x =<b, oraz,

e wobee (3), mamy /' (%—E—g)::(p(w), otrzymamy w jednej chwili:

! ® o

"’(”)=22 %7;:—1);)':13 (x — ay (z— b, dla a <o <},

pd gl

czyli, kladac

(—Vap,
(5:—;5;7.; == Cpyas

bedziemy mieli:

@) =2‘2‘ Gul@ — ay (@ —0bY, dla a <z <<b, = (64)

p=0 gm0

przyczem szereg (54) bedzie, jak latwo widzied, zbiesny bezwzglednie.
Rozwinigeia typu (54) na szereg bezwzglednie zbieiny w prze-
dziale (a,b) nazywamy wedlug Bernsteina szeregami normalnymi
w przedziale (a,b)1). Mamy wige : =
Twierdzenle 153. Kasda jfunkcja ciagla w preedziole (a, b)
rozwija sig w tym przedziale na szereg normalny. o

§ 122, Wyprowadzimy teraz jeszcze kilka wnioskéw z twierdzenia Weier-
strassa. Udowodnimy przedewszystkiem

Twierdzenie 154. Dia kazdej danej funkeji F(x), cigglej w preedeiale
skoriczonym (a,b) orae kaédej danej liceby dodatniej & istnieje wielomian
catkowity P(x) o wspdleeyunikach wymiernych, taki ig

[E(w)—P(a:);<e, dla @ <2 <<b. ‘ (b6b)

Y Zob. np. R. d'Adhémar: Legons sur les principes d'Analyse, T. II.
Paris 1913. Note de S. Bernstein: ,Sur les séries normaleg”, p. 259.

icm
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Dowéd Niech F'(w) oznacza dang funkeje ciagly w przedzisle skorczo-

ym (a,b), zak & — dang licehy dodatnig. Z twierdzenia Weierstrassa (tw. 151)

ynika natychmiast, %o istnieje wielomian calkowity o wspélezynnikach rzeczy-
igtych

Q@)= doam 4 A, am—1 . 4 An {66)

ki iz
| Fie)— Q) | <5 dla o <o <D ®7)

Obierzmy liczbe naturslng s, taks iz
s>|al| orazs>1b], : (68)

raz wyznaczmy dla kaidej z lezb rzeczywistyeh Ay, 4i ... 4m odpowiednie
nzyblizenie wymierne o, takie, iz ‘

| i — x| <5Fni”ﬁs7" (k=0,1,...m, (59)
potdimy .
P() = a4 gy 4. . 4 O (60)
~ bedzie to wielomian calkowity o wspélezynnikach wymiernych. Wobee (66)
(60) bedzie .
Q(a) — Pa).= 4, — ap)a™ -+ (4, — a,)om" + .o (Am — ),
kgd, w myhl (69), oraz z uwagi, Jo dla @ <<« <<b mamy, wobec (58),
© | <<s oraz | @ | <sm(k==0,1,...m), majdujemy w jednej chwili:

| Q@) —Pl@) | <5, dh a <o <D,

s0, wobec (67), daje niexdwnodé (66) co dowodzi prawdziwofei naszego twier-
1zenis. : :
Wielomiandw Plx) o wspélezynnikach wymiernych, spelniajgcych nie-
cbwnoké (bB) jest oczywikeie nieskonezenie wiele, gdyz liczby wymierne 0
k==0,1,...m) mosemy obiera¢ calkiem dowolnie, z tym jedynie warunkiem,
itby zachodzily nieréwnofci (59). Stgd otrzymujemy w jednej chwili nastepujaey

Wihiosek: Kaida funkeja ciagla w przedziale (a,b) jest w tym prze-
dziale granica ciggu (jednostajnie zhietnego) samych réinych wielonfianéw cal-
kowitych o wspélezynnikach wymiernych. .

Wiaystkie wielomiany calkowite o wapbtezynnikach wymiernych (wypi-

sanych w postaci nieprzywiedlnej % , gdzie ¢ > 0)

“Pogm g Prgmen [ P (61)
[/ +Q1. + +q"‘

podzielmy teraz na klasy, zaliczajge do N.tej ' klasy *wezystkie wielomiany (61}
dla ktérych
Cdpel It bl Gt Gt e =N 62)
Kazdy wielomian catkowity o wepélezynnikach wymiernych bg(%zi.e wi(;’a
nalezal do pewnej klasy, a w kazdej klasie bedziemy mieli conajwyzej skoi-
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czong liczbe wielomianéw (gdy2, wobec (62), musi byé m'< Noraz | o | < N,
dla k==0,1,...m, skad z latwodeis wynika, Ze do N-f-e.] klasy .nnleéy mniej
niz (2N%)¥ wielomiandw). Wypisujge wszystkie wielomiany kolejnyeh klas?),
otrzymamy ciag nieskoficzony wielomiandw

P,(x), Pz}, Pyi), ..., (63)

w ktérym bedzie (razitylko raz) zawarty kazdy wielomian calkowity o wspdl-
czynnikach wymiernych.
Polézmy

Q@) = P,(z), Qulz) = Pu() — Paca(), dla n=2,8,4, ... (84)
i wezmy pod rozwage szereg nieskoficzony wielomianéw:
Q@) + Q)+ Q') + . .. (65)

Powiadam, ze skladniki szeregu (65) mozZna zawsze tak polaczyé w gru-
Py izby suma otrzymanego w ten sposéb szeregu przedstawista dowolns funk-
cje ciggly. o
W rzeczy samej, niech F(z) oznacza dowolny dang funkeje ciggly w prze-
dziale (@,b). Jak dowiedlismy wyZej (wniosek z tw. 164}, funkc.]a' F(w! daje
sie w przedziale (a, b) przedstawié jako granica samych rdinych wielomiandw
calkowitych o wapdlezynnikach wymiernych:
F(x) = lim B, (x).

nmod

(66)

~ Kaidy wielomian R.(z)(r=1,2,8,...) jest wiec jednym z wyrazéw
ciagu (68). Niech ‘
Py, (@), Pry(), Fuy(a),... (67)

beds te kolejne wyrazy cigga (63), ktére sg jednoczednie wyrazami ciggu Rn(x)
(n=1,2,8...) (wskasniki n,, #,,... tworzy tu wige cigg nieskorczony rosng-
cy). Cigg (A7) bedzie sig, jak latwo widzied, réZnil conajwyzej porzgdkiem
wyrazéw od ciggu RB,(x)(n=1,2,3,...) i przeto, wobec (66), bedzie w prze-
dziale (a, b):
F, () = lim Py, (),
Ne=0O

czyli, wobec (64):
Fio) = lim [Q:(2) + Qu(@) + ... 4 O, (@),

co dowodzi, Ze w przedziale (a, b);

E(m) = I.Qx(m) + v + in(xl] + [Qm—i—](-’b‘) + . + Q'lx (m)] _|_
A [@uerr(@) - . Q@) ...

1) Mozemy z latwoéeis ustalié porzadek, w jakim majs byé wypisywane
wielomiany kazdej klasy. ¥atwo widzieé, Ze porzgdek ten bedzie ustalony, je-
zeli np. uméwimy si¢ z dwéeh wielomianéw P(x) i Q(x) tej samej klasy vy
pisywaé P(x) wezeéniej niz Q(«), jezeli wielomian Plx) — Q() daje przy naj-
wyiszej (= 0) potedze # wspélezynnik dodatni, oraz pozniej nit Q@) w przy-
padku przeciwnym.,

icm
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Dowiedlifmy wige (wedlug Fréchet'a)?),
ceony wiclomiandw, kidrego suma prey odpowi
anikorw preedstamiad mose dowolng funkcje ciagly.

Zauwazymy, Ze opierajge sie na tw. Weierstrassa moznaby réwniez
dowief¢, Zo istnieje szereg njeskoniczony wielomianéw, ktdrego suma przy od-
powiedniem uporzagdkowaniu skladnikéw (bez lgczenia ich w grupy) przedsta-
wiaé moZe dowolng funkeje ciagla?)

Zo istnisje seereg nieskori-
dansem Ugrup sklad-

Co sig tyczy twierdzenia Weierstrassa dla przedzialu nie-
skoficzonego (— oo, ~-o00), to mozemy tylko dowiedd, ze kasda
Junkeja ciggla w  zbiorze wszysthich liceb reeezywistych daje sie
w calym tym zbiorze rozwingé na szereg mieskonczony wielomiandw
catkowitych: nie mozemy jednak twierdzié, ze zawsze mozna zhu-
dowaé szereg wielomianéw Jednostajnie zbieiny w zbiorze wszyst-
kich liczb rzeczywistych, ktérego suma przedstawia w tym zbiorze
dany funkejo ciagly (np. moznaby dowiesé, ze funkeja f(x) = x|
nie daje sig przedstawi¢ jako suma szeregu wielomianéw, zhieznego
Jjednostajnie w calym zbiorze liezb rzeezywistych, co pozostawiamy
czytelnikowi),

Niech F(x) oznacza dang funkeje ciagls w zbiorze wazystkich
liczb rzeczywistych. Funkeja F(x) jest wige, tembardziej, pray
wszelkiem naturalnem #, ciggla dla —n <z <<n: z tw. 151* wy-
vika wige, Ze przy wszelkiem naturalnem n istnieje oznaczony
w zupelnodei wielomian calkowity P,(z), taki iz

| B(x) — P,() | <}ﬁ’ da —n<zr<n (68)
Powiadam, ze bedzie
F(z) = lim P,(x) (69)

przy wszelkiem rzeczywistem z.

W samej rzeczy, niech x oznacza dowolng dang wartodé rze-
czywists, za§ ¢ — dowolng dang liczhg dodatnis. Obierzmy liczbg u

. 1
wigkszg od |2 | i od o

1) M. ¥réchet: Rendiconti del Circolo matematico di Palermo, T. 22,
(1908), p. 86,
*) Rozpr. Wydz mat-przyr. Akad. Um. w Krakowie, Ser. A, t. LII (1912).
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Dla n > pu bedzie w1qc 'n> ||, cayli —n<a<n stad
<~~<8

w myél (68) 1 z. uwagi, ze

| Flo)—F(=) | <&

co dowodzi, ze dla wartosei z zachodzi wzér (69), c. b. d. o.

7 twierdzenia 151* wynika jeszeze nastgpujscy latwy wniosek:

Twierdzenie 155. Kaéda funkcja, kidra jest w danym prze-
dziale granicq ciqgu funmkcyj ciggtych, jest te w tym preedziale gra-
nica ciqgu wielomiandw cakowitych.

Dowéd. Zalézmy, #e w danym skohczonym przedziale (a,b)
funkcja f(%) jest granics ciagu nieskonczonego fuukeyj.f, (), cig-
glych w tym przedziale:

f(x) = lim f(z), da a S 2= (70)

Poniewaz funkeja 7,(c) jest, jak zakladamy, ciagla w prze-
dziale skoficzonym (a,b), wige z tw. 1561* wynika, ze przy wezel-
kiem naturaloem n istnieje oznaczony w zupelnodei wielomian
catkowity P,(x), taki iz

P,(x) | <%, da e <z =0

Stad, wobec (70), wnosimy natychmiast, ze
S(@)==1lim P,(z), dla a <2 <),

cayli e funkeja f(x) jest w przedziale (a,b) granics ciggu wielo-
mianéw catkowitych.

Dla przedzialéw nieskonczonych nalezaloby powyzszy dowéd
nieco zmodyfikowad, co pozostawiamy czytelnikowi.

§ 128. Zajmiemy sig teraz zagadnieniem, postawionem i roz-
wigzanem przez Czebyszewa: cey. dla danej funkeji f(x), cigglej
w danym preedeiale (a,b), oraz danej liceby naturalnej n istnieje
zawsze wiclomian stopnia najwydej n-go, dajacy lepsze prayblitenie
funkeji f(5) w praedziale (a,b) nié kazdy inny wielomian stopnia
conajwysej n-go?

Wryrazajac sig &ciélej, czy istnieje dla kazdej danej funkeji
S(x), ciaglej w przedziale (a,b), oraz kazdej liczby naturalnej n

icm
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wielomian P,(x), stopnia conajwyiej n-go, taki iz kres gérny wy-
razenia | f(z)— P,(¢) | w przedziale (a,b) jest mniejszy niz kres
gorny wyrazenia, ktére otrzymujemy z wypisanego, zastgpujsc w niem
P,(x) przez jakikolwiek inny wielomian stopnia conajwyiej n-go?
Okazemy, #e taki wielomian P,(x) istnieje. W tym celu udo-
wodnimy przedewszystkiem nastepujacy
Lemmat. Jeseli Q(x) jest wielomianem stopnia <n, takim iz

| Q) | <4, daa<z<?d (71)
(gdzie 4 jest liczbg skoficzons, wiezaleing od w, zas b > a), to ist-
nigje liezba (skoficzona) B, zalezna jedynie od a, b, 4 i n, taka iz
wazystkie wspélezynniki wielomianu Q(x) sg bezwzglednie << B.

Dowdd. Zaléimy, ze wielomian Q(x), stopnia <<, spelnia
nieréwnosé (71) Polézmy

@, = & (k=0,1,...), .(72)
oraz
(2 —0) r—ay).. @—2y.) (=—s).. (v—3)
w) —_‘2/ ——:Eo (xh_wl (xk'—wk—]) (-’Z«',,—S:;_l_l (r,‘——a:) Q(wk). (73)

keal)

Wobee (72), wartodei \wo, xy,...x, sg wezystkie roine, zad
wobee (73) mamy, jak latwo widzieé¢:

T(2) == Q(xy), dla k==0,1,...n;

wielomiany Q(z) oraz T(z), ktére sg oba stopni <<m, praybieraja
wige odpowiednio réwne wartodei dla m -4 1 réznyeh wartodei
zmiennej, skad, jak wiemy (wniosek z tw. 73) wynika, Ze muszg
byé réwne tozsamosciowo. Wepdlezynniki wielomianu @ (z) sg wige
odpowiednio réwne wspdlezynnikom wielomianu T'(x).

Wobee (72), wzér (73) mozemy napisaé w postaci:

_zv (— 1)"‘*7:"
b —_— a (n — k)’
L]
e (i — ) (x — Tyg) - e

(x—
(@ — =) Qz)]

x,) (@—m)... (14)
Niech N oznacza liczbe taks, iz

N=1 oraz N=|a|, N=|b|;
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wobee (72) mamy ¢ <=z, =< b, zatem

|2 | <N, dla k=0,1,...7 (79)
Dalej, wobee (71) mamy:
| Q) | <4, da k=0,1,...n (76)

Wobee (75) i (76) wnosimy natychmmst ze wspGlezynniki
wielomianu (74) sa bezwzglednie odpowiednio nie wigksze od wspdl-
czynnikéw wielomianu
2 A G - ( )

n — - ] i
(b— a)'k! (n—k)! (b—a)n! i
_ (2n)4

__(mm[m"—}—(?:)Nw"“’ + (g) N3g—24-... +N"]. (17)

n(z— N4 (@n) 4

Dl Ny

Lecz, wobee 3 = 2", mamy "l <2(k=0,1,...n);
] k ? k
stad, oraz wobee N==1, wnosimy, ze wspSlezynniki wielomianu

(17) sg nie wigksze od

(4n)" AN"

B= (® — aynl’

Wynika stad, ze wspélezynniki wielomianu @(z) = T(z) sy
bezwzglgdnie < B, co dowodzi prawdziwoéei naszego lemmatu.

Niech teraz f(v) oznacza dang funkecje ciggla w przedziale
(a,b), » — dang liczbe naturalng,

Dla kazdego wielomianu stopnia <<n o wspélezynnikach wy-
miernyeh W(x) oznaczmy przez G(W) kres gérny liczb

| fle) — W(z) |, dla a <z =<bh,

zaé przez I' oznaczmy zbiér wsazystkich otrzymanych w ten sposéh
liezb G(W), i niech. M bedzie kresem dolnym zbiorn I

Powiadam, ze istnieje conajmniej jeden wielomian stopnia <n
o wspélezynnikach rzeczywistych P (), taki iz

| f@)—P(a) | <M, dla a<<zb.

Jeseli M jest elementem zbioru I', to twierdzenie nasze jest
oczywistem : zalézmy wige, %e liczba M nie jest elementem zbioru I,
Niech k oznacza dowolng dang liczbe naturalng. Wirdd wielo-

icm
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miandw o wepélezynnikach wymiernych stopnia << n istnieje jeden

conajmniej W taki, iz G(W) < M +;ic, gdyz w razie przeciwnym

kres ‘dolny zbioru I" bylby = M +}}> M, whbrew definicji liczby
M. Oznaczmy przez W, taki wielomian stopnia =< n o wspdlezynni-
kach wymiernyeh, iz G(W,) <M +% (np. pierwszy wielomian

ciggu (68), spelniajacy uwazane warunki) i niech bedzie

W, = g" - ™" oo Gagss (78)

bedzie wige

| Fe) — Wita) | <M+, dla a<o=b, (19)

skad wnosimy, %0
[ W) | <|Sf@)|+M4+1, dla =<z

wobec ciaglosci, a wige ograniczonodei funkeji f(z) w przedziale (a,b),
wynika stad istnienie liczby 4, niezaleinej od k oraz z, takiej iz

| Wez) | < A4, dla a=<2<1.

Stad, w mysl naszego lemmatu, wynika dalej istnienie liczby B
(zaleznej jedynie od 4, a, b in), takiej ia wszystkie wspélezynniki
wielomianu W,(z) sa bezwzglednie < B, czyli, wobec (78):

1=0,1,2,...n
k=1,2,3...

Ciagl agu, M- - - Gup(b=1.2,8,...) 83 wige ograniczone: wno-
simy stad (podobnie jak przy dowodz1e tw. 80), ze istnieje ciag
nieskoficzony rosngey wskaznikéw k,(p=1,2,3,..) taki, iz kazdy
z ciggdw

| @, | =< B, dla (80)

(r=1,2,3,..)

Ao, Ay - G,
jest zbiezny: polézmy
(81)

lim g, = o, lzm Oy, == Qg - lim B, == G
pmoo P P00

— heds, to wige liezby rzeczywiste skonczone.
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Wobee (79) bedziemy wmieli
| f@)— W, (@) | <M—}—]-:—, Ao a<z<bh p=123... (82

a ze, wohec (81) i (78), kladsc
P@)=a@" + a@ ...+ 6
bedziemy mieli, jak latwo widzieé

lim W, () = P), dla ¢ <z <9,

peco
wige, wobec lim k, = oo, zhaidujemy, przechodzae we wzorze (82)
do granicy d,i;wp == 00!

| f@) — Plx) | < M, dla a <2<, (83)
¢ b d. o

Powiadam dalej, e dla zadnego wielomianu Q(x) stopnia =< n
nie moze byé

| Flo) — Q) | <M, dla a<z=<b. (84)

W samej rzeczy, zalézmy, ze dla wielomianu () stopnia = n

zachodzi nieréwnodé (84) i niech hedzie
Qx) = bor" by ... b, (85)

Funkeja | f(x) — Q(x) | , bedac ciagla w przedziale (a, b),
w myél tw. 70 dosiega w tym przedziale swego kresu gérnego M
istnieje wiee takie £ w przedziale (a,b), iz | f(§) — Q) | =M/,
skad, wobec (84), znajdujemy: M’ < M.

Niech N oznacza liczbe, spelnisjacs nieréwnosei

N=>1, N>=|a|, N=|b]|. (86)
Dla liezb rzeczywistych b, (i=1,2,....n) mozemy oczywidcie
wyznaczyé liezby wymierne 8, (i=1,2,...n), takie iz
MM )
‘b‘_ﬁil<m”+‘:‘i), (z=0,l.n) (87)
Polézmy
W(x) = Box" = f1" ™ 4= ... = Bu (88)

8 }?ﬁ:ﬁr.’Wielomiany, dajace najlepsze przybliZenie. 237

wobee (88), (85), (87) i z uwagi e (w mysl definicji liezby M’)
1f (@) — Q)| < M', dla a <z =<1, oraz e, w mysl (86), |z|=N,
dla o < 2 < b, zuajdujemy w jednej chwili:

@) — W) <{fz)— Q)|+ ew) — W) <
<Mt g N A N DS M dls 0Sa

skad
) — W) < M, dla a <z =),

gdzie IV (z) jest wielomianem stopnia == o wspélezynnikach wy-
miornych — whrew definicji liczby M, jako kresu dolnego wszyst-
kich liczb G(W).

Dowiedlismy wiee, ze dla kaidej danej funkeji f(=), ciaglej
w przedziale (a,0), oraz kazdej danej liczhy naturalnej n istoieje
wielomian stopnia conajwyzej n-go, dajacy nie gorsee przyblizenie
funkeji (%) w przedziale (a,b) niz kazdy inny wielomian stopnia
conajwyie] < n-go. Okazemy obecnie, Ze istnieje wielomian stopnia
< n, dajacy najlepsze przyblizenie funkeji f(x) w przedziale- (a, b).
W tym celu wystarczy oczywiscie dowieé, ze istnieje jeden tylko
wielomian stopnia <, spelniajacy nieréwnosci (83).

Okazemy przedewszystkiem, ze jezeli wielomian P(z) stopnia
< n spelnia nieréwnodei (83), to W przedziale (a,b) istniejs conaj-
mniej » -+ 2 liczby g <& <...< &, takie i%

\FlE)— P& =M (k=12 :.n+2)
Zalozmy, ze réwnanie
- e =M, (89)
gdzie
@) = f(2) — P(a) (90)

posiada w przedziale (a, b) m<sn -1 pierwiastkéw: niech to beda
liczby

gl, gl) R g'"'
Polézmy

T‘ (2 — §) (e — &) (& - gk—l) (z— §k+1)"' (x— gm)
RO = 28 6 b G ) B B &= 8 v
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— bedzie to oczywidcie wielomian calkowity stopnia <m—1<n,
przyeczem bedzie

R(E)=o(&), dla k=1,2,...m. (91)

Wobec cigglosei w przedziale (4,0) wielomianu E(z) oraz
funkeji @(v) istnieje takie A >0, iz nieréwnosé

lo— o' | <h (92)

pocigga za sobg w przedziale (a,d) zawsze nieréwnosel

M
lp(@) — 9l@) | <5 (98)
oraz

| B(z) — R@)| < z;z . (94)

Usunmy z przedzialu (a, J) punkty wewnetrzne kazdego z prze-
dzialéw

G—hy &+h) E=12...m) (95)

— pozostanie w ten sposéb z przedzialu (a,d) skonezona liczba
przedziatéw (zamknigtych) oy, d,,...d,). W zadnym z przedziatéw
dyy dy,...d, nie moze zachodzi¢ réwnosé (89), gdyz kaidy z pier-
wiastkéw réwnania (89) jest srodkiem jednego z przedzialéw (9D).
Zatem kres gérny funkeji | p(#) | w kazdym z przedzialéw d,, dy,...d,
jest muiejszy od M (gdyz funkeja |@(w)|, jako ciggla w kazdym
z tych przedzialéw, dosiega w kazdym z nich swego kresu gérnego,
a z drugiej strony, w przedziale (a,d) jest stale |p(x)| << M [wobec
(90) i 83)], zaé w zadnym z przedzialéw dy, dy,... d, nie jest
|9(@)| = M),
Istnieje wige liczha M’ <C M taka, iz w kazdym z przedzia-
w d,, dy,... d, mamy
| o) | < M. ' (96)

Oznaczmy przez N kres gérny funkeji |R(z)| w przedziale
(a, b): bedzie to oczywiscie liczba skonczona. Obierzmy liczbg do-
datnig e taks, izby bylo

1 M- M
ez oraz a< i 97)

!) Niektdre z tyeh przedzialéw moga sic redukowaé do punktdw.

§ 128, Wielomiany, dajgee najlepsze przyblizenie. 239

i potézmy
¢@) = P(2)+ aR(x) (98)

— bedzie to wiee wielomian stopoia << n.
Powiadam, ze bedziemy mieli

|f(@)— Q)| <M, dla a <<z <b.

Niech wige # oznacza jakakolwiek dang liczbg praedziatu (g, 0).
Rozréznimy dwa przypadki: 1) @ lezy wewnstrz jednego z prze-
dziatéw (95), oraz 2) x nalezy do jednego z przedzialéw dy,d,,...d,.

Zaléimy, e x lezy wewngtrz przedziatu

(Ek - h, Ek+h):

mamy wige
l L — gk ! < ha
czyli nierdwnodé (92) dla o' ==§,, ktéra, jak wiemy, pociaga za
soby nierdwnosei (93) i (94), czyli
M .
| 9(@) — 9(&)| <5, (99)
oraz
M
| Blo) — R(E) <3
ta ostatnia daje, wobec (91):

M

| Bir) — 9l6)| <y - (100)
Wobee (99) i z uwagi, se @(&,)|= M, wnosimy, Ze
ICN
P2 <=
w2
i przeto mozemy poloiye
@) =1 101

gdzie > —-—% Z drugiej strony nie moze byé §>0, gdyz wiw-

czas mielibydmy '%E?_)t > 1, czyli |p@)|> M, co niemozliwe.



pem


9240  Rozdzial XIV. Rozwijanie funkeyj cigglych na szeregi wielom.

Jest wige
<=0 (102)

Wobee (90), (98) i (101) mamy

fl@) — Q@) = glz) — aB(x) = (14§ 9(&) — ali(z) =
= (1 4§ — a) p(&) — e[ B(=) — (&),

skad, wobec | p(&)| = M oraz wobec (100):
) — O =11+ f—al MG (108)

Lecz, wobee (102) i (97), mamy
1-g—a>0,

zatem
it p—ea|=14f—0
i przeto nieréwno$é (103) daje

Fo) — Q)| S (148 — ) Mot 5 M=(148—5) I

skad, z uwagi, ze wobec (102) oraz wobec @ >0 jest

[4 «
14—y <1—35 <1,

znajdujemy
|f(e) — @) < M. (104)
Udowodnilismy wiee nieréwnoéé (104) dla przypadku gdy =
lezy wewnatrz ktéregokolwiek z przedzialéw (95). -
Zalézmy teraz, ze z nalezy do jednego z przedzialéw dy, dy, ... d,.
Wobec (90) i (98) mamy
S (@) — Q@) = g(a) — aB(z). (105)
Lecz w kazdym z przedzialéw dy, d;,...d, mamy nieréwno$é
(96), zas V
IR@)| <N, dla a <o <<b:

wobec (105) mamy wiece

1H(#) — Q@) < M’ + aN,

N § 128. Wielomiany, dajyce najlepsze przyblizenie. 241

skad, z uwagi, ze wobec (97) mamy M’ aN <M, znowu znaj-
dujemy nieréwnosé (104),

' Ni.eréwnoéé (104) zachodzi wige w calym przedziale (a,b), co
niemozliwe, skoro Q(x) jest wielomianem stopnia: < m.
Dowiedliémy wige, ze nie moze byé m <<z - 1. Jezeli wige
wielomian P(x) stopnia << » spelnia warunki (83), to réwnanie
| A8) — P(a)| = M

posiada w przedziale (a,b) conajmniej n -} 2 rézne pierwiastki.
Zalbamy, Ze précz wielomianu P(x) jeszeze wielomian Py(z)
stopnia = spelnia warunki (83). Mamy wige

| @) — P@)| = M, oraz |f(z) — Py(z)| < M, dla a <z <b,
oraz

lﬂ@ff@kgﬁ@ﬁstMqush

co dowodzi, ze wielomian —P—(—?L?Pigx) , stopnia = n, réwniez spel-

nia warunek (83). Réwnanie
e

posiada wige, jak dowiedlidmy, conajmniej n--2 réine pierwiastki
w przedziale (a,b). Powiadam, ze dla kazdego, lezacego w prze-
dziale (a,b) pierwiastka £ réwnania (106), mamy

P(§) = P\(§)-

W samej rzeczy, niech £ oznacza pierwiastek réwnania (106),
lezgey w przedziale (a,b). Zalézmy np. Ze

pey— PELBE (107)
Skoro wielomiany P(%) i Py(x) spelniajy warunki (83), wige

mamy :
F(8) — P(&) =< M oraz f(§) — Pu(§) < M. (108)

. Gdyby nie bylo jednoczeénie f(&) — P(§) =M oraz & —
— Py(E) = M, to, wobec (108), byloby .

(/&) — P+ [F(§) — A&l < 2,
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skad '
o —EOETRE

whrew (107). Musi wige byé
S — P& = M oraz f(§) — Pr(§) = M,

P(§) = Py£).
Podobniez udowodnilibyémy réwnoéé (L09) w razie

skad
(109)

o POLEG_ _y

Dla kazdego wige, lezgcego w przedeiale (a,b) pierwiastka
réwnania (106), a wige co najmniej dla n -2 réinych wartosei
przedzialu (a, ), wartodci wielomianéw P(x) oraz F(x) (obu stopnia
< n) sy réwne: wnosimy stad, ze P(z) = P,(x) tozsamodeiowo.

Istoieje wiee conajwyzej jeden wielomian stopnia =<n spel-
niajacy warunki (83).

Otrzymane wyniki mozemy wypowiedzie¢ w formie nastepu-
jacego twierdzenia:

Twierdzenie 156. Dia kaidej funkcji f(x), cigglej w prze
dziale (a,b) oraz kabdej liceby naturalnej n istnieje (oczywiscie jeden

icm

tylko) wielomian catkowity stopnia << n, dajocy najlepsze praybli-

zenie funkeji f(z) w preedziale (a,b).

Jezeli wielomian taki oznaczymy przez P,(x), to wyrazenie
f(x) — P(x)| dosigga w przedziale (a,b) conajmniej n - 2 razy
swego kresu gérnego M,.

Opierajac sie na tw. Weierstrassa latwo dowiedd, ze
limM,=0. W samej rzeczy, mamy oczywiscie M, << M,

(n=1,2,...), za§ z drugiej strony stale M,=0: ciag M,, jako
nierosngey i ograniezony z dolu posiada wige granice g==0. Gdyby
bylo >0, to wobee M,=g dla n=1,2,3,..., hie mogloby byé
dla zadnego wielomianu P(x)

|f(@) — P(x)| <g, dla a <<z <}

— wbrew twierdzeniu Weierstrassa. Musi wige byé g =0,
czyli fim M, =0, skad, wobec
n=0q

|[f@) —P2)| < M,, dla a <z =<}

§ 123, Wielomiany, dajace najlepsze przybliZenie. 243

wynika, Ze mamy

f(@)==lim Bfx), dla e <2 <h,
przyczem ciasg wielomianéw P,() zmierza do f(x) w przedziale (a, b)
jednostajnie (oraz, jek latwo widzieé, saybeiej, niz kazdy inny,
zmierzajgey do f(%) ciag wielomianéw odpowiednio tych samych
co P,(x) stopni).

Niech teraz (@, b) oznacza dany przedzial, m — dang liczbe naturalng.
Oznaczamy dla kazdej danej funkeji f(w) przez Pr(«) wielomian stopnia <<m,
dajgey najlepsze przyblizenie funkeji f(2) w przedziale (a, b). Udowodnimy

Twierdzenie 157, Jedeli cigg funkoyj f.(x), cigglych w preedsinle
(a, b), emierea w tym preedeiale jednostajnie do funkeji f(w), to cigg wielo-
miandw Pr(x) emisrea w preedeiale (a,b) jednostajnie do wislomianu Pdx).

Dowéd, Zalézmy wige, 2e fo(x) jest ciggiem funkeyj cigglych w prze-
dzinle (a,D), zmierzajacym w tym przedziale jednostajnie do funkeji f(x): be-
dzie to wige rowniez funkeja ciggla w przedziale (a, b).

Jeodeli cigg Py, (@) nie zmierza w przedziale (a,b) jednostajnie do P/(w),
to istnieje takie dodatnie @ oraz taki cigg nieskonczony rosngey wskaZnikow 7
(k=1,2,8,...), iz dla Zadnego k==1,2,3,... nie mamy

‘ P,nk(m) — P (=) l <o dla o <<z <<bh. {110)
Oznaczmy kres gérmy funkeji f(x) — Pi(x) w przedeiale (@,b) przez M.
Poniewas cigg fu(®), jak zakladamy, zmierza w przedziale (@, b) jedno-

stajnie do f(@), wige dla dodatniego & istnieje takie s, iz

| ful@)— fl@) | <& dlan>p a<<a<b. (111)
Lecz
Hw) — File) = [h(@) — @) + (@) — B (@), &l a <o <b,
skgd, wobec (111): .
| fulz) — Priz) | < &M, dla n>p, 6 << <<b. (112)

Poniewaz Pr () jest wielomianem stopnia < m, dajgeym najlepsze przy-
blizenie dla ful@) w przedziale (a,D) (zatem nie gorsze niz wielomian F/(2)),
wiee, wobee (112)

| fule) — Pr(2) | Let+M danpao<z<b

Funkeje falz) (n=1,2,8,...), jako zmierzajsce w przedziale (a,b) jedno-
stajnie do funkeji cigglej f(#), sy jednostajnie ograniczone (ze wzgledu na z
ornz m): wobec (118) wnosimy stad w jednej chwili, Ze wielomiany .P,"»(a:)
(b=1,2,8,...) tet sy jednostajnie ograniczone (ze wzgledu na @ oraz k).

Wynika stad, dalej, z latwoéeis, de istnieje taki cigg rosngey wekaénis
Kéw Ky (p==1,8,8,...), i ciag wielomiandw P’n (@) (p=1,2,8,...) jest w prze-

(113)

» .
dzisle (a,b) zbiezny jednostajnie do pewnego wielomianu Q(«) stopnia < m.
B
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Wobece (118) mamy:

skad, mnozac obie strony przez liczb
fnkp('”)“Bnk,(x)|<s+M;dlﬂp>v’ aSwa’ ’ P i

2 i , dostajemy:
2 .

skgd, w granicy, dla p =oo: {a,2" kd I

| f) — Q@) | <e+M, dl a <z <Y, | 2|
co, wobec dowolnokei liczby dodatniej &, dowodzi, zZe Skladniki szeregu

' — Q) | <M dlaa<<zx<<b ‘
. [ Az) — Qo) | << 20 lao| + | as2| 4 | ag2? | + |aged| 4. .
i przeto

Q) = Pyz), da a << 2 <D ‘ ‘ 8g wige, poczynajae od pewnego miejsca, odpowiednio mniejsze od
[gdy? istnieje tylko jeden wielomian stopnia <Cm, dajscy najlepsze przybli- skladnikéw szeregu geometryeznego
zenie dla f(x) w przedziale (a,b)]. \
Ciag wielomianéw P, (.z:) (p=1,2,8,.. ), bedsc w przedziale (a,b) ]z I 2 !3 +
[ 2 | 2 zo ' ey

zbieznym ,ednosta]me do Q(w), jest wiee zbiesnym jedmostajnie do Fj(w),

whrew temu, Ze przy Zadnem naturalnem k nie zachodzi nieréwnoéé (110). . . (
Dowi(;dliémy wiee, 2o cigg wielomianéw P (®) musi zmierzaé w prze- ktdry jest zbiesny dla | 2] <|z]. Woosimy stad, w jednej chwili,

dziale (m, b) jednostajnie do By{x). ze pzereg (1) jest zbiezny bezwzglednie dla |2]| < |z, ¢ b d. o.

Udowodniliémy wige twierdzenio 157. Whniosek. Jedeli seereg polggowy jest rozbietny dia 2= 2, to
jest on tembardziej rozbieény pray wszelkiem 2z, ktdrego modud jest
wighszy od modutu liczby z,.

W samej rzeczy, gdyby szereg (1) byl zbiezny dla pewnej
ROZDZIAY XV. liezby 2,, dla ktérej |2, | > |2,[, to, w mysl tw, 158, musialby on

byé zbieznym dla 2 = z,, whrew zalozemu.

Szeregl potegowe. Zbadamy blizej rézue praypadki, jakie zachodzié mogs co do

zbiesnodei szeregu potggowego. Przedewszystkiem zwrécimy uwage

na dwa przypadki krafcowe:

ty + 0,2 + ag2t + @28 + ... ., (1) 1) Szereg potegowy moze byé zbiezny przy wszelkiem zespo-
lonem 2 (szereg taki nazywamy bezustannic zbieénym, za$ sume jego

nazywamy funkcjq catkowitq, ze wzgledu na pewne analogje z wie-

§ 124. Szeregiem potggowym nazywamy szereg nieskon-
czony.

gdzie ag, ay, a,, ... 8 dane wspblezynniki rzeczywiste lub zespolone,

za8 7 oznacza zmienng zespolo?a,. . , Jomianami calkowitymi): takim jest np. szereg
Twierdzenie 158. Jeteli szereg potegowy jest zbiedny dla

z2==2, 0), to jest on zbietny bezwzglednie dla kaidego 2, ktérego ‘ z 27 2B
o (5 9 g g 14 1 -+ a1 + 5i +

modut jest mniejszy od modudu liczby z,.
Dowéd. Zaléimy, ze szereg potegowy (1) jest zbieiny dla 2| ‘
-danej liczby zespolonej z, == 0, czyli ze szereg W samej rzeczy, kladse }m.= u,, mamy tu wu, =0, dla
ay - a2, + ag2s - ag2B ...
. . “ﬁ{-._ o “.+ 8°+.- 2==0, za§ dla 2= 0 mamy U || ,
jest zbieiny: z zalozenia tego wynika, ze lim a,2j = 0; dla dosta- 4y n1

tecznie wielkich n jest wige danem 2= 0 znajdujemy : u;*‘} =0 i cecha d’Alemberta do-

skad, przy wszelkiem

=00

a2y | < 1, dzi b Coae
wodzi bezustannej zbieinodei naszego szeregu.
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