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Dla kazdej liczby 2 zbiorn Z, spelniajacej nieréwnosé (46),
mamy wige | g(2) | > &: nieréwnosé ta bedzie wige zachodzila, tem-
bardziej, dla kasdej, spelniajacej nieréwnoké (45) liczby z zbioru Z,
(bedacego czedeig zbioru Z), whrew wiasnodei punktu g,

Musi wige byé g(£) =0, czyli, wobec (43): f(8) = u,, skad
¢ = F(u,), co daje, wobec (41):

Lecz, skoro [ nalezy do zbioru Z;, wige mamy
I g"—zo I = a,

zatem [ =z, whrew (47). Zalozenie, ze funkcja F(u) nie jest
w zhiorze U ciagla, doprowadza wige do sprzecznodci. Udowodni-
lismy wiee twierdzenie 140.

ROZDZIAY XIIL
Ciagi i szeregi funkcyj.

§ 111. Jezeli kazdej liczbie naturalnej » odpowiada pewna
funkcja f,(¢) zmiennej zespolonej 2, okredlona w danym zbiorze Z,
to mamy do czynienia z ciggiem nieskoniczonym funkeyj

f(@)y f2@), fal@h- -,

okredlonym w zbiorze Z.

Obierzmy na z jakakolwick oznaczong wartosé ze zbioru Z:
wyrazy ciagu (1) beds wéwezas oznaczonemi w zupelnosei liezbami
zespolonemi i przeto bedziemy mieli do czynienia ze zwyklym cig-
giem nieskonezonym o wyrazach zespolonych.

Zalézmy, ze cigg (1) jest zbiezny dla kazdej wartofei 2, na-
lezacej do zhioru Z Granica jego bedzie wogdle zalezala od obranej
wartosei 2 i bedzie przez nia wyznaczong w zupelnofci: bedzie to
wige funkcja zmiennej 2z, okreflona w zbiorze Z; oznaczmy ja
przez f(2): bedzie wiee

1)

lim f,(2) = f(2)

ne=co

@)

dla kazdej liczby zespolonej 2, naleigcej do zbioru Z,

icm
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Przyklady.

1) Przyjmijmy jako zbiér Z zbiér wezystkich liczb zespolonych #, spel-
iajgeych nieréwnoéé | ¢ | <1 1 potéimy

1 —pn
o) =3—0
— bedziemy tu mieli w zbiorze Z:
. 1
Lo fole) ==

2) Niech X oznacza zbiér wezystkich liczb rzeczywistyeh i poléimy dla

liczb @ zbioru X:
= (1+3)"

bedziemy tu mieli w zbiorze X:
lim fy (o) = e*.

n=00

3) Niech X oznacza zbiér wezystkich liezb dodatnich i poléimy

falo) =n'(Va — 1);
bedziemy. tu mieli w zbiorze X (§ 50):

Tim fo(ee) = g .
fn=0a

W my#l definicji granicy ciggu o wyrazach zespolonych, na to
teby w zbiorze Z zachodzil wzér (2), potrzeba i wystarcza izhy dla
kazdej liczby zespolone] 2, nalezgeej do zbioru Z, oraz kazdej liezby
dodatniej ¢ istniala liczba rzeczywista u == u(s,2), taka iz

[ e —f2) | <&, dla n>p ®)

Owa wartodé na p jest wise wogdle zalezng nietylko od & ale
i od 2. Moze sig jednak zdarzyé, ze do kazdego dodatniego & mozna
dobraé takie u == u(e), iz nieréwnosé (8) bedzie spetniona dlan>pu
przez katédg liczbg 2, nalezaca do zbioru Z. Méwimy woéwezas, ze
uwazany cigg jest w zbiorze Z zbiednym jednostajnie.

Réinica migdzy zbieznoseis zwykls a zbieznoseis jednostajng
cisgu w zbiorze Z polega wige na tem, ze dla zwykle) zbieznosei
wystarcza moznodé dobrania odpowiedniego p do kazdego dodat-
niego & oraz kaidego z osobna 2, nalezacego do zbioru Z, dla zbies-
noei zaé jednostajnej potrzeba izby do kazdego dodatniego & moina
bylo dobraé odpowiednie p, ktéreby bylo zdatnem przy wszelkiem 2,
nalezgoem do zbioru Z Innemi stowy: w razie zwyklej zbieznosei,
przy danem g, réinym z mogs odpowiadaé réznme m, W razie zas
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zhieznofei jednostajnej (przy kazdem danem &>>0), w, dobrane
do ¢ ma byé¢ jednem i tem samem dla wezystkich ¢, nalezgeych
do zbioru Z.

Ciag nieskonczony funkeyj moze byé w calym zbiorze zbies.
nym, ale nie by¢é w nim zbiesznym jednostajnie, jak tego dowodzs,
nastgpujace przyklady:

1) Niech X oznacza zbidr wszystkich liczb raeczywistyeh przedsiatu 01
i potdzmy w zbiorze X:

fo(@) =12 (1 — "), (4)
Bedziemy tu mieli, jak latwo widzieé, dla kazdej liezby @ zbioru X:
Um fu(x) =0 (6)
A=

— cigg nasz jest wige zbiedny w calym zbiorze X. ZaléZmy, Ze jest on w zbio-
rze X zbiedny jednostajnie. Dla kaidej liczby dodatniej s, w szezegélnodei

wige dla liczby e=~1—, istnialoby takie g, i2 dla kaidej liezby @ zbioru X
mielibysmy nierdwnogé

f"(“)_ff_'fcf"(”] ! <e, dla n>p,

czyli,A wobec (4), (5) oraz e =1:

2 (1 —am) | < %_ dla n>pu. (6)

Oznaczmy, w szezegdlnoéei, praez p liezbe naturalng > & i przyjmijmy

1 . R .
L= bedzie to liezba zbiorn X; wobec (6) musi wige byé, dla &= ;1—, n=p:
B Ve
1 1 1
6Bt
¢o niemozliwe. Cigg nasz nie jest wige zbieny jednostajnie w zbiorze X.

2) Niech Z oznacza_zbiér liezb zespolonych e, spelniajacych nierdwnoéei
0<]|#2| =1, i polézmy w zbiorze Z:

fale) = ,—:z (7

bedziemy tu mieli oezywidcie dla kasdego punktu # zbiorn Z:
limf,(g) =0,
RO

natomiast, wobee (7):

1
f (;;)-—:1, dla n=1,28,...;

clag nasz jest wige zhiezny w calym zbiorze Z, ale nie jednostajnie.
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8) Niech X' oznacza zhiér wszystkich liezb rzeczywistych. Poléimy

fa(@) =0 dla @ niewymiernych, w razie zaé kiedy @ jest liczba wymierna = j”-e,

;L . . .
gdzie;’; jest utamkiem nieprzywiedlnym o natiralnym mianowniku, przyjmijmy
fa@)=1 dla n=<Cm oraz fa(x)=0 dla = >m.
Bedziemy tu mieli przy wszelkiem rzeezywistem x:
lim fu(2) =0,

nmoa

gdy2, jezeli & jest liczbg niewymierns, to wszystkie wyrazy ciagu folx} beda
zerami, jedcli zad @ jest liczba wymierng, to beda zerami wszystkie wyrazy,
poczynajge od pewnego miejsca.

Zalozmy, #e cigg nasz jest w zbiorze X zbieZnym jednostajnie. Istnialoby
wige dla =1 takie #, niezalezne od &, i*

[fulw) | <1, dla n>p ®

przy wezelkiem rzecaywistem . Obierzmy jednak liczbe naturalng m wiekszg

od # i polézmy w nierdwnosei (8) =, M= 0 otrzymamy, z uwagi Ze,

w my$l definicji naszej funkeji, fm (;L) =1:

(1<,

co niemosliwe. Cligg nasz nie jest wige Zhiesny jednostajnie w zbiorze X.
Moznaby tez z latwoscig okazad, Ze ciag nasz nie jest zbieiny jednostajnie
w Zadnym, jak chege, malym przedziale (gdyZ w kaidym przedziale mozemy
wyznaczyé liezbe wymierng o jak cheac wielkim nieprzywiedlnym mianowniku).

§ 112, Twierdzenie 141. Jeteli f(2) jest funkejq, okreslong
w zbioree Z, zas f,(2) (n=1,2,8,...) jest ciggiem nieskoiczonym
funkejs cigglych w bym zbiorae i jedeli dla kaidej liceby dodainiej e
istnieje wskadnik m (zalezy jedynic od &), faki iz

| fu@) — /(&) | <= (@)

przy wszelkiem = nalesgeem do zbioru Z, to fumkeja 7 (2) jest ciagta
w cadym zbiorze Z.

Dowéd. Niech z, oznacza dany punkt zbioru Z, e-dang liczbg
dodatnia. Z zalozeh naszego twierdzenia wynika, e istnieje dla
liczby & wskaznik m = m(g), przy ktérym nieréwnodé (9) jest spel-
niona przez kazds liczbg 2 zbioru Z W szcasgdlnosei wige bedzie:

| Fa(20) — Fl20) | <& (10)

7 ualozenia, e wyrazy ciagu f.(2) sa funkejami ciaglemi

w zhiorze Z wynika, w szezegdlnosei, ze funkeja Fn(?) jest ciagla
W, Sierphiski: Analiza T. I Cz. IL
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w zbiorze Z dla punktu z,: istnieje wige dla liezby dodatniej e
liczha dodatnia 6 == (m, z,, €)= d(s), taka iz pray wszelkiem g,
nalezgcem do zbioru Z i spelniajacem nierédwnodé
Iz'_'zﬂi<6v (11)
bedzie
| ful2) — fal2o) | <& (12)
Zalésmy, Ze z oznacza liczbe zmbioru Z, spelniajaca nierdw-
nodéé (11): beds wige zachodzily jednoczednie nieréwnosei (9), (12)
i (10), skad

[f(2) — f(z0) | = | (F(2) — fu(@) + fu(2) = fu(eo)+Ful20) — Fl20)) [=
= @) — fa@) | [ fale) —Salze) | 4 [ fulee) — f(20) | < 3e

Dowiedlismy wige, ze dla kaidego punktu z, zbioru Z oraz
kazdej liezby dodatniej & istnieje takie dodatnie J i nierdwhodé (11)
pociaga -za soba przy wszelkiem 2, nalezgcem do zbioru Z, nie.
réwnosé

| 7(&) = f(e0) | <3¢

co dowodzi, (ze funkeja f(2) jest w zbiorze Z ciagla. Udowodni-
lidmy wige nasze twierdzenie.

Jezeli ciag funkeji f,(z), ciaglych w zbiorze Z, jest w tym
zbiorze zbiezny jednostajnie, to, kladac w zbiorze Z f(2) == lim 1, (2),

bedziemy oczywiseie mieli spelnione vrszystkie warunki tw, 141
i przeto mozemy jeszeze wypowiedzied

Twierdzenie 142. Granica ciagu funkeji.ciqglych w 2biorze Z,
zbiednego jednostajnie w tym zbiorze, jest funkejq ciggle w tym zbiorze.

Zauwaiymy, ze granica ciggu funkeji ciaglych w zbiorze Z,
zhieinego w tym zbiorze, ale niejednostajnie, moze nie byé funkejg
ciagla w zbiorze Z.

Dla dowodu polézmy w zbiorze liczb rzeczywistyeh w:

fulz) = —l—_—*—}—ﬁﬁ n=123,...)

— heds to ocaywiscie funkeje ciggle w calym zbiorze liczb rzecay-
wistych. Mamy tu, jak atwo widzieé:

Sy =limf,(x)=0, dla z==0,
zas

LO)=1, dla n=1,23,..., skad F0)= limf,(0)=1.

iom

§ 112, Cigglodd granicy funkeyj cigglych. 19%)

Funkeja /(%) jest wige nieciagly dla wartoei a == 0.
Jako inny prayklad, polézmy dla —1 <z <<1:

Sa@) =1 —a%, (n=123,...)
Mamy tu, jak latwo widzied:
limf,(2)=0 dla —1<a<<0 oraz dla 0<<z=1,

L]

78
lim f, (0) = 1.
Prayklad ten wskazuje, e granica ciggu zbiesnego wielomia-
péw catkowitych moze byé funkejs nieciagls.
Inny jeszeze przyklad na granice nieciagly ciggu zbieznego
funkeji cigglych otrzymamy, kladse przy wszelkiem zespolonem 2

fa(2) :VTZ—T; (n=1,2,3,..)
bedzie tu, jak latwo widzieé:

, 0 dla 2=0
&) =11 dla s 0.

Giranica ciggu zbieznego funkeyj ciaglych w dany skorczonym
przedziale moze nawet nie byé funkeja ograniczong w tym prze-
dziale; np. kladae

fule) = 1_}% dla —1<a<l1, n=123,...
bedziemy mieli, jak latwo widzieé:
1
f(x) = lim fu(x) =— dls x=E0.

x

oraz

7(0) = lim £, (0) =0,
o dowodzi, e funkeja f(x) nie jest ograniczona w. przedziale (—1, 1).

Podobniez, kladge
Jul) =11 +x+x2+...+x"“)(l—-x") dla 0<wr=<1
bedziemy mieli
fu(1)=0, (» = 1,2,3,.. h

skad

F(L) = lim f,(1) =0,

| " %
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zad, dla 0 <z << (:

(1 — x™)2
=02
skad, w jednej chwili:
F(z) = lim f.(z) = 1__1:_55 dla 0<z< L

Nawet wige cigg wielomianéw calkowitych, zbieiny w prze-
dziale (0, 1) (z wlaczeniem granic) moze przedstawiaé funkeje, ktéra
nie jest ograniczons w tym przedziale.

Z drugiej strony, granica ciagu zbieinego funkeyj niecigglych
motze byé funkejs ciagls. Polézmy np. w zhiorze liezb rzeczywistych:

fn(x)= %@7 (n=1, 2,3,..)

gdzie @(z) oznacza zero dla wymiernego # oraz jednosé dla niewy-
miernego . Kazda z funkeji 7,(s) bedzie oczywidcie wszedzie nie-
ciagls. Z drugiej strony bedzie oezywiscie

RACIE

n
przy wszelkiem rzeczywistem « i wszelkiem naturalnem n, skad

fla) = lim f,(z) =0,

co dowodzi, ze funkecja f(x) jest ciagly w calym zbiorze liczb rze-
czywistyceh.

Zatem cigglosé wyrazdw ciggu zbiednego nie jest anmi warunkiem
koniecanym, ani te warunkiem wystarczajacym dla cigglodei jego
granicy.

Twierdzenie 142 daje nam warunek wystarczajacy dla cis-
gloscei granicy funkeji ciaglych. Warunek ten nie jest jednak ko-
nieczny: granica ciagu niejednostajnie zbieznego funkeji ciggtych
moze bhyé ?unkcja‘ ciagly, jak tego dowodzi ciag (4), rozpatrywany
w § 111, Inny przyklad otrzymany, kladae prazy wszelkiem rze-
czywistem x

“)",,(.’(’) = 1“:,-:’;;'2“‘571 (ﬂ == 1‘ 2, 3, . -). (13)

iom

§ 118. Cigglo&¢ granicy funkeyj ciaglych. 197

Bedziemy tu mieli, jak latwo widzied, w calym zbiorze liczb
rzeczywistych:

Fl@) = Lim £,(&) = 0

i przeto f(x) bedzie funkejg ciagly w calym zbiorze liczb rzeczy-
wistyeh, natomiast eigg (13) nie jest w tym zbiorze zbiezny jedno-
stajnie do zera, gdyz mamy tu
1 1
f,,(g)=-2~, dla n=1,23,...
Zapytamy obecnie, jakie warunki ss konieczne i wystarcza-
jace na to Zzeby graniea funkeyj ciaglych byla funkcjs ciagla?

§ 118. Twierdzenie 143. Na to seby funkcja f(g), bedaca w gbioree Z
granicq ciggw funlcji f.(#), cigglych w sbioree Z dla punkiu g, sama byla
w ebioree Z dla punkiv &, cigyly, polrzeba i wysitarcza aby dla kaidej
liceby dodainiej & istwiala liceba dodatnia 6 oraz wskasnik wm takie, igby
prey wseelkiem 2, naleégcem do ebioru Z i spelniajgcem nierdwnosc

le—g| <9 (14)
zachodeila nierdmnosdé
| fm(e) — fle) | <. (18)

Dowéd. Zalézmy, ze funkeja f(2) jest ciggla w zbiorze Z dla punktu 2.
Istnieje wige dla danego dodatniego € takie 6, >0, iZ dla kazdego punktu 2
zbioru Z nieréwnosé
' le—2| <d (16)
pociaga za soby niexéwnosé

| P& —fe) | < 5 an
7 drugiej strony, jezeli lim fa(e) = f(g,), to istnieje 4akie m, iz
| Fleo) —Fleo) | <5 (18)

Wreszcie, jezeli funkeje fa(2) sy ciggle w zbiorze Z dla punktu %, to
istnieje takie 6’ >0, iz nierdwnosé

|e—g | <6 19)
pociggn za soby dla kaidej liczby 2 zbioru Z nieréwnosé
&
| (o) — Fmle) | < - )

Niech teraz 6 oznacza liczbe dodatniy, mniejszg od d, i 6. _ )
Nieréwno#é (14) bedzie pocizgala za soby kaids z nieréwnoéc.x (16) i .(19)
i przeto bedy zachodzily jednoczesnie nieréwnosei {17), (18) i (20), dajgee w jed-

nej chwili: | F(e) — fule) | < .
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Nieréwnodé (14) pocigga wige za soby dla kazdej licaby 2 zbiorn Z nie.
réwnokei (16), co dowodzi, de warunth auscego twierdzenia jest konieczny.

Zalésmy teraz, Ze warunek naszege twierdzenia jest spelniony i niech &
oznacza dowolng dang liczbe dodatniy: istnieje wige odpowiednie dodatnie ¢
takie, iz przy pewnem m nieréwnofé (14) pociaga za soby dla kazdej liczby 2
zbiorn Z nieréwnodé (18). W szezegéhokei wige mamy tes

| fm(&) —Fl2e) | <C & (21)

Wobec cigglodei funkeji fu(2) w zbiorze Z dla punktu 24, istnieje takie
¢’ >0, iz nierdwnoéé

fe—ez, | <& (22)

pocigga za sobg dla kazdej liczby # zbioru Z nierdwnoéé

| frmle) — Fmle0) | <C 8. (23)

Oznaczmy przez 6, liczbe dodatnia, mniejszg od 6 i &, i niech £ oznacza
jakgkolwiek liczbe zbioru Z, spelniajacg nierdwnodé

|2—2, | <dg. : (24)

Nierdwnodé (24) bedzie poeciggala za soba nierdwnosé (14) i (22) i przeto
beds zachodzily jednoczednie nieréwnodei (15), (21) i (28), dajace w jednej
chwili

| fleg) ~ fle) | < (25)

Dla kazdej wige liczby # zbioru Z niexéwnosé (24) pocigga za soby nie-
réwnoéé (25, co dowodzi, ze funkeja fiz) jest w zbiorze Z ciggls dla punktu #,.
‘Warunek naszego twierdzenia jest wige wystarczajacy.

Twierdzenie 143 udowodniliSmy zaiem w zupelnofci. Zauwazymy, Ze
twierdzenie nasze pozostaje prawdziwem, a dowdd jego pozostaje bez zmiany,
jezeli zamiast zakladaé, Ze funkeja f(#) jest granicy ciagu fa(¢) w calym
zbiorze Z, zaloymy tylko, Ze funkeja f(e) jest okredlona w zbiorze Z, uraz Ze
wartosé f(#) jest granica ciagu fu(2,).

§ 114. Ciag nieskonczony funkeji f,(2), zbieiny w zbiorze Z,
nazywamy (wedlug Borela) w tym zbiorze zbiednym gquasi-jedno-
stajnie, jezeli dla kasdej liczby dodatniej ¢ i kazdej liczby natu-
ralnej p istnieje liczba naturalna q > p taka, iz dla kazdego punktu 2
zbioru Z przy pewnym wskazniku = n(2) (zaleZoym od z), spel-
niajgeym nieréwnosei

p<n@)<g
zachodzi nieréwnodd

| fun (&) — F(2) | <&
gdzie f(2) oznacza granicg ciggu £,(2).

g 111 lb‘e/nosu ([llllbl ]ednosta]na 199

Twierdzenie 144. Jedeli ciqy funkeji /',,y(z)‘ cigglych w 2biorze 7,
Jost zbiedny quasi-jednostajnie w tym zbiorze, to gramica tego ciggu
jest funkejq ciqgly w 2biorze X

Dowé6d. Zaldzmy, se f,(e) jest ciggiem funkeji ecigglych
w zbiorze Z, zbieznym quasi-jednostajnie w tym zhiorze: potézmy
w zbiorze Z .
ltim f,(2) == 1(2), (26)

i niech 2, oznacza dany punkt zbioru %, zaé — & dowolny dang
liczbg dodatnig.

Wobee (28) mamy, w szezegdlnodei lzm Ju(20) == f(2,): istnieje
wige liczba naturalna p taka iz

| Fu@)—F(20) | <&, dla a>p. (27)
Z drugiej strony, z definicji zbieznodei quasi-jednostajnej wy-
nika, %e dla liczb dodatnich & i p istnieje liczba ¢ >p taka iz
dla kazdego punktu 2 zbioru Z przy pewnym (zaleznym od )
wskazniku n = n(z), spelniajacym nieréwnosel
p<n() <g (28)
zachodzi nieréwnodé
| (@) — ) | <e. (29)
W myél zatozenia o ciaglosei wyrazow ciagu fi(2) (k=1,2,3,..))
w zbiorze Z, istnieje -dla kazdego wskaznika k liczba dodatnia 4,
taka iz przy wszelkiem z nalezgcem do zbiorn Z, nieréwnosé
I 2zl < dl.' (30)
pociaga za sobg nieréwnosé
L) — fulz) | <e. (81)
Oznaczmy przez J liczbe dodatnia, mniejszg od "kazdej z liczb
dodatnich
Oty Oppay oo Oy
i niech z oznacza dowolny dany punkt zbioru Z, spelniajacy nie-
réwnodé
|22 | <6 (82)
punkt 2 bedzie wige spelnial kazdy = nieréwnodei (30) dla k=p -1,
p+2,... ¢g—1, co pociaga za sobg dla tychze wskainikéw & kazds
z nieréwnosei (31), ezyli

fi@—filz) | <& dla k==p-+41, p+2...9—1 (33)
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Wobee (28) i (38) bedziemy mieli:

| £ia(2) — Fun(20) | < 8 (84)
za§ wobec (28) i (27) mamy:
[ fum(20) — (@) | <& (35)
Nieréwnosei (29), (34) i (36) daja w jednej chwili:
| /(&) —f(20) | <3e. (36)

2

Dowiedli$my wige, %e dla kazdego punktu z zbioru Z, spel-
niajacego nieréwnoéé (32), zachodzi nieréwnesé (36), co dbw‘odzi,
ze funkeja f(2) jest w zbiorze Z ciggla dla punktu z,. Udowodni-
lismy wige twierdzenie 144.

Twierdzenie nasze udowodniliémy, nie czyniae zadnych za-
strzezent co do zbioru Z: jezeli, w szezeg6lnosei, zbiér Z jest ogra-
nifzzony 1 zamknigty, to prawdziwem jest i twierdzenie odwrotne,
mianowicie

Twierdzenie 145. Jedeli ciag f,(2) funkeji ciagdych w zbiorze
ograniczonym i zamknigtym Z; zmierea w calym zbiorze Z do funkeji
ciggle] w tym zbiorze, to uwazany cigg jest zbickny quasi-jednostajnie
w 2biorze Z.

Dowéd. Zaléimy wige, ze ciag f,(2) (n=1,2,3,...) funkeyj
ciaglych w zbiorze ograniczonym i zamknigtym Z zmierza w tym
zbiorze do funkeji cigglej f(2) i niech & osnacza dowolns dang
liczbe dodatnis, p — dowolns dang liczbe naturalng

Wobec zalozenia, ze w zbiorze Z mamy

lim 1,(2) =1 (2)

istnieje dla kazdego danego punktu 2 zbioru Z wskasnik n > p,
taki iz

(37)

| fule) = /(@) | <e
niech 7(2) oznacza najmniejszy z takich wskaznikéw i polézmy

?(2)

~ ()
zhiorze Z. Powiadam, e kres dolny ! funkeji @(z) w zbiorze Z
jest dodatni.

W samej rzecazy, zalézmy, ze mamy ! =0. W mysl tw. 135
(wobec ograniczonodei zbioru Z) istnieje wiec punkt { taki iz przy

: bedzie to wiee funkeja dodatnia, okreslona w calym

§ 114, Zbieinofié quasi-jsdnostajns. 201

wezelkiem dodatniem g kres dolny funkeji @(e) w zbiorze Z(g)
wezystkich tych liezb z zbioru Z, ktére spelniajg nieréwnosé
le—10] <s (38)
jest zerem, przyczem, wobee zamknigtodei zbioru Z, punkt { naleiy
do 7 Poniewaz za§ w zhiorze Z zachodzi wzér (37), wige przy
pewnem m > p mamy
| fm(8) = F(E) | <g/3. (39)
Z drugiej strony, wobec ciaglofei funkeji f(z) oraz f,.(2)
w zbiorze Z, dla punktu [ istnieje takie dodatnie g, iz nieréw-
nodé (88) pocinga za sobs nierdwnosei

| flo) —F(8) | <¢/3

oraz
| Fa(?) — faulE) | </3,
ktére, wobee (39), dajg w jednej chwili- nieréwnosé
| fule) —f ) | <e
Dla kaidego wige punktu z zbioru Z(g) zachodzilaby nie-
réwnosé (40) i przeto, w mysl definicji funkeji n(2), mielibysmy
w calym zbiorze Z nieréwnosé

(40)

n(g, < m,
skad
¢ () =1/m,
co dowodzi, e kres dolny funkeji g(2) w zbiorze Z(c) jest dodatni,
whrew lasnodei punktu £
Dowiedliémy wige, ze kres dolny I funkeji @(2) w calym
zbiorze Z jest dodatni: mamy wige dla kazdego punktu z zbioru Z
nieréwnosé
@2) =1,
skad
n(z) < 1/i
oznaczajae przez g liczbe naturalng > 1// bedziemy wige mieli
w calym zbiorze Z nieréwnosé

4 <.n'(z)< 9

co dowodzi, #e cigg f.(2) jest w zbiorze Z zbieiny quasi-jedno-
stajoie, ¢. b. d. o
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Zestawiajac dwa ostatnie twierdzenia, otrzymujemy w jednej
chwili

Twierdzenie 146 (Arzeld): Na to Zeby granica ciggu funkeji
Jo(2), ciaglych w 2biorze ograniczonym i eamknigym Z, bylu funkejq
ciggly w tym 2biorze, potrzeba i wystarcea, &by wwadany cigg byd
2biezny quasi-jednostajnie w zbiorze Z,

§ 115, Szereg Eq),,(z), ktérego skladniki sg funkejami zmien-
. ne=l

nej z w pewnym zhiorze Z nazywamy w tym zhiorze zbieznym
jednostajnie, wzglednie quasi-jednostajnie, jezeli cigg sum eczastko-

wych f,(z) = Eq),,(z) jest w zbiorze Z zbieiny jednostajnie, wzglednie
n=1
quasi-jednostajnie.
Wiege szereg g’(p,,(z) nazywamy zbieznym jednostajnie w zbio-
nm]

rze Z, jezeli dla kaidej liczby dodatniej £ istnieje liczba p (zaleina
jedynie od &) taka, iz przy wszelkiem 2z nalezagcem do zbiorn Z
zachodzi nieréwnogé

| B(2) | <e dla n> gy,

o
gdzie R, (2) oznacza n tg reszte uwazanego szeregu, czyli B, (2) = g, (2).
kmnf]

Podobniez mogliby$my okreglié bezposrednio zhieznogé quasi-
jednostajng szeregu

Wszystkie wyprowadzone dla ciagéw funkeji twierdzenia
1 uwagi dajg sig w jednej ehwili przenieé¢ (pray odpowiedniej
zmianie ich stylizacji) na szeregi funkecji. W szczegblnodei, z uwagi
ze ciaglosé kazdego ze skladnikéw szeregu Sp,(z) pociags za soby
ciaglos¢ kazdej z sum cazgstkowych i naodwrét, otrzymujemy
z tw. 142 i 146, twierdzenia:

Twierdzenie 147. Suma szeregu funkeji cigglych w 2biorze Z,
2bieinego feduostajnie w tym zbiorze, jest fumkcjq ciggtq w 2biorze Z.

Twierdzenie 148. Na to sehy suma szeregu nieskoriczonego
funkeji ciggeych w zbiorze ogramiczonym i zambnietym Z byta funkcjg
claglq w tym zbiorze, potrzeba i wystarcea itby uwazany szerey byt
zbiedny quasi-jednostajnie w z2biorze Z.

Z definicji zbieznosei quasi-jednostajnej 'wynika natychmiast, Ze szereg
zbieiny jednostajnie w zhioxze Z jest w tym zbiorze tembardziej zbisnym

icm

§ 116, Zhienoéd jednostajua a zbieznosé bezwzgledna. 203

quasi-jeduostajnie. Godnem uwagi jest, Ze dla szeregu funkeji jednego znaku
twierdzenie to daje sie odwrdeid, mianowicie:

Seerey fumkcji jednego enaku, ebieiny quasi jednostajnie 1w zviorze Z,
jest w tym sbiorse zbiedny jednostajnie.

W samej rzeczy, zatoZmy Ze szereg §cp..(z), gdzie funkeje #.(¢) (n=1,2,5,...)
=]
g4 wezystkie jednego znaku {t. j. stale ¢a(2) = 0 lub stale ¢, (#1 < 0) jest zbiezny
quasi-jednostajnie w zhiorze Z i niech & oznacza dowolng dang liczbe dodatnia.
Dla lezby ¢ i liezby p =1 istnieje wiee liczba naturalna g, taka iz dla kazdego
punktu & zbioru Z przy pewnym (zaleinym od ) wskazniku n = nl2), spelnia-
jgeym nierdwnodei

1< e <q, (1)
zachodzi nierdwnoéé
[~}
dnie)|<e @)
Xeen(s)1

Poniewaz,’ w myél zaloZenis, wazystkie skiadniki pi(2) sy jednego znaku,
wige nierdwnodd (42), z uwagi na (41), pocisga za soba nierdwnodd
o0 |
Zw(z) <e, dla m>y,

kem

dla kazdego punktu & zbioru Z, co dowodzi, ze uwazany szereg jest zbieiny
jednostajnie w zbiorze Z, ¢. b. d. o.

Zatem, dla szeregéw funkeyj, ktérych skladniki sa jednego znaku, zbiez-
noéé quasi-jednostajna jest réwnowazna zbieinoéei jednostajnej. Stad, w szeze-
golnodel, z tw. 148 i z uwagi, Ze zbidr liczb kaidego przedzialu skoiczonego
jest ograniezony i zamknigty, otraymujemy

Twierdzenie 149. Na fo sehy suma szeregu nieskoticzonego funkcyj
Jednego enaku, ciaglych w preederale skotczonym, byla funkcja ciagle w tym
preedeiale, potrezeba i wystaroza, igby uwasany seereg byl w uwasanym
preedeiale ebiedny fednostajnie.

§ 116. Powiemy teraz parg sléw o tem jak si¢ ma zbiez
nosé jednostajna szeregu do jego zbieznoéei bezwaglednej: okazemy,
3e wlasnodei te sa od siebie niezalezne. Mianowicie:

Szereg funkeyj mode byé w 2bivrze Z zbiednym jednostajnic, nie
bedae dla dadnego punkiu tego zbioru ebiednym bezweglednic, z drugie
za$ strony szereg funkcyj mode byé w calym zbiorze Z zbiecznym
bezweglgdnie, nie bedge jednak w tym zbiorze zbieznym Jednostajnie.

Np. szereg

z 2

; 2 2 2 2
ro=i—ity—yTgTs T

(]
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jest; dla 0<C | 2 | < 1, zbiesny jednostajnie, gdyz, oznaczajse przez
B, (z) jego n-tg resstg, mamy, jak latwo widzieé: Ry, (2) = 0,

Ry (2) =-]j- (k=1,2,3,...), skad, dla 0 < |z | <1:
2
| B.(2) | Sm, n=12,8,...);

z drugiej za$ strony pray zadnem z==0 uwasany szereg nie jest
zbieiny bezwzglednie (wobec rozbieznofei szeregu harmonicznego)
Szereg za$ geometryczny

142484284 ..

jest dla | 2 | < 1 zbiezny bezwzglednie, ale nie jednostajnie, gdyz,
oznaczajac przez R,(2) jego n-ta reszte, mamy oczywiseie, dla

l2] <1, R(2) = i z—"z, skad, np. dla z—_l_%;‘
1 1y\n n
—_—— = —_— ] > —_ -
R, (l Qn) 2n (1 2n) =2 (1 2%) =un

Jak wiemy, w szeregn zhieznym bezwzglednie zmiana po-
rzadku skladnikéw nie wplywa na wartosé sumy. Godnem uwagi
jest jednak, e przez emiane porzadku skladnikéw w szeregu bee-
waglednie zbietnym mokemy niekiedy = szeregu zbiednego jednostajnie
olrzymacé szereg 2biekny niejednostagjnie. Wyjaénimy to na przykladzie.

Weimy pod rozwage w przedziale (0, 1) szereg

S =a(l - 2)—z(l — o)+
+ot(l— ) — (1 — ) 23 (1 — ) — ... }(43)

Mamy tu, jak latwo widzied, oznaczajac przez S,(x) oraz R,(z)
odpowiednie sumy czastkowe i reszty:

Su(@) =0, Sy, (@) =21 —2) (k= 1,2,8,..), (44
skad w jednej chwili, dla 0 <» < 1:
S(x) = lim 8, (x) =0
i przeto, wobee (44):

By(2) =0, Ry_(2) = — 2 1—2) (k=1, .27 3,...). (46)

icm

§ 116, ZbieZnosé jednostajna a zbienosé bezwagledna. 205

Lecz dla 0 <z <1 ——-~17c mamy:

F 1 1
0<s< P M. < <=
Vel (i 4 1t ) UL ¥
Ve—1 VE—1
skad, wobec (46): 1
| Bufe) | =21 — ) <,
zad dla 1 — Vllc =% =1 mamy
1
skad, wobec (45): .
| Ry 1(z) | =a*(1 ——-x)Sl———xSV:I.C
W kazdym wige razie dla 0 <z =<1 mamy
1
| Rh-—l(x) | S';'y
skgd, wobec (45) wnosimy, ze stale
| By(a) S‘/ﬂ?ﬁ da V<z<1, n=1,23,...,
co dowodzi, ze szereg S(x) jest zbieiny jednostajnie w calym prze-

dziale (0, 1). ' T
Powiadam dalej, ze szereg (43) jest réwnies zbiezny ez
wzglednie w calym przedziale (0,1). W samej raeczy, szeregiem
odpowiednich moduléw jest dla szeregu (43) oczywiscle szereg
U(m)=m(1—w)+x(1"x)+w2(l"—m)+ }(46)
4ol —x)22(1—2)+..-

Suma 0y (%) pierwszyeh 2k skladnikéw szeregu (46) wynosi
—_ ke
ng(x)=2[w(l—-—x)-—|—.'v‘l(1——~—x)—|—...‘+af"‘(1 — )] =2[zx— 2],

skad znajdujemy w jednej chwili:
O'g,‘(x)szx, dlﬂ» ()SxSl, k=1’2,3,...

co dowodzi ograniczonodei sum czastkowych szeregu (46) o sklad-

nikach nieujemnyeh, a wige i jego zbieznoscl.
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Szereg (43) jest wige zbiezny w calym przedziale 0,1) bez-
wzglednie i jednostajnie. Zmiefmy jednak porzadek skladnikow
naszego szeregu, wypisujac po kazdych dwéeh kolejnyeh jego
skladnikach dodatnich jeden skladnik ujemny. Otrzymamy w ten
sposth -szereg

z(l —2)-fa?(l —2) —2 (1 —2) - 23(1 — ) 4 } 41
dat(l—a)— 2t (1 —0) ..., )
w ktorym suma S;,(x) pierwszych 3k skladnikow wynosi, jak latwo
widzied
Sau(r) =2 (1 — z) 4 2™ (1 —2)+. .. 2l — ) =2 (1 —2¥),
skad w jednej chwili, oznaczajae przez R.(x) odpowiednie reszty:
— By@) =" (1 —2), da 0<z<1, k= 1,23,...
1 przeto, np. dla = —;1—:
Ve
L1 1 1
R ==
Ve 4z
co dowodzi, ze szereg (47) nie jest zbiezny jednostajnie w prze-
dziale (0, 1).

dla k=1,2,3...,

Moznaby udowodnié¢, ze na to 2eby szereq funkcji g(p,,(z) byt
nml
w zbiorze Z ebiesnym jednostajnie pray wsselliem uporzqdkowaniu

sktadnikéw, potrzeba i wystarcea, aby szereg 3 | @a(2) | by? w 2biorze Z
zbiednym jednostajnic ). "

Zauwazymy jednak, ze z ciggu zbieznego jednostajnie nie
mozemy przez adng zmiane porzadku wyrazéw otrzymaé ciggu
zhieznege niejednostajnie. W samej rzecay, jezeli ciag f,(s) jest
w zbiorze Z zbiesny jednostajnie i jezeli f(2) =1lim £,(2), to dla
kazdej liczby dodatniej e istnieje takie u (niezalezne od 2), iz
[fu@)—Flz1 ] <e dla n>up, w calym zbiorze Z. Jezeli teraz
S @) (k=1,2,..) oznacza cigg nieskoficzony, réinigcy sie tylko po-
rzsdkiem wyrazéw od ciagu £, (2), to ciag wekaznikéw m(k=1,2,,..)
rézni sig tylko porzadkiem wyrazéw od ciagu naturalnego, i przeto

') Zob. méj komunikat ,0 wplywie porzgdku skladnikéw na zbietnodé
jednestajna szeregu“. Sprawozd, Tow. Nauk. Warsz, 1910,

§ 116 Granica sumy szeregu jednostajnie zhieinego. 207

dla liezby w istnieje liczba » taka, iz stale n, > u dla k> ». Bgdzi'e
wige | /3, (2) — f(2) | <e dla k> », w calym zbiorze Z, co dowc:d.zl,
ie ciag /, (¢) (k==1,2,...) jest w tym zbiorze zbiesny jednostsgmg.

§ 117, Jezeli mamy cigg nieskoficzony szeregéw skonczonych

14
Z‘uk,,, (n=1,28,...)
k=l
i jezeli kazdy ze skladnikéw w,, (k=1,2,...p) jest Gia,gi(:‘sm
zbieznym dla n == oo, to, w mysl tw. o granicy sumy, granies

x . - . -
dla n == co szeregu u,, jest suma granic kolejuyeh jego sklad
T
nikéw, ezyli
» P
\ .
lim )uk, == 5 limn ty , «
109 # " - n==0d

Twierdzenie to moze moze jednak nie byé prawdmwe.m, jezeli
uwazany szerog jest nieskoficzony. Méwiae kréee], granics sumy
szoregu uieskoficzonego moze nie byé suma granic kolejnych jego

skladnikéw ' , A
Wesmy np. pod rozwage ciag nieskofiezony szeregéw

3 M =123,
2= Fwayi=n ¢ )

=

Mamy tu oezywidcie

i ] " = k=1,2,8..)
lim sy = lim o T O dla 145

L 1N
(=]
Y. ;
5 lim u,,, = 0;
: 7 =00

k=l

skad

z drugiej strony, wobec tozsamodel
n n

GER (b h—1) ntk—1 ntk

znajdujemy
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skad

S'u,‘,,=-1 dla »n=1,23,...
i ) )

LEH

i przeto réwniez

o
lim Su,‘,,‘ =1,
n=0oc
k=1
Mamy wige w uwazanym praypadku
> o

. Y Y.,
lim zu,,,,, %+ zlzm Uy s
71 =00 Hu=0Q

L] ka1

pomimo Ze obie strony posiadajg oznaczong wartosé.
Okazemy jednak, se jezeli szeregi

Zukm (n=1,23,..) (48)
k=1

s4 zbiezne jednostajnie (t. j. jezeli dla kazdej liczby dodatniej e
istnieje takie u, zalezne od e lecz niezalezne od n, iz

Sel<e angs )

przy wszelkienr naturalnem ) i jeseli kazda z granic limu,,, dla

k=1,2,3,.., istnieje i jest skoticzong, to wzér
o o
. v v,,
f-zfﬁ 2/ uk,n zz; fz_ﬁ uk,n (50)

k=21 k]
jest prawdziwy.
W samej rzeezy, zalsmy, ze szeregi (48) sy zbiezne jedno-
stajnie oraz ze istnieje kazda z granic
limuw,,, da k= 1,238, .. (b61)
i jest skonczona,

Niech & oznacza dang liczhe Hodatnia,: wobee jednostajnej

zbieznodei szeregéw (48) istnieje takie u (zalezne jedynie od &),

2
Im & Lyant sor 3 (ainie zbiesmnew 209
§ 117, Granica suny szeregu jodnostajnie zbieznego

i pray weszelkiem naturaluem n zachodzi nieréwnosé (49). Stad,
texbardziej:

l 2‘16,,|,, 1 <e, dla ¢g>p, r=123,... (52)
|’v-='q+'+1 l
i przeto, wobee (49) i (52):
ar
2“""‘ <%, da g>up, r=123,...,
kg1

skad, w granicy dla # = oo, w mysl tw. o granicy sumy szeregu

skoriczonego:
alr
Slimu,| <2, da g>p, r=1,23.., (9
k-q—}-l"'m

co dowodzi zbieZnosei szeregn

§= Jlimu,. (54)

k=1

Wobec (B3) mamy, dalej:

‘ Dtim u,,,,,[

Prmga™ ™

Oznaczajae przez ¢ jakakolwiek dang liczbe naturalong > u
bedziemy wige mieli, wobec (54) i (B5):

q
N
S —-2 lim w,,
Nald

ksl

=2, da ¢g>u (55)

<2 (56)

Z drugiej stron;y, wobec istnienia i skofczonodei kazdej z gra-
nic (b1), istnieje dla liczby dodatniej ¢ przy kazdem naturalnem k
odpowiednie w, takie iz

Uy — lima 24, <§, dla 7> g, ®7)
P00
Stad, oznaczajsc przez w, liczbe dodﬁttniagz wigksza od kazdej
2 liczb pay, fhy, - - - #y, bedziemy dla n > g, mieli tembardziej n > w,
(k==1,2,...q) i przeto, wobec (57)

L R lim uy,, <;«a dla  n> w, k=1, 2’ R4
paers

W. Sterpidski: Analiza. T. L Cz. IL
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icm

skad, w jednej chwili:

‘
| 2 e Sl

h=1 kel 1

<e dla 2> u,. (68)

Wreszcie, nieréwnosé (49) daje, wobee g > u:

S S,

k=] k=]

<e (59)

Nieréwnosci (56), (58) 1 (59) daja w jeduej chwili:

km]

o i
'Zuk,,,-—s}<4e, da n> o,

co dowodzi, Ze

o

lim 5 Uy == S
n==00

K1
i, wobec (54), daje wzér (50). Udowodnilismy wiec

Twierdzer;ie 150. Jezeli szeregi Eol’cu,‘,u (n==1,2,8,...) sq 2bickne
jednostajnie i jeteli kadda = granic f;.fz“*’" (k==1,2,8,...) istnieje
i jest skonczona, to mamy wedr

lim E,u,”,._ Slzmu“
n=00 nmeQ

k=1

(przyczem obie strony tego wzoru sg skonczone).

ROZDZIAL XIV.

Rozwijanie funkcyj cigglych na szeregi wielomianéw.

§ 118. Zajmiemy sig teraz dowodem twierdeenia Weier-
strass'a, ze kazda funkcja zmiennej rzeczywistej, ciggla w danym
gkoficzonym przedziale, daje sig w tym przedziale rozwingé na jedno-
stajuie zbiezny szereg wielomianéw calkowityeh 1).

1) Por. Prace wmat.-fiz. T. XX1I, p. 59—68.

§ 118. Rozwijanie funkeyj wymiernych na szeregi wielomianéw. 211

W tym celu wyprowadzimy przedewszystkiem pewien wzdr
na funkeje | @ |.

Lemmat. Dia — 1 <2 =<<1 zachodzi przy wszelkiem natu-
ralnem n nieréwnodé

1 -|—- @) — 1
0= — 1
Dowéd. Poléimy, przy naturalnem s
| o) —1
@] — §1+w)+1 @

zbadamy osobno przypadki: =0 oraz z<0.

1) =0, Mamy tu | 2 | ==, zatem, w my#l (2):

2z .
S A— 3
TFaF1 @)

Dla 0 <z =<,_. licznik wyrazenia (3) bedzie oczywiscie nie-

V

ujemny i nie wigkszy od 2«, mianownik zaé wigkszy od jednosei,
n

1"‘ =

zatem

o=n<i,
Vn
co, wobec (2), dowodzi nieréwnosei (1) w uwazanym przypadku,

Dla E < =<1 mamy:

Vs
u4w>@+ﬁﬁm+%>m

mianownik wyrazenia (3) jest tu wige wigkszy od J/n, a poniewaz
licznik jego jest dodatni oraz = 2, wigc mamy

2
0 < Tn < =X
Vn
co znowu, wobec (2), dowodzi prawdziwosei nieréwnosei (1).

2) & < 0. Mamy teraz | # | =—, gkad, wobee (2):

O
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