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Oznaczmy przez £, redukty ulamka (93), zad praez 2, redukty
ulamka nieskoficzonego arytmetyeznego (a wiee, w myél tw. 127
zhieznego): ’

), U}, t]
=2+ A
+Ib|+i}/2-{ ‘b3+
gdzie .
by =bpa=1, by, ;=2n, da n=1,2,3..;
wobee (94) bedziemy mieli oczywiseie
By = By, dla k=2,3,4,...,
skad
e==lim By, == lim By, = a.
Kemoo k=00

Udowodnilismy wige, ze liczha ¢ rozwija si¢ na ulamek nie-

skoniczony arytmetyczny

i1t 1]
=g
=ittty
gdzie
bypy =by, =1, by, _;==2n, dla n=123, ...
Jest wige: .

S IR LI VI
= 2 !11+T72—_+_;—i‘[+§mi[+ﬂl+f—'il+]}l—l+{36—l+i—il+"'

Cwiczenia.

1) Udowodnié, e jezeli ulnmek uficuchowy £, == b, -+ o | +. i |

10 %

ms s rartodé. aud ¢ s :
1 0znaczong Wartosé, zad ¢;, €y, ... £ 33 dowoins Jdnue liezhy, ridne od zera, to
¢ c ., | 3
R, = b, + _L_lb‘ + ‘1 cﬂ_“_{,{ + o + Cn~8Cy--1 Qn—3 ,+ Cn—1 Cn “"_,:
€, 0, | ey b, f [y [ b,

2) Udowodni¢ wzér (Stern'a):

Ploccbol LI Bimql (B tod] (50— ) (0, — )9, 04
(4 Gy Gn 1 Lo !p(.ps_qiqz l C PPy — 439 -
s —Paa— e (D1 — ) Put G |
| Dot P = Gyt G

= o ile obie strony majs oznaczona wartodd.

3) Udowodnic, ze na to ith :
b y ulamek laticuchowy zbiez i
doskonale, potrzeba i wystarcza, okt o it ae

: izhy Zaden jego redukt ni i
ot e P jog dukt nie réwnal sie war-

§ 10B. L'unkt skupienis. 167

£ Dowiesdé, ze kakda livuin ruverywista rozwija sie, i to w jeden tylko
gposéh, na wlamels Yafcuchowy niedhoicavuy. '
1) 1 1]

By o it e 2

NI AT '
gduie by jest liezhg calkowity, zad b (n=1,2,8,...) s liczby naturalne,
wieksze od jednosel. Okazaé, Ze naodwrét, kaidy ulamek latcuchowy nieskof-
czony uwaganego typu jest zbiedny i Ze warto$é jego jest mniejezg od kazdego
redukbu.

ROZDZIAYL XIL

Wiadomoséci podstawowe z teorji funkcji zmiennej zespolonej.

§ 105. Niech Z oznacza jakikolwiek dany zbiér liczb zespo-
lonych, {— dang liczhe zespolona, nalezscs do zbioru Z lub nie.
Méwimy, Ze [ jest punktem skupienia zbioru Z, jezeli przy wazel-
kiem dodatniem e istnieje nieskoficzenie wiele réznych liezb zespo-
lonych 2, nalezaeych do zbioru Z i spelniajacych nieréwnosé

lz—§|<e (1

Jak Iatwo widzied, na fo seby punkt § byt punktem skupienia
ebioru Z, potrzeba i wystarcea, isby dla kazdego dodatmiego & istnial
conajmniej jeden réény od  element z 2zbioru Z, spelniajacy nie-
réwnodé (1). Ze warunck ten jest konieczny, jest oczywistem; oka-
semy wige tylko, Ze jest on wystarczajscym. Zaléimy wige, Ze
warunek nasz jest spelniony i ze punkt { nie jest punktem sku-
pienia zbioru Z Woéwezas przy pewnem dodatniem ¢, istnieje
conajwysej skoficzona liczba réinych elementéw 2 zbiorn Z spel-
niajgeych nieréwnosé

| 2 — E| <é&;
zalézmy, ze wéréd nich jest % réznych od { i niech to beda ele-
menty .2, 2,...%. Oznaczmy przez & liczbe dodatnia, mniejszg
od kazdej z liczb (dodatnich) | 2, — &, |za— &, [&— ¢l dia
kazdego elementu 2 zbioru Z réanego od § bedziemy oczywiscie mieli

PEIESS

co bedzie prawdziwem i w razie k=10, dla & ==4¢,.
W kazdym wige razie przy pewnem dodatniem ¢ zaden 2 ele-
mentéw z zbioru Z, réznych od {, nie spelnia nierdwnodei (1),
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whrew naszemu warunkowi. Dowiedlismy wige, Ze warunek nass
jest wystarczajgeym.

Zauwazymy tez, iz moznaby w jednej chwili dowiesé, ze ng
to 2eby punkt { byt punktem skupienia 2bioru Z, potrzeba i wy-
starcza, by prey wszelkiem naturalnem n istnial conajmniej jeden
element 2z zbioru Z, spetniajacy nierdwnosé

1
0< o= <o

Z definicji punktu skupienia wynika z latwoscia, ze jezeli
punkt £ jest granics ciagu nieskonczonego z, (n=1,2,3,.. J
punktéw zbiorn Z, réznych od f, to { jest punktem skupienia
zhioru Z. W samej rzeczy, wéwezas mamy (przy wszelkiem danem
dodatniem &).

e, —C)1<e dla a>u

i przeto nieréwnosé (1) zachodzi dla nieskohczenie wielu réinych
elementéw = zbiorn Z.

Opierajae sig na pewniku Zermelo (§ 54) mozna tez udo-
wodnié twierdzenie odwrotne, miunowicie ze jezeli § jest punktem
skupienia zbioru Z, to  jest granica pewnego ciggu nieskoriczonego
punktéw szbioru Z, réznych od . W samej rzeczy, zaléimy, ze {
jest punktem skupienia zbjoru Z i oznaczmy, przy wszelkiem da-
nem naturalnem n, przez Z, zbiér wszystkich punktéw zbioru Z,
spelniajgeyeh nieréwnogé

1 1
mS]z—-—é‘|<".

Niektére ze zbioréw Z, (n=1,2,3,...) mogs byé préine,
lecz w kazdym razie nieskoliczenie wiele z tych zbioréw zawiera
conajmniej po jednym elemencie: gdyby bowiem dla n = p zbiory Z,
byly wszystkie prézne, to jak latwo widzied, prézoym bylby tez
zbiér wszystkich liczb z zbioru Z, spelniajseych nieréwnosé

1
0< | 5— 1
< | §(<P’

whrew zalozenin, ze { jest punktem skupienia zbiorn Z. Niech teraz
k, ;(n =1,2,3,...) beda kolejne wskazniki, dla ktéryeh odpowiednie
zbiory Z, nie sy prézne. Zhiory te nie posiadajs oczywiscie ele-
mentéw wspélnych, zatem, w mysl pewnika Zermelo, istnieje

§ 105. Punkt skupienia. 169

e e

mnogosé M, zawierajyca po jednym i tylko jednym elemencie
z kazdego ze zbioréw Z, (n=1,2,3,...). Oznaczmy przez z, ten
jedyny element zbioru Z, , ktéry nalezy do M: bedzie (wobec de-
finicji zbioru Z, , oraz z uwagi, ze oczywideie k,= n)

: 1 1
0<la—tl<, <,

i przeto 2, (n ==1,2,8,...) bedzie cisgiem nieskonczonym liczb
zbioru Z, réznych od g, zmierzajacym do {, ktérego istnienie cheie-
lismy wladnie udowodnié.

Udowodnili$my zatem, ze 2 pewnika Zermelo wynika, i%
na to deby punkt T byt punktem skupienia 2bioru Z, potrzeba i 1wy-
starcza, dzby punkt § byl granicq ciagu nieskoniczonego punkicw
2bivru 2, rodnych od §.

Zbidr, ktory zawiera wszystkie swoje punkty skupienia, na-
zywamy zamkigtym.

Zalbzmy, %o zhidr Z jest zamknigty 1 niech { ozpacza granice
clagu zbieznego z,, ktérego wyrazy s wszystkie elementami zbioru Z:
powiadam, e { jest réwuiez elementem zbioru Z. W samej rzeezy,
jezeli § jest jednym z wyrazéw ciagu 2,, to twierdzenie nasze jest
oczywistem, jezell za§ wszystkie wyrazy clagu 2, sg résne od f.
to, jak wiemy, { bedzie punktem skupienia zbioru Z, i przeto cle-
mentem zbioru Z, skoro ten ostatni jest zamkniety. Dowiedlismy
wige, 26 =zbidr zamkniety zawiera grawice kaddego ciggu zbieneqa,
ktorego wyragy sa jego elementami.

Opierajae sig na otrzymanym wyzej zapomocs pewnika Zer-
melo warunku koniecznym i wystarczajaeym va to zeby dany
punkt byl punktem skupienia danego zbioru, moznaby z latwoscia
udowoduié, se 2 pewnikae Zermelo wynika. iz na to Zeby 2liir
byt zamknigtym, potrzeba i wystarcea igby 2bidr ten zawiera gra.ice
kazdego ciqgqu zbietnego swych elementi.

Niech Z, i Z, beda dwa dane zbiory zamknigte: zbiér Z, + Z,
wszystkich punktéw, .nalezaeych badz do Z,, badZ do Z, jakotez
zhir. %, Z, wsaystkich punktéw, nalezgeyeh jednoczesnie do Z,
oraz do Z,, beds, jak latwo widzie¢, zamknigte. Wynika to natych
miast z uwagi, se kazdy punkt skupienia zbioru Z, 4 Z, jest
punktem skupienia conajmniej jednego ze zhioréw Z, oraz Z,, zad
kazdy punkt skupienia zbioru Z, Z, jest punktem skupienia kazdego
ze zbiordéw Z, oraz Z,. Zatem: suma oraz iloczyn dwdch zbiordw
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sumknigtych sq zbiorami zamknigtymi. Twierdzenie to daje sig natych.
miast uogdlnié na dowolna, skonczong liczbe zbioréw zamknigtyeh,

Zbiér wszystkich liezb zespolonyeh 2, spelniajacych przy danem
nieujemnem [ nieréwnosd

2| <R

jest oczywiseie zamkniety. (Jezeli bowiem { jest punktem skupienia
naszego zbioru, to nie moze byé | {| > B, gdyz wéwezas, dla
g==|{ | — R, zaden punkt naszego zbioru nie spelnialby nieréw-
nosei (1), whrew definicji punktu skupienia). Wnosimy stad, se
jezeli zbiér Z jest zamkuigty, to zbiér wszystkich tych punktéw
zhioru Z, ktére (przy danem R =0) spelniajg nierdwnodé

2 i <R

(o ile takowe istniejs) jest zamkniety (jako iloczyn dwéch zbioréw
zamknigtych).

Zbior wszystkich punktéw skupienia danego zbioru Z nazy-
wamy pochodng tego zbioru i oznaczamy przez Z'. Eatwo widzied,
ze pochodna kakdego zbioru (o ile nie jest zbiorem préznym) jest
2biorem zamknigtym. Niech bowiem [’ oznacza punkt skupienia
zhiorn Z', zas e dowolng dang liezbe dodatnis. Skoro ¢’ jest punktem
skupienia zbioru Z’, wige istnieje w zhiorze Z’ element {, speknia-
jacy nieréwnodé

[ E—0' 1 <<eg/2. (2)

Z drugiej strony, skoro i nalezy do Z’, wige jest punktem

skupienia zbiorn Z: istnieje Wige w tym zbiorze nieskoficzenie
wiele réznych liezb zespolonych 2, spelniajseyeh nieréwnosé

te—f <gf (3)
Nieréwnosei (2) i (3) dowodzs ze mamy
[z—0 | <e

dla nieskonezenie wielu vézmych liczb 2 zbioru Z, co dowodzi, ze &'
jest punktem skupienia zbioru Z, zatem elementem zbioru Z.
Zbidr 7' zawiera wige wszystkie swe punkty skupienia, czyli jest
zhiorem zamknigtym, e. b, d. o.

Zalézmy teraz, ze X jest zbiorem liezh rzeezywistych, ogra-
niezonym zgéry: kres jego gérny bedzie wiec liczbs skdficzons.
Powiadam, e jezeli kres gérny zbioru X nie jest jego elementem,

& 106. Twierdzenie Bolzano-Weierstrass’a. 171

J——

to jest on jego punktem skupienia. W samej rzeczy, w.mysl tw. 67,
kres gérny L zbioru X jest najmniejszs z liczb rzeczywistych nie-
mniejszyeh od zadnej z liczb zbioru X: dla kaidego danego do-
datniego & bedzie wiee istniala conajmniej jedna liezba 2 zbioru X,
spelniajaca nieréwnosé

x>L—¢

(gdy w razie przeciwnym mieliby$my przy pewnem dodatniem ¢ dla
kazdej liczby @ zbioru X nieréwnosé x <L — e liczha L — ¢ < L
bylaby niemnicjszg od zadnej z liezb zbioru X, whrew deﬁnw_n
kresu gérnego), a Ze, z drugiej strony, mamy oczywidcie dla kazdej
liczby % zbioru X nieréwnosé

x=<<L

(gdyz L jest kresem gornym zbioru X), wiee dla kazdeg? .do-
datniego ¢ istnieje conajmniej jedua liczba x zbioru X, spelniajaca
nierdwnoéé

[z — L} <s

przyczem, jezeli L nie jest elementem zbiora X, to bedzie x = L.
Dowodzi to, ze L jest wowezas punktem skupienia zbiorn X, ¢. 0. d. 0.
Mamy wige . .

Twierdzenie 131. Jeseli kres gorny zbioru liczb rzeczywistych,
ograniczonego 2gory. wie jest jego clementem, to jest on jego punkiem
skupienia. Podobniez udowodnilibysmy . .

Twierdzenie 131 Jegeli kres dolny 2biory liczb reecaywistych,
ograniczonego zdotu, nic jest jego- elementem, to jest on jego punkiem
skupienia. Wynika stad natychmiast ‘ )

Twierdzenie 132. Zbidr zamknigty liczb rzeczywistych, ogra-
niczony 2gdry, eawiera swdj kres gdrny, za$ ogramiczony zdobu za-
wiera swdj kres doliy.

§ 106. Niech Z oznacza dany zbiér nieskoflczony.i ograrllij
czony liezb zespolonych. Oznaczmy przez X zbidr WS.ZYBtklch cagscl
rzeczywistych liezh zbioru %, zaé przez Y —_ fb}()rr WSZ_YStklf‘»h
wap6lezynnikéw przy i liczb zhioru Z: zbl?ry Xi I. beds wige
ograniczone; nisch « i b beds kresy dolny i gérny. zbioru X, z.aé
¢id — kresy dolny i gorny zhiore Y: a, b, ¢ 1 d heds wige
liczby rzeczywiste skoficzone.
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Oznaczmy, przy danych naturalnych », & oraz I, przez Z{)
zbiér wszystkich tych liczb 2 = 2 -~ yi zbioru Z, dla ktérych mamy:

a+(k—1)n(b—q)gx£a+k(b;a),
C+_(l_:ﬁ;z@_f_c.)gygc+ﬂ‘_z;_c)_

Mamy oczywiseie

Z= I+ 2+ A+ A+ 20
+ 20+ 23+ A+ 2
...................... 4)

+ 2+ 2+ 2R+ -+ 20

Skoro zbiér Z jest nieskofiezony, wiec jeden conajmniej ze
skladnikéw prawej strony wzorn (4) musi byé sbiorem nieskon-
czonym: niech Z{”,, oznacza pierwszy ze skladnikéw sumy (4),
ktéry jest zbiorem nieskonezonym: wekazniki %, i [, beds wiec
wyznaczonemi w zupelnodci przez  liezbami naturalnemi << m.

Poltézmy: :
L@ — ¢

n

kn (b - a)
n

Ty=a—+———, Yy =C+ n=1,28,...); (5)

bedzie oczywiscie
A=<, <b oraz <y, <d (n=1,23,...)
i przeto ciggi z, oraz y, beds ograniczone; polézmy
2, =, y.i, W=1,2,3,...); (6)
ciag nieskonezony z, (91 =1,2,3,...) bedzie wige ograniczony.
W mysl tw. 80 istnieje wiee (oznaczony w zupelnodei przez

ciag 2,) cigg nieskonczony rosngey wskaznikéw n, (p==1,2,3,..),
taki iz ciag z, (p==1,2,...) jest zbiezny. Polézmy:

& =lim 2 (M
Pp=00

powiadam, ze liezba { jest punktem skupienia zbioru Z.
Niech & oznacza dowolng dang liczbe dodatnia. Z uwagi, ze
limn, = co, oraz wohec (7), istnieje wskaznik p taki, iz

n=0Q
b—a _& d—c¢

& &
7 <'§% n, < 3 oraz | 2, — | <3 (8)

»

§ 106, Dowdd pewnika Zermelo dla zhioréw zamknietych. 173

7 definicji wekaznikéw k, oraz I, wynika, ze zbiér U,=
=Z™),, zawiera nieskotczenie wiele elementdw zbioru Zj po-
n, ”‘P

wiada;n, te kazdy element 2 bioru U, spelnia nierdwnosé

[z—C | <e (9)

W samej rzeezy, z definicji zbioréw Z{!} wynika, ze dla kai-
dego punktu 2z == - yi zbioru U, mamy:

a—+ QL:E%M <s<a+ f“z(bn____“_) ,
L —1) (d— L (d—
¢ + ("_,W%;,(. . f) =s=y=c¢+ "( np.._i) s

co, wobec (B) (dla n==n,) mozemy przepisa¢ w postaci:

b —a d—c
e e << ———e < Y.
Ly, . SE=0,, Y —_— Y =Yn,

skad, wobec (8):
lo—a, | <5 19—, <3
i przeto, wobec (6):
lamey | = | 2 =5 | <5

co daje, wobee (8), w jednej chwili nieréwnosé (9).

Dowiedlismy wige, ze kazdy element zbiorn nieskoffxczon.ego [{,,
spelnia nieréwnosé (9): poniewas zas zbiér U, jest czedcia zbioru ,A',
wiee nieréwnodé (9) zachodzi dla nieskofczenie wieln elementéw
zbioru Z Udowodniliémy wige, e pray wszelkiem danem dodat-
niem ¢ istnieje nieskoficzenie wiele réznych liczb 2 zbioru Z, :-aspe_t-
niajacych nieréwnosé (9), co dowodsi, ze g jest.: punktem skupienia
zhiorn Z. Mozemy wige wypowiedzie¢ nastepujace . ,

Twierdzenie 133 (Bolzan o-Weierstrassa): A’aé'd;f/ ?bzor
nieskonceony ograniczony liczb zespolonych posiada conajmniej jeden
punkt skupienia.

7 dowodu naszego wyniks, e punkt § jest wyznaezony W zupelnoétfl'
przez zbidr Z: mozemy wige powiedzied o mosna raz NG oW ustalic
prawo, wedlug kidrego kaddemu gbiorow? Meskoric'zm'@emu ogrcfmczonemu
liceb mespolonych odpowiada ornaczony punkt skupienia tego gbioru.
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W szezegélnodei, jezeli zbidr Z jest zamknigty, to §, jako punks skupienia
zhioru Z, jest jego elementem; zatem: moZna ustali¢ prawo, wedlug ktérego
kazdemu zbiorowi nieskoficzonemu ograniczonemu i zamknigtemu liczb ZE50-
lonyeh odpowiada oznaczony element tego zbioru.

Mozna teZ oczywiscie z ratwoéeia ustali¢ prawo, wedlug ktdrego kazdemu
zhiorowi skoficzonemu liczb zespolonych odpowiada oznaczony element tego
zhioru (np. ta z podréd liezb uwaianego zbioru, majgcych najmniejsza czedé
rzeczywists, ktorej wspélezynnik przy ¢ jest najmniejszy).

Z drugiej strony mozna z latwodcia kazdemu [nie préZnemu) zbiorowi Z
liczb zespolonych podporzadkowaé pewns czedt nie préing ograniczons Z tewo
zbioru: jeZeli bowiem zbidr liczb zespolonych Z nie jest préiny, to przy pewnem
dostatecznie wielkiem naturalnem % zhidr Z, wazystkich tych liezb # zbioru Z,
ktére spelniajy nierdwnoéé | 2 | << n, jest niepréiny: oznaczajge przes M, naj-
mniejsza wartos¢ naturalng przy ktérej to zachodzi i kladge Z = Z,, otrzy-
mamy czgdé nie préing i ograniezong zbioru Z, wyznaczong przez ten ostatni
w zupelnosei. Nadto, jezell zbidx Z jest zamkniety, to zbiér Z bedzie, jak wiemy,
réwnied zamknigty, Kazdemu zbiorowi zamknigtemu odpowiada wige oznaczung
cze$é (nie préina) ograniczona i zamknigta tego zbiuru. Ostatecznie wige, wobec
otrzymanych wyzej wynikéw, moZemy powiedzied:

Mozna raz na zawseze ustalic pramo, wedlug kiorego kasdemu gbiorowi
zamknigtemu liceb zespolonych odpowiada oznaceony element tego ebioru.

Oznaczmy ogélnie przez p(Z) element, odpowiadajzcy wedlug tego prawa
zbiorowi zamknigtemu Z i niech M bedzie jakakolwiek mnogosé zbioréw zam-
knigtych (liczb zespolonych). nie majgcych elementéw wspéluych. Oznaczmy
priez N zbiér wszystkich tych liczh zespolonych 2, ktére dla pewnego zbioru Z,
nalezacero do mnogoéei M, spelniaja warunek

2=pl(Z).

Jasnem jest, Ze mnogoé’ N bedzie zawierals po jednym i tylko jednym
elemencio z kazdego ze zbioréw Z mnogobei M. Mamy wige
Twierdzenie 134. Dia kasdej mnogosci sbiordn zamknielych (liczb
zespolonych) Z. nie majgcych elementén wspdlnych, istnieje mnogosd, zawie-
rajgca po jednym i tylko jednym elemencie = kasdeyo ze ebioréw Z.
* Udowodnilismy wige pennik Zermelo dla zbiordw zamknigtych.

§ 107. Niech Z oznacza dany zbiér liczb zespolonych. Jezeli
kazdej liczbie 2 zbioru Z odpowiada pewna liczba zespolona f(z),
to méwimy, ze mamy okreslons w zhiorze Z funkeje /(2) zmiennej 2.

Jezeli funkeja f(2) jest okreslona w danym zbiorze Z, to jest
ona oczywiscie tembardziej okreslons w kazdym zbiorze Z,, beds-
cym czedceig zbiorn Z.

Niech f(2) oznacza funkejo, okredlons w danym zbiorze liczb
zespolonych Z i niech ! oznacza kres doloy moduléw funkeji f(2)
w zbiorze Z (t. j. kres dolny zhioru wazystkich liczb rzeczywistych
| 7(2) |, odpowiadajscych liczbom 2z zbioru Z). Powiadam, %e jezeli

§ 107. Cigglodé funkeji w pewnym zbiorze. 17

biér Z jest sumg dwéch zbioréw: Z=2, 4 Z,, to w jednym co-
)ajmniej ze zbiordéw Z; oraz Z, kres dolny moduléw funkeji f(2)
est réwny L. W somej rzeczy, oznaczmy przez I, i l, odpowiednio
<resy dolne moduldw funkeji f(2) w zbiorach Z, i Z,: muqi byé
ezywiseie [, =1 oraz [, =1, gdys kres dolny czesci zbioru (liczb
zeczywistych) jest zawsze nie mniejszy od kresu dolnego calego
shioru. Gdybysmy mieli jednoczesnie I, > I oraz I, > I, to, oznaczajge
yrzez [y muiejszg z liezb I, 1 4, (lub ich wspélng wartodé), mielibysmy,
wobee definicji liczb 4 i Iy, w zbiorze Z,

lf(29 t }-ZIEZOJ
ad w ziorze Z,

f@) | ==k,
wtem, w kazdym razie. w zbiorze Z=Z, 4 Z, stale

| fig) | = b > 1
0 niemozliwe, skoro ! jest kresem dolnym moduléw funkeji f(2)
w zbiorze Z.

Wynika stad natychmiast ogdlniej, 4e jezeli zbiér Z jest sumg
lowolnej skoficzonej liczby zhiordw 4, 72, 4 ... -+ Z,, to w jed-
iym conajmniej z tych zbioréw kres doloy moduléw fankeji f(z?
lest Téwny [ Pozostaje to prawdziwem oczywiscie i wtedy, jezell
iiektére ze zbioréw wypisancj sumy sg prézne.

Zalézmy dalej. ze zbidr Z jest ograniczony i niech zbiory Z
majg to samo znaczenie co w § 106. Bedziemy wige mieli wzdr (4)
_przeto w jednym conajmniej (nie proznym) ze zbioréw Zf,:f} wrzoru (4)
wes dolny modntéw fankeji f(z) bedzie réwyy I: niech Z,,
macza pierwszy z kolei ze zbiordéw (4), w ktérym kres delny mo-
lutéw funkeji f(z) jest réwny . »

Wyznaczmy, dalej, ciagi x,, y, oraz z, ze wzoréw (5) oraz (.6):
ag 2, (n==1,2,3,...) bedzie ograniczony i, w mysl tw. 80, 1stnle¢
sgdzie ciag nieskonezony rosngey weskanikéw u, (p==1,2,3,...)
inki. iz ciag 2, (p=1.2,3,...) bedzie zbieiny. Polézmy

C=ff.’2 2 - (10)

Niech, dalej, & oznacza dowolng dang liczbe dodatui?‘.

Powiadam, ze kres dolny moduléw funkeji f(2) w zbiorze Z ¢)
wszystkich tych liczb z zbioru Z, ktéve spelniajs nieréwnosé

le—C]<s an
jest xéwany. L oot
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W samej rzeczy, wobec (10) udowodnimy zupelnie tak samo
jak w § 106, ze prazy dostatecznie wielkiem p kazda liczba 2
zbioru Z{",, spelnia nieréwnosé (11), a wiec nalezy do zbiorn Z(e):
kres doln;r moduléw funkeji f(z) w zbiorze Z(g) nie moze wige
byé wigkszy niz w zbiorze Z,E"n),, oW ktérym jest réwny I, a ze,
z drugiej strony, kres dolny moduléw funkeji f(2) w zbiorze Z(),
jako czedci zbioru Z, nie moze byé mniejszy niz w zbiorze Z,
w ktérym jest réwny I, wige wnosimy, Ze kres dolny moduléw
funkeji f(2) w zbiorze Z(e) jest réwny I Udowodnilismy wige

Twierdzenie 135. Jegeli kres dolny moduldw jfunkcji f(2)
w zbiorze ogramiceonym liceb zespolonych Z jest rdwny 1, to istnigje
punkt § (nalezqgey do zbioru Z lub nie), taki i@ prey wszelkiem do-
datniem € kres dolny moduldw funkcji F(2) w zbiorze tych liczh
2bioru Z, kidre spelniajq nierduwnosé

le—C1 <e,
jest rowny 1.

Jezeli przytem punkt { nie jest elementem zbioru Z, to jest
on oczywideie jego punktem skupienia: wnosimy stad natychmiast
e jezeli zbiér Z jest zamkniety, to punkt { w kazdym razie jest
jego elementem.

Méwimy, ze funkeja f(2) jest w 2biorze Z ciagla dla punktu 2,
tego zbioru, jezeli dla kazdej liczby dodatniej & istnieje liczba do-
datnia 0, taka iz nieréwnosé

|2 —2 | <0 (12)
poeigga za sobs dla kazdej liczby 2 zbiorn Z nieréwnosé
| fle)— /) | <e (13)

(definicja Cauchy’ego). Podobnie jak dla funkeji zmiennej rzeczy-
wistej (§ 41), z definicji tej wynika natychmiast prawdziwosé twier-
dzenia 61. Dalej, podobnie jak w § b4, moznaby udowodnié, ze
z pewnika Zermelo wynika @ na to zeby funkcja f(2) byla
w .2biorze Z ciggla dla punktu z, tego zbioru, potrzeba i wystarcea,
isby dla kazdego ciggu mieskorczonego z, punkiéw zbioru Z, zmierza-
rzajacego do 2, cigg wieskoriczony f(=,) amierzal do f(2,). .

Jezeli funkeja f(2) jest ciagla w zbiorze Z dla kazdego punktu
tego zbioru, to mowimy, ze funkeja f(2) jest ciggde w cadym zbiorze Z.

Yiatwo widzied, ze suma dwdch funkcji ciagbych w zbioreze Z
dla punktu z, jest funkeja ciagly w 2biorze Z dla punktu z,. W samej
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rzeczy, niech f1(z) i f3(?) beda dwie dane funkeje, okreslone
w zbiorze Z i ciagle w tym zbiorze dla punktu z,. Poléimy
(&) = /1(2) -+ Sa (2) — bedazie to wige funkeja, okreslona w zbiorze Z.

Niech & oznacza dowolny dang liczbe dodatnis. Wobec cig-
glosei fankeji 71(2) 1 fy(e) w zbiorze Z dla punktu z,, istniejs dla
liezby dodatniej & takie dodatnie 6, oraz d,, iz nierdwnodé

e —2 | <4,
pociaga za sobg dla kazdej liczby 2 zbioru Z nieréwnosé .
| /1(2) — fi(z0) | <e/2,
za$ nier6wnodé
lz—2| <4,
pocigga za sobg dla kazdej liczby 2z zbioru Z nieréwnoéé
| fa2) —fa(2) | <ef2.

Oznaczajgc przez J liczbe dodatnia, mniejszg od 6, i d;, wno-
simy stad natychmiast, wobec

J@) — Flao) = f1(2) — fi(20) +fa(z) — /S (2)

oraz w mysl twierdzenia o .module sumy, ze nieréwnoéé (12) po-
ciaga za sobs dla kazdej liczby 2 zbioru Z nieréwnosé (18), cc
dowodzi cigglodei funkeji f(2) w zbiorze Z dla punktu z,.
Podobniez udowodniliby$my odnoéne twierdzenie dla réznicy
dwoch funkeji.
Opierajqc sig na tozsamosei

1(2) 12(8) — J1(20) fa(20) == [ f1(?) — f1(20)] [f2() ‘“‘fa(zo)] -+
+ [f1(&) — 71(20) | fa(2e) + f1(20) [f3(2) = Fal20) ],

udowodniliby§émy réwniez z latwodcia, ze dloceyn dwdch funkcji
ciggtych w zbioree Z dla punktu 2, jest- funkcjg ciggle w zbiorze Z
dla punktu z,. |

Pozostawiamy wreszeie czytelnikowi wypowiedzenie oraz ndo-
wodnienie odnodnego twierdzenia dla ilorazu dwdeh funkeji.

Twierdzenia o sumie i iloezynie funkeji ciaglych daja sie
natychmiast uogdlnié na dowolng skoriczony liezbe funkeji.

Zadbzmy tersz, te funkeja f(2) jest ciagla w calym zbiorze Z.
Wowcezas, w mysl definicji cigglodei dla kazdego punktu 2, zbioru Z
oraz dla kazdej liczby dodatniej e istnieje liczba dodatnia ¢ (zaleina
od & i od 2,), taka i5 przy wszelkiem 2, nalesgecem do zbioru Z,
W. Sierpiriski: Analiza. T. I Cz, 1I.
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warunek (12) pociaga za sobg nieréwnosé (18). Moze sig jednak
zdarzyé, ze dla kazdej liczby dodatniej & istnieje odpowiednia liczba
dodatnia d, taka iz nieréwnosé (12) pocigga za sobg nieréwnodé (13)
przy wszelkich 2, oraz 2, nalezgeych do zbioru Z. W takim razie
méwimy, ze funkeja f(2) jest w zbiorze Z ciggly jednostajnic.
Réznica migdzy eciaglodeiy zwyezajug a ciaglodcig jednostajng
fuleji w zbiorze Z polega wiee na tem, e dla zwyczajnej cigglodei
wystarcza istnienie odpowiedniego d dla kazdego dodatniego & oraz
kaidego zosobna punku 2, zbiorn Z, dla cisglodei za§ jednostajnej
potrzeba izby dla kazdego dodatniego & istnialo odpowiednie o

ktéreby bylo zdatnem przy wszelkiem 2,, nalezgcem do zbiorn Z,

Jezeli funkeja f(2) jest w zbiorze Z ciagly, ale nie jest ciagly
jedoostajnie, to méwimy, ze f(2) jest w zbiorze Z ciggly niejedno-
stajnie.

OkaZemy w jaki sposéb mozna jeszeze wyrazié réZnice miedzy eigglodeis
jednostajng a ciaglocia niejednostajng funkeji w danym zbiorze. Jezeli funkeja
fi#) jest w zbiorze Z ciagly dla danego punktu &, to dla kazdego danego do-
datniego & istnieje liczba dodatnia 8, pray ktérej nieréwnofé (12) pociaga za
sobg dla kazdej liczby # zbioru Z niexéwnodé (18): oznaczmy, przy danych g,
orax &, przez 0 (2, &) kres gérny zbioru 4(g,, &) liezb 6, przy kidrych nierdw-
nosé (12) pociaga za sobg dla kazdej liczby & zbioru Z niexréwnoéé (18). Eatwo
widzie¢, Ze bedzie to najwigksza z liezb zbioru 4(g,, ). (Wystarezy w tym
celu oczywidcie tylko okazad, Ze 6(2,, ) naley do zbioru 4(#,,€). Niech wiec 2
oznaeza jakgkolwiek dang liezbg zbiorn Z, spelmizjges nierdwnodd

& —2 | <d(g,3): (14)
ponic.vaz (2, ) oznacza kres gérny zbioru 4(z,, &), wige istnieje w tym zbiorze
liczba 6, > | 2 — 2, |; nieréwnobé ta, z uwagi Ze d, nalezy do 4(e,, 4), pocigaa
za sobg nieréwnosé (18), ktéra w ten sposéb zachodzi dla kaidej liczby =

zbioru Z, speliajgeej nierdwnosé (14), co dowodzi, Ze d(2,, 8) nalety do 4(g,, ),
e. b d o).

Oznaczmy teraz, przy kazdem danem dodatniem &, przez I(s) kres dolny
funkeji (dodatniej) d(e,&) w zbiorze Z: bedzie lo oczywidcie liczba nieujemna.
Jak Zatwo widzied, na to Zeby funkeja f(2) byla w zbiorze Z ciggla jednostajnie,
potrzeba i wystarczs iZby przy wezelkiem dodatniem & bylo I(g) > 0.

Funkcja moze byé ciagla w calym zbiorze Z, ale nie byé
w nim ciagly jednostajnie. Oto przyklady:
1) Niech Z oznacza zbiér wezystkich liczb zespolonych résnych od zera

AN 1 , ;
i poléimy f(z)=- dla kazdego punktu # zbioru Z, Oznaczajge, przy danem

e>0 oraz 2,== 0 preez & mnle]sza z liezh L‘l—l oraz ole °l , bedziemy, jak

§ 107. Cigglodé jednostajna funkeji. 179

1

L

Tatwo widzied, dla | # — &, | < dmieli | 2 | > i__ol oraz |2

8,
| <o

. . 1,
co dowodzi Ze funkeja f (B)=';' jest ciggla w calym zbiorze Z. Zaléimy, ze

fankeja nasza jest w zbiorze Z ciggla jednostajnie. Dla kazdej liczby dodatnief,
w szezegélnofei zad dla liezby 1, istnialaby liczba dodatnia d taka, i% warunek

l2—g | <3 (16)
pociggs za 80ba nierdwnodd
' [ fle)—Fle) | <1 (16)

przy wezelkich & i 2y, nalezgeych do zbiorn Z. Obierzmy jednak liczbe natu-

1. e
ralng p > ik przyjmijmy & == ";—, ) =ﬁ_~1: bedziemy mieli

| #—2 |

-1 1
= Fn <y <%

1

(5) - f (ﬂo)

=1,

whrew (16). Funkeja f(2) nie jest wige ciggla jednostajnie w zbiorze Z.

Dowéd powyiszy pozostaje bez zmiany w przypadku kiedy Z oznacza
zhiér wazystkich liczb zespolonych, spelniajgcych nierdwnodd 0 < | # | <1, albo
w przypadkn kiedy Z oznacza zbidr wezystkich liczb rzeczywistych dodatmich.

2) Niech Z oznacza zbidr wszystkich liczb zespolonych (lub zbidr wazyst-
kich liczb rzeczywistych) 1 poldimy f(e) =22

Funkcja nasza bedze, jak latwo widzieé, ciggly w calym zbiorze Z. Za-
162my, Ze jest ona w zbioxrze Z ciggla jednostajnie. Istnialoby wiec takie do-
datnie 6, 2e przy wezelkich # i £, nieréwnobé (15) pociaga za sobg nieréwnosé (16).

1. ., 1

Obierzmy jednak liezbe naturalng p > 51 poléZmy 2y =p, g=1p —{—-p—:

bedziemy mieli
1
e —2 | = "p‘ <4,

zad

!f(z)—f(zo)l=lsﬂ—zgg=2+£~>1

whbrew (16). Funkcja nasza nie jest wige ciggly jednostajnie w zbiorze Z.

Jezeli jednak zbiér Z spelnia pewne warunki, to ciaglosé
funkeji w calym zhiorze Z pociaga za soby jej ciagloéé jednostajng
w tym zbiorze. Zachodzi mianowicie

Twierdzenie 136. Funkcja cigga w zbiorze zamknigtym i ogra-
niczonym jest w tym 2biorze cigglq jednostajnie.

Dow6d. Zalézmy, ze zbiér Z jest zamknigty i ograniczony
i niech 7(2) oznacza funkeje cx@glq w ghiorze Z. Dla kazdej liczby

27
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dodatniej & oraz kazdego punktu 2, zbioru Z istnieje ?viqc liczha,
dodatnia 6, taka iz przy wszelkiem 2 nalezgcem do zbioru Z wa-
runek (12) pociaga za sobg nierdwnosé (13). Ozna.('}zmy, przy danem
dodatniem &, przez 8(2,) kres gérny liczb dodatnich J, dla k’tér.ych
przy wezelkiem 2, nalezacem do zbioru Z, warunek (12) pociaga
4a sobs nieréwno$é {18). d(z) bedzie wige oznaczong W zupelnodei
funkeja zmiennej zespolonej 2z w zbiorze Z, przyezem dla kazdego
punktu 2 tego zbioru bedzie 6(2) > 0. Oznaczmy przez l krf.as doh}y
funkeji 6(2) w zbiorze Z: bedsie to wiee liczba rzeczywista uie-
ujema, zalezna od e. Powiadam, ze nie moze byé I== 0.

W same]j rzeczy, zalézmy, ze mamy !==0. W anyé} . 1'35
(zastosowanego wzgledem funkeji 6(2) = | d(2) |) istnieje wige
punkt ¢ taki iz przy wszelkiem dodatniem g kres dolny fankeji d(z)
w zhiorze tych liezb 2 zbioru Z, kiére spelniajg nieréwnosé

lz—8] <s (7

jest réwny zeru, przyezem, wobec zamknigtodei zbioru Z, punkt §
jest elemeritem zbioru Z. Wobec ciagloei funkeji f(2) w calym
zhiorze Z, istnieje dla liezby dodatniej &2 liczba dodatnia d,, taka
iz dla kazdej liczby 2 zbioru Z, spelniajacej nieréwnosé

lz—§] <4 ' (18)

zachodzi nieréwnosé

| f&) —F(©) | <ef2. (19)
Niech teraz z, oznacza jakgkolwiek liczbe zbioru Z, spetnia-
jaca nieréwnosé
|2 —§ | <6./25 (20)
dla 2 =2, zachodzi wige, tembardziej, nier6wnosé (18), pociagajaca
za sobg nieréwnosé (19), czyli, w danym razie, nieréwnofé

[ o) — /&) | <e2. (21)

Przy wszelkiem 2, naleigcem do zbiorn Z i spelniajacem
nieréwnoéé

| 2 —2 | <64/2, (22)

bedziemy, wobee (20), mieli oczywiscie nieréwnosé (18), pocisgajaca
za sobg, jak wiemy, nieréwnofé (19), ktéra daje w jednej chwili,
wobee (21):

| &) —f(2) | <e. (23)

icm
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Dowiedlismy wige, Ze przy wszelkiem 2, nalesgeem do zhioru Z,
njeréwnosé (22) pociaga za sobs nieréwnodé (28), co, jak latwo
widzie¢, dowoedzi, ze

d(e) = d,/2. (24)

Okazalidmy wiec, 2e dla kazdej liczby 2z, zbioru Z, spelnia-
jacej nieréwnodé (20), zachodzi nieréwnodé (24), skad wynika natych-
miast, ze kres doluy funkeji 6(2) w zbiorze liczb 2 zbioru Z, spel-
niajgeyeh nieréwnosé

[z2—0| <dy/2
jest = 6,/2, a wige dodatni, whrew otrzymanemu wyzej =z zaloze-
nia l==0 wuioskowi, Ze prazy wszelkiem dodatniem ¢ kres dolny
funkeji d(2) w zbiorze liczb 2 zbioru Z, spelniajacych nieréwnosé (17,
jest zerem.

Dowiedliémy wige, ze nie moze byé I = 0: kres dolny I fankeji
(dodatniej) 6(2) w zbiorze Z jest wige dodatni.

Z definicji liczby I wynika, se przy wezelkiem 2, nalezgeem
do zbioru Z, mamy:

59 =1,
skad, wobec definicji funkeji 6(2) wnosimy natychmiast, ze dla
kazdych dwéeh liczb 2 i 2’ zbinru Z nierdwnosé

|e—2" | <1 (25)
pocigga za sobg nieréwnosé
[ f(&)— /@) | <e (26)

Udowodniliémy wiee, ze dla kazdej liezby dodatniej & istnieje
liczba dodatnia / taka iz przy wszelkich # i 2’ nalezaeych do zhioru Z
nieréwnosé (20) pociaga za sobs nieréwnodé (26). Wynika stad
natychmiast, Ze funkcja f(z) jest w zbiorze Z ciagla jednostajnie.
Udowodnilidmy wiec twierdzenie 136.

Zaunwazymy, e jezeli zbiér nie jest zamkniety, lub nie jest
ograniezony, to funkecja, ciggla w kazdym jego punkcie, moze nie
by¢ ciagly jednostajnie w uwazanym zhiorze, jak tego dowodzs
przyklady: 1), w ktérym zbiér Z nie jest zamknigty, oraz 2), w kté-
rym zbiér Z nie jest ogramiczony.

§ 108. Twierdzenie 137. Funkcja ciggla w 2bioree zamknietym
b ograwiceonym jest w tym ebiorze ogramiczona, a 2bidr jej wartosei
jest zambniety.
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Dow6d. Niech f(2) oznacza funkeje ciagly w zbiorze ograni-
eczonym i zamknigtym Z. Oznaczmy przez U zbiér wezystkich war-
todei funkeji f(2) w zbiorze Z, t j. zbiér wezystkich liczb zespo-
lonych f(2), odpowiadajgeyeh liezbom 2 zbiorn Z i niech 5 oznacza
punkt skupienia zbioru U. Polézmy w zbiorze Z:

g(e) = fl&) —

bedzie to wiee funkeja, okreslona w calym zbiorze Z.

Poniewaz 7 jest punktem skupienia zbioru U warto§ei funkeji
f(z) w zbiorze Z, wige, jak latwo widzieé, kres dolny moduléw
funkeji g(2) =/(e) —n W zbiorze Z jest réwny zeru. Skoro zas
zbibr Z jest ograniczony, wige, w myél tw. 13D, istnieje punkt [
taki, iz pray wszelkiem dodatniem g kres dolny moduléw funkeji g(2)
w zhiorze Z(g) tych liczb zbioru Z, ktére spelniajg nierdwnosé

lz—C]<s 27

jest réwny zeru, przyezem, wobec zamknigtodei zbioru Z, punkt
jest jego elementem. Powiadam, ze f(£)== 1.
W samej rzeczy, zaldzmy, ze f() =F n; bedzie wige

) — 7]
g= M.(g)_?___"L > 0. Ponivwaz funkeja f(2) jest w zbiorze Z ciggls,

wige istnieje, dla dodatniego &, takie dodatnie g, iz pray wszel-
kiem 2, nalezgcem do zbioru Z i spelniajscem warunek (27), za-
chodzi nieréwnosé

| F&)—/@) | <,
skad, w jednej chwili:

19() | = | f@)—n|=|/E)—n—(f0)—Sfle)) | =
= fO)—n|— /O —fR)]=2e—|fE)—Ffl&)| >4

co dowodzi, ze kres dolny moduléw funkeji g(2) w zbiorze Z(g)
jest=e, a wige dodatni, whrew wlasnodei punktu {. Jest wige
f@)=m, czyli n jest jedng z wartosci funkeji f(z) w zbiorze Z,
a wiec elementem zbioru U, Ten ostatni zawiera wige kazdy swqj
punkt skupienia, czyli jest zbiorem zamknietym.

Zalbamy teraz, ze funkeja f(2) nie jest ograniczons w zbiorze Z.

Dla kasdego dodatniego 4 istnieje wige w zbiorze Z takie 2, iz
1 1 . . .
[ f(2) | > 4, skad @) = FOTEI < I Whosimy stad w jednej

chwili, ze kres dolny funkeji (dodatniej) ¢(2) w zbiorze Z jest
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gerem. W mysl tw. 135 istnieje wige punks {, taki, iz przy wezel-
kiem dodatniem ¢ kres dolny moduléw funkeji p(e) w zbiorze
tych liezb 2 zbiorn Z, ktére spelniaja nieréwnosé

| e—28 | <4, (28)
jest zerem.

Wobec zamknigto$ei zbioru Z, punkt §;, nalezy do Z: po-
niewaz za$ funkeja y(2) jest w zbiorze Z ciagla, wiee istnieje takie
dodatnie J, iz dla kazdej liczby 2 zbioru Z nieréwnoéé (28) poeiaga
za sobg nierdwnosé

| fl— 7 | <1,
[F@) | <IFG) | +1

skad

i przeto

1 1
N S R A IE
co dowodzi, ze kres dolny funkeji ¢(2) w zbiorze liezb # zbioru Z,
spelniajacych nieréwnosé (28), jest > a, zatem dodatni, whrew wlas-
nofei liczby §;. Dowiedliémy wige, ze funkeja f(2) jest ograniczong
w zbiorze Z.
Udowodniliémy wige twierdzenie 137 w zupelnosei.

§ 109. Funkcja funkcji. Niech @(2) oznacza funkcje, okre-
glons w zbiorze Z i niech U oznacza zbiér wszystkich réznych
wartodei, jakie przyjmuje funkeja p(z) w zbiorze Z. (Do zbioru U
zaliczamy wige wezystkie te i tylko te liczby zespolone u, dla kté-
rych przy pewnem z, nalezacem do zbioru Z, mamy u= f@).
Niech, dalej, ¥ (u) oznacza funkeje, okreslong w zbiorze U. Poldzmy
dla kazdego punktu 2z zbioru Z:

NOERICION
bedzie to funkeja, okreslona w calym zbiorze Z [gdyz kaizdemu
nalezgeem do zbioru Z odpowiada, jak zakladamy, oznaczony punkt
%= g@(2), nalezagcy do zbioru U, kazdemu zas u, nalezgcemu do
zhioru U odpowiada oznaczony punkt w(u) = (p(2))]:

Udowodnimy teraz

Twierdzenie 138. Jeteli funkcja @(z2) jest w 2biorze Z cugta
dla punltu 2,, za$ funkcja W (2) jest w ebiorze U wszystlkich wartodci
Funheji £(2) w 2biorze Z ciggly dla punktu uy = p(z,), to JSunkejo
S2) =0 (p()) jest w 2biorze Z ciggla dla punkiv 2. S



pem


icm

184 Rozdzial XII. Wiadom. podstawowe z teoxji funkeji zmien. zespol,

Dowéd. Zaléimy, ze warunki naszego twierdzenia sg zacho-
wane i niech & oznacza dowolng dang liczbe dodstnig. Wohece cia-
glodei funkeji w(u) w zbiorze U dla punktu u, == @(2,), istnieje
dla liczby & liezba dodatnia # taka, iz nieréwno$é

[u—u | <7 (29)
pociaga za soba dla kazdej liczby w zbioru U nieréwnodé
L) —pw) | <e (30)

Z drugiej strony, wobec ciaglodei funkeji @(2) w zbiorze Z
dla punktu z, istnieje liczba dodatnia d taka, iz nieréwnosé

|2—2 | <6 (31)
pociaga za sobg dla kazdej liczby 2 zbioru Z nieréwnodé
1 9(2) —9l) | <n (32)

Niech teraz z oznacza jakskolwiek liczbe zbioru Z, spelnia-
jaca nieréwnogé (31). Bedziemy wige mieli nieréwnodé (32). Polézmy,
dalej u = @(2) — bedzie to oezywidcie liczba zbioru U, spelniajaca,
w mysl (32) i wobec u, = @(z,), nieréwnosé (29), pocisgajacs za
sobg nieréwnosé (30), czyli nieréwnodé

¥ (@) —vip() | <e (33)
Dowiedliémy wige, ze dla kazdej liczby dodatniej e istnieje
liczba dodatnia ¢ taka, iz nieréwnosé (31) pociaga za sobg, dla kazdej
liezby = zbioru Z nieréwnoéé (38), co dowodzi, ze funkcja
/(&) = (p(2)) jest w zhiorze Z ciagly dla punktu z,. Udowodni-
lismy wiec twierdzenie 138,
‘ Z dowiedzionego twierdzenia wynika, w szezegdlnosei, ze jezeli
fgnkcja ®(2) jest ciagla w calym zbiorze Z, za$ funkeja @(u) jest
ciggla w calym zbiorze U, to funkeja (&)= (p(2)) jest ciagla
w calym zbiorze Z. Wynik ten wyrazamy krécej, méwige ze funkeja
ciagla funkcji cigglej jest funkcjg ciggla.

Przyklady:

1) Kladge w zbiorze liezb dodatnich Q@) =axlgx, zad w zbiorze liczb
rzeczywistyeh 4 (y) = ev, wnosimy, Ze funkoja 2% == g=lg% = Y(p(x)) jest ciggly
w zbiorze liczb dodatnich.

2) Kladae w zbiorze liczb rzeczy wistyeh, wiekszych od jednosei, ¢ () =lgz,
za8 W zblorze liezb rzeczywistyeh dodatnich v () =1gy, wnosimy, e funkeja

lg(lg®) jest okreslons i cisgly w calym zbioxze liczh rzeczywistych wieksaych
od jednodei.
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8) Ktadge w zbiorze liczb rzeczywistych ¢ (@) = €%, 9 (y) = &, wnosimy,
2o funkeja e = (p(x)) jest _ciggla w calym zbiorze liczb rzeezywistych.

4) Funkeja lg(@ 4 V2" =1) jest okreflong i ciggla w calym zbiorze
liezb rzeczywistych > 1.

b) Z nieréwnosci ‘ lg|— g, f =<<|#—g,| (wynikajacej w jednej chwili
z twierdzenia o module réznicy) wynika natychmiast, Ze funkeja | 2| jest ciggla
w calym zbiorze liczb zespolonych. Wnosimy stad natychmiast, w myél tw. 138,
e jezeli funkeja f(2) jest w zbiorze Z ciggla dla punktu £,, to i funkeja |f(#)]
jest w zbiorze Z ciggla dla punktu #,.

Zanwazymy, %e wogdle funkeje ¢ (p(2)) oraz ¢ (¥(2)) s3 rézne: np. dla
¢ (2) =#% () =22, mamy: P (p(2)) ==22% zad @ (v (2))= (20)2 = 4e*. Jezeli
w calym zbiorze Z zachodzi réwnodé o (p(e)) = ¢ (¥(2)), to méwimy, Ze funkeje
@ i sy w zbiorze Z preemienne. Np. funkeje p(z) =2® oraz Wie) =23 53
przemienne w calym zhiorze liczb zespolonych, gdyz @ (p{e)i=v(ple))==2"%

Tteracje. Jozoli, w szezegdlnodei, p(e) == (), to funkeje ¥ (piz)), czyli
funkeje Fle) =@ (p(e)) nazywamy dteragjy funkeji @ (e), albo iterowana funkeja
¢ (e); np. funkeje lglg® nazywamy iterowanym logarytmem. Przez skricenie
piszemy niockiedy @, (2) zamiast @ (p(2)).

Jozeli funkeja @(2) jest okre$lona w zbiorze Z i jezeli wartodei funkeji
¢ (2) dla liczb 2 zbioru Z rdwniez nalezg do Z, to w zbiorze Z okreSlone =g
fankeje: @ (2) = (), ,(e) = @(¢(e)), @) =9(py(e)) 1 ¢ d., ogdlnie
Pu(2) = 9 (Pn-1(8)) (n=2,8,4,...). Funkcje 9.(¢) nazywamy n-ty dleracja
funkcji ¢ (2). lteracje te spelniaja, jak latwo widzieé, tak zwana easadg do-
dawniceq, wyrazajgcy sie wzorem Pm(9a(®)) = Pmin(2), przy wszelkich natu-
ralnyech m i %, oraz t. zw. sasade mnoiniceq, wedle kidrej, dla f(2) =w.(2),
mamy fu(2) = Pma(2), przy wszelkich maturalnych m i n.

Jezoli (przy danem #) cigg nieskoficzony ¢a(e) jest zbieiny, to moiemy
méwié o iteracji rzedu nieskonczonego (wlafciwie pozaskoriczonego) 9,(2) =
=Um ¢, (}a). [Jezeli liczha @,(2) nalezy jeszcze do. Z, to mozemy miwid o ite-

N0

racjach Pui(8) = 0 (90 (8)) Puta(®) = 9(Pu+1(e)) 1 t. d Wystepujgee tutaj
wakazniki sg to tak zwane liceby porzqdkowe pozaskorczone). Godnem uwagi
jest tu mastepunjace

Twierdzenie 139. Jeseli, prey danem 2, cigg kolejnych iteracji ¢a (2o}
jest zbiedny, sas wseystkie jego wyrasy, jakotes gramica nalesq do ebioru Z,
oraz jeseli fumkcja ole) jest w zbioree Z ciagle dla punkiu t=g,(e), to
liceba t spelnia réwnanie ¢ () —*4=0.

W samej rzeczy, wobec lim ¢x (&) = ¢,,(2) =1, oraz zalofenia, ze funkeja

=00

@ (e) jest w zbiorze Z ciggla dla punktu f, mamy:
@ (t) = @ (lim ou(8)) = lim ¢ (9yle)) = lim Pata(Bg) =1,
nmoo N==00 n=00

¢ b d.o. ‘ )

Twierdzenie to wlatwia nam niekiedy badanie zhieznodei ciggu lte!‘fi.cjl,
podajge ewentualng wartodé granicy. Wogdle jednak badanie szez.x}oécl ciggn
iteracji jest bardzo trudnem nawet dla wzglednie prostych funkeji: np. nie
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zbadano dotad w przypadku ogéinjrm przy jakich zespolonych 2 zbieznym jest
ciag iteracji @ale), gdze ¢(2) = as?-De +c).

§ 110. Funkcje odwrotne.

Niech f(2) oznacza dang funkeje, okreélong w zhiorze Z, zad U
niech bedzie zbiorem wszystkich réinych wartodei funkeji fi(2)
w zhiorze Z. Dla kazdego wiece danego punktu u zbioru U istnieje
w zbiorze Z conajmniej jedno 2, spelniajace réwnanie

Se)=u. (34)

Wogéle dla danego punktu « - zbioru U moze w zbiorze Z
istnie¢ wigcej niz jedno 2, spelniajace réwnanie (1): np. dla funkeji
f(2)=2* okreslonej w zbiorze wezystkich liczb zespolonych, dla
ktérej, jak latwo widzieé, zbiér U zawiera wszystkie liczby zespo-
lone, kazdemu u==0 odpowiadaja dwie rézne liczby zespolone z,
spelniajace réwnanie (34). Innemi slowy: dla réznych punktéw
zbiorn Z funkeja f(z) moze przyjmowaé te samsg wartosé,

Jezeli jeduak réznym punktom z zbioru Z odpowiadajg zawsze
rézne wartosci f(2), to réwnanie (34) posiada przy kazem danem u,
nalezacem do zbioru U, jedno i tylko jedno rozwigzanie wzgledem 2.

Kazdemu wige punktowi u zbiorn U odpowisda oznaczona liezba z

zbioru Z, spelniajgca réwnanie (34): oznaczmy jg przez F(u); bedzie
wige
FEW) = (35)
Funkeja F(u) bedzie wige okreslona w'calym zbiorze U, przy-
czem w calym tym zbiorze zachodzié bedzie réwnodé (35). Wobec
powyiszej definicji funkeji F(x) mozemy tes powiedzied, ze réw-
nanie (34) pocigga za soba réwnanie

2 = F(u). (36)

Okreslong w ten sposdb funkeje F(4) nazywamy odwrolng
wagledem funkeji f(2) albo odwrdceniem funkeji f(2), kazdg zad
funkcje dla ktérej w danym zbiorze istnieje oznaczona odwrotna,
nazywamy odwracalng (jednoznacznie) w uwazanym zbiorze. Na to

Y) Kilka prostyeh i ciekawych twierdzen o iteracjach podaje R. Schauffler
w Mathematische Annalen 78 (r. 1917), p. 53. Na uwage zasluguje zwlaszcza
twierdzenie: Jezeli o) jest funkeja ciagls, spelniajgeg warnnki: @ < ¢{@) <<,
dla ¢ << @ << b oraz, przy pewnem ¢: |¢{@) —c| < |x— ¢}, dla m:’:c,
a<<x=<|bh to ﬁrgcp,.(w)::c, dla o << =<Ch.
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wige, #eby funkcja byla w danym zbiorze (jednoznacznie) odwra-
calng, potrzeba i wystarcza, izby réznym punktom uwazanego zbioru
odpowiadaly zawsze rézne wartodei funkeji.

Fatwo, dalej, widzieé, se jezeli funkeja f(z) jest w zbiorze Z
odwracalng i F(u) oznacza, jak wysej, jej odwrécenie, to Tunkeja F(u)
jest odwracalng w zbiorze U i odwréceniem jej jest funkeja f(2).

W samej rzeczy, zbiorem wszystkich réznych wartoded, jakie
przyjmuje funkeja F(u) w zbiorze U, jest oczywiscie zbiér Z: dla
dowodu odwracalnodei funkeji F'(u) potrzeba wige i wystarczy oka-
206, 20 dla kaidego danego punktu 2 zbioru Z istnieje w zbiorze U
jedno i tylko jedno w, spelniajace réwnanie (36). Ze takie u moize
przy danem z byé conajwyzej jedno, wynika z uwagi, ze wzér (36)
daje natychmiast

fle)=f(F'(w)),

ezyli, wobec (35), wzér (34): punktem u, spelniajacym réwnanie (36)
nie moze wige byé inny niz u = f(z).

Pozostaje wiec tylko przekonaé sie, ze punkt 4 = f(z) spelnia
réwnanie (36). W tym celu zauwazymy, e skoro réwnanie (35)
sachodzi przy wszelkiem u, nalezacem do zbioru U, to mozemy
w niem polozyé, przy danem 2z, u= f(2), co daje

FE () =),

a poniewas funkeja f(2), jako odwracalna, uie moze dla réinych
punktéw zhioru Z przyjmowaé te sams wartosé, wige mamy stad

F(f(e)) =2, 37

co, wobec f(z)=u, daje wzér (36).

Dowiedli$my wiee, se fankeja F'(u) jest odwracalna w zbiorze U
i ze odwréceniem jej jest funkcja f(2). Nadto dowiedlidmy, Ze przy
wezelkiem 2, nalezacem do zbioru Z, zachodzi réwnosé (37). Row-
nodei (36) i (87) dowodz. Ze operacje, 0znaczone przez symbole /i F
7n0szg sig wzajemnie.

Zauwazymy, e jezeli dla dwéeh funkeji f i F zachodzi
w zhiorze Z stale réwnodé (87), to funkeje te s (w zbiorze Z)
odwrotnodciami jedna dla drugiej.

W samej rzeczy, zalézmy ze dlu dwéch funkeji f i F zachodzi
w zbiorze Z réwnodé (37). Wynika stad oczywiscie, ze funkeja J(2)
jest okreglong w calym zbiorze Z: powiadam, Ze réznym wartosciom 2
zhioru Z beds odpowiadaly rézne wartosei funkeji f(2). Gdybyémy
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bowiem mieli dla 2, =2y, f(21) =/ (), t0 byloby tez F(/(z;)=F(f(2,)),

zatem, w mysl (87): 2 = 2;, Wwhrew zalozeniu. Funkeja f(2) jest
wiee odwracalnad w zhiorze Z: oznaczmy jej odwrdcenie przez ¢ (u):
bedzie to wige funkeja, okreslona w zbiorze U wezystkich wartodei u,
jakie przyjmuje funkeja f(2) w zbiorze Z. Bedziemy mieli w zbiorze U:

Sflow)=mu (38)
Niech u oznacza jakgkolwiek liezbe zbioru U: poldézmy
2= p(u):
bedzie to wige liezba zbioru Z, zatem, w myél (37)

F(f (o)) = plu)
czyli, w my$l (38):
F(w) = ¢(u)

— w calym zbiorze U, co dowodzi, ze funkeja F jést odwrotng
dla f w zhiorze Z, c. b. d. o. N

Twierdzenie 140, Jeseli 2bidr Z jest ogramiceony i zamlcmgty,
2as funkcja f(2) jest w abiovee Z odwracalna @ ciggla, o odwrdcenie
jej Fu) jest funkcja ciggta (w zbiorze U wezystkich wartodel, przy-
bieranych przez funkeje f(2) w zbiorze Z).

Dow6d. Niech f(2) oznacza funkeje ciggla i odwracalng
w zbiorze ograniczonym i zamknigtym Z i niech I(u) oznacza
funkeje odwrotng dla f(2): bedzie to wige funkeja, okreslona
w zhiorze U wszystkich wartodci, jakie przybiera funkeja f(2) dla
liczb z zbioru Z

Zalésmy, ze dla danego punktu w, zbiora U funkeja F(u) nie
jest ciagla. Z definicji ciaglosei wynika, ze wowezas przy pewnem
dodatniem ¢ dla kazdego dodatniego ¢ istnieje w zbiorze U liczba u,
spelniajgea nieréwnosei

u—uy | <6 (39)
oraz
| Flu) — Fluy) | = e (40)
Polézmy
2y == Flu,) (41)

i oznaczmy przez Z, zbiér wszystkich liezb 2 zbioru Z, spelniaja-
cych nierdéwnosé

|e—2 | = a. (42)
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Zbiér Z, bedzie jak Iatwo widzieé, zamknigty, jako zbiér
punktéw wspélnyeh zbioru zamknigtego Z oraz zbioru zamknigtego
wazystkich liczb zespolonych 2, spelniajgeych nieréwnosé (42).

Powiadam, ze kres dolny moduléw funkeji

9(2) == f(2) — ug (43)
w zbiorze 7, jest zerem.

W samej rzeczy, niech  oznacza dowolng dang liczbg do-
datnig. W zbiorze U istnieje, jak wiemy, liczba u, spelniajaca nie-
réwnoéei (39) i (40). Poléimy

2 == F(u): (44)
bedzie to liczba zbioru Z; wobec (41) bedziemy mieli, w mysl (40),
nieréwno#é (42) i przeto liczba z bedzie nalezala do zbioru Z,.

Wobee (44) znajdujemy f(2) =u (gdyz funkeja F jest od-

wrotng dla f); wobec (43) i (39) mamy wige

L9() | = /@) —wu | =]u—u | <3
dla kazdego dodatniego & istnieje wige w zbiorze Z, liczba 2z, dla
ktérego | g(2) | << 6, co dowodzi, ze kres dolny moduléw funkeji g(2)
w zbiorze Z, jest zerem, c. b. d. o.
W myél tw. 135 istnieje wige punkt § taki, is przy wszel-
kiem dodatniem ¢ kres dolny moduléw funkeji g(z) w zbiorze tych
liczb zbioru Z,, ktére spelniaja nieréwnodé

lze—T ] <s (45)

jest zerem, przyczem, wobee zamknigtosei zbioru Z;, punkt { na-

‘lezy do Z,. Powiadam, ze g(f)==0.

W samej rzeczy, zalézmy, ze g(f) == 0 i polézmy

bedzie to wige liczba dodatnia. Wobec ciaglosei funkeji f(2) w zbio-
me 7, istnieje liczba dodatnia ¢ taka, i nieréwnodé (45) pociaga
za, sobg dla kazdej liezby 2 zbioru Z nierdwnosé
| /&) —F@) | <&
skad, z uwagi ze wobec (43) jest
9(2) = g(&) — (f(5) — /()

znajdujemy w jednej chwili, wobec (46):

9@ | =19@) | —1/E)—/G) | >e
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Dla kazdej liczby 2 zbiorn Z, spelniajacej nieréwnosé (46),
mamy wige | g(2) | > &: nieréwnosé ta bedzie wige zachodzila, tem-
bardziej, dla kasdej, spelniajacej nieréwnoké (45) liczby z zbioru Z,
(bedacego czedeig zbioru Z), whrew wiasnodei punktu g,

Musi wige byé g(£) =0, czyli, wobec (43): f(8) = u,, skad
¢ = F(u,), co daje, wobec (41):

Lecz, skoro [ nalezy do zbioru Z;, wige mamy
I g"—zo I = a,

zatem [ =z, whrew (47). Zalozenie, ze funkcja F(u) nie jest
w zhiorze U ciagla, doprowadza wige do sprzecznodci. Udowodni-
lismy wiee twierdzenie 140.

ROZDZIAY XIIL
Ciagi i szeregi funkcyj.

§ 111. Jezeli kazdej liczbie naturalnej » odpowiada pewna
funkcja f,(¢) zmiennej zespolonej 2, okredlona w danym zbiorze Z,
to mamy do czynienia z ciggiem nieskoniczonym funkeyj

f(@)y f2@), fal@h- -,

okredlonym w zbiorze Z.

Obierzmy na z jakakolwick oznaczong wartosé ze zbioru Z:
wyrazy ciagu (1) beds wéwezas oznaczonemi w zupelnosei liezbami
zespolonemi i przeto bedziemy mieli do czynienia ze zwyklym cig-
giem nieskonezonym o wyrazach zespolonych.

Zalézmy, ze cigg (1) jest zbiezny dla kazdej wartofei 2, na-
lezacej do zhioru Z Granica jego bedzie wogdle zalezala od obranej
wartosei 2 i bedzie przez nia wyznaczong w zupelnofci: bedzie to
wige funkcja zmiennej 2z, okreflona w zbiorze Z; oznaczmy ja
przez f(2): bedzie wiee

1)

lim f,(2) = f(2)

ne=co

@)

dla kazdej liczby zespolonej 2, naleigcej do zbioru Z,
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Przyklady.

1) Przyjmijmy jako zbiér Z zbiér wezystkich liczb zespolonych #, spel-
iajgeych nieréwnoéé | ¢ | <1 1 potéimy

1 —pn
o) =3—0
— bedziemy tu mieli w zbiorze Z:
. 1
Lo fole) ==

2) Niech X oznacza zbiér wezystkich liczb rzeczywistyeh i poléimy dla

liczb @ zbioru X:
= (1+3)"

bedziemy tu mieli w zbiorze X:
lim fy (o) = e*.

n=00

3) Niech X oznacza zbiér wezystkich liezb dodatnich i poléimy

falo) =n'(Va — 1);
bedziemy. tu mieli w zbiorze X (§ 50):

Tim fo(ee) = g .
fn=0a

W my#l definicji granicy ciggu o wyrazach zespolonych, na to
teby w zbiorze Z zachodzil wzér (2), potrzeba i wystarcza izhy dla
kazdej liczby zespolone] 2, nalezgeej do zbioru Z, oraz kazdej liezby
dodatniej ¢ istniala liczba rzeczywista u == u(s,2), taka iz

[ e —f2) | <&, dla n>p ®)

Owa wartodé na p jest wise wogdle zalezng nietylko od & ale
i od 2. Moze sig jednak zdarzyé, ze do kazdego dodatniego & mozna
dobraé takie u == u(e), iz nieréwnosé (8) bedzie spetniona dlan>pu
przez katédg liczbg 2, nalezaca do zbioru Z. Méwimy woéwezas, ze
uwazany cigg jest w zbiorze Z zbiednym jednostajnie.

Réinica migdzy zbieznoseis zwykls a zbieznoseis jednostajng
cisgu w zbiorze Z polega wige na tem, ze dla zwykle) zbieznosei
wystarcza moznodé dobrania odpowiedniego p do kazdego dodat-
niego & oraz kaidego z osobna 2, nalezacego do zbioru Z, dla zbies-
noei zaé jednostajnej potrzeba izby do kazdego dodatniego & moina
bylo dobraé odpowiednie p, ktéreby bylo zdatnem przy wszelkiem 2,
nalezgoem do zbioru Z Innemi stowy: w razie zwyklej zbieznosei,
przy danem g, réinym z mogs odpowiadaé réznme m, W razie zas


pem




