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i wyznaczajge odpowiedni szereg podwéiny Iuw:, gdzie Spu = ay,,
ki

(m, n=1,23,..)), otrzymamy przyklad szeregu podwdjnego zbieinego, kts-
rego kazdy wiersz oraz kazda kolumna sg rozbie¢ne.

00
2) Okazad, do jedeli szereg nieskoriczony 3u. jest zbieiny warunkowo,
Hue0O

to skladniki jego moZna zawsze tak ustawi¢ w cisg podwdjny, izby kazdy wiersz
oraz kaida kolumna dawaly dowolne, dane naprzéd sumy.
8) Udowodnié, Ze jedeli ciyg podwéiny wus: jest ograniczony, to istniojg
zawsze ciggi rosngce wskaznikéw Am oraz ln, takie iZ istnieja granice
lim lim u,‘m' 1, Oraz lim lim u,‘m’ I3

Wt
MO0 7m0 n=mo9 M0

4) Udowodnié, Ze dla kasdego ciggu podwdjnego liczb dodatnich Uy y

istnieje ciag ., taki i% pray wszelkiem naturalnem m:

(Wystarezy np. polozyd sy =1 (43,0 4 th, n 4. . .-, ), dla . =1,2, 3,.. )

5) Udowodnié, de dla kaidego cisgu podwdjnego liczb dodatnich %, ,

takiego i2'litt U, n =00 (m==1,2,3,...), istnieje cigg s, taki id lim v, = oo,
A== % m=00

208 Bim—" =0, dla m=1,2,3, ...

ne=o0 Umy n

6) Udowodnié, e dla kazdego ciagn nieskoficzonego szeregéw zbieznych

L
o skladnikach dodatnich Supm, » (m=1,2,3, .. istnieje szereg zbiezny o sklad-

n=]

o0
nikach dodatnich 3u,, taki iz przy wszelkiem naturalnem m: lim e =00,
el nmmoo Wy n

ROZDZIAL X.
Teorja iloczynéw nieskoficzonych.
§ 91. lloczynem nieskoticzonym nazywamy symbol

Uty tiy ..., lub  [Tu,, i (1)
nw=]

gdzie u, (1 =1,2,3,...) jest danym ciagiem nieskonezonym (liczb
rzeczywistych lub zespolonych).
Pol6zmy :
gty U, =p, (r=1,23...); @

liezhe p, nazywamy #-tym ilbczynem czgstkowym iloczynu nie-
skoficzonego (1).

icm |

§ 91 Tloczyny nieskonezone. 103

Jeeli ciag nieskofiezony p, zmierza do oznaczonej i praytem
réinej od zera granicy, to iloezyn nieskohczony (1) nazywamy
sbicknym, zad liczbg p = lim p, — jego wartodeia, W przeciwnym
razie, a wige jezeli eisg p, nie zmierza do zadnej skoficzonej gra-
nicy, lub tez zmierza do zera, iloczyn (1) nazywamy rozbicémym.
W przypadku lim p, =0 méwimy jeszeze, ze wartofeis iloezynu
nieskoniczonego (1) jest zero, albo Ze iloczyn ten jest rozbieiny
do zera.

Przyklady. )
1) Jezeli szereg o sklagdnikach rzeczywistych u, jest zbieiny

i polozymy §== D%’N,., to mamy == Wo’: (y +us + ...+ w,), skad,

pray wszelkiem dodstniem a:
Hm (wy o= tig oo o 00 b))

o = @ == lgm g* Tt = L @, gL gt N
N P
ezyli
’ 5
U, 09 §
o )
nel

Wazér ten uwazaé mozemy jako uogblnienie prawidla, ze przy
mnozeniu poteg (o tej samej podstawie) wykladniki nalezy dodawaé.

1 R .
W srezegolnofici np., dla &= 2, uy = G wobec 21' P 1, otrzymujemy:
A

*2*.2116.....,

2=2;.2 N

eo mojemy te napisaé w formie

. d‘... 8 ]u )
2=Ja. V2. V2. Vz2.....,

albo jeszcze (proez analogje ze wzorami p, = J2, pgzl/z Va, p;,=l2y2 rz
it d) w formie pierwiastnika nieskoficzonego

Wazér, analogiczny do wzoru (3) zachodzi tez flla az-er.agéw
iterowauych, jakotes dla szeregéw podwéjnych. Nlech-mmnom?m T
omnacza dowolny dany eigg podwéjoy o wyrazach rzeczy wistych.

3% j jed klad
Jezeli seereg iterowany S mk.é;l"ﬂluk,, jest zbieiny, to, kladae
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Sk=§u,,,, (k=1,2,3,...), mamy = ;Siis,,, skad, w mysl (3)
1==1 £
(dla a > 0):

o o0 8, o o w
% — []a" oraz a“:ﬂa*zﬂ(ﬂa "").

1=1 ke=1 k1 \Zml
czyli
o o
Mg o o
a=1=1— T[] gt (33)

Podobniez jeZeli szereg podwdjny S = Zus: jest zbieiny, to, kladac

ol

Spa=3 zu», 1, mamy § == hm Sm,,. skad (dla @ > 0):

kee] =]

a® = Uim @
™y Hemoo

(w my#l wzoru (113) z § 89), czyli, wobec

Z’Z‘u“ noa
aﬂ\, _ak-II-l_nna ' L
k=] lm]

S, , S
avt=tim [][1a"™*,
mynee00 k] 1am]

Iub wreszoie
Sy,
abt = na k1

1724

jeieli przez l'lvg.; bedziemy rozumieli granice lim n ﬂvk,

. My ne=00 k=] lus]

2) Iloczyny nieskoniczone

71 _1 1 1 1
ﬂ-ln‘*l «E-“a"."z ..... 9
ﬁu=1 2.3.4..... .
n=l
- == (1) &y
n=]

83 rozbieine. (Dla pierwszego bowiem z wypisanych iloczynéw mamy

1
=25, skyd Uimp,=0, dla drugiego jest pu=n!, skyd limp.=o, dla

n=0O
trzeciego za§ pn = (— 1)* i cigg p nie zmierza do #adnej oznaczonej granicy).

§ 91. Prayklady iloczynéw nieskonczonych. 106
8) Iloczyn nieskofezony

~1) 1 1 1
1 - sl _—
n1 ) (+ )( 2)(1-1-3)(1 4).....
jost zhietny, & wartodeig jego jest 1, gdyZ, jak latwo widzieé, iloczyn » pierw-

oy e 1
gzyeh ezynnikéw wynosi 14 E-W,é[a_.)_

4) Yloczyn nieskonczony

) =() (o) ()

nwl
jest fozbieiny, gdy# jak Yatwo obliezyé, mamy tu p» =n -1, skad lim p, = .
Re=0O
b) Tloczyn nieskoﬁezony

7(=ek)= (-1 (- -3

1
jest rozbieiny do zexs, gdy? mamy tu pa = ZFT

6) Xloczyn nieskofczony
02 1 1 1 1
Q(l_'(%“—?-"ﬁi) = (1_5;) (1—-3—,«) (1-5)

o : 1 s .
jest zbieiny, & wartofcig jego jest T gdyZ, jak latwo obliczyé, mamy tu

n-2
B=g T
7 Waxtoéoiq iloczynu niegkonezonego

2(n-1)
jest liczba 2, gdyZ mamy tu pa = - e

8) Tloezyn nieskoniczony
[l 4o =@ o) @) (e 1+

-
gdzie # jest dang liezby zespolong, jest zhiesny dla | 2| <1, dajge wartohé
-1——_1::;, gdy? jak latwo widzieé, mamy tu )
Q)= — A A +A A+ ... e ) =1, ()
skod, dla £ == 1
| p"-—ii_{{;; m=1,28....)
i preeto .

Vi po = -i—; dale| <1

00
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9) Niech « oznacza liczbe rzeczywists >» 0. Kladge w toisamodei (¥)

|
Z=22%"  otrzymujemy z latwobcia wzlr
2 2

2
). i e )
ot 1wk 1 w1 ™
Lecz w § 50 wyprowadziliémy dla @ >0 waor

2n (w%'" - 1) =(z—1

lgz=1limn (]7;:— 1) , skad lim 2" (.r’li" - 1) =lgx;
n=00

n=00

wzor (**) daje wige dla # > 0 rozwiniecie funkeji lg2 na iloezyn nieskoriczony:
2

2 2 2
1. ) J—

Ve + 1 Va1 Vi 41
10) Poléimy k, =15 > 1, zab kpa =% — 1 (dla n=1,2,3,...).
Wobec tozsamodci

e ] /e =04
l/’:l N (1 +’h;')l/(2kﬂ —ny—1°
angjdujemy
k1 1 k1 B4 1 , el
l/k -1 (1 +k_{) l/ k=1 l/ic.f—'i" 1=(1 -l~,cl ) k;’“f“‘{,

it d., skad

B+1_ (1 N\ T

vmi= () (1+k;)"'(1+~;§;)l/k;i’jf1» )

Wobee %> 1 wnosimy drogg latwej indukeji, 2e Kngq ==2kF — 1=
73 2 n w1 1
=ka+(Fn — 1) > k2, oraz Kaa > k", skad lim l/’c+]+~i =1, co dowodzi,

n=0Q kn-H -

lga = (2 —

wobec (4), Ze

(i) (42) - ()= [/

i daje rozwinigeie na iloczyn nieskoriczony

Vﬁh}z(l"*%;) (1+,i—) (1+,§;) .....

Np., dla & =3, otrzymujemy:

V= (“%) (“‘ 1'17) (1+arjw) (1 "‘6"651857) ---- ?

dla k=2, mamy:

V= (1+;) (1+ ;) (1+ 5,7) (1+ﬁ%ﬁ) .....

§ 91. Przyklady iloczynéw nieskoriczonych. 107

et

11) Niech & oznacza dowolng dang liczbe rzecaywists > 1. Wyznaczmy
najmniejszy liczhe naturalng k,, speiniajgcs nieréwnosé

:)z:>1+7}1

1
i polézmy @ = (1 -+ “E") .
1

Liczba 2, bedzie oczywikeie tez wigksza od jednoéci. Mozemy wige z nig
postapié, jak z liezba # i t. d.
Bedzie wiee przy wszelkiem naturalnem #:

x=(1+.1:_1) (1-{-;2)(14-;—):0 )

przyczem K, oznacza najmniejszg liczbe naturalng, spelnigjaca nieréwnodé
1
Wp—1 > 1 + 73:-
Powindam 2o Kuts = B n=1,28,..) W samej rzeczy, gdyby

przy pewnem naturalnem # bylo Kt <7¢3, t.j. wpr %2 —1, to, wobec

1
=145} (1 A @t , 0182 Ent1 > 1, mielibyémy

kn kn+1

mer> (14 w) () = (+&)( i) mEsT

czyli 1
Ly > 14 PRT

whrew definicji liczby Ku.

Gdyby bylo stale k,=1 (n=1,2,3,...), mielibyémy stale & ==2"2,> 2",
¢o niemozliwe. Jest wige przy pewnem p, &y > 1. Wobec: Knta =k n=1,2,3,...)
snajdujemy, dalej, drogs latwej indukei: kpp==k (n=1,2,3,...), skad,
(wobee Ky > 1): lim ky =00, Poniewaz zaé w mysl definicji liczby Ka:

ne=00

1 1
1+k"+1—12w“>1+m’

wiee mamy lim 2. =1, skad, wobec (5):
n=0Q

o) (4 ()
x=(1+7§:) (1—{-71;) (1—}-%;) ..... 6)

Moznaby z latwoficly dowiesé, Ze kazda liczba rzeczywista @ > 1 daje
jedno tylko rozwinigeie na iloczyn nieskothiczony (8), gdzie k. sy liczby natu-
ralne, spelniajgce stale nieréwnoéé ki1 =k3, Rozwiniecie na iloezyn nieskoi-

i przeto

czony wyrazenia l/;:jli, podane w przykladzie ), jest wige przypadkiem
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szezegllnym rozwazanego tutaj algorytmu. Moznaby teZ okazaé, Ze na to izhy
rozwiniecie (6) przedstawialo liczbg wymierng, potrzeba i wystarveza, iZby dia
dostatecznie wielkich % zachodzita stale réwnodé Ky == /.

12) Jako ostatni przyklad iloczynu nieskoficzonego, pozostawiamy czy-
telnikowi do udowodnienia, Ze kaida liczba rzeczywista >0 daje sie przed-
stawié w postaci

— o L Y
x_IOk.c,,.(1+-iO) (1+102> (1.+103 ..... ,
gdzie % jest liczba calkowity, zaé ¢ (m==0,1,2,...) sy eyfry ukladu dziesigt-

nego. (Ob. A Loewy, Lehrbuch der Algebra, Erste Teil, Lipsk, Veit 1915,
p. 382).

§ 92. Twierdzenie 117. Na to Zeby iloczyn nieskoriczony

Uy Uy g .. )
byl zbiesny, potrzeba i wystarcea, ity bydo
u+0, (n=1,23,..) (8)

oraz 2eby dla kaidej liceby dodainiej & istnialo takie p, i
[ thogs Yz thp — 1 | <&, dla n>p, k=1,2,3,... (9)
Dowéd. Zalézmy, ze szereg nieskohezony (7) jest zbiezny.
Kladae
D=1ty Uy... %, (=123, ..) (10)
mamy wiec

lim p, = p =0, (11)
skad wynika patychmiast, ze przy pewnem naturalnem g¢:
| a | > Lg—|, dla n>q. (12)

Gdyby bylo, przy pewnem k, u, = 0, mielibyémy, w mysl (10),
P.=0, dla n >k, whrew (11). Muszg wige zachodzié nieréwnosci (8),
a wiec tez, wobec (10), nieréwnosei

2.0, dla n==123 ...

Wszystkie ¢ 1 liczby

2]

PARFANTAN 2 (13)

s3 wige réine od zera: oznaczmy przez a liczbe dodstnis, muiejszg
od kazdej z liczb (13): bedzie wige

“<|Pn|, dla n=1,2,...g, oraz a<|]3'

Q)
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skad, wobec (12):
|po|>a, dla n=123,... (14)

Wobec zbieznofei ciagu p, oraz w myél tw. 39, dla liczby
dodatniej & istnieje takie u, iz
lpﬂ+"_pﬂ1<a‘€! dla n>”"a k=172737"-
skad, wobec (14):

y

0, Wohee P,is==Dp Unis Unia« -+ Untrs przedstawia nieréwnoéé (9).
Warunki nasze sg wige konieczne.

Zal6tmy teraz, ze warunki (8) i (9) sa spelnione.

Wobec (9) mamy wige, przy pewnem naturalnem m:

p"*”‘—-——l\<|%€—|<e, dla n>p, £=1,2,8,...

|u,,,+1um+2...u,,._|_,‘—-1\<l, dla k:1,2,3,...,t
¢o, z uwagi, ze wobec (8), | p. | >0, daje, po pomnozeniu przez
| pn | 1 wobec (10):
| P — P | < | pu|, dla k=1,2,3,...,
skad
lpm-M | <2 | pm‘: dla k:172’37“'9

co dowodzi, ze ciag nieskofczony p, jest ograniczony.
Istnieje wige takie A (skonczone), iz

IPn|<A; dla n=1':2737"' (15)
Wobec (9) mamy (z uwagi, 78, wobec (8), p, == 0):
&+&_1‘|<£, da n>u, k=1,23...  (16)
p"

skad, wobec (19): ‘
%p"+h—pnl< IPn\ e< Ade, dla n>u, k=1,23,...

co, wobee tw. 39, dowodzi, ze ciag p. jest zbiezny. .
Polézmy lim p,— p. Powiadam, se p==0. W samej rzeczy,

gdyby bylo p=0, to mielibyémy kl_z_zz Doy =10, przy wszelkiem

turalnem n, skad, przechodzac w nieréwnogei (16) do granicy dla
k= oo:
1=<<e,

co, wobec dowolnokci liczby dodatniej &, jest niemozliwe. Ciag p.
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zmierza wige do granicy réznej od zera, co dowodzi zbiesnogei
iloezynu (7).

Twierdzenie 117 udowodniliémy zatem w zupelnosei.

W szezegdlnoei, dla k= 1, nieréwnoéé (9) daje

Vb — 1 <<e. dla n>u,
co dowodzi, ze
lim u, = 1.

Zatem:
Na to, 2eby iloczyn nieskoticzony w, uy ug . . . byl zbiedny, potrzeba
itby jego czynnik ogdlny wu, emierzal do jednosci.
Jezeli wige w iloczynie nieskoficzonym zbieznym (7) polozymy
ty==1-v, (=1,273..),

to bedziemy mieli
lim v, = 0. 1

N=00

Zanwazymy jednak, ze warunek (17) nie jest wystarczajscy
dla zbieznodei iloezynu nieskofezonego

(+o)d+a)(+a)...,

bo np. iloezyn nieskonczony

1 1 1
(1+T) (1+-2—) (1-}-?;) o
dla ktérego p,=n4-1 (n=1,2,3,...), jest rozbieiny, pomimo ze

limv, ==lim 1 =0,
Jezeli iloczyn nieskofiezony (7) jest zbiezny i wartoseis jego
jest liezba p, to kladge

P=pg, k=1,23,..), (18)

i zwaiywszy, se, wobec (11), mamy tez przy wezelkiem danem
-naturalnem %:
lim pry = p,
znajdujemy:
i

I — Ty Pectn .
wapk—‘ r ,l.?:i ;: (dla k=1,2,3,..)

§ 98. Iloczyny o czynnikach stale > 1, lub stals <C 1. 11t

co, z uwagi, ze wobec (10)
Prin k=1,23,...
A = Upga Ungn - « - Unpn s n=1,23 ...
daje rozwinigeie na iloczyn nieskoficzony

(dla k=1,2,3,..)), (19)-
ktéry naiywamy niekiedy k-tym iloczynem dopelniajacym dla ilo-
ezynu nieskoficzonego (7).

W razie zbieznodci iloczynu nieskohczonego (7) mamy, jak
dowwdhémy, lzm %, == 1, zatem, w razie rzeczywistych czynnikéw u,,.

Qe == Uy Unpo Upgg -« -y

dla dostateczme wielkich %k, mamy u,, >0 n=1,2,3,...):
wazystkie czynniki iloczynu nieskoficzonego (19) beds wiee do-
datnie. Badanie iloczynu nieskonezonego zbieznego o czynnikach
rzeczywistych moiemy wige zawsze (w mysl wrordw (18) oraz (19))
sprowadzié do badania iloezynu nieskoficzonego, ktérego wszystkie
ezynniki sg dodatnie.

§ 93. Lemmat. Jegeli liceby
Upy Uyyonn Uy

sg wsaystkie jednego enaku (t. j. stale = 0 lub .stale << 0) oraz
wszysthie > — 1, to mamy nierdwnodé

Atu)(l4u).. . AFu)=14u+u+. .. u. (20
Dowé6d. Lemmat nasz jest prawdziwy cezywiscie dla n=1.
Zalézmy, ze jest on prawdziwy przy pewnem naturalnem x i niech
Uy, Ugyeos Uny Uy bedy dane liczby, wezystkie jednego znaku
oraz > — 1. Z zalozenia ze lemmat nasz jest prawdziwy dla n liczbh
wynika nieréwnosé (20): mnozge tg ostatnia przez liczbg 1 - u,,,,
ktéra jest dodatnia (gdyz zakladamy, ze .., > — 1), otrzymujemy:
() (ot ). (14 )1 ) =
= (Lt iy oo t) (L thy) =
—-1+“1+”z+ -, +‘“n+1+('“1+”:+---+“u)“u+1§
iloczyn (u, + w4y ...+ u,) th,y; jest nievjemny, gdyz, jak zakla-
damy, liczby u sg wazystkie jednego znaku: mamy wige
A u) (A tw) o (LA ) (1 A-thag) =
21+“1+“2+ +“ ~+ s

co dowodsi prawdzxwoécl naszego lemmatu dla n 4 1 liezb,
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Stad, przez indukcjg, wnosimy o jego prawdziwosei przy
wszelkiem naturalnem n. (Zauwazymy, e, w szezegllnofei, dla
4y = g = . . . = U, = d, otrzymujemy nieréwnosé (1 -+d)*=1--nd,
dla d > — 1, udowodniong bezposrednio w § 36).

Twierdzenie 118. Lloczyn mieskoticzony
l—a)l—a)d—a)..., 1)
gdzie a, (n=1,2,8,...) sqg licehy nieujemne, mnicjsze od jednodci,
jest zbiesny, jedeli seereg mieskonczony
a,+ay+ay+... (22)
jest zbiesny; jeseli zas szereg ten jest rozbieiny, to wartodcig wwaia-
nego ilocaynu nieskonczonego jest zero.
Dowéd. Z zalozenia, e a, (n=1,2,8,...) sa liczby nie-
ujemne, mniejsze od jednodei, wynika, iz
2,>0 oraz 0<l—a,,; <1, da 7n=123,...,
skad '
Py = Pa (1 — Bupy) = 2
ciag p, jest wige ciagiem nierosngeym liczb dodatnich, zatem po-
siada granice (skoficzona) p =0. Powiadam, ze jezeli szereg (22)
jest zbieiny, to nie moze byé p=0.
W samej rzeczy, wobec zbieznosei szeregu (22), istnieje liczba
naturaloa m taka, iz

. 1
Ay - O f—...+am+k<—2~, dla £t=1,2,8,... (238)

Liczhy — @pyyy — Gpya. .-~ Gmys 83 wozystkie =0, a wige
jednego znaku, oraz wszystkie > — 1 (gdyi, jak zakladamy liczby o
sa wezystkie nieujemne oraz <-1): w mys$l naszego lemmatu mamy

" wiee nierdwnosé:

(1 _ a.._,_,) (1 - ﬂm+2) e (1. ——-a,,+,‘) =1— Oty — Apgg = o+ ™ Oy
skad,  wobec (23):
1
11— a,,+1)(1—am+g)A..(l‘——am+,)>—2-, dla k=1,213,...
skad

Pm+k=pm(1—am+1) (1 —Guya) - - .(l—a,,+,¢)>%'f, dla k=12,...

icm
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i przeto, w granicy dla k= oo:
Y
zatem, wobec p, > 0:
p>0, ¢ b d o
Udowodniliémy wige pierwszg czedé naszego twierdzenia.
Dla dowodu drugiej, zauwazymy, ze wobec
0<ae.<1l (n=123..)

jest
1+a,>0
oraz
1— a2 1
0<1 —a"=r‘*"a;_‘<_i"~_i:;;, (ﬂ=1,2,3,)
skad

0<p=0_0—a)(l—a)...(1—=0a)=
1

= .
A4a)(A4+a)...(1 4a)
Leoz, w my$l naszego lemmatn (z uwagi, ze liczby a,, a,,...a,
8y nieujemne):
Q4a)A+4a)...0+a)=14a +a,4...+a;
nieréwnodé (24) daje wige
1
0<p.= )
<PEEiraTeF. Fa
Zalézmy teraz, fe szereg (22) (o skladnikach nieujemnych <1)
jest rozhiezny: wynika stad, i% dla kazdej danej liezby dodatniej &
istnieje takie w, iZ

1
al+a,+...—|—an>-6—, dla 2> pu. (26)

Wobee (25) i (26), znajdujemy:
0<p.<e, dia n>u,

(24)

dla n=1,2,3,... (25)

co dowodzi, ze
lim p, =0.
Twierdzenie 118 udowodniliémy zatem w zupelnosei.
Twierdzenle 119. Jloczyn nieskosiczony

(14 a)A4a)(L+a5)..., 27)
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gdeie a, (n=1,2,3,...) sq liceby nieujemne, jest zbiedny, jedeli szereg
nieskoficzony

o +ata+... (28)
jest obiekny ; jesels zas szereg ten jest rozbiedny, to ioceyny cagstkowe
wwabanego iloczynu nieskonczonego- warastajy nieograniczenie.

Dow6d. Polézmy

ay
b,,=I—+a; (n=1,28,...) (29)
wobee a, =0 (n=1,2, 3,...), bedzie
0<b <1; @=123,.) (30)
z drugiej strony, wobec (29):
1
1+a,.=1j (n=1,2,3,...). (31)

Wobec (29) mamy stale b, << a,: jezeli wige szereg (28) jest
zbiezny, to zbieiny jest tez szereg

bbb

co, w myél tw. 118, pocigga za sobg zbieznosé iloczynu nieskod-
czonego

(1—5)(1—by) (L —by)...;
polézmy
=1 —0b)(1—b)...1—b,); (dlan=123,..) (32)
bedzie wige
lim g=q=0. (88)

Lecz, oznaczajac przez p, -ty iloczyn czgstkowy iloczynu
nieskoficzonego (27), mamy, wobec (31) oraz (32):
=1, n=1,23,...

qn
skad, wobee (33):
limp, = -1—
n=00 " q ?

co dowodzi zbieznosei iloezynu nieskonezonego (27).
Udowodnilismy wiee pierwsza cze$é naszego twierdzenia.

§ 98, Tloczyny o czynnikach stale > 1, lub stale <T1. 115

Wobee 4, =0 (n==1,2,3,...) i w mysl naszego lemmatu,
mamy: '
Ata)l4a).. .0+a)=
>14a+a+t+...+a, da n=123,...,

skad, w razie rozbieznosei szeregu (0 skladnikach nienjemnych) (28),
wynika ze iloczyny czastkowe iloczynu nieskonczonego (27) wara-
stajg nieograniczenie, co dowodzi drugiej czgsci naszego twierdzenia.
Twierdzenie 119 udowodniliémy zatem w zupelnosei.
Twierdzenia 118 i 119 dowodzs, ze dla zbieznosel iloezynu
nieskonczonego :
1 —w,) (34)
nmal
o ezynnikach (dodatnich) stale muiejszych od jednosci, lub stale
wigkszych od jednosei, potrzeba i wystarcza, izby szereg nieskon-
czony

oo

2"" (35)

neml
byl zbiezny.
Zauwazymy jednak, ze wogble (jezeli liczby 4, (n=1,2,3,...)
nie s wszystkie jednego znaku), zhieznosdé szeregu (35) nie pociaga
za sobg zbieznosei iloczynu (34), ani tez naodwrét.

Np. szereg
o
Vn
sl

jest zbieiny, jako naprzemienny, natomiast iloczyn nieskonczony

jest rozhiezny (do zera), gdy#, wobec

1 1 1 1 1
— Prprmaasmelll BE——l Sy Tl
0< (1 V-.Tzé) (1 + Var 1) ! V2k+ Va1 Ve Va1

1 —
<1~—m—§m<1—ﬁ—ﬂ, (dlﬂ. k—1,2,3,...),

mamy

0<Pak+1<2(1—~%—) (1..-:7)(1—2-,0—%1) (k=1,2,8,..), (38

NI
T
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a Ze wobec rozbiesnofici szeregu —3—-*{——5—-4- —,i-—f— ca (gdyi P >-%- . .11;)

i w mybl tw. 118, iloczyn nieskohiezony

=966

jeat rozhiesny do zera, wige, wobec (36), mamy

lim pox1==0,
-
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skad tef
1
l = li! i {l—-=}=0.
hiﬁpm‘ kiﬁpm 1( V2](;
zatem
Wmp.=0, ¢ b d. o
O

o0
7 drugiej strony szereg nieskoficzony 2:”", gdzie
e

1 1
u.g,‘_1=Wc_:, ug;,::——Vl;‘:‘l_'I (k=1,2,8,...)
jost rozbiedny, gdyz'," jak latwo widzied
1 1
- = T S
Uar—1 + o Vi (Vk+1)_2k’

natomiast floczyn nieskofczony

(fe==1,2,8,..)

At wa=(445) () - () ()~

jest zbieiny, gdyZ, wobec

namy w nim stale poe =1 (=1,2,3,...), 288

Okazuje sig atoli, e w razie zbieznosci szeregu (35), zbieznodé
Iub rozbieinodé iloczynu (34) zalezy od zbieinodei lub rozbieznodei

szeregu .Z'qu, jak to udowodnimy szezegélowo w nastgpnym para-
grafie.

§ 94, Twierdzenie 120. Jeseli seeregi nieskoticzone

00

514,, oras gu?., {87)
n=1

nm]

§ 94, Tloezyny niegkoficzone o czynnikach dodatnich. 117
deie
! wy>—1, da n=123,..., (38)
sq oba sbicéne, to gbiedny jest ted iloceyn nieskoriceony
(L ay) (o) U ) o (89)
powéd. Udowodnimy przedewszystkiem dwa lemmaty.
Lemmat 1. Jedels
we>—1, dla k=123,...n (40)
oras
wyt e <1, @)
{0 mamy nierdnwnodd: '
1
(1+“1)(1+“n)'~-(1+“n)S1__ul_u’__“'___“n- (42)
Polégmy, dla dowedu
Unga == — (Ug Wy - o - A=) (48)
w my$l (41) bedzie
’ Untz > —1 (44)
i przeto, wobec (40) i (41):
m>—1, da k=12...n+1,
Ooraz
o sy oo e g =0,
satem, w my$l tw. 60 (§ 40):
A4 u) Aoy o (L) QL una) <1,
skad, z uwagi, Ze wobec (44), 1+ tota > 0:
1
A ) (1w ... (2 +“»)Sm,
co, wobec (48), daje nieréwnosé (42), ¢. b. d. o.
Lemmat Il. Jedels
wm>—1, da k=12 ...7n, (45)
to
TR ... 48
Qa0 ). Otm =1+ peHipe oo Tife W

‘Wobec (45), Jewa strona wzoru {46) jest dodatnig; gdyby prawa stro‘na
tego wzoru byla <30, to nieréwnobé (46) zachodzilaby oczywiscie, r.:uoiemy wige
dla dowodu jej zakladaé, fe prawa strona wzorn (46) jest dodatnig, czyli, Ze

Wy —1,

Uy W
m+1 n+...+1 >
Polézmy, dalej:

A M dls k=1,2,8,...1;

1 -y’

(&)

(48)
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bedziemy mieli
1
1+vk=m, (kzl,2,3,...n), (49)
zatem, wobec (45):
14-06>0, ezgli >—1, dla k=1,2,...2, (50)

za8, wobec (47):

uto4. 4] (1)
Liczby v,, vy, . . . ¥ spelniaja wiee warunki lemmata I, skad
1
L) (v (o) S gy
co daje (wobec (50) i (61)):
1
ol Fo) o= T

-skad, wobec (49) i (48) wynika natychmiast nieréwnodé (46), c. b. d. o.
Przejdziemy obecnie do dowodu samego twierdzenia 120.
Zaléimy wige, Ze szeregi (37) sa oba zbieine (pierwszy chodby tylko
warunkowo). Dla liczby dodatniej & bedzie wiee istniato takie g, iZ

un+1+m+n+...+u,.+k<ﬁ;, dla n>p, b=1,2,... (52)

Nierdwnodei (38) oraz (62) dowodzg, Ze dla n > g (przy wszelkiem natu-
ralnem k) liezby
Un-f1, Wnd2, - « » Unfr

spelniajg warunki lemmatu I, skad wynika, w my$l tego lemmatu oraz wobec
(62), ze

1 1
1 n: - oo n 1
(1 4= tat) (14 ata) (1+“+")Si—u..+1-un+a-..--—un+x<1__m_{-’. ,
155
ezyli, Ze
1 sngs) (U tnta) o oo (L b <L doe, dla n>p; B=1,2,8,... (53)

. . P, 7, 9 . .
Z drugiej strony, wobec zbieznofci szeregu il zbieinym bedzie tez

w
szereg 21 +"“ (gdyz', dla dostatecznie wielkich 7, musi byé . > — %

2
Un 1 . . . . .
skad 1Fu <2 “n) » 4 wige, wobec zbieznodci szeregu Dy, zbieznym bedzie
i szereg :
b - q oo
z (u,. T PR N T
14 u, 14w,
nma] nmat

bedzie wige, dla n > »:

Uni-1 _Unis Uk 4
TTun T TFunt Tioag>—° k=123 @64

8§ 95. Sprowadzenie badania iloczynéw do badania szeregdw. 119

Wohec (38), liczhy
Wy Unt Dy - - +) Und
spelniaja warunek lemmatu II: w mysl tego lemmatu, oraz wobec (64), znaj-
dujemy:
A thapr) (L tga) oo (Lt nga) > 1 — 2, dla #>9 b=1,23,... &)
Nieréwnogei (53) i (66) dowodzg, Ze dla dostatecznie wielkich #:
(4 tga) (L thge) o (Ut — 1| <& (B=1,2,8,..),

co, w my#l tw. 117, dowodzi zbieznofel iloczynu (39).
Udowodnilismy wiee twierdzenie 120,
Zauwatymy, iz moZnaby dowiesé, Ze jedeli seereg o skladnikach reecey-
[+2]

o0
wistych 2, jest ebiesny, ras seereg Eua rogbiesny, to wartoscia iloceynw
neal neml

o0
nieskoiczonego ﬂ1(1 4 Un) jest eero.
e ]

Twierdzenie to moinaby udowodnié elementarnie, opierajae si na na-
stepujgeym lemmacie:
Jeleli
a>—1, dis k=1,2...n,

oraz

g4t . Fea=<<o,

1
(o)dte)... A +a< :
i i(arat.te)

Poniewaz jednak dowdd tego lemmatu jest dosy¢ dlugi (Zob. np. A.
Pringsheim: Mathematische Annalen, Bd. 33 p. 146 i nast., oraz Bd. 44
p. 418, jakotes tegos autora Vorlesungen siber Zahlenlghre, Czesé 111, Taubn.ex.'
1921, p. 654), wiec omuwiane twierdzenie udowodnimy na innej drodze (mniej
elementarnej, ale znacznie krétszej) w jednym z pésniejszych rozdzisdbw.

§ 95. Badanie iloczynéw nieskofiezonych o ezynnikach do-
datnich sprowadzié mozna do badania szeregow nieskoficzonych
jeszeze inng droga.

Niech
Uy Ug Ug o - (56)

oznacza dany iloczyn nieskonezony, ktérego wszystkie czynniki sa

dodatnie. Kladac

P == Uy Uy v+ Uy (n=1,23,...) 67

bedziemy mieli
p, >0 (n:1,2,3,...).
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Kazda liezba dodatnia posiada, jak wiemy (§ 48), oznaczony

logarytm natt{ralny, przyczem logarytm iloczynu jest sumg loga.
rytméw ezynnikéw (§ 49). Bedziemy wige mogli napisaé, wobee (57):
lgp.=lgu, +lgu, ... 4lgu, (n=1,2,8,..). (58)
Jezeli
limp, =p >0,
to, w mysl tw. 65, mamy:

limlgp,=lgp, (59)

romoo

zatem, jezel_i iloczyn (56) jest zbiezny (a wtedy warto$é jego p musi
byé¢ dodatnia, gdyz stale u, > 0), to zbieinym jest tez szereg nie-
skonezony

lgu, +lgu, 4 1gu; .. ., (60)
przyczem sums. jego, wobec (58) 1 (B9), jest woéwezas lgp, ezyli
logarytm wartodci iloczynu (56).

. Naodwrét, zbieznodé szeregu (60) pociaga za soba zbieinods
iloczynu (56). W same]j rzeczy, kladge

Igu, +1gu, ...+ lgu,=s,, dla n=1,23,...
bgdziemy mieli

?

Do == Uy Uy .o Uy == ¢ ; (61)
jezeli szereg (60) jest zbieiny oraz lims, =s, to bedzie
lim ' = ¢,
skad, wobec (61):
limp, =¢,

nm=0o

co dowodzi, ze iloczyn. nieskonczon j ;
. zony (56) jest zbieiny (gdyz przy
wazelkiem (skoficzonem) rzeczywistem s mamy e > g), felg pry
Mozemy wige wypowiedzieé

Twierdzenie 121. Jeteliu, (n=1,2,3 sa Ii .
J y " AT ++.) 8q liczby dodat
to 2biednosé iloczynu nieskorczonego 12,8,..) y dodatnie,

Uy Uy Uy . .. (62)
pocigga 2a sobg 2biesnosé szeregu mieskonczonego

lgu, +lguy 4 lguy 4. (63)

§ 96. Bprowadzenie badania iloczynéw do badania szeregdw. 121

i naodwrét, przyczem migdzy wariodciq p dlocaynu oraz sumg s sze-
regu zachodzi prosta zoleénosé:

s=lgp (lub p=2¢)

7 dowiedzionego twierdzenia wynika, ze iloczyny nieskon-
czone posiadaja wiasnodci analogiczne do wlasnosei szeregdw nie-
skoficzonych, wiee np. posiadaja prawo lacznofei, lecz nie posiadaja
prawa przemiennosei.

Jezeli iloczyn nieskoficzony (62) jest zbieiny bezwarunkowo,
t. j. pray wszelkiem uporzadkowaniu czynnikéw, to w mysl do-
wiedzionego twierdzenia, szereg (63) tez jest zbiezny bezwarunkowo
i naodwrét.

Zalézmy teraz, e iloczyn nieskonczony (62) jest zbiezny wa-
runkowo: szereg (63) jest wige woéwezas réwniez zbiezny warun-
kowo. Niech p oznacza dowolng dang liczbe dodatnia. W myd] tw.
Riemanna o szeregach warunkowo zbieznych (tw. 83), bedziemy
mogli tak zmieni¢ porzadek skladnikéw szeregu (63), izby sumg
powstelego przez to szeregu nieskonczonego

lgv, +1gvy +1go 4. ..
byla liczha lgp. Wartodeig iloczynu nieskohiczonego

Vy Vg g,

" bedzie wige (w my$l tw. 121) liczba #%? = p, przyczem iloczyn ten

réinié sie bedzie conajwyiej porzgdkiem czynnikéw od iloezynu (62)
(gdy% ciagi nieskonczone u, i v, réznig sig ocaywiscie conajwyzej
porzadkiem wyrazéw). Stad twierdzenie:

Mosemy zawsze tak emicnic porzqrdek ceynnikdw dloczynu nie-
skohiczonego zbieinego warunkowo (o ceynnikach dodatnich), izby war-
toicia jego byda dowolna dana liczba dodatnia.

Latwo tez widzieé, ze przez zmiang porzadku czynnikéw ilo-
czynu warunkowo zbieznego, moina z niego otrzymaé iloczyn roz-
biezny do zera lub do nieskoficzonofei :” wystarczy w tym celu
zauwazyé, %e przez zmiang porzadku skladnikéw szeregu waruu-
kowo zbiesnego (63) moina z niego otrzymac szereg, ktérego sumag
jest — oo, jakotez szereg, kiérego sums jest 4-oo (oraz ze W razie
lim 8, = — oo mamy lim p, == lim ¢~ =0, zaé w razie lim s, =00

00 Ll el

mamy lim p, == - ©0).
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§ 96. Twierdzenie 122. Na fo Zeby iloceyn nieskonczony

(L4 ) (1 1) (L) .. o, ‘ (64)
gdzie stale u,>—1 (n==1,2,3,...), by¢ zbiedny bezwarunkowo, po-
trzeba i wystarcea, ¥by szerey nieskonczony

[y |+ | %
byt sty |+ |+ (65)

' l;)owéd. Zalézmy, ze iloczyn (64) jest zbieiny bezwarunkowo:
jak wiemy (§ 95, szereg logarytméw kolejnych ezynnikéw, czyli

szereg
lg(l4u) +lg( +w)Flg +w)4...  (66)

~ jest wéwezas zbieiny bezwzglednie. Oznaczmy przez

140, 14a, L4a,...
kolejne czynniki iloczynu (64), ktdre sy =1, zaé przez
1—by, 1 —by, 1—0b,
kolejne ezynniki iloczynu (64), bedace << 1. Ciag
lg(1+4a), lg(1 -+ ay),...

bedzie wige przedstawial kolejne skladniki nieujemne szeregu (66)
za$ cigg

. lg(1 —b), lg(1 —bs),...
— kolejoe skladniki ujemne tegoz szeregu.
Wobec bezwzglednej zbieinosei szeregu (66), szeregi

g (1 +a) +lg(l4-a) +1g(l +-a) ... (67)

lg(l — b)) +1g (1 — b) +lg(1 — by) + ... (68)

beds oba zbieinel), co, w m i
E , €O, ysl tw. 121, poei i
iloezynéw nieskoriczonych ) Pociaga =2 soba sbiefnodé

I4a)(l+a)d+a)... (69)

(1 —b) (1 —b) (L —By). .. . (10)

toe ;V(_)bgc a, =0 orazb,>0(n=1,2.3,...) oraz w mysl twier-

zefh 19 1 118, zbieznoté iloczynéw (69) i (70) pociaga za sobs
zhieznoéé szeregéw nieskorczonych

a,+a,+ay ..., (71)

" s
) Przypadek, kiedy jeden z tych szeregdw jest skoriczony (lub nie istnieje),

nie nastreczajgcy Zadnych d i &
talnikowi. gcy zadnych trudnodei, pozostawiamy do bliZszego zbadania czy-

oraz

oraz

__E 96. Zbieznodé bezwarunkowa oraz bezwzgledna iloezynn. 123
oraz
by by by .. (12)
co znowu dowodzi zbieznosei bezwzglednej szeregu
w1 (13)
ktérego kolejnymi skiadnikami nieujemnymi sg wyrazy ciagu d,,
284, ujemnymi — wyrazy ciagu — b,).

Dowiedliémy wiee, e, w razie zbieznosci bezwarunkowej ilo-
czynu (64), szereg (60) jest zbiezny.

Zalézmy teraz, e szereg (65) jest zbiezny. Oznaczajae przez
0, (n=1,2,8,...) kolejne skladniki nieujemne szeregu (73) zas
przez — b, kolejoe skladniki ujemne tego szeregu, wnosimy stad, Ze
szeregi (1) i (72) sa oba zbiezne, co (wobec a,==0 oraz b, >0
i w myél tw. 119 i 118) pociaga za sobg zhieznosé iloczynéw (69)
i (70), co znowu (w mysl tw. 121) dowodzi zbieznosci szeregdw (67)
i (68), i przeto bezwzgledne) zbieinosci szeregu (66), skad (§ 95)
wynika bezwarunkows zbieznosé iloczynu (64). Twierdzenie 122
udowodniliémy zatem w zupelnodei.

Jeseli szereg (60) jest zbiezny, to w mysl tw. 119 (z uwagi
se skladniki szeregu (65) sa nieujemne), zbiezny jest i iloczyn nie-
skoniezony

L+ lm DA+ Tw A+ w ) (14)

jakotez naodwrét. W razie zbieznodei iloczynu (74), bedziemy ilo-
czyn (64) nazywali zbieznym bezwzglednie.

W myél tw. 122 mozemy wige tez powiedzieé:

Na to #eby iloceyn nieskoriczony (64) byt zbiesny bezwarunkowo,
potrzeba i wystarcza, by byt 2biesny bezwzglednie.

Dowodzge twierdzenia 122, udowodnilismy zarazem, Ze zhiez-
nodé szeregu (66) pociaga za soba zhieznoé bezwzgledns szeregu (66),

jakotez naodwrét. Lecz z tw. 121 wynika natychmiast, Ze, w razie

zhieznodei bezwzglednej szeregu (66), wartosé iloczynu (64) nie za-
lezy od porzadku ezynnikéw, i naodwrét: jezeli wartosé iloezynu (64)
nie zalezy od porzadku czynnikéw, to szereg (66) jest zbieiny bez-
wzglednie. Zatem:

Na to eby iloczyn nieskonczony (64) by¢ zbiedny i zeby wartodé
jego bylu niezaleing od poragdku ceynnikiw, potrzeba i wystarcza
ibby szereg (6D) byt ebiezny.

Jak latwo widzieé, moglibyémy jeszcze powiedzieé:
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Na to seby iloczyn nieskoficzony (64) byt 2bledny, dajge wartoss
niezalesng od porzqdku ceynnikéw, potraeba i wystarcza, itby ilocoyn
ten byl zbietny bezwzglednie.

Niech teraz
D o (70

kel  Jel

gdzie stale u,,>> — 1, oznacza dawolny dany szereg iterowany,
zhiezny bezwzglednie. Sume tego szeregu bedziemy mogli, jak do-
wiedlismy w § 88, przedstawié w postaci

22“»1=“1,1 v ys A thayy -ty s Ungn gy
k=l Im1
gdzie szereg po prawej stronie jest zbiezny bezwzglednie, Wynika
stgd, jak dowiedliémy, zbieznodé bezwzgledna szeregu

lg(1+ y,1) +1g (1 w0+ 1g(1 + vzy1) + 18 (1 o vy ) + ey

a wige tez (§ 88) zbieznodé bezwzgledna szeregu

> (1 +u,)

kral Jmm]
tudziez wzér:

D e+ umy=3 gt +u,)= }jlga + ), (76)

k=l =l Il keml o

gdzie (k,, /,) oznacza cisg nieskonezony wszystkich réznych ukla-
déw dwoch liezb naturalnyeh E, I

Wobec (76), mamy:

[ 00 oo 0
3 Sebny 5 Sl She(i4u,

)
1=t = g=lk=1 + I

= e"'l

skad, w mysl waoréw (3%) orsz (3) z § 91 (z uwagi, ze g8t —1 L y):
ﬁﬁ(l“{‘“m):ﬁﬁ(l"’““m):ﬁ(l + ). (17)

ki Juny l=] k=]

Dowiedlismy wige, e jeseli seereg (15) jest zbiedny bezweglednie,
Yo zachodzi wzdr (77).

Zastosowanie, Kazda liczba naturaina daje sig, jak wiadomv, i to w je-
den tylko sposéb, przedstawié w postaci n=21(2] —1), gdale k i ! sy liczby
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——

paturslne. Wynika stad, Ze cigg nieskofiezony kolejnyeh lezb naturalnych

. k=1,238,...
1, 2, 8, . . . daje sie ustawi¢ w cigg podwdiny 21 (21— 1) (z = 1’, 2.3 )
oa oo oo .
Jeeli wiee szereg S, jest zbiedny bezwzgleduis, to szereg 2"2‘-*1(2:-1) tez

] k=1 l=]1
bedzie zhiezny bezwzglednie 1 przeto, jak dowiedliémy, bedziemy mieli:

Polbimy, w szczegdlnoéci Up=q" (n=1,2,8,...), gdzie ¢ oznacza liczbe
rzeczywists, bezwzglednie mniejszg od jednodel.

o0
Szereg El!l" bedzie zbiedny bezwzglednie, i przeto
N

i1 (1 + q") _fif (1 n q:*—’(nH))

nwal Tma] Ksml

Lecz (przyklad 8 z § 91):
00|

n[1 + (qu'_.])gk——l] — T*:l—q—ﬂi:l‘ (l = 1, 2,8,...)

kel
(gdys | g1| <1, dla I=1,2,8,...). Stad, w jednej chwili:

o+ =—s—t— amlgl<t

el M — g1
Tesl

Jest to wzér Euler'a.

Co sie tycay zwigzku miedzy zbieznoseis iloczynu (74), a zhiez-
pobeig iloczynu (64), 1o udowodnimy obecnie bez pox?locy 1oga-
rytméw, ze 2bicknodé iloczynu (74) pociqga 2a sobg zbietnodé ilo-
coynu (64), i to przy wsuelkich (rzeczywistych lub zespolonyeh) w,,

ch od —1.
bylebywrg:frij rzeczy, zalézmy, ze iloczyn (74) jest zbiezny. W mysl
tw. 117, mamy wige
(U [ ) (U H s ) (L e ) =1 <gy dlan>ap, k=1,2,3,... (18)

Rozwijajae wyrazenic

(1 4 tpp) (1 Unia) .- - (L= Upg) — L =
=“n+1+“n+n+ cee +un+k+“n+1“n+n+ oo Uy Ynga - "u-Hn
spostrzegamy z latwosois, ze modul prawej strc'my nie praenosi
sumy jej moduléw, bedacej rozwinigeiem lewej strony nieréw-
noéei (78), skad nieréwnodé

| (4 A thes) (LA o) (U ) — 1] =
S|t DA thia Do QA T D — 1
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zatem, wobec (78):

[t (LF thgs) - (A sg) — 1| <e, dla n>u, k=12,
co, w myél tw. 117, dowodzi zbieinodei iloczynu (64), c. b. d. o.
Wynika stad tez natychmiast, e, w razie zbieznofei iloczynu (74)
(gdzie u, sg dowolne dane lezby rzeczywiste lub zespolone) war-
todeig iloczynu (64) jest wtedy i tylko wtedy liczba zero, jeseli
jeden conajmniej z jego ezynnikdw jest zerem.

§ 97. Niech
(L du) A4 u) (L 1) .. (79)
oznacza dowolny dany iloczyn nieskoficzony (o ézynunikach rzecry-

wistych lub zespolonyeh).
Kladse

=04u)(l4wuw) ..0+w), =123..) (80
bedziemy mieli:
Pn— Pu-a = Proy My (7& = 27 37 - ')3
skad (dla » > 1):
p=pntm—p)tE—p)t )= gy

=p 4P % P s - Puca Y

Tloezyny czastkowe iloczynu nieskofczonego (79) sa wiee od-
powiedniemi sumami czgstkowemi szeregu nieskonczonego.

Prtpivstpatstpyu .
Szereg ten mozemy, wobee (80), napisaé w postaci
A+ w)+ QA w)ug+ (14 wy) (L4 ug) ug + . ...

lub jeszeze, w postaci:

(A1) - (g g p) - (g - 2y g - Uy 25 -ty ug y) ... (82)
Jezeli opuszczajac nawiasy w szeregn (82), otrzymamy szereg

zhiezny

1wy -ty - vy Uy -4y - by g -ty Uy -0y U g ., (83)

to, jak wiemy (§ 72), zbieznym bedzie tembardziej szereg (82), dajac

te samg co i szereg (83) sume. Zatem, w razie zbieznodei szeregu

(83), suma jego bedzie wartodcis 1locaynu (79).
Zalétmy teraz, te zbieznym jest iloczyn

A+ u DA+ [ )A+ [ ul)..., (84)
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sbieinym wige bedzie szereg ;
(U ) (ue |+ | wus]) 4
"l"(lu8|’+‘|“1“s|+‘“zua‘+|“1“a“to+‘--a (85)

ktérego sumy cuastkowe sy odpowiednimi iloezynami czastkowemi
iloczymu (84); ze zbieznodei zad szeregu (8D) wnosimy natychmiast
(§ 72) o zbieznodei szeregu

1"|“|'“1H‘|”2|“i""’l”z!"f‘l"s}‘l‘f“l“si"]r‘]“ﬂ“s|+|"1“2”a|+---’
co dowodzi, Ze szereg (83) jest zbieiny bezwzglednie.

Dowiedli$my zatem, ze W razie zbieznodei bezwzglednej ilo-
cxynu (79), szereg (83) jest zbiezny hezwzglednie i Zze mamy wéw-
czas WilT

A Au)(1 4 %) (L+u)...=

w1ty -ty vy Uy g - Uy Uy Ug - U U Y

Zmienisjac porzadek wyrazéw ciagu u, zmienimy, jak latwo
widzieé, tylko porzadek skladnikéw szezegu (83), przez co jednak,
wobee jego bezwzglednej zbieznosei, nie zmienimy jego sumy, a wige
wartodci iloczynu (79). Zatem: w razie zbietnosci iloczyny {84), warlosé
iloceynu (19) nie zalety od porzqdu czynnikow.

Polézmy przy wezelkich naturalnyeh @, a5, . . . @

(86)

o, == Uay Yoy« + + Ug 3

vauuh"'
szereg (83), po odrzuceniu pierwszego skladnika, bedziemy mogli

przepisaé w postaci:

A T ke + o155 V055 V5008 - (87)
Wezmy pod rozwage kolejne uklady wskafnikéw:
), (@), (1,2), 3) (1,3) @3), (1,23) (83)

zhidr (88) Jest, Jak latwo widzieé, zbiorem wszystklch ciggéw skof-
czonyeh liczb naturaloych rosngeych (jezeli w ciagu jest wigee] biz%

jedna liczba).

Wrzér (86) mozemy wige przepisaé w postaci:

n(1 Fu)=1 +2‘un Yoy - - - Uy

()

(89)

gdzie sumowanie 5 rozciaga sie na wszystkie uklady skoficzone
(@)
wakaznikéw rosnaeyeh @y, @y . o0 %
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: Elementy zbioru (88) mozemy rozbié na klasy, zaliczajse
do ntej klasy wszystkie ukiady (@, @, . - . @), utworzone z »
wskaznikéw rosngeych.

W ten sposéb ciag (88) bedziemy mogli ustawié w eciag po-
dwdjny:
w @ @& @ ....
(1a2)7 (]73)’ (2,3)7 (174)’ et
(13273)5 (]72’4‘), (173’4)’ (2’374)7 et

......................

ktérego n-ty wiersz jest utworzony ze wazystkich elementéw n-tej
klasy (n=1,2,3....).

Wypisanemu ciggowi podwéjnemu ukladéw (e, @, . . . a,)
odpowiada szereg podwdjny skladnikéw v,,,,,,....,, Czyli szereg
podwijny

2! +n A+ +ou 4.
F+vn Fos A ton
jl:”nz;s S RTTIVE L RTIVE SNV SR (90)

............ D T

........................

ktéry jest zbiesny bezwazglednie, gdy:, ustawiajge jego skladniki
w jakibadZ sposéb w szereg zwykly, otrzymamy zawsze szereg,
réznigey sig conajwyzej porzgdkiem skladnikéw od szeregu (87),
ktéry jest zbiezny bezwzglednie.

Oznaczajac przez S, sume skladnikéw n-tego wiersza szeregu
podwdéjnego (90), za§ przez S — sume szeregu (87), bedziemy wiec
(w mysl tw. 116) mieli wzdr:

S=8+ 84+ S-+... (91)
Z definicji sum S, wynika, ze

8§, = Uy 04... 0,
(Fayopen.a, )

gdzie sumowanie 5 rozeiaga sig na wszystkie uklady » wskazni-
(gsa8r.. 0, )

kéw rosngeyeh: a,, ay, . . . @

n ¢

icm
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W ten sposéb, wobee (91), wzér (89) mozemy przepisaé
v postaci:

T4 w) =1+ Fvot Feiest e ot t--5 (92)
(@) (g, %) [CY ]

wzér ten mozna uwazaé jako uogélnienie rozwinigeia skonezonego:

() (L)oo (L) =1 (10 .. ) -
o (g vy Aty vy - thy g e U U) T Uy Yyt
Dowiedliémy wige, ze jezeli iloczyn (84) jest zbiesny, to za- .
chodzi wzér (92).
Stad, w szezegdlnokei, kladse u, —a,2 (n=1,2,3,...), wno-
simy, ze jezeli szereg nieskonczony

atatat...
jest zbiesny bezwzglednie [co pociaga za sobs przy wszelkiem ze-

spolonem 2 zbieznodé szeregu 3 | @,2|, a wige, w mysl tw. 119,
nw=]

i zbieznodé iloezynu ﬁ; 1+ a.z ])], to mamy przy wazelkiem ze-
gpolonem 2z rozwinigeie na szereg potggowy:

4621+ 02 (1 +a2)...=1+ Azt da+ ..., (99
gdzie

A4, =20:a,,, A, =2‘a°‘1 . :Za“ [N

nel (%1, %5 (%1, % - an-)

(Moznaby z latwocig dowiesé, ze mamy tu:

24, = (ja )’—jaz,

64y — — (ga )s+ 3 (-2:;(1) (§aﬁ) —2§ag
it p.
Neeh sty gt (04)

oznacza dany szereg nieskonczony zhieiny, ktérego jadna z sum
czgstkowych s, nie jest zerem. Mamy oczywicie:

go=g.20 2 =234..) (95)

L= ,
8 8 81
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4 poniewaz

St 93 )

Sy Sp1 Sp—1

wige mozemy, wobec (95), napisaé:

s,,=sl(1—[—-7:-:) (1+§‘f)...(1+ “) (n=2,3..)

Sn1

skad, w granicy dla 7= oo:

s=s1(1+@)(1+ﬂ)(1+3‘1)..., (96)
5 Sy 5
co daje przeksztalcenie szeregu nieskofczonego (94) na iloczyn nie-

skofiezony.
Odwrotnie, kazdy iloczyn nieskoficzony mozemy przeksztalcié

na szereg, w mysl wzora (81).
Wyprowadzimy obecnie pewien ciekawy wniosek ze wzoru (81). Niech

Uy, ¥, . . . Un bedg liczby rzeczywiste lub zespolone, réine od — 1: poléimy:
s

1+01¢,

(E=1,2,...%):

U =~
bedziemy mieli
1
1+Mk~—m, k=12,...n)
zatem:

p"=(1+u‘)(1+u’)'"(1+“")=(1+vl)(1+1,)...(1+v;,)

i wzér (81), przepisany w postaci
— Uy — D Uy Py Uy — . s« — Dyl Y =1 — p,,,
daje:
v,

vy Yy n
1+v1+(1+v1)(1+v,)'{'''""(1-}-u,>(1~|-v,)...(1-{-1;,.)=
L 1
=l g Aoy A

{97)

Stad stwierdzenie:
Seereg mieskoticeony

o
vﬁ
§= :
‘12(1+v1;<1+v2). A F )
iest sbieény, jedeli ebiesny jest iloceyn

p= ﬁ:a + o)

prayceem mamy wonceas s =1 — }1)—

§ 98. Redukty wlamka lateuchowego. 131

W szezegblnofei, jeieli wszystkie v, sy dodatnie, szereg s jest zawsze
gzhiedny, przyczem, jeieli iloczyn p jest rozbieiny, to, z uwagi, Ze wobec va > 0

mamy Papi > P, 8 Wige lim p, = oo, wnosimy, wobec 8= 1 _% , %6 Wow-
=00 n
czas Vim s, =1, ezyli 2e s=1.
=0
‘Wobee tw. 119 molemy wige powiedzied:
oo

Jeseli seereg o skladnikach dodatwich Sv, jest rosbiesny, to
Nl

©

PSR
A+v)@4o).. . A4wv)

]

oo
Np. dla v =1, znajdujemy: 2—% =1,

naal

x n
dla v, =n [E—————
n n ” E‘l(" ' 1)! ]

dla v, =+ S
» R U= " Sinmt1) T

dla 2p = 2", w razie 2 > 1:
o0

2 = =1
AFa)Lday.. .1+

fiem]

it p.

ROZDZIAL XI.
Utamki laficuchowe.

§ 98. Ulamkiem laficuchowym, albo ciaglym (skoficzonym)
nazywamy wyrazenie

a
by + ——

b =
e

@y
k)
, a,
bu—fl +E
gdzie a,, a5, ... a,, by, by,...b, 8y dowolne dane liozby rzeczy-
wiste lub zespolone.
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