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62 Rozdzial VIII. Szeregi nieskotczone o skladnikach stalych. § 84 Twierdzenie Cesro. 63

% drugiej strony, wobee &.—1 > &, mamy

0 < 1ty &y = ';‘:’V__V— < Veurr—Ven 2,8,...), ROZDZIAL 1X.
skad, dla 2> 1: o Mnozenie szeregéw. Szeregi podwéjne.

R N R A €1+Vg— lfr‘s:<“1£1+"’;:1
co dowodzi ograniczonofei, a wige i zhieznodci szeregu S, En -

Szereg S, spelnia wiec zadane warunki.

Pozostawxamy ezytelnikowi do udowodnienia, Ze jeieli &, jest jakimkol--
wiek ciggiem liczh) zespolonyeh, zmieizajgeym do zera, to istnieje szereg roz- A= ya,, oraz B = 21),, (1)
biesny o skiadnikach dodatnich S, , taki iZ szereg Ju, 2. jest zbiedny. -l

8) Obliezy¢ zapomoca wzoru Eulera (151) sume

§ 84. Twierdzenie 109 (Cesaro). Jezelz mamy dwa szeregi
sbiegme (o skladnikach zespolonych)

n=1 n=]

i jeseli utworzymy szereg 2c., kiadge

3 .
2,72".'0“, ) (= byt ayb gt b, dla n=123.., (2)
prs ,
gdzie % oznacza liczbe naturalng, zaé | x| < 1. oraz potozymy
Szerag (174) jest zbieiny dla | x| < 1, co wnosimy np. na podstawie o + R ) (n=1, 23 37 h (3)

tw. 91: wzér (1561) jest wiee dla szeregn (174) stosowalny. Dla a, =n* mamy, ; Ry

jak latwo widzie¢ AP @, =0 (n=0,1,2,...), zatem, wobec (148): Siq (a:):(; to be dziemy "meh y c 0

i przeto, w my$l (149) (dla n =k 1): lim G+ G4 +G = AB. 4)
Lo -

n=oc n
2 AQ* 22 A20F ak Ak Ok
511.":&..=(1—-‘—)‘+(1_m)3+ +(1___x)h+1 (diaf 2| < 1)

Dowéd. Poléamy

ne=0

(gdzie ArO* oznacza AP @y, dla @, =n*, n=20,1,2,...). dy=a+a+....+a, (n=1,2,3,...). ()
Wiee np., dla k= 1: B,=b +b+....4 5 ’
o
A 175 Mamy oczywiscie, wobee (3) 1 (2), przy naturalnem n:
P R ()
g k 9 =0 . ay bl
26 dla b =2: oo +a byt a by
)02 o d 2 +a b3+a2b1+a3b1
d)nw (1 ‘_mi:+“ — )2’ Cn= + !
oo L
9 Niech 2 oznacza dany liczhe dodatnig. Oznaczmy przez k, najumiejses | - o= coccocontt oot
liczbe naturalng, spelniajaca nierdwnoéé k, > 1, i polézmy k, =1, : bedzie I + a, b, + a, by_y + as b, +.. .+a, by,

znowu &, > 0. Z liczbg @, postapmy jak z liczbg 2, wyznaczajac najmniejsza
liczbe naturalng k,, taka iz &, 2, > 1, i kladac k, 2 =1 -+ 2, i t. d. Udowodnié
ze w ten sposéb dochodzimy do rozwiniecia liczby 2 na szereg nieskoficzony: C,=a, B,+ a, B, + a; B.s +-- +a. B, =

=3Ba,+Bya,,+...+B.a. (6)

skad w jednej chwili, wobee (5):

e=ptintees o
: . Lo R Wobec (6), mamy:
gdzie kx (n=1,2,3,.. .} sg liczby naturalne niemalejace. B. a
Okazaé, Ze kazda liczba dodatnia daje jedno tylko rozwinieaie na taki B’ ' B
szereg oraz Ze na to izby liczba 2 byla niewymierng, potrzeba i wystareza by +Bia + B o

im o, = o0 1 B
bﬂoi‘l’;kn ®1). G4 Cot ..+ C = “_*:Blas‘*'Beaz“*‘ s &

) !} Zob. mojs pracg: ,0 kilku algorytmach dla rozwijania liezb rzeczy o
wistych na szeregi nieskofiezone“. Sprawozd. Tow. Nauk. Warsz. 1911. . l +B a, B 4+ By a; o+ .+ B,a
——eme 1 2 dn—1 2 13
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64 Rozdziat IX. Mnozenie szeregéw. Szeregi podwdjne.

skad, wobee (B):
e+6+...+C =B A4 +B,4,,+...B, 4, M
przy wazelkiem naturalnem 2.
Lecz, wobee (5) i (), mamy .
‘ lim A, =4, lin B,= B;

n=00 n=00

mozemy wige poloiyé

An=A+enJ Bn:B-I—ﬂﬁ? (n=1;2:3;) (8)
gdzie
lim &, =0, oraz lim 5, =0. )

Wazér (7) daje, wobec (8):

01+Cz_jl—'.”+0“=AB+B£1‘iEg;Z-*t"":’;5+

10
Am+m+~ﬁwn&m+%mvh~+am()
Niech teraz & oznacza dowolng dang liezbe dodatnia.
W mysl (9), bedzie
e, | <<e oraz |9, | <<e, dla n>pu (11)
Suma
Gttt (12)

sklada si¢ przy danem » z wyrazéw
& N
gdzie k4-l=mn- 1, a wige pruynajmniej jeden ze wskaznikéw &, I
Jjest wiekszy od ]26 Jezeli wige hedzie n > 2u, to zachodzié bedzie
conajmniej jedna z nierdéwnosci
E>up oraz I>u,

i przeto, w mysl (11), zachodzi¢ hedzie conajmniej jedna z nie-
réwnosei

l& ] <<e oraz |7 ] <ea

Z drugiej strony, ciagi ,11,, jako zbiezne, musza byé ogra-
niczone: istnieje wiec liczha g, taka iz

& | <<g oraz |g,|<<g. dla n=1,2,8,...

§ 84, Twierdzenie Ceséro. 65

——

W kazdym wiee razie, dla n>2u jedna z liczb ESHE S
bedzie mniejsza od &, za$§ druga mniejsza od g, zatem zawsze
Feem | <eg.
Dowiedliémy wiee, ze dla #> 2p kaidy ze skladnikéw
sumy (12) jest bezwzglednie mniejszy od &g, skad w jednej chwili:

151 ot &y Muat .- & N
i n

<eg, dla n> 2{5,

co dowodzi (wobec dowolnogei hczby dodatniej €), e

lim - £ 77" + & Nna + + 2 171 (13)

nms0q n

Niech teraz p oznacza dany wskaznik > u. Polésmy, przy
obranem p > u, & .. —{—- &, ==h 1iniech » oznacza liczhé, wngkszz;

jednoczesnie od p i od : bedzie wige

lntet...te "1<s da 7> (14)

n

Dla %> p mozemy zapisaé
i£1—|-£,—1;..._—{_—s 181—{_824_ + s,+1+ep+:z—|—...—}—en )
| Lecz, wobec » > p > u, mamy, w mysl (11), dla n > »:

Lot gt Fal Sl gul+ gl +.-Flal <
<e(n—p)<en;
nieréwnoéé (15) daje wiee, wobec (14):

n

f{i’i"._‘_“_‘tﬂi<2s7 dla n>9,

skad w jednej chwili:

m Tt &g (16)
n

Podobniez znaleZlibysmy:
lim ™ + 7 + /" —0. an
Wzér (10) daje wige, wobee (16), (17) i (13), w jednej chwili
wzér (4), ¢. b. d. o. Udowodniliémy wige twierdzenie Cesaro.
W. Sierpiriski: Analiza T. I. Cz. Ii.
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66 Rozdzial IX. Mnozenie szeregdw. Szeregi podwdjne.

Zauwazymy, #e przy dowodzie tw. Cesaro udowodnilismy
zarazem

Twierdzenie 110. Jeécli gramicg ciggu (liceb zespolonych) e,
jest zero, to jest tez

E1+8:+ te_

n=200

0. (18)

Twierdzenie to nie daje si¢ oczywiseie odwréceié: jezeli zachodzi wzér (18)
to niekoniecznie mamy lim &, =0: np. dla ciggu & =(—1)* (n=1,2,3,..),
ktéry nie jest zbieZny, zachodzi, jak Jatwo widzie!, wzér (18). Godnem uwagi
jest jednak, zZe jezeli mamy

e G
n=00 n
to stad wynika '
lim e, =0,
N=00
jakotez (w my$l tw. 110) naodwrét. Udowodnimy nawet ogdlniejsze twierdzenie,
mianowicie?):

Jezeli dla ciggu nieskoriczomego liczb zespolonych &, ezachodei pray

pernem a >0 wzdr
tim (e, [ e e _
A5=00 (e + @ n 0. (I)
to mamy
lim e, =0. (1)

Polézmy, dla dowodu:
' g, &, ve n ;
enta Lu —n m=1,23..) (1)
Wobee (I) bedziemy mieli hm "],.—0 i przeto tez lrm. | 7a | =0, skad,
w mySl tw. 110, wnosimy, ze

lim "71|+|"7:|+'--+I"1n[=0.
n

nmCO

{v)
Polézmy, dalej:

a',=ai+e,+_..+e,,, n==1,23,...); \P]

w mysl (IIT) i (V) znajdujemy z Iatwodeis:
n
Op = ’Tq_.—a("r],,—{— ou—1) dla #=23,...,
skad, wobec a = 0:

100 | < ||| 0u]|, dla =28

P Por E. Landau: Darstellung und Begriindung einiger neuerer Ex-
gebnisse der Funstionentheorie. Berlin 1916, p. 30.

icm

§ 84. T'wierdzenie Cesaro. 67
co, z nwagi, e wmyél (1D i (V)| o, |=1g| <(U+a)|g|=]|n1, daje

w jednej chwili:
Joat Z |l i a I+, dla =123, ...,
zatem, w mysl (V):

i_+ei+"'+$" <|'41|+|'72l+~-~+"7n1 dla n=1,238
n — n 3 = 1, 4, TR

skad, w myél (IV), otrzymujemy natychmiast
g+t ...Fen

lim -2l L — = 0,
n=00 n

co, wohee (I, daje w jednei chwili wzér (II), ¢. b. d. o.
Udowodniliémy wiee nasze twierdzenie. Zauwazymy, ze moznaby dowies¢,
e jest ono tez prawdziwe dla 0>ea>—1, natomiast dla ¢ <X —1 twier-

dzenie nasze jest nieprawdziwe: np dla e=—1, &=1 [h= 1,2,...) za-
chodzi, jak latwo widzieé, wzér (I), lecz nie zachodzi wzér (I1I); podobniez dla
g=-2, fg=n—1 =12 ...\ {(Moznaby udowodnié, zZe twierdzenie nasze

nie jest prawdziwe przy Zadnem e < — 1: zob. moja odnoéng notatke w Téhoku
Mathematical Journal, luty 1917),

Twierdzenie 110 mozemy z latwoscig uogélnié, Zalézmy, ze
cigg u, jest zbiezny oraz

lim u,=1;
kladge
u, —l=¢ (@=123..) (19)
bedziemy wiee mieli lim &, = 0, skad, jak dowiedliémy, wynika

ne=00

wzor (18), ezyli; webec (19), wzor

(“1+uz+ % l)=0,

lim
n=0o

skad

limn,

u,+u,—{—...+u,=l

nw0o n

Mamy wige

Twierdzenie 110% Jeseli ciag u, jest 2biesny, lo mamy

W+“+ i,

nwmoo =00

Twierdzenie to mozemy, jak latwo widzieé, wypowiedzieé tez

w formie:
Jezeli (dla ciagu liczb zespolonych v,) mamy lim (0,4, — v,) =1,

to mamy te: li —vnle (Cauchy).
nealQ

20
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68 Rozdzial IX. Mnozenie szeregéw. Szeregi podwéjne.

Zwrécimy uwage na pewne ciekawe zastosowanie Wypowie-
dzianego twierdzenia. Niech u, oznacza viag liczb rzeczywistych
dodatnich i zalézmy, ze istnieje lim 1%"—'3 =g > 0. Bedziemy wige

nw=e0

stgd mieli ii.’?e lg “;+1 =1lgyg, cazyli lim gty —lg un) =g, co daje,

w myél naszego twierdzenia (dla v, =lgu,): lim ]»gl‘—"=lgg. czyli
nmoo N :

Z'ﬂ Igffu—, =lgyg, skad: lim Vu_,, =g.
) Dowiedlismy wigc:-;e Jezeli dla ciggu liceb dodatnich u, istnieje
granica fl_':% =g >0, to mamy réwnies E'Ltr: ‘n/i =g. (Por. twier-
dzenie 95, § 77).

Wyprowadzimy teraz pewien lstwy wniosek z twierdzen 109

oraz 110% Zachowujae uiyte w twierdzeniu 109 znakowanie, za-
162my, e ciag C, jest zbieiny. W mysl tw. 110* bedzie wige

Gt G+... 406,
n

lim

n=s0

skad, wobec (4):

=lim C,,

n=pa

lim C,= 4B,

=00
¢o mozemy wypowiedzie¢ w formie nastgpujacego twierdzenia:

Twierdzenie 111 (Abela). Jezeli mamy dwa szeregi zbieine

A=a, o0+ a; ... (20)
B=1b, by +bs+... (21)

oraz

i jedeli, kladac
Ce=mb,+ad_,+...4ab (n=1,2,3...) (22)
olrzymujemy szereq zbieiny

C=cit+a+te+t..., : (23)

C = 4B. (24)

to mamy:

8 86. Okazemy obecnie, ze jezeli szeregi (20) i (21) s3 oba
.zbleine., przytem conajmniej jeden z nich bezwzglednie, to szereg (23)
jest zbieiny (a wige zachodzi wzor 29)).

§ 85. Twierdzenie Cauchy’ego. 69

Zaléimy wiec, ze np. szereg (20) jest zbiesny bezwzglednie,
zaé szereg (21) zbiezny (choéby tylko warunkowo) Oznaczmy, jak
w poprzednim §, przez 4,, B, i ¢, odpowiednio sumy ezastkowe
szeregéw (20), (21) 1 (23). Mamy oczywiscie, przy naturalnem #:

Auana] Bn+a2 B‘l+as B,,+...+{l,,B,,.
skad, wobec (6):
A B, — C,=a,(B,— B, )+ a5 (B, — B,o)+...+a,(B.— B),
ezyli

=1

4, B, — C, =2ax+1 (B, - Bn—k)' (25)

]

Rozhijmy sume (25) na dwie:

Y+2

k=1 k=B

Niech & oznacza dowolng dang liczbe dodatnis.
Wobec zbieznodci ciagn B,, dla liczhy e istnieje takie g, 12

{ B, — B, |<e. dla #/>p oraz 2" >p. - (26)
Zalosmy, ze n>2u: dla F <E % bedzie n — k= % >u
i przeto, wobec (26) (dla #'=mn, n"'=mn—k):
| B,— B | <e, dla n>2u, k<EZ.
Stad, dla n > 2u:

Zax-;-l (B, — B ~k) < 82 l g1 } (27)

k=1

k=1

Lecz szereg (20) jest, jak zakladamy, zhiezny bezwzglednie:

szereg 3 | @ | jest wige zbiezny: oznaczajac jego sume przez M,
k=1
bedziemy mieli przy wszelkiem n:
EY
gy | S
2: 1 Ayt l —= alky

k=]
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Rozdzial IX. MnozZenie szeregiéw. Szeregi podwdjne.

gdzie M jest liczbg (skorczona) niezaleing od n. Stad, wobec (27),

znajdujemy:

n
By

Zak-i-l (Bn - Bn—k)
|

| k=1

<eM, dla n>2u.

(28)

Ze zbiesnodei ciagu B, wynika, ze istnieje liczba (skonezona) N,
niezalezna od m, taka iz:
|B.| <N dla m=123,...;
jest wige stale
| B,— B, | <2N,

skad
n—1 n—1
v
Y ors (B — B.) | <2N Y| s | (29)
k=Eg 4+ k=B 5+

Z zalozenia, e szereg (20) jest zbiezny hezwzglednie, wynika
dalej, ze dla liezby dodatniej e istnieje takie », iz
la... [ G | e | tun | <&, dla m>o 1=1,2.3,...
Jezeli wige n > 29, to bedzie
B
2 l it | <g
k=B 41
zatem, w mysl (29): )
n~1

Zak (B.—

u
k=Eg 4

n—l.) -3 J'fr dla n > 2 . (30)

Wobee (25), (28) i (30) znajdujemy, dla n wigkszych jedno-
czesnie od 2u i 2:

| 4,B, — C, | <(M-42N)e,
skad, wobec dwolnodei &:
lim (4, B, — C,) =0,

zatem, wobec lim A,— A4, lim B, = B:

n=22 =00

lim C, = AB,

n=o0

¢ b. d. o. Udowodnilismy wiec nastgpujace

icm

§ 86. Twierdzenie Cauchy'ego. 71

Twierdzenie 112 (Cauchyego). Jedeli mamy szereg zbietny
bezwzglednic

A=a,+a+ta+... (31)
oraz saereg #hietny (chodby tylko warunkowo)
B=b, by +b4..., (32)
to, ktadac
to=a b, fagb_y+...4ab, ®=123,...) (33
otraymamy szereg zbiedny
e tet ., (34

kidrego suma jest AB.

Zauwasymy, e jezeli szeregi (31) i (32) sy oba zbieine warunkowo, to
szereg (34) moZe byé zardwno zbieznym jak i rozbiednym.
Przyjmijmy np.

(— 1)1 (— 1

oraz b, = ,. dla
n

P n=123,... 135)

Kaidy z szeregéw (31) i (32) hedzie wige szeregiem anharmonieznym

1 1,1 1 '
133=T_"2‘+’.5‘-‘z+. Ve
ktéry, jak wiemy, jest zbiezny warunkowo.
W my$l (33) i (35) znajdujemy:
(Ol ot Ve
"“2“" "—*+’—2 n— k—|—1_( R Zk(n —k41) (36)
k=1 k=1
Lecz
1 _ ity 1 ]
Fm—k+1 ntilk "an—k+1]
skad
> Z =1
k[n—k»{—l) n+1 n k+1
k=1 .
dalej, mamy oczywiscie
. 1 1 1 “2'
2n—k+]“—7w—+n——1 k'
Tl bl
oznaczajac
-1 1
T4ttotp=a - 68)
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12 Rozdzial IX. MnoZenie szeregdw. Szeregi podwdjne.

bedziemy wiec mieli, wobec (86) i (87):
. _2.(= 1)""10 .
S WL (39)
skladniki szeregu (34} sa wige naprzemian dodatnie i ujemme.
Wobec {38), mamy, dslej, dla = > 2:

1 1 1 B
et liona—no =011 — 00— 0 )=0uy— =75 +‘§+“’+n}:—1 >0,

zatem, dla n > 2:
On—1 Oy
n >n+ 1’
co. dowodzi, wobec (89), Ze skladniki szeregu (34), poczynajac od drugiego,
maleja bezwzglednie.
Wobec (38), moZemy, dalej, navisad:

EV% u

1 1
On == 5 ‘]5——{—- 2 T
k=1 k=EVija

pierwsza z wypisanych sum zawiera nie wiecej niz Vu skladnikéw, z ktérych
kazdy jest najwigkszy od jednoSci: wartodé jej nie przenosi zatem V;'Z ; druga
zaé z naszych sum zawiera mniej niZ n skladnikéw, z ktérych kazdy jest
mniejszy od 1/Vn (poniewaz w uwazanej sumie wskaznik & spelnia nierdwnosc
k=EVn41> V‘n—,): wartosé jej jest wiee < Ju. Stad:

o, < 2 l’n,
i przeto, wobec (39):
4
] <3=-
n

skad lim ¢, = 0.

#=0a

Szereg (34| jest wiec naprzemiennym, zatem, w my$l tw. 108, zbietnym.
W myél tw. 111 suma jego jest wiee iloczynem sum (31) i (82), skad rozwiniecie:

1 o, [ G, e,
S edr=2t_ "% 3 4
Fle2p=3—Pp P2t

Dowiedlismy wiee, Ze szereg (34) moze byé zbieznym, pomimo Ze oba
szeregi (81) i (32) s zbieine tylko warunkowo. OkaZemy oheenie, e, w razie
warnnkowej zbieznodei szeregéw (31) i (82}, szcreg (34) moZe by¢ rozbieZnym.

Przyjmijmy : .
1y (=1

=t b= m=1,2,3,... 0
i ot m=LEE (40)

szeregi (81) i (32) beda tu zbiezne, jako naprzemienne.
W myél (33) oraz (40), bedzie

Cn = 20”‘ b"""’H = (—1y~ 12"/“_’:*—1—15—:*—:—1 . (‘ﬂ)
pn —

k=1 k=1

§ 86. Mnozenie szeregdw zbieinych bezwzglednie. 73

Lecz, dlak=1,2,...n, mamy oczywiscie k<Cn oraz v — k1<,
zatem
1 1

—:_.—"‘“_""'"‘—’2—'
JE Vo —EF17 7

i przeto, wobec (£1):
lea i >1, dla n=1,2,3

k=1,2,...n)

PPN

co dowodzi, Ze szereg (34) nie jest zbieiny.

§ 86. Okazemy obecnie, ze jezeli szeregi (31)1 (32) sg oba
zhiezne bezwzglednie, to zbieznym jest tez szereg, ktéry otrzymamy,
rozlaezajac kazda grupe (33) skladnikéw szeregu (34), ezyli szereg

ay by ay by 4 agby S ay b+ agby 4 agh, 4 a b 4. (42)

Oznaczmy przez s,, sume m pierwszych skladnikéw szeregu (42),
za§ przez o, — Sume warto$ei bezwzglednyeh skladnikéw sumy s,
i niech a,b, bedzie ostatni skladnik sumy s, . Ze wzoréw (33) wno-
simy natychmiast, ze skladnik a,b, nalezy do grupy ¢.i,., 788
kazdy z pozostalych skladnikéw @b, sumy s, nalezy do jednej
Z GTUP €1, Cay.--yCupq1 3 Przeto wskazniki jego k 1 I spelniaja
nieréwnodé k+1=<<p + ¢, skad, tembardziej, k¥ = p - ¢, oraz
1=<<p- ¢ Skladniki sumy s, przedstawiaja wige czesé wszystkich
1p + ¢)? iloczynéw :

a,b,,

gdzie k <p ¢ oraz | <<p-¢, czyli czesé wszystkich (p 4 ¢)?
skladnikéw, ktére otrzymujemy po rozwinigeiu iloezynu

(a4 o+ ) (hy by - = by

Whosimy stad natychmiast o pieréwnosel

Gu=<(lay |4 |t | 4o Lt D (B || B | oot T B D (43)

Wobee zbieznoéei bezwzglednej szeregow (31) oraz (32), szeregi

3 | &, | oraz 3 | b, | sa zbiezne: oznaczmy odpowiednio przez M i N
ne=l

n=1

ich sumy: bedzie wige, przy wszelkich naturalnych p 1 ¢t
lay |4 o |4 Jg—la,,_HISM oraz | b, ]-{»—lb,]-—{—...—f—lbﬁ_,}ﬁN,
zatem, wobec (43):

0,<<MN, dla m=123,...

Ciag 0, (m=1,2,3,...) jest wigc ograniczony, skad wynika,
e szereg (42) jest zbiezny bezwaglednie.
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Sumy szeregu (zbieznego; (42) nie zmienimy, jak  wiemy
(§ 72), Iaczac znowu jego skladniki w grupy ¢, ¢p; ¢5... Po-
niewaz zaé (wobec zbiesnosei bezwzglednej szeregéw (31) i (32)
oraz w mysl tw. 112) suma szeregu (34) jest iloczyn sum (31)1i (32),
wige mamy wzdr:

(ayFaytagt...) (brF-betbst . J=t biFa bot-a: 0,4, byt (44)

Polézmy przy wszelkich naturalnyeh & 1 I:

a. by ==, (45)
szereg (42) bedziemy mogli przepisac w postaci:
S=uy, ty,0 5,1 g5 e - (46)
Ciag nieskonezony ukladéw wskaZnikéw
(1,0, (1,2). (&1), (13).(2,2),... (47)

bedzie oczywiscie zawieral kazdy uklad (£./) dwéch liczb natural-

nych % i I, przytem kazdy taki uklad raz tylko jeden (przyczem

oczywiscie uklady, réznigce sig porzadkiem liczh, uwazamy za réine).
Niech teraz

(. 1), (Ryoly), (B ), - .. (48)

oznacza jakikolwick cigg nieskonezony ukladéw (k,1) dwoch liczh
nataralnyeh % i I, zawierajscy kazdy uklad dwéeh liczb patural-
nych raz i tylko raz jeden. Ciag (48) rozni sie wiec conajwyiej
porzgdkiem wyrazéw od ciagu (47), i przeto szereg ,

Uy~ Uiy, Uiy, - - - (49)
rézoi sie conajwyze] porzadkiem skladnikow od szeregu (46). Po-
niewaz za$ szereg (42) jest zbieiny hezwzgleduie, wiec szeregi (46)
i (49) daja te samg sume. Mamy wige, wobee (44) i (45):

(3e) (3n) =i,
n=1 n=1

n=1

gdzie (k,, 1) (n=1,2,38,...) oznacza jakikolwiek ecigg nieskon-
czony, utworzony ze wszystkich réznyeh ukiadéw dwdeh liezb na-
turaloych % i Z Stad:

- Twierdzenle 113. Jedcli szeregi Za, oraz b, sg zbieine bex-
wzglednie, to mamy wair

( f ) ( y"sb,,) =jakn1)zﬂ, (50)
a=1. n=1 n==1

§ 86. Mnozenie Dirichlet'a. ()

gdeie (kny 1) oznacza dowolny ciqg nieskonczony, utworzony ze wszyst-
Jich résmych uktaddw dwdch liczb naturalnych k i 1.

W szezegdlnosei np. mozemy uklady (k, 1) ustawié w cigg nie-
skonezony, porzadkujac je wedlug wielkosci floczynéw &/, a w kazdej
grupie ukladéw (, 1), dajacych ten sam iloczyn, np. wedtug rosnacych
pierwszych wskaznikéw. W ten sposébh otrzymamy szereg:

ay by a by a3 by a by +ag by ay by as by ayby +ay b5+
Yaczac w jedne grupe d, skladniki a,b,, dla ktérych ki =n,
czyli kladae
di=ab,
dy = a,b, +ag by,
dy = a, bg -+ a3 by,
' dy=a,b,+a, 0,1 a,0,,
ds == a, b; a5 by,

i t. d., otrzymujemy, wobec (50):

(Do) (30) =+ ttot o )

n=1 ne=l

(Kazda grupa d, zawiera tu oczywiscie tyle skladnikéw, ile
dzielnikéw naturalnyeh posiada wskazuik n). Mnozenie szeregow,
wykonane w ten sposéb, nazywamy mnoseniem Dirichlet’a?),
mnozenie za§, wykonane zapomocs wzoru (84) (gdzie liczby ¢, okre-
dlone sa wzorami (33)) nazywamy muoseniem Cauchy'ego.

Przyjmijmy np. .

ta= oty Bamg, (=1,2.8,..), (62)

oo
- Loy
gdzie s oznacza liczbe rzeczywista > 1. Szoregi 3 oo ak dowiedlidmy w § 78,

n=1
zbiesne (bezwzglednie; dla s> 1: stosowalny jest wiee do nich wzér (51).
Weimy pod rozwage skladniki n-tej grupy dy. Jezeli skladnik b na-
lezy do grupy d., to mamy kl=mn, a poniewaZz, wobec (52), jest

g1 11
GO =TT

1) E. Landau udowodnil w r. 1907 {Rendiconti del Circolo Matematicfo
@i Palermo, t. 24, p. 52|, ze dla mnotenia Dirichlet’a zachodzi t.wierr}zenle
analogiczne do tw. Abela 111, mianowicie. %0 jezeli zbieine sg szeregl (2(?),
(@1), oraz szereg @+ dy+ dy~+. .., to suma tego ostatniego jest AB. Dowdd
Landauwa poslugaje sie teorjy funkeji zmiennej zespolonej. Lan'dau zaznacza,
ze cieszylby sie, gdyby kto znalazt dowod elementarny tego twierdzenia.
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wiee kazdy skiadnik n-tej grupy wynosi 1/%. PoniewaZ za$ w n-tej grupie

wamy tyle skiadnikéw, ile wskaZnik 1 ma dzielnikéw naturalnych, wige, ozna-

czajac liczbe dzielnikéw liczby n przez (), bedziemy mieli
B(n) .
dn = ".1%;_ m=123,...).
Stad, wobec (31) i (52), oznaczajge (wedlug Riemann'a)
oc
) J—rry
ang N

n=1

[g(s)]2=2‘,%g?) dla s>1. (59)

n=1

otrzymujemy :

Obliczymy, dalej, iloczyn £is— 1 {(s), dla s> 2. Szeregi {(s) oraz {(s —1)
beda tu zhieine bezwzglednie i wzir 151) bedzie znowu stosowalny. Bedziemy
tu mieli

1 ! . -
= 5, b"zq—u_ m=1,2 3,...). (54)
W yrupie d, bedzie wige

1 1k _k
EB-U b k)T wt
a poniewaz wskaZnik % przebiega w grupie d. kolejno wszystkie dzielniki
liczby #, wiee, oznaczajae sume dzielnikdw liczhy n przez o (n), bedziemy mieli

—

a;,-b;::

aln R
dn= “;L‘:- 7= 1, 2, 3,.. .)‘

Znajdujemy wige, wobec (B1) 1 (h4):

Ls—1) E(o)= V"(”, dia s>2. (55)
n—l

Wzory (53) i (85) maja zastosowanie w analitycznej teoxji liczb, gdzie
waZng yole odgrywaja tez ogdlniejsze szere«ri, typu

ﬂ"
2

n=1
gdzie 4, oznacza ciag nieskoriezony liezb rzeczywistych lub zespolonych (sa to
t. zw. szeregi Dirichlet’al

§ B7. Szeregi iterowane. Jezeli kazdemu ukladowi dwdch
liczh naturaluyeh kil odpowiada oznaczona liezba (rzeczywista lub
zespolona) u,,, to méwimy, ze mamy okreslony ecigg podwdjny

k=1,2,3,.....
U, (z =1,2,8 ..... ) : (56)

icm

& 87. Szeregi iterowane. 17

Ciag podwéjny mozemy sobie wyobrazié w postaci tahlicy

Ugpgry Urses Urzgy o o v o -
Ugyy; Ugggy Ugsgy » « - - -
Uzy1y Ugys Ugsss » ¢ - - - (67

Ciag nieskoficzony
Uy, Unyo, Yz, » + » + -

nazywamy k-tym wierszem ciagu podwéjnego w,, (lub tablicy (57)),
zaé ciag nieskonczony

— jego l-tg kolumna.

Ciag

Uys1y Uggy Usrgy - =+« -

nazywamyv praekqtnig gldwng tablicy (7).

Przypuéémy, ze dla danego ciggu podwdjnego u,,, szereg wy
razéw kazdego wiersza jest zbieiny, i polézmy

Se=1ty o+ thst--y F=123..)

ezyli

8= (k=123 (58)

=1

Wobece (58), szereg nieskoliczony

S+ sg+ss+...=2“sn (59)
k=1
mozemy xiapisaé w postaci
2‘ (2“;,1)\
k=1 J==l

lub poprostu

PP (60)
fm]l I=]
Symbol (60) nazywamy szeregiem iterowanym (série itérée) lub
podwéjnym (double): ta ostatnia nazwa bywa tez uzywang w innem
znaczeniu (Cauchy) (zob. § 90).
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Jezeli szereg (B9) jest zbiezny 1 S oznacza jego sume, to
liczba S jest sumg szeregu (60):

o0
S=2'2,'u,,,,,.
k=1 1=1
O szeregu iterowanym (60) méwimy, Ze sumowanie zostako
w nim wykonane najpierw wzgledem [, potem wzgledem £k, albo,
ze sumowaliSmy wediug wierszy  nalezy go odrézniad od szeregu

PP (61)

Ti=1 k=l
w ktérym sumowanie zostalo wykonane wedlug kolumn, t. . naj-
pierw wzgledem k, potem wzgledem I Aby szereg (61) byt zbiezuy,
musi byé zbiezny kaidy szereg nieskonczony

S =, U, fuy, .., (=12, 3. (62)

jakotez szereg
S=8+8&+8+..., ' (63)

przyczem mamy wowezas
s=3 3.
=1 k=1
Okazemy na przykladzie. ze jeden z szeregéw (60) i (61)
moze byé zbiezny, a drugi rozhiezny.

W tym celn przyjmijmy jako elementy gléwnej przekatni

tablicy (57) kolejne liczby naturalne

1,284, ...
zrs.té jako elementy sasiedniej gérmej przekatni (t j. jako wyrasy
C14ZU Uy ,q, Uz Usygy o o« Unyutry -+ -) — liczby ujemne

—1,—2,—3,...,
wszystkie za§ pozostale elementy tablicy (57) pélézmy = 0. (Innemi
slowy, okreslamy ciag podwdjny w,, przez warunki: th, =k, dla
l=Fk, th,,=—k, dla I ==k 1, wreszeie u,,=0 dla I <<k oraz

dla 7>k —-1). Tablica (57) przyjmie wige postad:
,—1, 0 0 O...

y .

0, 2,—2 0, 0....
01 07 3,—3, 0,-...
0, 0, 0 4—4 ... .

..................

icm
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Suma elementéw kazdego wiersza jest tu, jak latwo widzied,
zerem, suma za§ elementow kazdej kolumny wynosi 1. Szereg (59),
satem 1 szereg (60), jest wiee szbiezny (dajac sume S=0), zaé
szereg (63), a wige i szereg (61), jest rozbiezny (dajac sume S =o0).

Szereg (60) moze byé zbiezny nawet pomimo, Ze wszystkie
kolumny tablicy (67) daja szeregi rozbiezne. Np. kladac
gy = 788 uk,gpz_% @a k=1,2,3,..., p—1,2,3,..))
bedziemy mieli, jak latwo widzieé, jako sume kazdego wiersza
Tiezbe 0, zaé kazda kolumna bedzie szeregiem rozbieznym. Szereg (60)
jest wige w uwazanym przykladzie zbiesny, natomiast w szeregu (61)
jus sumowanie wewnetrzne (wzgledem k) daje szeregi rozbiezne.

Godnem uwagi jest wreszcie, ze nawet jezeli oba szeregi (60)
i(61) s zbiezne, to sumy ich moga byé rézne. Nastgpujacy prosty
prayklad na to podal p. 8t. Ruziewica:

Niech a i b beds dwie rdzne liczby (rzeczywiste lub zespo-
lone). Przyjmijmy wszystkie elementy gléwnej przekatni=a— b,
préez pierwszego jej elementu %, ,; = a. Przyjmijmy, dalej, wszystkie
elementy sasiedniej gérnej przekatni =b-— a, wszystkie zas pozo-
stale elementy tablicy (57)=0. (Innemi slowy, polézmy u,,; = g,
Upgrsnpr =0 — b, Uy =0b—ua, dla n=1,2,3,...., wreszcie
w, =0, dla 1<k oraz dla I>>k-- 1). Tablica (57) przyjmie wige posta¢

a,b—a, O, 0, 0,....
0,a —bb—a, 0, 0,....
O, 0, a—bb—qa 0,....
0, 0, 0, a—b b—a,.
0, 0, O 0, a—b,.

Suma wyrazéw pierwszego wiersza wynosi tu, jak Iatwo
widzies b, suma za§ kazdego nastgpnego wiersza daje 0. Suma
szeregu (60) wynosi wiec b.

7 drugiej strony, suma pierwszej kolumny wynosi oczywiscie a,
kazdej za$ nastepnej — 0. Suma szeregu (61) wynosi wige a. Mamy
wige tu (wobec b =f=a):

oo oo o o
v
y 2 uk,l:’: 2 2”}:.2;
kel =1 =1 k=1
pomimo ze oba uwaszane szeregi iterowane sg zbiezne.
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Praytoczone przyklady dowodzg wige, z6 W sumie iterowanej
nie mamy wogéle prawa zmieniaé porzgdku sumowania. Okazemy,
ge przy pewnych warunkach suma szeregu iterowanego nie zalezy
od porzadku sumowania.

§ 88. Szereg iterowany (60) nazywamy zbieznym bezwzglednie,

jezeli szereg
Sy .l (64)
:=l 1=]
jest zbiezny. Zalézmy, ze szereg (64) jest zbiezny: powiadam, ze
wéwezas tembardziej szereg (60) jest zbiezny.
W samej rzeczy, wohee zhieznodei szeregu (64) muszg byé
zhieine szeregi

Go=1 Uy |+ [ the |+t [ +... B=1,23,...) (65)
oraz szereg
g=0,+ 0+ 03-}... (66)
Wobece zbieznodei szeregéw (65), szeregi (B8) beds zbiezne
bezwzglednie, tudziez bedziemy mieli oczywiscie
| 8l =0, (k=1,2,3,..), (67)

skad, wobec zbieznosci szeregu (66), wnosimy o hezwzglednej zbies-
nodei szeregu (B9). Zbieznosé szeregu (64) pocigga wiec za sobg
zhieznoéé szeregu (60). Powiadam, dalej, Ze pocigga ona za sobg
réwnies zbieznodé szeregu

2w (68)

=1 k=1
W samej rzeczy, poniewaz | u,,, | jest, wobee (65), skladnikiem
sumy 0,, wigc mamy stale
! U1 l = Oy

skad, wobec (66) (z uwagi, ze liczby 0, sa nieujemne):

2,‘!zzk‘,|£ol+a,—§—...+a,<__a, (;C;_:llagyg,)
et Mt H BN

k=1

co dowodzi zbieznodei szeregéw
-]

d=3 u,l (1=123..) (69)

k=1

icm
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Mamy stad (w mysl tw. 107):

it ot on =3 [tns [+t |+ Lt ] (10
k=1
przy wszelkiem naturalnem s, a ze, wobec (65), mamy oczywiscie

: k=12,8,...
-+ s I =0y, P
luk.l ‘ lu"'g i l uk'm| O‘k' (1’)1:17 27 3:-..)

wige wzér (70) daje, wobec (66):
6, —ad+...fo, <o (dlam=123,...). (71)

(=] oo
(Jezeli bowiemn 3, oraz 3, s dwa szeregi zbiezne [w danym
kw1 k=1

razie szeregi (70) oraz (66)] i jezeli stale 0, <), (k= 1,2,3,...)

to mamy stale Sa, < 3, (n==1,2,38,...), skad, w granicy dla

k=1 k=1

1= oo: EakSZ'bk. Z uwagi tej robimy czesto uiytek przy oce-

k=1 kmal
nianiu sumy szeregu).
Nieréwnoé¢ (71) dowodzi zbieznosci szeregu (o skladnikach
niewjemnych)
o+ G+ o+, (72)
czyli, wobec (69), zbieinosci szeregu (68), c. 8. d. o.
Oznaczmy dalej, przy naturalnych m i =, przez S, sumg

skofczong
y
Sm, n =22 uk, 13}

k=1 I=1
ezyli, wyrazniej, sume mn skladnikow:
Spn == Uyt + %142 '+' (LPH +... + Uyya
+ Usyr - thase +u278+~"+u2:n

+“331+“872+“378 .t
o ! (13)

A gy T Ueprg T Uiz - Yy
Powiadam, ze jezeli szeveg (64) jest zbieiny, to wéwezas dla
kazdej liczby dodatniej ¢ istnieje takie p, iz nieréwnosei

m>u, oraz n >R
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pociagaja za sobs zawsze nieréwnodé:
l S— Smm l <e,

gdzie S oznaeza sume szeregu (60).

Zalézmy, dla dowodu, szereg (64) jest zbiezny. Woéwezas, jak
dowiedli$my, zbieine sa tez szeregi (60) oraz (68). Wobec zbieznosei
szeregéw (64) oraz (68), zatem tez szeregéw (66) i (72), dla liczby
dodatniej & istnieje takie g, iz mamy

(14)

, e
a,_,_1+op+2+...<_§, oraz a;+1+0,+,+..,<—2—, dla p >pu.  (15)

Wobec zhieznosci szeregu iterowanego (60), zbieine sg tei
szeregi (58), przyczem, oznaczajge przez S sumg szeregu (60), mamy:

S=8, 4+ S+ S +-..

Stad:
S“— S-pﬂ = (Sl + SB + e + Sm.) - Sm,u + (Sm+1 + Sm+9 + .. .). (76)
Wobec (67), mamy
I Sm+1+ S,l+g+..- | S0m+1+dm+2+...,
zatem, wobec (75): ‘
’S_+1+S,,,+g+...,<§, da m> (1)

Dalej, wobec (73) mozemy napisaé

S+ S+ F8)  See= [S—wntunt...Fu (1

k=1
Lecz, wobec (58):
Sk —_— (uksl + Unya + “on + M,‘,,,) = 'MH,.*_] + 7‘;,,,..{.2 + iy
skad:
{8 (thyy T thagy F oo F ) | | thguga | T thgugn | 0y

oraz

! 2[8.——(@:,, T T +u,‘,,.)]

k-l

<21ukm+l I+Zlunu+2|+

km=] k=l

a e wobec (69):
(‘l= 1,2,3,.._.)

Y
. < 4
2,.%.1'—61» 771:—-“] 2’3‘-.‘.

kel ?

icm
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wige
1 {' I ! ]
i (S — (thyy + thye + ... F 1)) ISU"‘“+""+”+""
kel
skad, wobee (75):
! 2[8" (thyy T thyy T+, -.)]E ; , dla #>u (79)

k=l i

Wobec (78), (79) i (77), wzér (76) daje dla m > u oraz n>pu
nieréwnosé (74), c. b. d. o,

Wynika stad, w szezegélnosei, ze mamy
| 8— 8. | e, dla n>p,
skgd :
S=lim S,,.,

co mozemy napisaé w postaci szeregu nieskorczonego

S=‘Slu+(3272*Sl:l)+(88=l 'sz + +(S-7n -—11u—1)+ . (80)
Mamy tu oczywiscie (wobec (78)). .
Sn’n""bln—],u—lzuu)l_l—un;l+"*+un7:n+un--1;n+un—ﬂ)a+--'+u17n' (81)
Z drugiej strony, kladac
Ousn=J 3|ty (82)
k=1 =1 .
bedziemy, wobee zbieznosei szeregu (64), mieli podobniez
0= l‘zm Cryny
co mozemy napisaé w postaci szeregu nieskonczonego
0=01,3 (03,5 —01,1) F(03,5—03,0) +... F(00ya—0urjua)F.ocy (83)
przyczem bedzie
O',,,,,— 0u—11n~1= l Uny1 ’ + ] Uyye I +' + I un’n I + ‘(84)

+ l un——l?u l + l uﬂ~27n l +"'+ | u1|n|'

Poniewaz skladniki kazdej grupy (84) sa jednego znaku (=0)

wige, wobec zbiezuosei szeregu (83) (w mysl twierdzenia z § 72)

mozemy, zastepujac kazdy skladnik szeregu (83) przez wyrazenie (84)
1 opuszezajac newiasy, napisaé:

O=thy, | | thyyy |+ | thaya [+ | thryo [+ ] thgpa|+... (85)

21
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eo dowodzi, ze szereg nieskoficzony
Uy 1 F Ugyay - Uays T U + tgsr F- .-
jest zbiesny bezwzglednie, a poniewas, laczac skladniki jego w grupy
(81), otrzymujemy z niego szereg (80), wige musi byé
8=ty + Ugsy + Ugyo + th1ps + e+ - (86)
Dowiedliémy wigc, ze jezeli szereg iterowany (60) jest zbieiny
bezwzglednie, to mozemy go przeksztaleié (nie zmieniajac wartoSci
sumy) na szereg zwykly (86), ktéry réwniez bedzie zbiezny bez-
wzglednie. W tym ostatnim mozemy wige dowolnie zmieniaé po-

rzadek skladnikéw.
Piszac szereg (86) w postaci

S =2up.u,.1 (87)
nel .
widzimy z latwodcis, Ze cigg nieskonezony ukladéw

(P1y 01)y (Pay Q) (P33 a)s---

zawiera raz i tylko raz kazdy uklad (k,7) dwodch licib naturalnych
kil Jezeli wige (k,,1,) (n=1,2,3,...) oznacza dowolny dany ciag
nieskoficzony ukladéw wskainikéw, zawierajsey raz i tylko raz

kazdy ukiad (k,7) dwéch liczb naturalnych % i J, to szereg .Dg‘u,,”,,ﬂ

Rl
bedzie si¢ rdéinil conajwyzej porzadkiem skladnikéw od szeregu (87)
i przeto bedziemy mieli:

S=2°;“k,.n,; (88)

fwa]

czyli ,
3 S Fs ®
k=] Tel nw=]

Polézmy dalej, przy wszelkich naturalnyeh % i I:

P )
Poniewai szeregi Cs v

o0 o

oo oo : '
' A\ prt
E zu,,,, oraz 2 bum k

Twl k=] k=] Jam]

icm
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réinis sig tylko znakowaniem, wige mozemy, wobec (90), napisad:

o o3 0 ©oa
21 ‘V Y
I Mhal = S‘y 5 ”k’l (91)
=1 k=l k=1 I=1
i podobniez:
oo oo oo o0
22 wni=3 o,
=1 k=1 k=1 l=}

co, wobec zbieznosei szeregu (68), wynikajacej, jak wiemy, ze zbiez-
nosel szeregu (64), dowodzi, ze szereg iterowany

jest zbiezny bezwzglednie. Stad, jak dowiedliSmy, wynika wzér

22’”&,1 =2”k",1n, (92)
k=1 e =1
przyczem szereg, stojacy po prawej stronie wzorn (92) jest zbiezny
bezwzglednie. .

Ciag (k., 1) (n=1,2,3,...) przebiega tu, podobnie jak we
wzorze (89), wszystkie rézne uklady dwéch liczb naturalnyeh ki I;
to samo oezywideie mozna powiedzied o ciagu (7, k,) (n=1,2,8,.. ):
wobec zbieznodei bezwzglednej szeregu (92) mamy wige wzdr

D=, (93)
=] w=]

{gdyz oba wypisane szeregi rézuia sig tylko porzadkiem skladnikdw).
Wobee (90), mamy

2”'"’ 5, =2u,‘n,lﬂ. (94

n=1 u=1
Wzory (91), (92), (93) 1 (94) dajg w jednej chwili:
3 S

1

1=1" k=

Uy 11,
n=1
skad, wobec (89):

Mmoo o oo

Z‘Zuk,l =2‘.,‘u,‘,,. (95)

ke=] I=| I=1 k=l
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Udowodnilismy wiec

Twierdzenie 114. Jeseli seereq iterowany (60) jest zbiedny bee-
weglednie, to suma jego nie zaledy od porzadku sumowania; szereg
taki modemy réwnies preeksztateié na szereg 2wykly, w my$l weoru (89)
(gdzie [k, 1) (n=1,2,3,...) oznacza jekikolwiek cigg nieskon-
czony, utworzony ze wszystkich réinych ukladéw dwéch liczb na-
turaloych % 1 I).

Jezeli szereg iterowany (60) jest zbiezny bezwzglednie, to
zhieiny jest, jak dowiedliémy. szereg (85), a ze, w mysl (82), mamy
oczywiscie

0p.<0, (dam=123,...,2=123,..) (96)
(gdys suma (85) zawiera wszystkie skladniki sumy (82)), wige ciag
podwéjny o,,, jest ogramiczony. Okazemy, Ze i naodwrét: jezeli
ciag podwéjny o, , jest ograniczony, to szereg (60) jest zbiezny
bezwzglednie.

Zalézmy wige, Ze ciag podwdjny o, . jest ogranmiczony, t.
e istnieje liczha skonczona dodatnia 4, taka, iz

Opa<l A, dla m=1238,..., n=123,... (97)

Mamy oczywiscie, wobec (82), przy wszelkich naturalnychm i n:

|ty | bz | o |ty | = O
(gdyz lewa strona przedstawia czedé skladnikéw prawej strony).
Stad, wobec (97), wnosimy, Ze sumy czastkowe szeregu nieskoi-
ezonego

Op = thyy | | Y | | ths |+ .-
sg ograniczone i przeto sam szereg jest zbiesny (dlam=1,2,3,...).
Mamy stgd (w mysl tw. 107) przy wszelkiem naturalnem m:

o, +0+.. +a, —2 +2‘|um;+ Dl 4. (99

k=1 ke=1

Lecz, wobec oczywistej réwnosei

k=1 k=1 k=l 1=l
oraz wobec (97), wnosimy, ze sumy czastkowe szeregu nieskonczo-
nego (98) sg wezystkie <C 4, skad wnosimy, ze

at+o+...4+0, <4, da m=1,23,...,

icm

2 Usyy |+2 R yl“&su% =j‘2:v Upyr | = Oy,

§ 88. Bzeregi iterowane hezwzglednie zhiezne. 817

skad wynika, Ze szereg (66) Jest zblezny, ezyli, ze zbiezny jest
szereg. (64), ¢. b. d. o.

Dowiedlismy wige, e na to iby szereg (80) by zbieiny bez-
waglednie, potrzeba i wystarcza, i3by ciag podwo’pzy (82) byt ogrami-
czony. Powiadam d‘xIeJ Ze na to izhy ciag podwéjny (82) byt
ograniczony, potrzeba i Wystarcaa izhy szereg (86) byl zbiezny
bezwzglednie.

Ze warunek ten jest konieczny, wynika z uwagi, ze, jak do-
wiedliémy, ograniczonoéé ciagu podwdjnego (82) pociaga za sobg
zhieznoéé bezwzgledna szeregu (60), co znowu pocigga za sobg
zhieznodé bezwzgledny szeregu (86). Zalézmy. z drugiej strony, ze
szereg (86) jest zbiezny bezwzglednie. czyli, ze szereg (85) jest
zhiezny: mamy wdéwezas stale nieréwnosdé (96), co dowodzi, ze ciag
podwdjny (82) jest ograniczony.

Wynika stad, dalej, ze jezeli szereg (86) (albo, eo wychodzi
na jedno, ktérykolwiek z szeregéw (88)) jest zhiezny bezwzglednie,
to szereg (60) jest zbiezny bezwzglednie. Wruosimy stad, ze jezeli
szereg (60) nie jest zbieiny bezwzglednie, to i szereg (86) nie jest
zbiezny bezwzglednie: skladniki tego ostatniego mozemy wige wéw-
ezas tak uporzgdkowaé, izby powstaly przez to szereg (88) byl
rozbiezny: wéwezas nie zachodzi wige wzér (89). Zatem: na to eby
zachodzit wzér (89) (dla kazdego ciagu ukladéw (k,,[,), przebiega-

Jjacego wszystkie uklady dwéeh liezb naturalnych k i 1), poirzeba

i wystarcau, zeby szereg (60) byé zbictny bezwzglednie.

Przyktady:
1) Wezmy pod rozwage szereg iterowany
oo o0
) Y Y 99
i ©9)
k=1 J=1

gdzie = oznacza liczhe rzeczywista lub zespolona, ktdrej modul jest < 1. Po-
16imy p= | « ;. Mamy, wobee ¢ < 1:

VQ“ J—

1==l

o*’

dla dowodu zbieznodel hezwzglednej szeregu (99) wystarczy wiee okazaé, Ze
szereg

2 Tf“ 1100)

kel
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jest zbiezny. Ze za$ szereg (100) jest (dla ¢ < 1) zbiezny, jest dla ¢ =0 oczy.
wistem, zaé dla @ >0 wynika op. z kryterjum d'Alembert’a (tw. 81)
-1 ek
A
Wazgledem szeregu (99) moaemy wiee zastosowaé wzir (89); Wypisujge uklady
wekaznikéw (k; 1) wedlug wielkodei iloczynéw b [w ciag (1,1), (1,2), (2,2), (1,3),
@,1), (1,4, 2,2), 41}, (1,5), (B,1), (1,6}, (23),.-..]1 tgezac w jedng (m-tg) grupe
skladuiki szeregu (89), odpowiadajace tej samej wartoéci m iloezynu k1, bedziemy
mieli oczywideie w m tej grupie 6 (m) skladnikéw, z ktéryeh kazdy bedze
réwny ™, gdzie 6 (m) oznacza liczhe dzielnikéw liczby me. Stgd wzdr:

jjm"‘ =j9 (m) z™,

k=l I=1 mes]

gdy#, wobec ¢ <1, mamy lam 9*:0 oraz lv.m1 & =<1

czyli wzdr

=] o0
xz* -
Em_Zo(m)m Lol 2| <L
Tl m==]

Jest to t. zw. wz6r Lambert’a. Godnem uwagi jest tu, Ze funkeja liczbowa
#{m) (o biegu, jak wiadomo, nader nieprawidiowym) wystepuje jako wspdlezynnik
DO
b
wyrazu og6lnego w rozwinigciu na szereg potegowy funkqx X 2
7 drugiej strony, dla sumy S szeregu (99) moZemy wyplsaé wzor (80),
przyczem jak latwo widzied:
S"'u — SH_‘,“_] P + a2 + 280 + + am + 2n—1)n + . _l__ ==
~2£———+m“’ n=2284...)
oraz
1 gt
S =e=20"0 4 au;
wzor (99) daje wiec i

yﬂ $:‘9;k =3 "a:" "‘.. 4 2“"’"'

k:] . Rl Rl
skad w jednej chwili i v”‘—mnz =y =z g
2 jednej chwili, z uwagi, iz g T—a T
i zwazywszy, ze
xﬂ
2 1= a1l —an
kw1 LT

otrzymujemy, po latwej redukcii‘

-
1—__—@—; = 22‘1 Zm" dla | x| <1,

num] na=] nml

— jest to t. zw. przeksztalcenie Clausen’sa.

§ 88. Szeregi iterowane bezwzglednie zbiesne. 89

2) Jako drugi przyklad wefmy pod rozwage Bzereg iterowany
o0 [=]

szkxu, gdzie |z | < 1. (101)

k=l el

Wobec zbieznoéei szeregu
kot
1 — gt
el .
dla 0 <o <1, wnosimy, jak w przykladszie 1), ze szereg iterowany (101) jest
zbiezny bezwzglgdnie. Jak wyzej, znajdujemy stad

T——__—wk——ZU(m , dla |z <1,
kwml =]l
gdzie o (m) oznacza sume dzielnikéw liczby m.
Z drugiej strony, wobec zbieznoci bezwzglednej szeregu (101), mozemy
w nim (w myél tw. 114) zmienié¢ porzsdek sumowania, co, z uwagi 2e (w mysl

wzoru (175) Rozdz. VIIL): ,

P

k1
skgd

22’”’“_2(1 ——w‘)”

lal kel =1
daje wzdr

oo oo
2" na" 2\ "
‘i‘:_“&;‘: a:‘x,")-:, dla |z | < 1.
Lio! n=1

8) Zalézmy teraz, 2o szeregi

—Zag oraz B—Zb; (102)

k=1
sg zbiezne hezwzglednie, i przyjmijmy we wzorze (60): ‘
Ua=mb (k=1,23,...,1=12.3,...). (108)

B’=2°:|bzl;

Polézmy

-]
szereg S | @x by | bedzie oczywibcie zbieiny przy wszelkiem k, oraz bedee

1=l )
zla.bzlz|axi2ibll==lak|3'1

=1 I=1
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skad, wobec zbietnoéci bezwzglednej szeregu A, wnosimy o zbieznofel szeregu

(o] oo
=
D dian,

kel (=1

ezyli o zbiesnosel bezwzgledne] szeregu iterowanego

33 San

k=1 =1

{104)

dla sumy Stego szeregn mozemy wiec wypisad wzér (88), czyli, wobee (108), wzér

S =2°:ag” b .

k=1

(105}

7 drugiej strony, wobec (104), oraz (102), znajdujemy w jednej chwili:

5= 3o )= Sun=( o). a-s

k=1 =1 k=1
ezyli
s=( o). ( o) 108
kel T=1

Dowiedliémy wiee, wobec {106) i (106), Ze jezeli szeregi {102) sa zhieine
bezwzglednie, to mamy wzdr

(S=)(Z0)-Zo

]

(gdzie (ka, %) n==1,2,3,...) proebiega wazystkie réine uklady dwéch liezh

naturalnych % i ), t. j. otrzymalidmy twierdzenie 113, udowodnione w § 86

na innej drodze.

§ 88*. Podamy teraz pewien warunek konieczny i wystarczajacy na to,
aby, w razie zhieZnoici szeregéw iterowanych (60) i (61) (o dowolnych zespo-
lonych skladnikach), sumy ich byly réwne. Wykazemy, Ze warunek ten polega
na tem, aby bylo

lim B, =0, (a)
ne=00
gdzie
-} o0
R, =22u,,,, 1, (b)
kel lemnpl

1) Por. K. Knopp- Sitzber. d. Berliner Math. Ges. 1919,

icm

§ 89. Cisgi podwdjne. 91

W samej rzeczy, zalézmy, ze szeregi(60) i (61) sy zbietne, oraz omaczmy

© o o
Zd“k.l“‘-su jz'“k,r-‘—'sz.

k=l =] le=] k=1

Niech # oznacza dang liczbe naturalng. Wobec zbiefnofei szeregu (60),

zbiesne sa szeregi
\
2 w1, (6=1.2,3,..))

lw]

(e)

przyczem (dla k=1,2,3,..):

=5 -] "

—y
Uk,1 = Uk,1 — Wk, .

lemx-1 (=1 =

Lecz, wobec zbieznofci szeregu (61), zbieine sg szeregi

o
2 Ui,y

oraz mamy przy wszelkiem naturalnem 7n:

jzﬁvﬂrk,z =jjm,; :

kel el Tl k]

(@)

wzér (d) daje wige, wobee (b) i (e):

R.= 8, —221&1,1 ,

=1 kel
skad, wobec (c)
lim B, =S8, — 8§,
co dowodzi, Ze warunek (a) jest koniecznym i wystarczajscym na to, aby
bylo 8, 8,, ¢. b. d. o. '

§ 89. O ciagn podwéjnym u,,, G‘":ll’ 2’ 3’) méwimy, ze

granieg jego jest liczba (skonczona) w, jezeli dla kazdej liezby do-
datniej ¢ istnieje liczba u taka, iz nieréwnosei

k>p oraz I>p (107)
pociagaja za sobg zawsze nieréwnosé
i l Up,; — U i < & (108)
piszemy wowezas
limu,,, =u. (109)

k, =00


pem


Rozdzial IX. MnoZenie szeregéw. Szeregi podwdjne.

92

Cisg podwéjny. posiadajsey skonhczong granice, nazywamy
2bieznym, nie posiadajacy jej zas — rozbiednym.

Zalézmy, ze dla ciagu podwéjnego u; , zachodzi wzér (109)
i niech k, oraz [, (n=1,2,3,...) beda dowolne dwa dane cisgi
skoficzone o wyrazach naturalnyeh, takie iz

limk,=oo oraz liml, = co; (110)
powiadam, ze bedzie
lim w, , == . (111)

n=00

W samej rzeczy, niech & oznacza dowolng dang liezhe dodatnia.
W mysl (109) i wobec definicji granicy ciagu podwdjnego, istnieje
dla liczby e takie p, iz nieréwnosei (107) pociagajg za sobg zawsze
nierdwnosé (108). Wobee (110), dla liczby u istnieje liczba » taka,
iz nieréwnoéé n > v pocigga za sobg nierdéwnosei

k,>u oraz [,>pu,

co znowu pociaga za sobg nieréwnosé

g, —u <. (112)

Dla » > » zachodzi wiee nieréwnosé (112), co dowodzi praw-
dziwosel wzoru - (109). Zatem:

Granica ciagu podwdjuego w,,, jest wspdlng grawica wszystkich
ciagow u, , (n=1,2,3,...), gdzie k, i I, sg dowolne ciggi wskaénikéw,
warastajace wieograniczenic (niezaleznie jeden od drugiego).

Moznaby okazaé, Ze i naodwrdt, jezeli dla dowolnych ciggéw liezb natu-
ralnych X%, i I, warunek (110} pociaga za soba zawsze wzdér (111), to zachodzi
wzér (109). W samej rzeczy zaldzmy, 2e wzér (109) nie zachodzi. Znaczy to,
ze nie dla kaidej liczby dodatniej ¢ istnieje odpowiednie #, przy ktérem nie-
réwnodei (107) pociagajg za sobg nieréwnoéd (108). Niech wige @ oznacza wartosé
liczhy dodatniej e, dla ktérej odpowiednie # nie istnieje. Jakgkolwiek zatem
obralibysmy warto&¢ na 4, zawsze istnie¢ beds liczby naturalne % i 7, spelnia-
jace nierdwnosé (107), a jednoczeénie nierdwnosé

|u*"~u|2a'

Przyjmijmy na g kolejne wartosei 1,2,8,..., a liczby K,1, odpowiada-
jace wartosel w==n (np. mozliwie najmniejsze k przy mozliwie najmniejszej
sumie k-1 oznaczmy przez ku, I, (n==1,2,8,...). Bedzie wiec

Ea>ml.>n, oraz w3 —u|>=a, (dlan=123..)

co dowodzi, ciagi nieskoriczone wskatnikéw %, i.l» spelniajas warunki (110) lecz
nie spelnigja wzoru (111).

icm
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Dowiedlidmy wiee, Ze jedels wseysthie ciggi niesk fegonew, 1, v=1,2,3,...),
gdzie kn i lu 5¢ dowolne ciggi nieskoticeone wskaénikow, nerastajace nicogra-
niczende, posiadaja wspdlng granice, to jest ona zarazem granicq ciggu
podndinego ux,1.

7 dowiedzionych twierdzern wynika natychmiast, Ze jeseli istniejs granice

limz,: oraz lim vy,
ylm0o Ky lmoa
to mamy:
lim (‘ux, 1 + Uk, 1) == lim Uk, 1 + Lim Vg, 1
%y l=00 B ky =00 ky l=00
lim

(’M:k,l - Vg, 1) = ( lime ug,
1

ky 1=00 z) ) (7‘
i t. p., podobnie jak dla cisggéw zwyklych. Wige np., o ile istnieje lim uz 1, to
k, =00

mamy przy wezelkiem a > 0:

lim Vg, 1)

k, l=00' y I=00

“ Zim Uy, 1
lim a'% 1 = ghl=o0
kyl=00

(118)

Udowodnimy np. te¢ ostatnig wlasnosé. Niech k. i 1. beda dwa dowolne
ciggi liczb naturalnych, spelniajgce warunki (110). Z zaloZenia, Ze istnieje graniea

w==lim Uz, , (114)

kylmoo
wynika wzér (111), skad dla @ > 0-

lim a“"u, h = au,
n=00

co (wobec dowolnodei ciggdw kni I, spelniaj@cych warunek (110)), dowodzi,
%0 granieg ciggu podwéjnego vi,:==a"b? jest liczba a", ezyli, 2o

lim g™t =aq",
kyl=c0

co, wobec (114), daje wzdr (113), e. b. d. o.

Twierdzenie 115. Na to, seby ciag podwdjny u,; byt zbieiny,
potrzeba i wystarcea, by dla kaidej liczby dodatniej e istniala
liczba u taka i& wierdwnosci

E>p, i>p, E>p U >n (115)
pociagaje 2a soba nierdwnosé
[ th2 — e, | <& (116)

Dowdd, ze warunek nasz jest konieczny, nie nastrecza sadnych
traduodei. Udowodnimy wige tylko, 2e jest wystarczajaey. Zalézmy,
26 warunek nasz jest spelniony i wefmy pod rozwage ciag nie-
skofezony v, ==4,, (n=1,25,..) W myél naszego zaloZenia
(dla k= {=mn, ¥ =1V ==n’), nieréwnosei

n>u, oraz #'>pu
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beds pociagaly za sobs.zawsze nieréwnosé
|9, — o | <

co, w myél tw. 39, dowodzi, ze ciag v, == u,,, jest zbiezny: poléamy

lim u,,, = . (117

Niech teraz k& il I beds dowolne wskazniki, spelniajace waranek
k>up oraz 1> u; (118

oznaczajac przez n wskagnik > u i kladge &' =1"=n, bedsiemy
wige mieli spelnione warunki (119), co pocigga za sobg nieréw
nosé (116), czyli, w danym razie, nierownosé
U o | < &

Nieréwnosé ta jest prawdziws (dla k i I, spelniajgcych wa-
runek (118)) przy wszelkiem n > u, skad, wobec (117), w granicy
dla n=o00

' Upy —

| they—u | <e, dla kE>p, I>p,

co, jak latwo widzieé, dowodzi, Ze granics ciagu podwdjnego w,
jest liczba w. Ten ostatni jest wiec zbieiny, ¢. b. d. 0. Udowodni-
lidmy wiee tw. 115 '

Jezeli cigg  podwdjny u, , posiada te wilasnodé, ze dla kazdej
liezby dodatniej 4 istuieje takie g, i

>4, dla k>p oraz I>p,
to méwimy, se granieg ciggu podwdjnego u, , jest 4 co. Podobnies
okreslamy limu, ,= — oo
k, le=00

Granicg ciggu podwdjnego w, , nalezy odréiniaé od gramic po-
dwdjnych (albo iterowanych)
lim lim w,,,

k=00 I=00

oraz  lim lim u,, .

=00 k=00 (1 1 9)
Przez

lim lim v, ,
k=00 =00

rozumiemy granicq ciggu nieskonczonego v, (k=1, 2, 3,

(k=1,2,3,. ).

(120)

...), gdzie
V== lim Uy,
1m0

Istnienie granic (119) jest niezalezne od istnienia granicy

(121)

lim 1,

ky Teza
1 naodwrét. Np. okreslajac ciag podwéjny u, , przez warunki =1
dla k=1, za§ u,,=0 dla k=1, otrzymamy, jak latwo widzieé,

icm
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jako wartoéé granic (119) hczbg 0, natomiast ciag podwdjny u,, nie
jest zbiezny, gdys stale mamy wu,, Upnip =1 (dlan==1,2,8,...),
wbrew tw. 115. ’
Z drugiej i 3 =, =1

giej strony, dla ciggu podwéjnego u,, = = 7
granica (121) jest oczywiécie zeérem, natomiast nie istnieje zadna z gra-
nic (119) (gdyz nie istnieje juz zadna z granic lzm Uy,; OTAZ Lim 1y ;).

k=00

Wartosei granic (119), jezeli obie 1stn1eJa,, moga byé rézne:

np. dla u,.,,=m mamy oezywiscie

,lf.ﬁ'k—kl da k=1,23,...,
f’_ﬁk—l—l 1, da 1=1,23,...,
skad
limlimw, =0, za§ lim lim th, =1,
ka0 =00 Imo0 kw00
zatem

lim lim u,, , == lim lim v, ;.
k=00 =00 =00 kesOO
Nie mamy wigc wogéle prawa, w razie granic podwéjoych,
zmieniaé porzagdku przejcia do granicy.

Jezeli jednak cigg podwdjny ua,: jest zbiefny, i istnieje jedna z gramic

{119), to jest ona réwna granicy (121). ZaléZmy np. fe istnieje granica (120

Istniejg wige (przynajmniej dla dostatecznie wielkich &) granice ve== lim ux,;.
la=00

Jezeli istnieje jednoczednie granica (109), to, dla k> g oraz I > g, mdmy nie-
réwnosé (108), skgd w granicy dla ! =
Jo—u| e,
¢o dowodzi, 2o u = lim vx =
k=co
Wnosimy stad, ze jezeli cigg podwdjny s, jest zbieiny, to granice ite-
rowane (119), o ile istniejg, sa réwne.
Dla ciggu podwdjnego o wyrazach rzeczywistych modemy tez okresli

dla E>pum,

lim lim v, . b, d. o.

k=00 =00

granice gdrna l.... hm u;‘, 1 oraz granice dolng I==lim ;.
* [ T=oo

W tym celu oznacz-

my przez U zbwr Wszysthch granic lim Uz, 4, odpowiadajgeych ciggom wskaz-
n=00

nikéw kn il,, wzrastajgeym nieograniczenie: liczbg I okreSlamy jako kres gérny

zhioru U. Analogicznie okreslamy liczbe &. Mamy oczywibeie zawsze 1 <<1; lakwo

tez widzied, Ze warunek T=} jest konieezny i wystarczajacy na to, izby ciag
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podwéjny 4,2 posiadal granicg (skoficzong lub nieskofczong). Mozna tez udo-

wodnié, Ze zawsze
Vim g, 1 << lim Lim Uy < tim lim Up, 1 < hm Uk, 1

ky L 1mco sy T=c0 o k=200 j
oraz

Tom wx,; << bim lim w3 << < lzm Tom w1 << Tom ug, ;.

%, 1=00 jruregy e =200 kae00 ks lmoC

2,8,. . .
§ 90. Niech u,, ("_11 25 ) oznacza dany ciag podwéjny.

Polézmy

Vu dla m=1’2,....; 'I’L,—.l,?,‘___). (122)

ﬂl,l kl 1

kvl 1=l

Jezeli ciag podwéjny S, . posiada granice S, to méwimy,
76 S jest sumg szeregu podwdjnego

k=1,2,3,... ey
Z“*" (1:1,2,3,.,)' (123)

ksl

Szereg podwéjny (123) nalezy odrézniaé od szeregéw itero-

wanych oo o o
2‘2’1&,‘,, . oraz 22%‘,,, (124)

k=1 1= =1 k=1
ktére czasami tez sy nazywane szeregami podwéjnemi.
Szereg (123) moze nie byé zbiezny, pomimo ze oba szeregi (124)
sg zbiezne, lub naodwrét.

Np. okreflajac cigg podwdjny 1 przez warunki
Uy, =1
Wy, =2 dla b=1>1
e, =—1 dla|kb—1]|=1,
ux,1=0, dlalk-—-l|>1,
co daje tablice

1, =1, 0 0 0 O0......

—1, 2 —1, 0 0 O.
0, —1, 2 —1, 0 0......
0, 0 —1, 2 —1, 0,......
0o 0 0 —1, 2 —1......
1, 2.0 ..

o, 0o o 0 —
bedziemy mieli, Jak latwo mdmeé Snn — Snpae=1, dla n=1,2,8,..., c0

dowodzi rozbieznosci ciagn podwdjnego Sm,n, a wiee i szeregu podwv.‘)_]nego (123),
natomiast oba szeregi iterowane (124) daja, jak latwo widzieé, sume 0.

icm
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OkaZemy teraz na przykladzle, te szereg podwijny (128) moze byé
sbieiny, pomimo Ze kaidy jego wiersz, jakotez kada kolumna dajs szeregi
rozbiezne. Poldzmy w tym celu

(= PHH — 1
""‘zgc—-i:T dla 1>k, =TI da I<k.

Ofrzymamy w ten sposéb tablice:
11 -1, +ly "'17 +1; —13 +11 '—'1:

—1, 1, =4, 1, — 1 1 —1 1.
1 1 1 1 1 1

+17 —1, +"2“1 '__21 +—2"y -—éa '§l T
1 1 1 1 1 1

.__1, +17 ""Tav +§a "'“22“7 +'§7 “'E, +'§, ......
1 1 1 1 1
+L —L 45 -5 +5 —3 +5 -5

3’
1 1 1 1 1 1

—L+h ety —3ty —5 ty- -
1 1 1 1 1 1

“+1, —1, +_2, ~3 -|___5, — % +Z’ —F
1 1 1 1 1 1

-1, +1, > + 5 -7 + 3 B AR

Moznaby tu udowodnié z tatwofcis, Ze sumy Su, 58 rézne od zera jedynie
wtedy, jeZeli oba wskaZniki m i n sg nieparzyste i Ze Wowczas Sm, e == tm, n*
(Wynika to bezpoérednio z uwagi, Ze parami stojgce obok siebie lub pod sobs
wyrazy jednego wiersza lub jednej kolumny znoszy si¢ wzajemnie), a Ze oczy-
wiseie Jim i, = 0, wiec mamy tei lim Sy,n=0, co dowodzi, Ze sums szeregu

kylmo0 ™, =00
podwdjnego (128) jest. 0. Natomiast Zaden wiersz, ani tez zadna kolumna na-
szego szeregu oczywiscie nie sg zbieZne, nietylko jako szeregi, ale nawet jako
ciggi. (Inny przyklad tego rodzaju zawiera dwiczenie 1)).

Dowiedliémy wiec na przykladach, Ze zbieznosé szeregéw (124) nie jest
ani warunkiem koniecznym, ani tez warunkiem wystarczajacym dla zbieinosei
szeregu podwdjnego (123).

‘Jezeli zbieZnym jest szereg podwdjny

5= Y (125)
k1

ovaz kazdy z szeregéw’

, &:Zm,;, dla 1=1,2,3,... (126)

k=l
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to mozna udowodnié, Ze mamy ted

fjm,z =8 (127)

Jar k]

W samej rzeczy, zaléimy, Ze szeregi (125 i (126) sa zbieZne i niech &
oznacza dowolns dana liczbe dodatnig.
Wobec (122) oraz (125), bedziemy mieli
limy Smyn = S;

my =00 .
dla lezby dodatniej & bedzie wige istniata liczba @ taks, i%
| S — S| <&, dla m>p, n>up.

Wobec zbieznoci szeregéw (125), kladac
s+ 84 =0 m=1,23,..) (129)

wamy (w mys] tw. 107):

oo n
a,.=22,‘14;‘,z, (dla n=1,2,8,..),

k=)l Il .

(128)

skad, wobec (122):
lim Swom=0,; (dla n=1,2,8,...)
n==0Q

nieréwnoié (128) daje wige, w granicy dla m=o0:

jo,—S8| <<e, dla n>p,
co dowodzi, ze
limo, =S,
n=eq

czyli, wobee (126) i (129), e zachodzi wzér (127), ¢. b. d. o.

‘Wynika stad natychmiast, Ze jezeli zbiezne sa oba szeregi

oo o
2 Uk,1 0OYaz E 2 Wyt

kil =1 k=1

to majs te sama sume. Podobniei. jezeli sa zbiezne oba szeregi

o
~y
, Uk,1, Oraz Wk, 1,

xl k=1 1=1
to sumy ich sg réwne.
Jozeli wiee zbieZne sg wszystkie trzy szeregi

(=] o« (=] [=-)
%
Eug,z, 2 S‘uq,,z oraz 2,‘ 51&1&,1,
o k=1 =1 el kel
to wezystkie trzy majs t¢ samsg sume.
Jezeli jednak zbieine sg tylko szeregi iterowane (124), to sumy ich mogy
by¢ réine, jak dowiedliémy w § 87.

e
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Jezeli szereg

(130)

pALST
%1

est zbieiny, to mowimy, ze szereg podwéjny (128) jest zbiezny
bezwzglednie. Poléamy

m=1,23,...
"'"=’*=221”'=’” (n:ljz,az...)

k=1 1==1

(131)

Powiadam, ze jezeli szereg (123) jest zbiezny bezwszglednie,
) sumy O,, 8§ ograniczone, t. j. istnieje liczba skonczona do-
atnia 4, taka iz
m=1,23,...

<4, d
Omn Ay G 19,3,

(132)
[Zauwaiymy, Ze jefeli szereg podwdjny (128) jest zbieiny, to sumy Son,n
nusza byé ograniczone dla dostafecenie wielkich m i n, ale zhidr wseystkich
wyrazéw ciagu podwéjnego Sm,» niekoniecznie musi byé ograniczony. Np. kla-
lgc =1, g, =—1,dlal=12,3,..., 288 uy,; =0, dla k¥ > 2, otrzymu-
emy ciag podwdiny ., dla ktérego Sp.=mn, za$ Sna=0, dla m>1:
uzereg podwdjny (123) jest tu wiee zbieiny (dajge sume 01, natomiast nie istnieje
liezha skoticzona A, dla ktérej | Sm,n | << 4 przy wszelkich natmalnych m i n].

W samej rzeczy, skoro szereg podwéjny (123) jest zbiezny
bezwzglednie, to szereg (130) jest zbiezny i przeto istnieje liczba
skoficzona (oczywidcie nieujemna) o, taka iz

lim 0,,, = 0,

nty m=CO

jest wiee

| O — 0| <1, dla m>u oraz n>p,
skad, kladse o4-1 = A:
Opn<< A4, dla m>p oraz z>p (133)
Niech teraz m’ i n’ beda dwie dowolne dane liczby naturalne
(niekoniecznie obie wigksze od ). Mozemy oczywiscie wyznaezyé

zawsze liczby naturalne m i n, takie iz

m>p, n>p, m>m, n>n.
W myél (133) i z uwagi, e
om’,n’<0m,ﬂ

(gdy# suma o, , zawiera oczywiseie wazystkie gkladniki sumy o, ..,

epd
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a préez tego jeszeze inne skladniki nieujemne), znajdujemy w jednej
chwili:
O, < A,
co dowodzi, e nieréwnosé (132) zachodzi przy wszelkich natural-
nych m i, ¢ b. d. o.
W § 88 dowiedlismy, ze jezeli ciag podwéjny a,,, jest ogra-

niczony, to szereg iterowany

3= 3 S,

k=1 1=1

jest zbieiny bezwzglednie, co zmowu (w mysl nieréwnodei (74)
z § 88, pociaga za sobg wzlr

S=1lim 8,.,.

Wynika stad, ze szereg podwijny (123) jest zbiezny, oraz ze
sums jego jest réwniez liczba S

Dowiedliémy wigc, ze jezeli szereg podwdjny (130) jest zhieiny,
to tembardziej zbiezny jest i szereg (123), przyczem

S=3 Y.

ol k=1 I=1

a nadto, ke szereg po prawej stronie jest tez zbiezny bezwzglednie.
Latwo widzieé, ze i naodwrét: jezeli szereg

Jest zbiezny bezwzglednie, to i szereg podwéjny (123) jest zhieimy
bezwzglednie. W samej rzeczy, w_ razie zbieznoSci szeregu

o= 3 il

k=1 Iml
mamy
lim Oy = a,

myn=0a

co dowodzi zbieinosei bezwzglednej szeregu podwéjnego (123).
Zbieznosé bezwzgledna jednego z szeregéw

o [~}
Zum oraz 5 Eu"“

LY kml lml

pociaga wige za sobg zbiezno§é bezwzgledns drugiego.

icm
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Uzupelniajae wyniki, otrzymane w § 88, mozemy ostatecznie

powiedzieé nastepujgce
Twierdzenie 116 (Pringsheim). Wystarcea idby jeden

y ceterech szeregow

k=1,23,...
Dlus] (1Z15570)

.
oo o oo (-3
\
D 3 ltls I 2wl
kel =1 =1 k=1

j(i%u | | %2 | 4 | tesgys | ++lu1/»[)

]

byt 2biesny, na to idby wszystlie catery szeregi

k=1,2,3,..
Uy 1 z=1,2,3,...)

k1

o o o0 00
2, 2;1’%17 2, 2;“1:1,

k=l I=1 =1 k=l

2 (unu + un—lys + uu—iys + LR +u1’n)

nel

posiadaly t¢ samg skorczong sume.

Gwiczenia ) .
1) Udowodnié, Ze jeieli axn: oznacza dowolny dany cigg podwdjny, to

istnieje jeden i tylko jeden szereg podwéiny ux1, taki i

mm

Bl
o n

\ m=123,...
S,.,.=22 Uiy = Omn; I8 L1093 .
k=1 =1
(Bedziemy tu mieli:
Uy 0 = aﬂ,n—am——]:n'—'a'mn—1+am—l.n—]. dla m>1, n>1,
Yy 1 = Gmy1 — G151, dla m>1,
Uy, x = By, 0 — By a1, dla n>1,
Uyyy = Gyys)- ’ . '
Wynika stad, fe kaidy ciag podwéjuy moze byé uwazs,n}:S ) jako cigg
czgstkowych pewnego (i przytem jednego tylko) szeregu podwdjnego.
Jako zastosowanie, udowodnié, Ze kladge

1 1
Oy = (— 1} (§+—27
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i wyznaczajge odpowiedni szereg podwéiny Iuw:, gdzie Spu = ay,,
ki

(m, n=1,23,..)), otrzymamy przyklad szeregu podwdjnego zbieinego, kts-
rego kazdy wiersz oraz kazda kolumna sg rozbie¢ne.

00
2) Okazad, do jedeli szereg nieskoriczony 3u. jest zbieiny warunkowo,
Hue0O

to skladniki jego moZna zawsze tak ustawi¢ w cisg podwdjny, izby kazdy wiersz
oraz kaida kolumna dawaly dowolne, dane naprzéd sumy.
8) Udowodnié, Ze jedeli ciyg podwéiny wus: jest ograniczony, to istniojg
zawsze ciggi rosngce wskaznikéw Am oraz ln, takie iZ istnieja granice
lim lim u,‘m' 1, Oraz lim lim u,‘m’ I3

Wt
MO0 7m0 n=mo9 M0

4) Udowodnié, Ze dla kasdego ciggu podwdjnego liczb dodatnich Uy y

istnieje ciag ., taki i% pray wszelkiem naturalnem m:

(Wystarezy np. polozyd sy =1 (43,0 4 th, n 4. . .-, ), dla . =1,2, 3,.. )

5) Udowodnié, de dla kaidego cisgu podwdjnego liczb dodatnich %, ,

takiego i2'litt U, n =00 (m==1,2,3,...), istnieje cigg s, taki id lim v, = oo,
A== % m=00

208 Bim—" =0, dla m=1,2,3, ...

ne=o0 Umy n

6) Udowodnié, e dla kazdego ciagn nieskoficzonego szeregéw zbieznych

L
o skladnikach dodatnich Supm, » (m=1,2,3, .. istnieje szereg zbiezny o sklad-

n=]

o0
nikach dodatnich 3u,, taki iz przy wszelkiem naturalnem m: lim e =00,
el nmmoo Wy n

ROZDZIAL X.
Teorja iloczynéw nieskoficzonych.
§ 91. lloczynem nieskoticzonym nazywamy symbol

Uty tiy ..., lub  [Tu,, i (1)
nw=]

gdzie u, (1 =1,2,3,...) jest danym ciagiem nieskonezonym (liczb
rzeczywistych lub zespolonych).
Pol6zmy :
gty U, =p, (r=1,23...); @

liezhe p, nazywamy #-tym ilbczynem czgstkowym iloczynu nie-
skoficzonego (1).

icm |
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Jeeli ciag nieskofiezony p, zmierza do oznaczonej i praytem
réinej od zera granicy, to iloezyn nieskohczony (1) nazywamy
sbicknym, zad liczbg p = lim p, — jego wartodeia, W przeciwnym
razie, a wige jezeli eisg p, nie zmierza do zadnej skoficzonej gra-
nicy, lub tez zmierza do zera, iloczyn (1) nazywamy rozbicémym.
W przypadku lim p, =0 méwimy jeszeze, ze wartofeis iloezynu
nieskoniczonego (1) jest zero, albo Ze iloczyn ten jest rozbieiny
do zera.

Przyklady. )
1) Jezeli szereg o sklagdnikach rzeczywistych u, jest zbieiny

i polozymy §== D%’N,., to mamy == Wo’: (y +us + ...+ w,), skad,

pray wszelkiem dodstniem a:
Hm (wy o= tig oo o 00 b))

o = @ == lgm g* Tt = L @, gL gt N
N P
ezyli
’ 5
U, 09 §
o )
nel

Wazér ten uwazaé mozemy jako uogblnienie prawidla, ze przy
mnozeniu poteg (o tej samej podstawie) wykladniki nalezy dodawaé.

1 R .
W srezegolnofici np., dla &= 2, uy = G wobec 21' P 1, otrzymujemy:
A

*2*.2116.....,

2=2;.2 N

eo mojemy te napisaé w formie

. d‘... 8 ]u )
2=Ja. V2. V2. Vz2.....,

albo jeszcze (proez analogje ze wzorami p, = J2, pgzl/z Va, p;,=l2y2 rz
it d) w formie pierwiastnika nieskoficzonego

Wazér, analogiczny do wzoru (3) zachodzi tez flla az-er.agéw
iterowauych, jakotes dla szeregéw podwéjnych. Nlech-mmnom?m T
omnacza dowolny dany eigg podwéjoy o wyrazach rzeczy wistych.

3% j jed klad
Jezeli seereg iterowany S mk.é;l"ﬂluk,, jest zbieiny, to, kladae
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