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CZESC DRUGA.

Dzialania nieskonczone.

ROZDZIAL VIIL

Szeregi nieskoriczone o skladnikach statych.

§.70. Szeregiem nieskoficzonym nazywamy symbol

o
T el 17 T G lub 2 u,, (1)
n=1
gdzic u, (n=1.23,.. ) oznacza dany ciag nieskoficzony liezb rze-
czywistyeh lub zespolonyeh.

Liczhy w,, #s. 4y, ... nasywamy skludnikemi szeregu (1), mia
nowicie u, — jego u-tym skladnikiem.

Liczby

Sy==1t +uy+ ...+ n, 12)
nazywamy swrami czgstkowemi szeregu (1), mianowieie s, - sumg
czgstkowy rzedu o Jezeli clags, (n==1,2.3....) jest ograniczony,
to szereg (1) nazywamy ograniczonym.

Szereg nieskonezony nazywamy zbietnym, jezell ciag jego sum
czastkowyeh s, jest zbiezny: granieg tego ostatniego nazywamy
wowezas suma awazancgo szeregu Kazdy szereg abieiny ma wige
ozuaczonyg sume (skoficzona). Jezeli

lims, =s,

n=00

to piszemy

o
S=1ity -ty 1y 4~ ...... lub 5 w, - 8.

ne=l
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2 Rozdzial VIIL. Szeregi nieskonczone o gkladnikach stalych.

Wzory te sg wiec réwnowaine réwnosei
Lim (y ~+ t0g 4o - - 4 u)=s

n=00
Szereg, ktéry nie jest zhietny, nazywamy rozhieznym. Jezeli

granics ciagu (2) jest + oo (lub — o0), to méwimy, Ze sumg sze-

regu (1) (rozbieznego) jest <+ oo (lub — o).
= 1,1 1 1.
Np. dla u..:% mamy 8..::?—{—72;—{— ..... +§"=1——'~2—n i przeto
lim s, = 1, skad
ne0Q ) -
1,1 1 1
1=_2'+§i+"§5+ Tub 52"-—
n=1
! 1
Podobniez, dia #x == w0 mamy & =y +§T§ -+ e
1 1 1 1 1 _ 1 _ 1
=(T"§')+(§—‘3’)+ ....... +(” ) = e o
lim s, =1, zatem
n=00
2
1,01, 1 _ i

n=]

1 —a

— dla m:[,:l,

limar =0, dla|x|<1?,

n=00

oraz wobec wzoru

mamy

lim(1+m+m=+,...+m")=-l—é;, dla 2| <1,

ne=00

czyli

1-};:1—[—%—{—#«-}—:&‘—{— da =] <L

Wohee umowy, przyjetej w § 15 co do przedstawiania liczh rzeczywistyeh
zapomocs ulamkow nieskoniczonyeh przy dansj zasadzie, mozemy kazdy ulamek
nieskofiezony (€5, €1 €y €5+ - )y przedstawi¢ w postaci szeregn nieskofiezonego

¢,y , ©
{Cgn €y Cy €5 - - ,),,::c,,-l—j——-[—-ﬁ—}—j; + ..

Wobec twierdzenia 89, dla zbieznosei ciagu s,, jak latwo wi
dzieé, potrzeba i wystarcza, izby dla kazdej liczby dodatniej e istniak:
liczha u taka, aby dla »n>u bylo przy wszelkiem naturalnem &

| o — 8 | <08

icm
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§ 70. Zbieznosé szeregu nieskorfczonego. 3

stad, wobec (2), ofrzymujemy

Twierdzenie 81. Nu to 3eby szereq nieskonceony (1) byt 2biesny,
potrezeba 4 wystarcea, by dla katdej liceby dodatniej ‘e istniata liceba p
taka, aby dla n > p bylo przy wszelkiem naturalnem k:

[ ags - thgn -t | < e 3)

(Mniej $cisle, ale bardziej moie obrazowo, moglibysmy twier-
dzenie to wyrazié, méwige, %e dla zbieznodci seeregu potrzeba i wy-
starcza, idby suma ilukolwick kolejnych, byleby dostatecenie dalekich,
skéadnikéw seeregu byla dowolnie malg). '

Zauwaszymy, ze jezeli do kazdej liczby dodatniej ¢ i kazdej
liczby naturalnej & mozna dobraé takie u (zaleine od ¢ i od k)
izby dla n > g zachodzila zawsze nieréwnoéé (3), to szereg moze
nie byé zbieiny, czego przykladem jest szereg harmoniczny

' 1 1 1 1
Ttets

Mamy tu %, = - (n==1,2,8,...) 1 przeto dla n>,u.—:§;

1 1 1 k
n N e - .']: PN —_
]u+1+u+2—|— ~+ Unpr ”+1+n+2+ +ﬂ+k<ﬂ<£’
natomiast szereg nasz nie jest zbiefny, gdyz
1 14 1 s
g~+--.+?>—8—=—2—,cgolme
1 121 1
FTFiTEi et TR w Ty

skad w jednej chwili
1,11 1. p
Spp =17 +:5+§'+~--+"2‘,;> 9"
co dowodzi, Ze sumy czastkowe szeregu harmonicznego wzrastaja nieograniczenie.
Z tw. 81 wnosimy natychmiast (przyjmujac we wzorze (3)
k=1) iz w razie zbieznosci szeregu (1) mamy
[ty | <&, dla na>up,
skgd w jednej chwili:
: lim u, = 0.
n=00
Zatem:
Warunkiem koniecemym zbieinosci szereyn wigskoniczonego jest,

i2by jego skladniki amicrzedy do zera.

Warunek ten nie jest jednak wystarczajsgeym do szbieinodei
szeregu, jak tego dowodzi zbadany wysej szereg harmoniezny.

1B
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4 Rozdziat VIII. Szeregi nieskoficzone o skiadnikach stalych

§ 71. Co sig tyezy szeregéw o skiadnikach zespolonyeh, to
mamy dla nich nastgpujace

Twierdzenie 82. Aby seereg nieskoriczony Zu,. o skladnikach
zespolonych u, = a, - b,i byt z?)ieény, potrzeba i wystarcea, idby sze-
regi o skladnikach rzeczywistych Zwa,, oraz Zb,, byly oba zbiezne:
jeeli praytem pierwszy z wich daje sume ', zas drugi sume s, to
suwng szeregu Zu,, jest liceba zespolona 8 4 s"i 1 naodierit.

.“
oraz s,

@, Oraz Zb bedziemy

Dowd6d. Oznaczajye przez s,. s, odpowiednio sumy

, Y
czigstkowe rzedu n szeregdw 511,,,

mieli oczywiscie

S,=8,+ st (n=12.8,...) (4

Lecz, w mysl tw. 78, réwnosé

lim s, s/ i)=2¢ 4 s"i
n=00

jest rownowazna réwnoseiom
im s =5
lim s, =3s",

n=o0

lim g, =§"

n=00

oraz

skad, wobec (4), wynika natychmiast prawdziwosé naszego twier-
dzenia.

Zauwazymy, ie twierdzenie iz modul sumy nie przenosi sumy
moduléw, rozeigga sie tez na szeregi nieskoficzone. W same]j rzeezy,

niech s oznacza sume szeregu zbieznego Zu,,,vi potézmy
sy=thy a4, S,=|u, |+ |us| ...+ |n,] (n=1,2,3,..). (5)

Ciag S, jest cczywidcie niemalejacy, zatemi posiada granice S
(skoficzong lub - oco), ktéra jest sumg szeregu nieskonezonego

2,‘] U, |. Mamy przytem, wobee (5) i w mysl tw o module sumy:

[ =8, dla n=1,235,...
skad, w granicy dla n = oo
Is1=5,
czyli
latwtut . < Tw 4w+ u ]+ ..
e. b d. o

icm

& 72. Yigeznodd szeregu nieskonezonego. 5

8 72. Nlech k, (n==1,2,8,...) oznacza cigg nieskofczony
rosngey wskaznikéw, Zalézmy, ze szereg (1) jest zbiezny i poldimy

o= -ty Uy,
za$ dla n> 1t v, =t _ 41+ 4o + . (6)
Powiadam, Ze szereg
vt (7)

bedzie zbiezny i bedzie posiadal te¢ samg sume co i szereg (1).
W samej rzeczy, polézmy:

si=0,+v+...+v, dla 2=123,... l (8)
Wobec (8) i (6) bedzie, jak latwo widzieé¢, w mysl (2):
s,=8, da n=12.3,... 9

Oznaczmy przez s sume szeregu (1). Wohee (2) i definicji
sumy szeregu, bedzie
lim s, =s,

n=00

skad. w myél tw. 16, wynika tei:

lim s, == s,
. n=o0
zatem wobec (9):
lim s, =s,
n=00

co, wobec (8). dowodzi, ze szereg (7) jest zhiezny i ze sumga jego
jest liczba s.

Dowiedlidmy wige, ze w szeregu nieskonezonym zbieznym
mozemy kolejne skladniki dowolnie laczyé w grupy, nie naruszajac
przez to zbieznosei szeregu i nie zmieniajae wartoscl jego sumy. Mamy
wige, przy dowolnem rozstawienin kolejnych nawiaséw, réwnosé:

w, oy g o=y w4 )

+ (g et ) F (- A w) - (10)

Suma szeregu nieskoficzonego zbieznego posiada wige prawo
dgeznosei, podobnie jak suma szeregu skonczonego.

Zauwazymy przytem, ze prawo lacznofei zachodzi dla szeregu
zbieznego nawet wtedy, jezeli ostatnia z grup, w kidre laczymy
kolejne skladniki, zawiera ich nieskofczenie wiele, e mianowicie
dla kazdego ciggu skonczonego wskaznikéw rosngeyeh ko, ks, ... &,

mamy:
Uy Ay g .=

=@+ Fu)+ O+ Fu) -t (1)
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6 Rozdzial VIIL Szeregi nieskonczone o skladnikach stalych,
gdzie
o=1th 4 + 12 4. (12)
W samej rzeczy, oznaczajac _
vU,, = “k,—*—] + ukp+2 —{"‘ cae ’ll,‘p+,,, (n == 1, 2, 3, . ~) (13)
bedziemy mieli oezywiécie, wobee (2):
o= 1 0, dla n=1,2,3,.
skad, z uwagi, Ze wobec lim s, =S5, mamy tes lam Sy 4 =8, ofrzy:
n=0Q n=

mujemy:
lzm 0, = lz'm (5 A

co, w my#l (13), dowodzi ze szereg (12) jest zbieiny i ze jego suma
O=5—s5, skad

skp) =8 — skps

s=s,+ 0,
co dowodzi prawdziwosei wzoru (11), ¢. b. d. o.
W szezegolnosei wige mamy dla szeregu zbieinego (1) prazy
wszelkiem naturalnem »:

ty vy AUy =y U A AU 7, (14)

gdzie

1 == Uy~ Uppo - Uys -+ 13
liezbe 7, nazywamy w-tg reszig szeregu (1); wzér (14), ktéry mo-
zemy, wobec (2), przepisaé w postaci

s==s,+r, (m=123...)

daje, wobee lim s, = st

n=00

lim », =0,

t. J. w szeregu zbiesnym. resaty zmicrzajg do zera.

Co sig tyezy wzoru (10), to zauwazymy jeszcze rzecz naste-
pujaca. Zbieinosé szeregu, stojacego po lewej stronie tego wzorn,
pociaga za sobs, jak dowiedliSmy, zbieznosé szeregu, stojacego po
prawej stronie, oraz prawdziwosé samego wzoru (10). Godnem uwagi
jest atoli, e zbieznodé szeregu, stojacego po prawej stronie wzoru (10),
nie poeiaga jeszeze za soba szhieznodel szeregu, stojacego po lewej
stronie tego wzoru.

Np. szereg

A=)+ —)FQ—D4...,

icm

§ 72. Bigeznosé szeregu nieskoiiczonego. 1

ktérego wazystkie skladniki ss réwne zeru, jest zbiesny (dajac
sumg = 0), za$ szereg
1—14+1—141—...,,
ktéry otrzymujemy z poprzedniego przez opuszezenie nawiaséw, nie
Jjest zbiezny (gdy% jego skladniki nie zmierzaja do zera).
Ciekawem jest tez, e szeregi

() + (g = i) (g )

oraz
) (gt )+ (U - ) -

gdzie k, oraz I, sg dwa ciagl wskaznikéw rosns,eych, mogs byé
oba zbiezne, ale dawaé rézne sumy, jak np. szeregi

A42—8+ 12—+ 1+2—8+.

14+@2—384+1D)+@—3+1)+...
z ktérych pierwszy daje sumg O, za§ drugi — sume 1.

‘OISz

Mozemy nawet zbudowaé szereg, ktérego suma przy odpowiedniem po-
Igczeniu skladnikéw w grupy przedstawiaé moze dowolng liczbe rzaczywnsta
Ustawmy w tym celu w ciagg nieskoficzony w, wszystkie liczby wymierne
{sposobem wskazanym w § 9) i poldzmy

U I=10,, 288 Un= 100 — Wy,

dla n=2,3,... (15)
Powiadam, Ze szereg nieskonczony
A A S SR (16)
bedzie posiadal Zadang wlasnosé. :
W samej rzeczy, niech # oznacza dowblng dana liczbe rzeczywists (skorh-

czong lub nieskoriczong). Obierzmy cisg nieskohezony réznych liczb wymier-
nych @, taki iz lim @, = . Oznacamy przez s, 1k, Wiy, . - . to kolejne wyrazy.
n=0a
ciggu ., ktdre sy zarazem wyrazami ciggu @: ciag wx, (#=1, 2, 3,...) bedzie
sig réznil oczywidcie conajwyzej porzadkiem wyrazéw od cisgu @ i przeto,
wobec lim x, == x oraz w myS§l tw. 15, bedzie tez.
N=mOO
‘ limwny, = z.

N=mO0

V)]
Polgczmy teraz skladniki szeregu (16) ‘W grupy W nastepujgcy sposéb:
(- +“k1) + (ulq-l-l + o)+ + (“&,__1+1 +..+ U, )+ (18)
Oznaczajge przez o, sume % pierwszych grup, bedziemy mieli, w myél (16):
=uytug+.. +“k =1, +(wy— w1)+(w,—w,)+ +(w,, wk,_;):wk, 3

zntem, wobec (17);
lim o, =limiw, =,
=D H=00 »

co dowodzi, Ze sumag szeregu (18) jest liczba .
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8 Rozdzial VIII Szeregi nieskoiczone o skiadnikach stalych.

Powysszy wynik moZnaby jeszeze nogélnié: moinaby mianowicie zbudo-
waé szereg wielomiandw, ktérego suma przy odpowiedniem ugrupowaniu sklad-
nikéw przedstawiaé mode dowolng funkeje ciagly. (Zob. § 122),

Zauwazymy jednak, #e przy pewnych warunkach z]loieznos'é
szeregu, stojacego po prawej stronie wzoru (10), moze pociagaé za
sobs, zbieznoéé szeregu, stojacego po lewej stronie, a stad i praw-
dziwoéd samego wzoru (10).

Rozpatrzymy tu jeden z takich warunkéw, najezedciej stoso-
wanych.

Powiadam, ze jeteli prawa sirona wzoru(10) jest szeregiem zbieznym
i jeseli w kasdej grupie (v,) wszystkie skladniki (uy, 11y 1, _ 42t )
sq jednego enaku (t.j bads == 0, bad% tez << 0, przyczem skladniki,
nalezgce do réznych grup, mogg byé réznych znakéw), to wedr (10)
Jest prawdziwy. .

Zalésmy wige, ze szereg (7) jest zbieiny, oraz ze zachodzg
wzory (6). Wryznaczmy liczby s, oraz s, ze wzoréw (2) oraz (8)
i poléimy :
lims,=¢"

Niech £ oznacza dowolny dang liczbg dodatniag

Wobee (19), bedzie dla dostatecznie wielkich m, np. dla m = g¢,
gdzie ¢ jest pewng liczbg naturalng:

(19)

| sm— 8" 1 <& oraz s, — s,y | <& (20)
Niech teraz n oznacza wskaznik > k,. Poniewas ciag wskasni-
kéw k, (n==1,2.3, ..) jest rosnacy, za$ n oznacza liczbe > k,,
wiee musi istnieé takie m =g, iz
kn<<n<lk.,:
wobee (2) mamy wige
Sa=8 U 1 .- —f—u,,=skm+]
zatem wobee (9):

Sa = Sw=1Up 1+ ...,

gy — - — U

@1)
Sy = 8n = Uy + ... Lo
poniewaz zad, w my§l zalozenia, skladniki
Unyq1y - o Uny Ungry oo U,
jako nalezace do tej samej grupy (v,.), sa jednego znaku, wige,
wobee (21), mamy albo jednoezesnie

S, — 8, =0 oraz s,.,—s=0,

icm

§ 73. ZaleZnod¢ sumy od porzadku skladnikéw. . 9

albo tez jednoczesnie

8 — 8, =<0 oraz g,y — 5 <0,

wige albo

S == 5, = S
albo tez

: S =5, =814,
skad w kazdym razie
[ 80— 8n | = | 8 — Spa |,

zatem. wobee (20):

1 Su = Sm l <€
orag

[8.— 8 = (s, —s,) (s, —s)| < 2¢,

czyli

a8 | <2 dla 2>k,

co dowodzi, ze
lims, =4,

n==00

czyli ze zachodzi wzdr (10), ¢ b. d. o.

Z dowiedzionych twierdzen wnosimy w szezegélnosei, 2e w kazdym sze-
regu nieskonezonym moZemy odrzucié wszystkie skladniki rdwne zeru, nie
zmieniajae przez to kwestji zbieinosci szeregu ani tes ewentualnej wartosei jego
sumy: odrzucenie bowiem skladnikow réwnych zeru jest réwnowazne polgezeniv
kaZdego ciggu kolejnyeh réwnych zeru skiadnikéw w jedna grupe z poprzedza-
jacym je (lub nastepujgecym po nich) réznym od zera skladnikiem szeregu.

§ 78. Zbieinod¢ ciggu nieskoficzonego i ewentualna wartodé
jego granicy nie zalezy, jak wiemy. od porzadku jego wyrazéw
(tw. 15). Natomiast zbieznosé szeregu nieskonczonego i ewentualna
warto§é jego sumy zalezy wogtle od porzadku jego skladnikéw. '

-Np. mamy
1 1 1 1 1 1
=1 1tz gtz st
(gdyz, jak latwo widsziet, | s, | S?T-—{—_l’ dla n=1,2,3,...0);

jezeli jednak zmienimy porzgdek skladnikéw naszego szeregu. wy-
pisujae po kazdych dwéch dodatnich jeden ujemny, to otrzymamy
szereg

1 1 1 1 1 1 1 1 1- oo
Itz Ttstri-gtste-3t. @
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10 Rozdzial VIII. Szeregi nieskofezone o skladnikach stalych.

ktérego sumsg nie jest juz zero, gdyz mamy tu
1 1

. 1 1
Sg0 == Sgtn1) T 51 + O S3-n) m > 83ty

zatem g, > 85 = —3‘ czyli stale 85, = %, dla »=12,3,...

1 1 1 -
L B I 8 2 )
(Wobec 33n ”+1+n+1+ +2” oraz w my8l wzoru (62) z § 51
mozZnaby wywnioskowad, Ze sumg szeregu (22) jest lezba 1g2).
Podobniez mamy
1 1 1 1 1 1
0_—-‘—-:——_: e T— -T:——“—:+
Vi VT 'V V2 s s
natomiast szereg
1 1 1 1
R

nie jest zbiezny, gdyZ mamy w nim

1 1 1
tEtETRETE T

1 1 1 n
33»—*‘7;—:‘«:_—-1—1- —“+---+————‘->V—2—;,

V;—}—2 Van
czyli 830 > l/% dla #»=1,2,38,....

Szereg nieskoﬁczony, ktéry jest zbiezny przy wszelkiem upo-
rzgdkowaniu skladnikéw, nazywamy zbiednym bezwarunkowo.
Szereg '

Uy o+ Uy -

dla ktérego szereg odpowiednich wartosci bezwzglednyeh, ezyli szereg

oy | 1w | s | 4o

jest zbiezny, nazywamy szeregiem zbicnym bezwzglednie. _

Okazemy. ze zbicznosé bezwarunkowa szeregu jest réwnowasna
ze zbiesnoscig bezwagledng.

Przedewszystkiem okreslimy scisle, co nazywamy szeregami,
réznigcemi sig conajwyzej porzadkiem skladnikéw.

O szeregu nieskonezonym '

; e . R a e R (23)5
méwimy, ze sig rézni conajwyzej porzadkiem skladnikéw od szeregu

okttt (24)
jeeli istnieje ciag nieskofezony k, (n=1,2,8,...), rézniscy sig
‘ conajwyzej porzadkiem wyrazéw od ciagu 1, 2, 8, ... (t j ciag

icm

§ 73. Zbietnosé bezwarunkowa i zbieinodé bezwzgledna. 11

liczb naturalnyeh k,, ktéry zawiera kazds liczbe naturalng raz
i tylko raz), taki iz

w, =v, da 2=123... (2B)

Eatwo widzied, ze wéwezas i szereg (24) réini sig conajwyzej
porzgdkiem skladnikéw od szeregu (28).

W samej rzeczy, skoro ciag liczh naturalnych k, zawiera kazda
liczhe naturalng raz i tylko raz, wige dla kazdej liczby naturalnej
istnieje jeden i tylko jeden wskaznik =,, taki iz

b, = (26)

Powiadam, ze cigg liczb naturalnych n, (r=1,2,3,...) za-
wiera kazda liczbe naturalng raz i tylko raz. .

Ze cisg », zawiera kazds liczbe naturalna conajwyiej raz.
t.j. ze wszystkie wyrazy jego sa réine, wynika z uwagi, se w razie
n, = n,, mieliby$my k, =F,,, skad, w mysl (26), r="r" Ze za$
ciag m, zawiera kazds liczbe naturalna, wynika z uwagi, e przy
wezelkiem npaturalpem s, wobec (26) (dla » =k,), mamy k, =k,
skad, skoro wszyskie wyrazy ciagu k, sg réine, wynika, Ze

n,=s (da s=1,23,...)

Ciag #, (r=1,2,8,...) rézni sig wige conajwyze] porzadkiem .
wyrazéw od eiagu 1, 2, 3, .. ., przytem, W mysl (26), mamy
== Vny dla rx1,2,3,... »

U,
k.

zatem, wobec (26):

v, =u, da r=1,2,3,...

¢ dowodzi, e szereg (24) réini sig conajwyzej porzadkiem skiad-
nikéw od szeregu (28), ¢. b. d. o

Zalésmy teraz, ze szereg nieskonezony

P |+ fua |+ ] 4o B

jest zbiezny. W my$l tw. 81, dla kazdej liczby dodatniej & istnieje
wige liczba u taka, iz przy wszelkiem naturalnem p:

Lt | A 1 thga | oo [ thagy | <o, dla B> p, (28)
skad, tembardziej

|M,.+1—l-u..+g+...+u,.+p§<e, dla > u,
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12 Rozdzial VIII Szeregi nieskonezone o skladnikach statych.

&

co dowodzi, w myél tw. 81, 7e szereg

uy Uy Fug - (29)
tez jest zbiezny. Oznaczmy przez s sume tego szeregu.
Kladsc
Sp=u A uy . Fu, =123,...) (30)
bedziemy wige mieli
dim s, =s. (81)
Niech, dalej,
v vy v+ (32)

oznacza szereg, rozmgcy sig conaJwyzeJ porzadkiem skladnikéw
od szeregu (29): istnieje wige ciag nieskohezony wskafnikéw k,

(n=1,2,3,. ..,),‘ réinigey  sie conajwyze_] porza,dklem wyrazéw od
clggu 1 2 3 S takl iz
1y S *h.u,‘, dla n=l 2,8,... ‘ (33)
Polézmy
. ‘_vl-}-vg—i- —J,—'v (34)

Wobee (28), dla dane_] hczby dodatniej & istnieje taki wska-
inik m, iz

tu,,,_.H I + ] u,,..‘_gl —}—..» I Ungp ! <€, dla p:l,?,g,,.. (35)

Ciag nieskoniczony wskaznikéw 4, rézni sig conajwyzej po-

rzgdkiem wyrazéw od ciagu 1, 2,3, ..
liczbe ¢ tak wielks, izby w cisgu

: mozemy wige wyznaczyc

kyy byl &,
byla zawarts kazda z liezh
1,2,...m - (386)
tembardziej wige kazda z tych liczb bedzie zawarts w ciagu '
kyy koo k, ‘(37)v

dla n>¢.

Po usunigeiu liczb (36) z eiagu (37), pozostang w nim oczy-
wiscie wskazniki .

]C' ]ﬂu k("_"‘)

ktére wszystkie beds rézne i przytem wigksze od m, oraz bgdzlemy
mogli napisaé:

iyttt —

H
o

(ul—-}—ugf{—..,—|—71,,,)=z/k,+uk,,+ e Uemy;  (88) |

icm

§ 3. Zbieinos¢ bezwarunkowsa i zbie#nosé bezwzgledna. 13
gdzie
E>m, dla j=12...0—m (89)
Wobec (33), (34) i (30), wzor (38) daje:
Sl — 8=ty Ui + .. Unm) - (40)

Oznaczmy przez m - p najwigksza z liezb 2 (j=1,2,.. m—n)
wobec (39) liczby kP beds stanowily czeé¢é wyrazéw ciagu
m-+1, m+2 ..m+4p
i przeto hedzie
g [t | e o | g | Lt | oo e

skad, wobee (40) oraz (35):

| 80— 8a | <& (41)
Wobee (30) oraz (35) mamy, dla k> m:
| S Su | = | tmps - thmpp -+ | <6,
skad, w granicy dla k== oo, wobec (31):
18 —Sa | e 42)

Nieréwnodei (41) 1 (42) daja w jedne] chwili:
(s, —s|=|8 —sutsa—s|=|5s —5a |+ 5a —-s]<2e
Dowiedliémy wigc, ze dla kazdego wskainika n > ¢ zachodzi

nieréwnogé
| s, —s | < 2¢,
skad wynika natychmiast, Ze
lim s, = s,

czyli wobec (34), ze szereg (32) jest zbiezny i Ze sumg jegg jest
liczba s Udowodnilismy wige

Twierdzenie 83. Jeseli seereg (27) jest 2bieiny, to zbieinym
jest szereg (29), oraz kazdy seereg, rébmiqey sig od szeregu (29) co-
najwysej porzadkiem skladnikéw prayczem kazdy taki szereg ma te
samg sumg co szereg (29).

7 dowiedzionego twierdzenia wynika natychmiast, e zbleznoéé
szeregu (27) pocigga za soba zbieznosé bezwarunkows szeregu (29),
czyli e szereg zbickny bezweglednie jest 2biesny bezwarunkowo.

Zauwazymy dalej, ze na to itby szereg (27) byl zbiezny, po-
trzeba i wystarcza, izhy ciag jego sum czgstkowych

o, =|u |+ il +-. A wd, (n=1,2,8..) (43)
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14 Rozdzial VIII. Szeregi nieskoiczone o skladnikach stalych.

byl ograniczony. W samej rzeczy. cigg (43) jest oczywiécie niema-
lejacy i jako taki posiada granice, ktéra jest liezba skotezons
lub -~ oo, zaleznie od tego ezy cisg (43) jest ograniczony ezy tez
nie; szereg zaé (27) jest zbiezny wtedy 1 tylko wtedy, jezeli ciag (43)
posiada granicg skohezong.

§ 74. Okazemy teras, ze szereg, ktéry nic jest zbiezny beuz-
wzglednie, nie moze byé zbiesnym bezwarunkowo.

Zauwazmy przedewszystkiem, Ze twierdzenie nasze wystarczy
udowodnié¢ dla szeregéw o skladnikach rzeczywistych. Zalézmy,
w same] rzeczy, zeSmy go dowiedli dla szeregéw o skladnikach
rzeczywistych i niech (29) oznacza szereg o skladnikach zespolo-
nyeh, ktéry nie jest zbiezny bezwzglednie. Szereg (27) nie jest wige
zbiezny. Poléimy

=1, +u i, (n=1,28,..), (44)
gdzie u, oraz u,’ (n==1,23,...) sg liczby rzeczywiste.

Gdyby szeregiz b u, | oraz 2 | w. | byly oba zbiezne, to

oznaczajac ich sumy przez A’ i A”, mielibydmy oczywidcie przy
wazelkiem n: ‘
| 0| o ] S 4 oman [ | [ || < 47,
skad, wobec oczywistej nieréwnosei
| = ol 6| < | | | = | (o= 1
znalezlibyémy przy wszelkiem naturalnem n:
by 1w | e | << 4+ 47

1 szereg (27) bylby (w my$l uwagi koficowej § 73) zbieiny, whrew
zalozenin. Jeden wige conajmniej z szeregéw 3 | u, | oraz I | u. |
musi byé rozbiein‘ym. Lecz w takim razie, w mysl zalozenia, ze
twierdzenie nasze jest prawdziwe dla szeregéw o skladnikach rze-
czywistych, jeden conajmniej z szeregéw S, oraz Xy, nie jest
zhieznym bezwarunkowo, skad oczywiscie wynika, ze i szereg
¥ (u,+wi), ezyli, w mysl (44), szereg 3u,, nie jest zbieznym
bezwarunkowo Okazaliémy wiee. ze twierdzenie nasze wystarczy
ndowodnié dla szeregéw o skladnikach rzeczywistych.

Zalézmy wige, e’ szereg (29) jest szeregiem o skladnikach

rzeczy wistych, dla ktérego szereg (27) nie jest zbiezny. Co do sa

V2.,

§ 74 Réwnowainodé zbieznosei bezwarunkowej i bezwzglednej 15

mego szeregu (29), to mozemy zakladaé, e jest on zbieiny, gdyz
w przeciwnym razie twierdzenie nasze byloby oczywiseie prawdziwe.
7 zalozenia, Ze szereg (29) jest zbiesny, wynika, jak wiemy, ie

lim u, = 0. _ (4B)
Oznaczmy przez '
Qy, Qg, Ogy. - (48)
kolejne skladniki nieujemne szeregu (29), zas przes
— by, — by, — by ... 47

— kolejne skladniki ujemne szeregu (29) i polézmy

d,=a ay+ ...+ a,
B.,:b:ib, i+ n, | A2 n=L335... 19
Przypusémy, dalej, ze na n pierwszych skladnikéw sze-
regu (29) przypada p, nieujemnycH oraz ¢, ujemnych (n=1,2, 3,...).
Qiagi 2. i ¢. beds oczywiscie niemalejace, przyczem p, ¢, =17,
dla n=123,... :
Okreslajac eiggi s, oraz o, wzorami (30) oraz {43), bedziemy
mieli, jak latwo widzieé:

s, =4, — B

9 .
oraz dla n=1,2,3,...
0, == AP,, + -Bq,,
(rozumiejac przez 4, oraz B, zero), skad
O — S, .
4, = % g—ﬁf oraz B, = 5 dla »=1,2,3,...:

wrzory te, z uwugi ze ciag s, jest zbiesny (gdyz, jak zakladamy,
szereg (29) jest zbiezny), oraz ze lim g, = -}-oo (gdyz, W myél za-
lozenia, szereg (27) nie jest zbiezny), dowodza, ze

lim A, = oo oraz lim B, = -+ oo. (49)

Poniewaz zas ciggi 4, oraz B, sa niemalejace, wige, wobec (49),
wnosimy z latwodcis, iz

lim A, =} co oraz lim B,= —oo. (60)

nE=OQ n=00

(Gdyz, wobee (49), bedzie, przy dowolnem danem R, dla dosta-
tecznie wielkiego m: 4, >> R, zatem, dla n == p,, tei 4, =4, > R).
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Wynika stad, w szczegélnodel, ze szereg (29) musi zawierad

nieskoriczenie wiele skladnikéw dodatnich i nieskohczenie wiele

skladnikéw ujemnych.
Wobece (50) mamy tez przy wszelkiem danem k: .

lim (4, — 4,)= -+ oo

i przeto dla kazdego wskaznika k istnieje taki wskainik n >k, iz
4, 4,>1
Istnieje wiec ciag nieskonczony rosngey wskaznikdw k,. takiiz
fikl >1,
Akg - Ak] > 1 3
-Ak3 -Ak2 > 1 ) (5 l)
‘"lk - Ak” 1 > 1 3

. (W szezegélnodei, mozemy jako liezby %, obraé najmniejsze
wskasniki, spelnisjgce: wypisane nieréwnosei).
Wezmy teraz pod rozwage szereg nieskoficzony

a, +ag+...b+ak‘*——b]+0kﬁ.1+{lk1+g+.-.<+ak,—bﬂ+akﬁ-l+'"
'+a"n-—1+‘+a%—1+ﬁ+‘ ‘—'}'akn‘ bn-l-ak"—}-]—*—--- 52)

Szereg ten réini sig oczywideie conajwysej porzgdkiem skiad-
nikéw od szeregu (29): nie jest on jednak zbiezny, gdyz mamy
przy wszelkiem naturalnem n (w mysl (B1)):

G it jat o, =4, —4,  >1

(za$ w razie zbieznosci szeregu (52) wypisana suma musialaby przy
dostatecznie wielkiem 7 byé dowolnie mala, jako suma- dostatecznie
dalekich kolejnych skladnikéw szeregu).
Modzemy nawet dowieéd, Ze suma szeregu (52) jest -} co. W samej rzeczy,
njech B oznacza dowoing dana liczbe rzeczywista.
Nieréwnosei (51) dajg w jednej chwili
4, >n, da n=1.23,... (88)
Z drugiej strony, poniewaZz wyrazy ciagu (47) sa skladuikami szeregu (29),
wige mamy
—by=w, da n=1,23... (54)

przyczem cisg wskafnikéw I, (n =1, 2,3, ...) jest rosngey, gdyz — bnyr jest
dalszym sktadunikiem szeregu (29) niz — b,

§ 74. Réwnowaznosé zbieznosei bezwarunkowej i bezwzglednej. 17

Stad, wobec {40), zngjdujemy:
lim w, =0,
skad, w my$l (54):
lim b" =0.

n=00

Istnieje wice wskaznik h taki, iZ

b,.<%, dla n>h : 65)
Obierzmy, dalej, wskaznik = tak wielki, izby bylo
m>h oraz % — By, > R. (56)

Cisg ry =X +3j (7=1,2,8,...) jest oczywiscie rosnacy: jezeli wige #
oznacza wskaznik > kn - m, to musi istuieé takie p =>m, iz r, <n < 7ppa, czyli

b r<n<kpntlp+1. (57)
Oznaczmy przez S, sumg # pierwszych skladnilkdéw szeregu (521: wobec
(67) oraz (48), bgdzie, jak latwo widzied:
w = Ay, — By i1 oottt
{w razie #="F, - p mielibyémy poprostu S, = Ax, — B,), zatem, z uwagx, Ze
wyrazy ciggu (46} sy nieujemne, oraz w my$l (83):

8 >p— B, =p— B — B, — By); (58)
lecz, w my$l (48) (wobec p == m > A):
By, — By =0bap1+brja 4. .. -+ b,
zatem, w mysl (65): )
‘ —n
B— <t < g

i przeto wzdr (68) daje:

skad, wobec » =m oraz w mysl (56):
S, > R. ’ {59)
Dowiedlimy wige, Z6 przy wszelkim wskazniku n > », gdzie » ==kn +m,
zachodzi nieréwnoé: (69}, eo dowodzi. Ze
lim Sy=-+wm,
=00

czyli, ze sumg szeregu (02) jest4-oo, ¢, b. d. o.

Dowiedliémy zatem, %Ze szereg, ktéry nie jest zbieiny bez-
wazglednie, nie moze byé zbieznym bezwarunkowo. Wynika stad
natychmiast, se kazdy szereg, zbiezny bezwarunkowo, musi byé
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zhiesnym bezwzglednie, a ze w § 13 dowiedliémy twierdzenia od-
wrotnego, wige udowodnilidmy

Twierdzenie 84. Na fo isby seereg byt zbieinym bezwarunkowo,
potrzeba § wystarcza by byl 2bieinym bezwzglednie.

Wobec tw. 84 i 83 dochodzimy tez do wniosku, Ze suma sze-
regu 2bicsnego bezwarunkowo nie zaledy od porzqdku sktadnikow.

§ 75. Szereg, ktéry jest zbiezny, ale nie bezwarunkowo (lub,
co wobec tw. 84 wychodzi na jedno, nie bezwzglednie), nazywamy
zbiesnym warunkowo. Szereg zbieiny warunkowo moze wige przy
odpowiedniej zmianie uporzadkowania skiadnikéw przejsé na szereg
rozbieiny.

Okazemy obecnie, ze z kaszdego szeregu o skiadnikach rzeczy-
wistych, zbieznego warunkowo, mozna, zmieniajse odpowiednio po-
rzadek jego skladnikéw, otraymaé szereg, majgcy dowolng (rzeczy-
wists) dang naprzéd sume (tw, Riemann’a)

Nieeh wige (29) oznacza dany szereg o skladnikach rzeczy-
wistych, zhiezny warunkowo, i niech (46) i (47) beda kolejne jego
skladniki nievjemne oraz ujemne, Zachowujae znakowanie z po-
przedniego paragrafu, bedziemy mieli wzory (50).

Niech I oznacza dowolng dang liczbe rzeczywists.

Oznaczmy przez @, najmpiejszy wskaznik n, taki iz

A, >L
(wskaznik taki istnieje, wobec (50); dalej, oznacamy przez §, naj-
mniejszy wskasnik n, taki iz
Ay, — B, < L
(wskaznik taki istnieje, gdyz wobee (50) ): lim (4s, — B,) = — oo).

Ogélnie, dla k=2, 3,4,..., oznaczmy przez @, najmniejszy
wskaznik n, taki i% :

n>a,, oraz A, — B‘,gk_1 > L, (60)
za$ przez §, oznaczmy najmniejszy wekaznik n, taki iz
n>p, oraz A, —B, <L ‘ (61)
Poléimy
vy =4,, v,=-—B,.
zad dla k> 1: vy =4, — 4, ., vyo=— B + By, .. (62)

§ 75. Szeregi, zbiezne warunkowo. 19

Kladac
Vo=v,+0%+...4v, #=123,..), (63)
bedziemy mieli, wobec (62), dla k> 1:
Vaia=0+ 0%+ ...+t oy =4, — B,
oraz (64)
Va=0 40+ ...+ v+ on=4, — B,

Poniewaz, dla k> 1, @, oznacza najmniejszy wskainik n,
spelniajacy warunki (60), wige dla n==@a, — 1 nie zachodzi conaj-
mniej jeden z tych warunkéw: iunemi slowy, zachodzi conajmniej
jedna z nieréwnodei

o —1<a,_, oraz 4, ,— B, <L (63)
Lecz, z definicji ciggu 8, wynika, ze (dla k> 1):
Aak—l - Bﬂk -1 <L (66)

poniewasz za$ ciag o, jest oczywideie rosnaey, wige mamy @, — 1 =, ¢
w razie @, — | < @,., mamy wige @,,=a,—1 i, wobee (66),
otrzymujemy drugs z nieréwnofei (65).

Druga z nieréwnodci (65) zachodzi wige w kaidym razie
(dla %> 1), skad, z uwagi, ze wobec (48)

Ad.k—'.l. = Aa* - aaka

otrzymujemy:
' Ay — By, <L+ aq,; (67)
z drugiej strony. wobec definicji liczby ., mamy
Ao — By, > Lt : (68)
nieréwnosei (67) i (68) daja wige, wobee (64):
L<Vy =L+}a,, da k>1 (69)

Podobniez, poniewas, dla k& > 1, §, oznacza najmniejszy wskaz-
nik, spelniajacy warunki (61), wige dla n=Fg—1 nie_zachodzi
conajmniej jeden z nich: innemi slowy, zachodzi conajmniej jedna
z njeréwnosei: '

B—1<@B., oraz A, — By =L (70)

Jazeli zachodzi pierwsza z tych nieréwnodei, to, z uwagi, Ze ciag
B. jest rosnacy (skad 8, — 1= 8.\ wnosimy, ze f,; = f—1,
skad, wobec (68) otrzymujemy drugs z nieréwnodei (70). Druga

17
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7 nieréwnodei (70) zachodzi wiee (dla &> 1) w kazdym razie, skad,
z wwagi, 26 wobec (48)
Bﬁk"‘ = Bﬂk + bﬂk’

otrzymujemy:
Ao — By, =L —by; (11)
z drugiej strony, w my$l definicji liczby B, mamy:
Ay, — By, < L: ’ (12)
nieréwnodei (71) i (72) daja wige, wobec (64):
L—bp<Vu<L, dia k>1 (73)

Wyrazy ciggu (46) sg skladnikami szeregu (29): mamy wiec
(n=1, 2, 3, ) (74)

a, = u,.ﬂ [

przyczem ciag weskainikéw 7, (n=1,2,3, ...) jest rosngey, gdyz
@41 jest dalszym skladnikiem szeregu (29), viz a,. Stad, wobec (45),
znajdujemy

lim u,n = O’
skad, wobec (74):
lim a, = 0,

oraz, z uwagi ze cisg wskasnikéw @, (k=1,2,3,...) jest rosnaey:

iz_ri a,, = 0. (76)
Podobnies znalezlibysmy:
lim by, = 0. (76)

Nieréwnodei (69) i (73) daja wige w jednej chwili, wobec
(15) i (76):

lim Vo =1L, oraz lim Vy=1L,
k=00 k=00

skgd, w mysl tw. 18:
lim V,=L,

k=00
czyli, wobec (63):
L=v+vn+o+...

icm

§ 7b. Szeregi, zbiezne warunkowo. 21

" Lecz szereg (17) mozemy, wobee (62) 1 (48), napisaé w postaci:

L=(aiF a4 o)+ (= b—b— . ...—b)+
(G e ag) A gy — oo — Bp )
A @g A ao) (b — e — Bg) ey

przyczem skladniki tej samej grupy sg zawsze jednego znaku. W mysl
twierdzenia, udowodnionego w § 72, mozemy wige opudeié wazedzie
nawiasy, nie zmieniajac przez to sumy szeregu; mamy zatem:

Le=a 4o+ ....da,— b —by—....— b+

F ot — b — o — byt Ot
przyezem wypisany szereg rézni sig oczywiscie conajwyzej porzad-
kiem skladnikéw od szeregu (29).

Dowiedli$my wigc, Ze z szeregu (29) mozna przez odpowiednig
zmiang porzadku skladnikéw otrzymaé szereg, majacy dowolng, dang
naprzéd skonczong sume L. W § 74 dowiedliémy, ze z szeregu (29)
mozna, zmieniajac porzadek jego skladnikéw, utworzyé szereg, ki6-
rego suma jest - oo, i analogicznie moglibysmy dowiesé, ze moina
z szeregu (29) przez stosowns zmiang porzadku skladnikéw, otrzy-
maé szereg, ktérego sumg jest — oo. Ostatecznie wiee mozemy
wypowiedzied

Twierdzenie 85. (Riemann’a). Z kasdego szeregu o skladni-
kach reecoywistych, zbieinego warunkowo, mozna, zmieniajac jedynie
porzadek jego skéadnikéw, otzymaé szereg, kidrego suma jest dowolng,
dang naprzéd liczba rzeczywistq, skoiczong lub nieskoriczong.

Zauwazymy jeszeze, ze modyfikujac nieco nasz dowdd, mogli-
bysémy okazaé, ze z kazdego szeregu zhieznego warunkowo mozna
przez odpowiednia zmiang porzadku jego skladnikéw otrzymaé
szereg, ktérego sumy czastkowe posiadaja dowolne, dane naprzéd
(skoficzone lub nieskonezone) granicg dolng I i gorug 1 (byleby
naturalnie bylo I <C1). B

Jako pouczajacy przyklad konkretny na dowiedzione twierdzenie, zba-
damy szereg anharmoniezny

1 1,1 1
3‘—7+§”z+-~' (78)

Sums tego szeregu jest, jak to wynika natychmiast ze wzoru 51 § 51,
liczha lg2. Szerew (78) jest zbiezny tylko warunkowo, gdyz szeregiem adpo-
wiednich moduléw jest szereg harmoniezny.

Zmiehmy porzgdek skiadnikéw szeregu (78), wynisujac najprzéd p, pierw-
szych jego skladnikéw dodatnich, nastepnie g, pierwszych jego sktadnikow
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ujemnych, po nieh p, dalszych sktadnikéw dodatnich, péZniej g, dalszych sklad-
nikéw ujemnyeh i t. d. Utworzymy w ten sposob szereg
1 1 1

1,1 1 oty
'f+§‘+“'+2p1_1_2 A 2q1+2p,+1+
1

1 1 _
SR R AT s e a7 = R

réiniscy sie conajwyzej porzadkiem skladnikéw od szeregu (78). Dla zbieznosei
szeregu (79) potrzeba i wystareza (w my$l twierdzeh z § 73}, iZby szereg

(79)

AT A
+(ptmget et ®

(ktéry otrzymamy z szeregu (79), laczge w grupy kolejne skladniki jednego
znaku) byl zbiezny, przyczem, w razie zhieznodci, oba szeregi maja te sama sume.
Poltézmy (dla danych ciggéw liczb naturalnyeh . i gm):
P0=0, @ =0. Pﬂ:p1+p2 + . -"I"Pn;
Q-'—_‘Qa'i‘%'i_ ce (n==1,2,38,...;
ciggi Px 1 Qu beds wige rosngce, oraz, jak latwo widzied, Pn=n, Qu=>mn
(n=1,2,3,...). Szereg (R0) bedziemy mogli przepisaé w postaci

(81)

v, to, 4oy, ; (82)
gdzie

. | - _|__,_1_

P = e 1k 1+2P,,_1+ ke sy e £

. 11 1 (83)

*=T90, 52 20.+4 T 20

dlan=123,...
Oznaczmy przez Vn sumg # pierwszych skladnikéw szeregu (82); w my$l
(83), bedziemy mieli (dla n = 1,2,3,...):
1 1 1

1,1 1
Tes=gtygtootsgrmiTrTr o Ten
oraz
1 i 1 1 1 1
’f) = — -~ .. e e e e e T . s TS A
Pa=g+5+ -t T % so 8

Wobee nierdwnoéci (49) z § b1, maniy, oznaczajge przez C staly Euler'a:

1 1 1 1 c 1
gt RR T R S
za$, wobec nieréwnodci (47) z § 51:
1 1 1 1 C| 1
PR RREr T R el E e

oraz

1 1 1 1 c 1
\‘g"i‘f""-«-‘f‘@@‘“glg@n—g\ﬁm,

icm
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wobee czego wzory (84) i (85) dajg w jednej chwili:

l "
P 1 1
V. — 1 2 " n e — J—
v T ( V@,_,) =2, 20
oraz ¢
| §2 1 1

\Vr_,,,—lg(2 E)%S

skad, poniewaz Pa=>n oraz Qv =>n (n=1,2,8,..):

l"'"[rf - (2[/ P»)]—o
-1 g =
n=00 Qu-l

oraz (86)

lim [ Yy — <]g2 l/_-g)] 0.

Jeteli wiee cheemy. zeby bylo

lim V. -,
R=00

to musi. byé, wobec (86):

limlg (2 l/:’i:) =2 oraz limlg (2'/;13 ==, (87)
A=00 Q 1 n=00 Q )

co daje, jak latwo widziec

tim B 7 ey limir =t
n-con—l_ 4 oraz n=can_ 4: ’

lim—Qlj:l

nmco @u ’
zatem, wobee Qn—1= @ — ga (w my$l (811):

. On
lim == =0,
neoo @n

Zatem, jezeli cheemy zeby bylo lim Vo=, to musi byé
n=00

oraz lim 2 o (88)

lim fl' -
Q7‘~ 4 ﬂ-mQﬂ

n=00
Z drugiej strony, Iatwo widzieé, Ze zaloZenia (88) pociagajas za sobg
wrory (87) i przeto, w mysl (86), wzbr lim Vo= .
n=O0

Dowiedlidmy zatem, #e na to izby sumsg szeregu (79) byla liczba rzeezy-
wista @, potrzeba i wystarcza, aby spelnione byly nastepujace warunki:

22
oraz: lim i e +Pu____9 (89)

Vm—— I .0 e
S AR e A A e ol L 4
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24 Rozdzial VIIL Szeregi nieskofiezone o skiadnikach statych.

Aby przy dowolnem danem rzeczywistem & byly spelnione warunki (89),

wystarczy np. przyjaé

pn=Ente* — Bin—1i2e¥* 41,
dla n=1,238,...
G = 8.
Liezby 2a i ¢=, wyznaczone z tych wzoréw, beda oczywiseie naturalne,
przyczem hedzie
iAo+ Fpa=Ente=tn oz ¢+t =dnint1),
dla n=1,2,3,..., skad, jak latwo widzie¢, wynikaja wzory (891,
Ciekawym jest jeszeze przypadek szczegdlny, kiedy
Pu=p oraz ¢.=g¢, dla #=12,3,...,
gdzie » 1 ¢ s3 dwie dane
Pt P . . Y
e FeF.  Fao 1 warunki (89) beds spelnione dla 2z = Ig (2'/%)

Przeto:

liczby naturalne. Bedziemy tu mieli stale

Zmieniajae porzgdek skladnikéw szeregu (78) w ten sposéb, iZby po
kazdych p sktadnikach dodatnich nastepowalo ¢ skadnikéw ujemnych, przy‘czem
kolej skladnikéw tego samego znaku pozostaje ta sama co w szeregu (78), otray-

mamy szereg, ktérego suma jest liczba lgzl/ﬁ.
q

3

W szezegdlnosel np. dla p=2, ¢==1, wobec ig2 Vo = —_)-—lg‘Z, otrzy-

mujemy:

w

1 1 1 1 1 1 1 1 1
—lgl=t e — = m ]
gt=rty—st+gts-—gt+yt+tg—gt+----

Dla p=1, ¢=2, otrzymujemy:

1 1 1 1.1 1 1,1
T] D e — T —— e - —_ 1 1
sk?=1-— 337ty vty -wm ot -

co ntoina tez wyprowadzié ze wzoru (78) na lg2 drogs elementarna, na pod-
stawie toZsamodei (Dirichlet’a): i

1 1 1 1 1
1—a_ 1 11 1 1 1
( g 4)'*‘(3 6 s)+"'+(2n—~1_ n—z_l“n)=
1 1 1 1 1
=1 —-= — —_—
2( 2+3+“'+2n_.1—2_n)‘
Ze wzoréw (86) wynika jeszcze, Ze kiadsc
Pa=n, ga=1, da n=1,238, ...,

otrzymamy iwso vn=-} i przeto:

1 1 1 1 1
to=c—e byt 1,1, 11 11
1~ 2 3+5 4+7+9+11_'é“+§+"'

icm

§ 75. Bzeregi, zbiezne warunkowo. 25

Podcbniez znalezliby$my:

1 1 1 ! 1 1 1 1 1 1

N S A BB S S at 4

1 2+3 4 6+5 g 10 12"9 7

-0 =

Zauwazymy jeszeze, ze z kaidego szeregu, zbiéznego warun-
kowo, otrzymaé mozna szereg O dowolnej, danej naprzéd sumie,
zmieniajae jedynie porzadek skladnikéw jednego zoaku. Moina
mianowicie udowodnié nastepujace twierdzenie:

Jeseli sums szeregu warunkowo zbieinego jest U, to zmie-
niajac jedynie porzadek jego dodatnich skladnikéw (z pozostawieniem
na miejseu kazdego skladnika < 0) mozna otrzymaé szereg. ktdrego
suma jest dowolna. dana naprzéd liczba mnuiejsza od U, zmieniajac
zaé jedynie porzadek ujemnych skiadnikéw naszego szeregu, mozemy
2z niego otrzymaé szereg, ktérego sumg jest dowolna dana naprzéd
Jiczba wieksza od U1).

Godnem uwagi jest tez, ze mozna zbudowaé szereg wielo-
mianéw calkowitych, ktéry przy odpowiedniem uporzadkowaniu
skladnikéw przedstawiaé moze dowolng funkeje ciagly 2).

Mozna tez méwié o szeregach rozbieznych bezwarunkowo, t. j.
rozhieznych przy kazdem uporzadkowaniu skladoikéw. Pomijajae
praypadek kiedy skladniki szeregu nie zmierzajg do zera, latwo
widaieé, ze na to izhy szereg byl rozbiesny bezwarunkowo, potrzeba
i wystarcza izby jego skladniki jednego znaku tworzyly szereg
zhiezny (albo skonczony), drugiego za$ — rozbiezny. (Suma sze-
regu jest woéwezas zawsze nieskoficzong: badZ zawsze -} oo, badf
ZAWBZE — OO). ‘

Powiemy wreszcie parg stdw o szeregach warunkowo kzbieinych,o sklad-
nikach zespolonych. Co sig tyczy takich szeregéw, to wogdle nie kazda liczbe
zespolong moZe przedstawiad ich suma przy odpowiedniem uporzgdkowaniu

)u——la

(=]
skladnikéw. Np. szereg th—“

” , gdzie a oznacza dowolng dana liczbe

=1
zespolona, ktory otrzymujemy z szeregu anharmonicznego (78), mnozac jego.
skladniki przez a, przedstawiaé moze przy odpowiedniem uporzgdkowaniu skiad-
nikéw, jak latwo widzied, tylko liczby zespolone postaci oz, gdzie 2 jest liczby
rzeczywists. Sa jednak szeregi o skiadnikach zespolonych, ktérych suma przed-

1) Dowéd tego twierdzenia znajduje sig w mej pracy: »Sur une propriété
des séries qui ne sont pas absolument convergentes‘. Biuletyn Akad. Krakow-
skiej z roku 1911, p. 149

%) Zob. moja odnoéng prace w Rozpr. Wydz. mat.przyr. Akad. Unmiejetn.
w Krakowie, luty 1912
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26 Rozdzial VIIL. Szeregi nieskoriczone o skiadnikach stalych.

stawiaé moze przy odpowiedniem uporzadkowaniu skladnikéw kazdg dang na-

. gn—1
przéd liczbe zespolona. Takim jest np szereg S -

Szereg ten mozemy

. -) oraz

. . . 1
(_; - %_{.% —_. ) =1 (é— ——~-:l— —{—? - .. .), otrzymanag przez wstawienie

skladnikéw drugiego z tych szeregéw miedzy skiadniki pierwszego. Szeregi

n=1

1 1 1

. 1
bowiem rozpatrywaé jako sume szeregow (T -5 -+ 5T

. . 1 1,1 11,1
o skiadnikach rzeczywistych T % + e oraz 3 — —4——}- T8

zbiezne warunkowo: moZemy wiee, dla dowolnysh danych liczb rzeczywistych
x iy, tak zmienié porzgdek skladuikéw pierwszego z nich, iZby suma otrzy-
manego przez to szeregu 3, byla liczha , zaé drugiego — izby sumg otrzy-
manego w ten sposéb szeregu Iy, byla liczba y. Sumg szeregu

g 40y~ uy - dvy vy iy L
bedzie oczywiseie liezba zespulona @ - yi, przyezem szereg ten réznié sie bedzie

o
=1
conajwyzej porzadkiem skladnikéw od szeregu y

s
no=]

Blizsza, analiza doprowadza do wniosku, Ze sa trzy rodezaje szeregéw
zbieznyeh o skladnikach zespolonych: 1) Szeregi, ktdre moga przy réinych
uporzadkowaniach skladnikéw przedstawiaé tylko jedng liczbe, 2) szeregi, ktdore
przy odpowiedniem uporzgdkowaniu skladnikéw mogy przedstawiadé kazdg liezbe
zespolona postaci ax b, gdzie o i b s3 dane liczby zespolone, zaé z jest do-

. o«

. : . . (— 1yla b
wolna livzha rzeczywsita | takim np. jest szereg S _“”—_"‘5.: , oraz

ne=1

3) szeregi, ktérych suma przy odpowiedniem uporzgdkowaniu sktadnikéw przed-
stawiad moze dowoina liczbe zespolong?).

§ 76. Rozpoznawanie zbieznoSci i rozbieinoSci szeregéw.

O zbieznoéei lub rozbieznosei szeregébw wnosimy najezgéeiej
przez poréwnanie ich skiadnikéw ze skiadnikami szeregéw, ktérych
zbiesnosé lub rozbieznosé jest nam znana, opierajac sig przytem na
nastepujacych twierdzeniach:

Twierdzenie 86. Jedeli seereg o skladnikach nieujemnych

ty - up Fug ... (90)

!, Dowéd tego twierdzenia podal P. Lévy w Nouv. Ann. math, (4) b
(1805), p. H06.

icm

§ 76. Rozpoznawanie zbienoSci i rozbiesnodei szeregéw. 27
jest zbiedny, zas skiadniki szeregu
o v (91)
spelniajq nierdunodé ,
Lo, | <au, da n>g, (92)

gdzie a jest liczbg dodatnig, niezalezng od n, to szereg (91) jest tez
2biesny (bezwzglednic). .

Dowdd. Zalézmy, ze szereg (90) jest zbiezny, oraz ge sklad-
niki szeregu (91) spelniaja nierdwnosé (92). Wobec (92) mamy wige
Yups | [0l oo [ | S @ty - thpga - sty (98)

dla n>p, k=1,2,3,...

Lecz, wobec zbieznosei szeregu (90) i w mysl tw. 81, dla
dowolnej danej liczby dodatniej ¢ istnieje takie » (zalezne od ¢), iz

&
u,,+,+u,,+2—|—...+u,,+k<—;, da n>», k=123,...,

skad, wobec (93). dla n wigkszych jednoczednie od i »:
vl Flope!l+.  Floal<<e (=1,23,..)
co, w mysl tw. 81, dowodzi zbieznosei szeregu
vl v | v [+
czyli zbieznosei bezwzglednej szeregu (91}, ¢. b. d. o.
W szezegblnoscel, jezeli szereg (90) jest zbiezny, s oznacza jego

sume, zab v,—au, (n=1,2,3,...) (gdzie a oznacza liczbg nieza-

lezng od n), io suma szeregu (91) jest liczba as Dla dowodu wy-
starczy zauwazyé, Ze oznaczajac przez s, i o, odpowiednie sumy
czgstkowe szeregow (90) i (Y1), mamy stale o, =as,, skad

[=-]
limo,=a lms,, czyli 2"1;_ = as.
mmca i .

-

x
Mamy wige, w razie zbieznosci szeregu Su,l, przy wazel-

n=l

kiem a, niezaleznem od :

oo =]
Saun=a Su,,,

u=1 n=l

co wyrazamy, mowige, ze ceynnik niczaleény od zmiennej sumowania
mozemy w szeregu nieskonczonym wyprowadzié przed zmak sumy.
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28 Rozdziat VIIL Szeregi nieskoficzone o skladnikach statych.

Twierdzenie 87. Jeéeli szereg o skiadnikach nieujemnych Sy,
jest rozhiesny, i jeteli zachodzi nierdwnosé
v, =au,, dla n>u, (94)

gdzie a jest liczby dodatnia, niezalezng od n, to szereg v, jest roz-
hiezny.
Dowéd. Mamy, w mysl (94) i wobee @ > 0:

", = “odla > u;
a

b
gdyby wiec szereg v, byl zbiezny, to, w mysl tw, 86, hylby
zhiesny i szereg Swu,, whrew zalozeniu. Szereg 3w, jest wige roz-
biezny, ¢. b. d. o

Twierdzenie 88. Szereg o skiadnikach dodainich Su, jest
zbiegny, jezeli
Y1
U,

dla n>u,

(95)

gdzie a oznacza liczbe dodatniq (niezalezng od n), mniejsza od jednosei.

Dow6d. Zalézmy, ze skladniki szeregu Ju, sg dodatnie i spel-
niajg nieréwnosé (95): mamy wige

Hoy = au,. dla &> u:
jezeli wiee k omnacza wskaznik > u, to bedsie wy, < au,
Upps == Ay < A%, Upps =S B0 == @B, 1t d., ogolnie
w, < a"*u,, dla n>k
i przeto, kladae
Uy
a4
bedziemy mieli
u, < Aa*. dla n> k. (96)

Lecz szereg Ja” jest, jak wiemy (§ 70), zbiezny dla 0 <Ca < 1:
wnosimy stad, wobec (96} i w mysl tw. 86, ze szereg u, jest
zhieiny, c. b. d. o.

Zanwazymy jednak 26 jezeli o skladnikach szeregu Ju, wiemy

Ly,

tylko to, ze stosunek 2+ jest stale mniejszym od jednosei, to nie

(N

mozemy jeszcze Wnloskowaé o zbieznosei szeregu. Np. szereg harmo-

<L

n-H n

u, n-+1

. 1
niezny S' Jest rozblezny, pomimo Ze w nim stale

icm
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§ 76. Rozpoznawanie zbieZnosci i rozbieZnosci szeregdw.

Zwrécimy uwage tez na to, Ze warunek tw. 88 nie jest ko-
nieczny dla zbieznosei szeregu: np. szereg

1 1 1 1 1 1
P=gtytatztygtgt

(ktéry po polaczeniu w grupy kazdych dwéch réwnych skladnikéw
daje postep geometryczny) jest zbiezny, chociaz przy nieparzy-

stem z# mamy stale 2 = 1,

Twierdzenie 89. Szerey o skladnikach dodatnich Su, jest roz-
biesny, jegeli

Upiq

U,

'n

dla n>u.

=1,

Dow6éd. W mysl naszego zaloienia mamy, oznaczajac przez k
wskaznik > u:

skad, w jednej chwili:
dla n=>k,

eo dowodzi (wobec u, > 0), ze nie moze byé lim u, = 0. Szereg Ju,

Uy ==t

jest wige rozbiesny, c. b. d. o.
Twierdzenie 90. Szereg o skladnikach doddtnich Su, jest

2bietny — jeseli lim :’1 <1, 97)
rosbieiny — jeseli Hm¥~ 1 (98)

Dowdéd. Zalézmy, Ze zachodzi nieréwnodé (97). Oznaczajac

“'n+1

przez a liczbe (dodatnia) posrednia miedzy hm oraz jednodcis,

bedziemy mieli
g Un i1

n=oa Uy

a<l;

< a oraz

pierwsza z tych nieréwnodei dowodzi, w mysl tw. 6, iz

%Sa, dla #>u,

skad, wobec drugiej i w mysl tw. 88, wnosimy o zbieznosci szeregu Su,.
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Zalésmy teraz, ze zachodzi nieréwnofé 98). W my4dl tw, 7
wnosimy stad, e

dla 7> u,

skad, w mysl tw. 89, wynika, Ze szereg Ju, jest rozbieiny. Twier-
dzenie 90 udowodniliémy zatem w zupelnosei. Jako natychmiastowy
wnoiosek z tw. 90 otrzymujemy

Twierdzenie 91. (Cecha dAlembert’a). Szereq o skiadni-

kach dodatrnich u, jest zbiesny, jeeli lim y“~f—< 1, rozbieény, jedeli

nemoa Uy,
im 2t
e
Przyklady.
Szereg nieskoficzony
2 22 28
L4 gitg+g+- (99)

jest zbieiny bezwzglednie przy wszelkiem zespolonem 2.
Istotnie, dla 2==10 jest on zbieiny oczywiscie, zad dla z == 0
manmy | 2| >0, i dla skiadnikéw szeregu -

+

z 22
|zt

-y Fug ... =1-4

m&my u‘:lﬂ =I-Zl (72 == 17 2: 3! .. '), Sk@d l’ém lg’—’:‘-—l =0

n neoo U,

)

co, w myél tw. 90, dowodzi o zbiesnosei szeregu Su, i praeto
o bezwzglednej zbieznosei szeregu (99).
Wynika stad, ze przy wszelkiem zespolonem .z:

(100)

: . 2 R AR,
Warto zauwazyé, Ze wyrazy ciagu o, = aczkolwiek granieg ich jest

zero, przy wielkich z, puezatkowo, doé¢ szybko nawet, wzrastaja: np. dia z=10,
mamy ¢, = 10, v, =50, », = 1663, », = 4163, », =838}, v, =18885,....,.

Sadzae z zachowania sie pierwszyeh kilku skladnikéw moznaby przy-
puszezal, Ze wyrazy naszego ciagu wzrastajp nieograniczenie, tymezasem jest
wreez przgciwnie, gdyz, jak dowiedlidmy, wyrazy v, nieograniczenie malejs.

icm

§ 77. Kryterjum Cauchy’ego. 31

Niech teraz a oznacza dowolng dang (jak chese zreszts mals)

liczbe dodatnis. Kladse we wzorze (100) 2 = %—, otrzymamy

. 1
lim. — 0,
neoo 1 G™

skad

lim !l a" = 4 oo

przy wszelkiem dodatniem a.
Jako drugi przyklad, weimy pod rozwage szereg Zu,, gdzie
U, == %ﬂ, zag £ > 0. Mamy tu

Unir
u’l

skad lim s - P

n=oo U,

n
n-41 aE
i przeto, w mysl tw. 91, szereg nasz jest zbiezny dla 2 <C1 oraz
rozbiezny dla x> 1. Dla =1 kryterjum d’Alembert'a nie
pozwala wnioskowaé o zbieznosci lub rozbieznodei naszego szeregu,
skadingd jednak wiemy, Ze jest on rozbiezny (jako szereg har-
moniezny).

2

' . 1 . ) ,
Podobniez, dla szeregu Zn(n———i-l) kryterjum d’Alembert'a

froa]

nie jest stosowalne, gdyz znowu lim Yot 1, szereg zaé jest zbiegny,
, . Sy 1
gdyz jak latwo widzieé s, = 1———n+ 1(n=1,2,...) (zob. § 70).
Widzimy wige, Ze jezeli
lim yl‘t;—l"l =1,

to szereg Ju, moze byé zaréwno zbieiny, jak i rozbiezny.

§ 77. Twierdzenie 92. Szereg o skifadnikach dodatrich Zu,
jest zbiedny, jezeli dla n > u mamy V@T,, = a, gdzie a <1, 2a$ roz-
biegny, jezeli dla nieskoiczenie wielu sktadnikéw szeregu mamy Vu,. =1,

-t
Dowé6d. Nieréwnosé Ju, < a mozemy napisaé w postaci:
u, < a*; jezeli wige nieréwnodé ta zachodzi dla n>> g, to, wobec
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zhiesnodei szeregu Ja* dla 0 <a<C1, oraz w mysl tw. 86, wno-
simy o zbieznodei szeregu i, .

Jezeli za$ dla nieskofiezenie wielu skladnikéw u, mamy J/u, = 1,
to mamy tez dla tych skladnikéw u, =1, co dowodzi rozbieinosei
naszego szeregu. Udowodnilismy wige tw. 92. Jako latwy wniosek
z niego ofrzymujemy

Twierdzenie 93. Seereg o skladmikach dodatnich Zu, jest

zhiesny — jeseli lim VzT <1,

rozbiesny — jeseli %Vu;> 1
Jezeli bowiem zachodzi pierwsza z tych nieréwnosei, to mamy.
w mysl tw. 6 (oznaczajae przez a liczbe posrednia migdzy ,l?EV;"
oraz 1):
‘7’L_L:<a<1, dla n>u,
skad, w mysl tw. 92, wnosimy o zbieznofeci szeregu Zu,.

Jezeli zag zachodzi nieréwnosé lim Ju, > 1, to, w mysl tw. 6,
musi byé, dla nieskohczenie wielu réznych #, Vu-, > 1, ezyli u,>1,
skgd wnosimy o rozbieznodci szeregu 3u,. Udowodnilismy wige
tw. 93. Jako szczegllny przypadek jego otrzymujemy:

Twierdzenie 94. (Cecha Cauchy'ego). Szereg o skéadnikach
dodatnich Zu, jest :

abiesny ~— jedeli lim Ju, << 1,
rozbiesny — jeteli lim Yu, >1.

Jeseli lim J/u, =1, to szereg Su, moze byé zaréwno zbiezny

S . 1 .
jak i rozbiezny. Np. dla "=, gdzie % oznacza liczbe naturalns,

- . n 1 k . B .
mamy V;,,:(T-V:), lecz, w mysl wzoru (178) z § 46, mamy
n

lim fn =1, skad lim P&:=1.

icm

§ 77. Kryterjum Caunchy'ego. 33

Dla k=1 otrzymujemy szereg rozbiezny (harmoniczny), zas
dla k=2 — szereg zbiezny, gdyz skladniki jego sa odpowiednio
nie wieksze od skladnikéw szeregu zbieznego

1 1 1
2= —s+s5asts—+---
1+1.2+2.3+3.4+
Twierdzenie 93 nie jest, oczywidcie, stosowalnem tylko wtedy,

jezeli lim Ju, =1, natomiast twierdzenie 90 nie jest stosowalnem
wtedy, jezeli lim z+1 =1 = lim 242

=cc Uy nmco Uy

Okazemy teraz, Ze twierdzenie 93 jest ogdlniejsze, nif twierdzenie 90,
t. j- Ze tw. 93 daje sie stosowaé w tych wsazystkich przypadkach, w ktérych
daje sie stosowaé tw. 90, ale nie naodwrét. Udowodnimy mianowicie, ze dla
kazdego ciagu nieskoriczonego liezb dodatnich wn zachodzg nieréwnosei:

n ”
fim Vo < Bim 2P oraz Uim ! <lim Yun . (101)
noc n=eo n e
Potézmy
Vit = au, “;+’=bn, dla n=1,28.... (102)

Mamy stad przy naturalnem k:
Upp1 = by Ug, Urls=— bk+1 Uppy == bk+1 Uy Uk,
ogélnie, dla n > k:
M Uy =bn— Bu—a ... bx . (103
Polézmy, dalej o
lim by =L (104)

n=00
— bedzie to oczywideie liczba rzeczywista nieujemna. Gdyby bylo L=},
plerwsza z nieréwnosei (101) bylaby prawdziwa oezywiscie, mozemy wiee dalej,
dla jej dowodu, zakladaé, Ze L jest liczba skofiezong.
Niech & oznacza dowolna dang liczbe dodatnig. Wobec (104) oraz w my$l
tw. 6, bedziemy mieli
b Lte, dla m>pu,
skad, wobec (103), bedziemy mieli, dla k> ‘u:'
Uy << (L e—*ug, dla n>k; -
kladge (przy obranem k > u) .
Uz
T
(bédzie to liczba rzeczywista dodatnia), otrzymamy wige
, << (Lt8re, dla n>k,
skad i
Vo, < (L42) Ve, dla n>F. (105)
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Lecz, w myél wzorn (86) z § 43, mamy
im fe=1,

n=00

skad
Lm L+ & =L+ &

n=0c

nieréwnoéé (105) daje wige, w myél tw. 8:

lim Vu, =L+,

n=cc

co, wobec dowolnosei liczby dodatniej &, pocigga za soba nierownodé
lim l g =1L,
n=00
ktdra, wobec (104) i (102), przedstawia pierwsza z nierdwnosci (101).
Udowodnimy teraz drugg z nierdwnogei (101). Polézmy
bim St (106)
— bedzie to oczywiscie liczba niewjemna. W razie I =0 druga z nieréwnoéc
{101) zachodzi nczywiscie: mozemy wiee zalozyd, Ze I > 0. Zatézmy nadto, ze !
jest liczbg skoxtczong.
Niech £ oznacza lieczbe dodatnia <I. Wobec (102) i (106) oraz w my$l
tw. 7, bedzie
ba =>1—e, dla m>pu,
skad, obierajac wskaznik k¥ > g, bedziemy mieli, wobee (103):
Uy =l — &) Fue, dla n>k;
kladae (przy obranem k> x)
U
T ®
bedziemy wiec mieli
Uy > (1 —&)e, dla a>E,
skad
Ve, =q— 2 Ve,
skad, jak wyzej: ’
lim fu,=1—-
n=00

i przeto, wobec dowolnodei liezby dodatniej e:

lim m = I,
n=cc
co, wobec (106), przedstawia drugs z nierdwnofei (101). Nierdwnosé te udowod-
nilidmy wiee w przypadku, kiedy I jest liczba skorficzong.
Gdyby bylo =}, mielibyémy, wobec (106) i w my$l tw. 7, przy
wszelkiem danem rzeczywistem A:

ba>A, da m>au,

icm

§ 77. Kryterjum Cauehy’ego. 35

skad, jak wyzej, znaleflibysmy
lim Y, = 4,
ﬁ:—&
co, wobee dowolnosei 4, daje
tim Y = oc;
druga z nieréwnoéei (101) zachodzi wige w kaidym razie.
Nierdwnosei (101) zostaly zatem dowiedzione w zupeinosel.
Jako natychmiastowy wniosek z nieréwnogei (101) otrzymujemy

Twierdzenie 95. Jezeli dla ciagu nieskonczonego liczb dodatnich u, istm'eje

'Tgranica Tam u—:‘-ﬂ (skoriczona lub nieskonczona), to istnieje tez yramca lim P 4,
Nn=00 " n=00
przyczem obie te granmice sq réwne (Caunchy).
.U . U,
Wiec np.; kladge t, =1, bedziemy mieli X' ==n-1, oraz lim — = o,
- Un n=oo Un )

skad, w my$l tw. 95, wnosimy Ze lim VAl = co.

n==00

Dla 4, = n, wobec lim Yot _ lim (1 -+ %) ==1, wnosimy, w mysl tw. 95,

nmoo Un n=00

o bim fn=1.

n==00

Niech teraz @, oznaecza cigg liczb dodatmch posiadajacy gramcg (skoni- »

ezong lub nieskoriczona) hm an = a.
. PIRT] un+l
Kladge %n =@, @, . ... &y, bgdzxemy mieli == = app1 (n=1,2,....)

i przeto lzm—u— =a, skad, w my$l tw. 95: hm y— =a, czyli | hm Va, ay...0.=0.

n=00
Dowiedlismy wiec
Twierdzenie 96. Jedeli a, >0 (n=1,2,8,..) oraz kma,=a, to

nmoo

mamy tez lm Vot1 ay... 00 =2,
n=o0
7 twierdzenia 95 wynika natychmiast, Ze twierdzenie 94 daje sie stosowaéd
dla rozpoznawania zbiesnofci lub rozbieznofei szeregéw zawsze wtedy, jedeli
daje sie stosowad twierdzenie 91. Lecz niekénieeznie naodwrét. Weimy bowiem
pod rozwage szereg Su., gdzie

2 (— 1) .
un=$, dla n=1,23,.... (107)
1 Yut1 3
‘Wobee (107) mamy to Lol =3 dla n parzystych, za§ Py dla n
nieparzystych, zatem
Tom 1= i 2 1 , Tim s 3 ;
m b n=moo Un 2

18
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\
wezgledem szeregu Su. nie jest wice stosowalne ani twierdzenie 91, ani tez
twierdzenie 90. Natomiast wobec (107), mamy

e

—'<")| dla n=1.23,....,

=9
skad . ’
1<jm=t
i przeto, wobee fiz) i/ 3=1:
fin o= 5

skad, w mysl tw. 91, wnosimy o zhieinodci szeregu .

Wiynika stad, Ze kryterjum Cauchy’ego jest ogdlnigjsze niz kryterjum
d’Alembert’a. To ostatnie znowu posiada w pordwnaniu z pierwszem te za-
lete, e stosunek dwodch kolejnych skladnikéw szeregu (oraz ewentualna jego
granica) zazwyezaj latwiej vbliczad sic daje niz n-ty pierwiastek z n-go skladnika

§ 78. Twierdzenie 97. (Cecha Kummera) Na tfo, seby
szereg o sktadnikach dodatnich Su, byt zbiciny, potrzeba i wystarcza,
i2by istuial cigg wieskonczony liceb dodatnich a,, oraz liczba do-
datnia e, takie i

0,
a,-—" — @, >a, da »>p (108,
Dowéd. Okazemy. ze warunek nasz jest wystarczajacy.
Nieréwnos¢ (108) mozemy przepisaé w postaci

dla 2> u.

bedziemy wiec mieli dla

Qllyyy < AUy — gy Uy 4
Oznaczajac przez L wskazuik > u,

n > ke

Gy < @ Uy — Qg Uy s

CUpya < gy Upgq — Gppnlya,

Qu, < gty —a,u,,
skad. po dodaniu stronami. kladge s, =1, 4w, 4. ..
a, >0 oraz «, > 0j:

-+, (wobee

) afs, — s} < @ u,—a, 1, < a0,
1 przeto
a,u,
8, < 8y P dla 2> i,
co dowodzi, ze ciag s, jest ograniezony, zatem — jako rosnacy

zbiezny. Szereg Zu, jest wiec zhiezny, ¢ b d. 6.

icm

§ 78. Cecha Kummer'a. Prawidlo Raabe’go 317

Zalézmy teraz, #e szereg o skladnikach dodatnich Zu, jest
zbiezny i niech s oznacza jego sume, s, — sumy czgstkowe.
Polézmy

(109)

— bedzie to cizg nieskonczony liezb dodatnich, przytem bedzie
w myél (109):

= s——-——'n+1 — s" = 1

un+1 un—l—1 ’

co dowodzi, ze warunek naszego twierdzenia jest konieczny. Twier-

dzenie 97 udowrdniliémy zatem w zupelnosei. Przyjmujae w tem

twierdzeniu a@,=n (n=1,2,8,...), otrzymujemy jako natychmia-

stowy wniosek:
Twierdzenie 98. (Prawidlo Raabe'go). Seereg o skiadni-

kach dodatnich Zu, jest zbiesny, jezeli, dlu n > u:

( U,
n o~
n+1

 Okazemy obecnie, ze szereg o skladmikach dodatnich Zu, jest
rozbiedny. jeteli dla n> u

(i

n —

gy

Nieréwnoéé (110) mozemy oeczywiscie przepisaé w postaci
(n4 1) wppy = nu,;

eeli wiee % oznacza wskaznik > p, to mamy, dla n> k:
nu, = ku,,

dla n=123,...,

) >a, gdzie a>1.

(110)

1)31.

czyli
k uk

U, = , dla 2>k,
co, w mysl tw. 87 i wobec rozbieznosci szeregu harmonicznego,
dowodzi, ze szereg 3u, jest rozbieiny, ¢ b. d. o.

Jako latwy wniosek z tw. 98 otrzymujemy

Twierdzenie 99. Szereg o skladnikach dodatnich Zu, jest

2biesny — jedeli lim n( % 1) >1,
neo0 b1

mzbzeény — jezeli limn ( — 1) <1l
ne=00 l(n+‘
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Przyjmijmy, w szezegblnodei u, == ;{1:,_—1, gdzie & > 0. Bedzie tu
Uy 1\t

n (uﬂ“——-l) —n [(1—;-;) — 1].

Lecz, w myédl nieréwnodei (171) i (143) z § 46 (dla & > 0):

1 1)+ 1—|—a
Fﬂz(“““ﬁ) =i+t
n

(111)

da n>1+4a

skad, wobee (111):

_Lteae >n(_’L )>1+a, da n>1+4a
1_1—{——42 Uiy
skad, w jednej chwili:
lzmn( —1)—1—{-—&
n=oo  \Upniy

i przeto, wobec ¢ >0 i w mysl tw. 99 wnosimy, ze szereg Ju,
jest zbieiny.

. v 1 - .
Natomiast szereg 2;1—, a wige tembardziej, kazdy szereg

oc

1 . . . . .
2‘ popee ) gdzie @ <0, jest rozbieiny. Mamy wiee wniosek:

Szeregi .
11 1 1
*17,+2—a+§3+4—=.;+---- (112)

sg 2bietne dla 0> 1, oraz rozbietne dla o << 1.

&
Zauwaiymy, e zbienodé szeregu (112) dla ¢ >1 mozemy z latwodcis
udowodnié tez bezpoérednio. Oznaczajge mianowicie przez s, sume # pierwszych
skladnikéw szeregu (112), mamy oezywifeie przy naturalnem k:

53t = 8y (832 — 83) (855 — 8a0) T .. (591 — 5,01). (113)
Lecz
_ _ 1 1 1
8gx szn—lv (2"__1+ 1)0. + (2n~1 + 2>f,+ .. + mT)” <
L
Pt AR |
‘9G—o W

icm

§ 78. Szeregi £(s). . 39
skad, wobec (113):
i 1
1 1 1 57:::1 21:(0'-1) ‘
Sgk < S, + 2—0_1+ ——22(6—‘2) + PP + 2("‘1)(0—1) =3, i s
1— =
i przeto, dla & > 1: ‘
3 1
s < gz = 4o (114)

gdzie A, nie zalezy od k.
Jeteli teraz # oznacza dowolny dany wskaznik, to mozemy obraé k takie,
izby bylo 2* ==n, i przelo bedzie s, << s,x, skad wobec (114):

5, < A4,.
Ciag &, jest wigc ograniczony i przeto {jako rosnacy) zbiezny, co dowodsi,

2e szereg (112) jest zbieiny, dla o > 1.
Jako przyklad rozbieznego szeregu (112), weimy pod rozwage szereg

(115)

1 1 1 1
rtrtEtET
Oznaczmy przez S, sume # pierwszych skladnikéw szeregu (115). Przy
naturalnem ¥ mamy toZsamosé

Viz_z(l/i—yi?‘:i)=—

kiadge w niej kolejuo k=1,2,..

1
Ve(fe+ Ve—1)*’

. n i dodajac stronami, otrzymujemy:

Sp— 2 V;l=~—- (116)

v 1
% Ve(Wes-Ve—n)*

Mamy omywiécie

Vk(V"—{- Ve—1

)"_kyk (=1,23,....

1 3 , .
20, wobec zbieZnosci szeregu SEE dla 0=-3", dowodzi o zbieznosei szeregu

k=1

(117)

1
Azgﬁﬂfﬂ Ve— 12
Wezory (116) i (117) daja wiee:
i (L 1 i) =e
517.2(7’1"*“1/5*’""*‘%’“””)“ 4,

gdzie 4 oznacza pewng staly dodatnig.
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§ 79. Niech teraz u, oznacza ciag nieskoniczony liezb do-
datnich; polézmy

s,=tyFu ... +u @#=123..) (118)

Przy dodatniem ¢ mamy, w mysl wzorn (144) z § 46 (tw. 62)

(dla =9, d= ~u~"—), z uwagi, ze, w mysl (118), 1 + —si‘.;
n—1 n—1 n-1
(i)"— 1>9% dla n—2,34,...,
Sn—t A
skad
171 1 ", \
e [suﬁ’_l - 8—,‘3] = site? da n=23,...
oraz
o 171 1 1 o
Zﬁsb_[@—?ﬁ]<5§’ da m=234,.
n=2 -
skad wnosimy, ze szereg o skladnikach dodatnich 2;2_‘9 jest ogra-

=2
niczony i przeto zbiezny. Mamy wiec
Twierdzenie 100. Jedeli w, jest ciagiem nieskonczonym liczb
dodatnich, s,=wu ;4 ...4u, (n=1,2,3,...), 2as ¢ oznacza
liczbe dodatnia, to szereg

o

2‘3% (119)
n=1
jest abictny.

Zaléimy, w szezegdlnodei, ze szereg Su, jest szeregiem roz-
bieznym o skladnikach dodatnich: powiadam, ze szereg (119) bedzie
rozbieiny dla ¢ << 0.

W samej rzeczy, mozemy napisaé, wobec (118):

. o .7 o il " NP RS
Sapa Suts Sutx Sudr ’ ‘S'n-l-kr
1
2 7
gdyz lzm Swpa = 00, skoro szereg Ju, jest roszbieiny. Istnle.le wige

za§ dla dostatecznie wielkich k, przy danem #,

dla kazdego naturalnego n takie k, iz
1|+1+ n+2+ + n+k> 27
u+1 n+2

icm

§ 79. Twierdzenie Dinie'go. 41

co dewodzi, ze szereg (119) jest rozbiezny dla ¢ == 0 i, tembardziej,
dla ¢ <C 0. Stad, wobec tw. 100, mamy —

Twierdzenie 101 (Dinie'go). Jezeli Su, jest szeregiem roz-
bieznym o skiadnikdch dodatwich, to seeregi

oc
N u,

% (ot - ttg = .. u,) e
sq 2biedne dla ¢ >0 oraz rozhieine dla ¢ = 0.
Stad, w szczegdlnodel, dla u,=1 (n=1,2,3,...), wnosimy
o zhieznosel szeregéw

o

1
i 7T
n=l
dla ¢ >0 i rozbieinodci ich dla ¢ < 0.
Przyjmijmy, dalej u, = —112 (n=1,2,3,...): wobec rozbiez
noéci szeregu harmonicznego, wnosimy, w mysl tw. 101, ze szeregi
N 1

v e

n—‘l n( + + + )

sy zbiezne dla ¢ >0 i roszezne dla ¢ << 0. Lecz, w mysl nieréw-
nosci (46) z § 51, mamy

1 1 1 1
lgn+ C+ ;>-T+§+...+;Zlgn+0,

(120}

(121)
(n=1,23...)
gdzie C oznacza pewns staly dodatnia: jest wige
1 1 1
i"+§+...+;i‘>]gll, dla n=1,2’3,.‘.‘
1 przeto skladniki szeregu
5‘ (122)

e 1@

=2
53 odpowiednio wigksze od skladnikéw szeregu (120) dla ¢=0,
ktéry jest rozbiezny. Szereg (122) jest wiec rozbiezny, i, tembar-
dziej szeregi

o1
o e 123)
T (
%‘ n(lgn)te

sg Tozbieine dla ¢ < 0.


pem


42 Rozdzial VIII. Szeregi nieskoficzone o skladnikach stalych.

Z drugiej strony, wobee (121), mamy, jak latwo widzies, dla
dostatecznie wielkich #n:

1,1 1
ittty
i przeto, dla 0> 0:
(T4+5+ -+ Ly

skladniki szeregu (123) sa wige (dla ¢ > 0), poezynajae od pewnego
miejsea, mniejsze od skladnikéw szeregu (120), pomnozonych przez
21te, skad, wobee zbieznosei szeregéw (120) dla ¢ > 0, wynika
{w mysl tw. 86) zbieznod¢ szeregéw (123) dla ¢ > 0. -

Zatem:

Szeregi (123) sq zbiesne dla ¢ > 0 i rozbiedne dla o << 0.

Jako zastosowanie otrzymanych wynikéw, wprowadzimy t. zw.
kryterja logarytmicene.

<2lgn

21+9 lg n) 1+9

Twierdzenie 102. Szereg o skiadnikach dodatnich Su, Jest

v - lgu,
zbiesny — jedeli ,l.tﬁ on <— 1 (124)
rosbicény — jebdli siale %% =1 (125)
Dowéd. Zakladajac, e zachodzi warunek (124) i oznaczajae
przez — (14 @) liczhe poredniy migdzy lim lliz: oraz — 1, be-
dziemy. mieli p > 0 oraz, w mysl tw. 6, dla dostatecznie wielkich n:
g u,
lgn <—~'(1 + g)’
skad
lgu, <lg -
oraz
’ 1
U < 7_1,—1::@ ’

-5}

S, 1 .o
. ¢co, wobgc zbieznosdel szeregu Sm dla ¢ > 0, dowodzi zhies-
nel .

mofci szeregu Su,.

icm

§ 79. Kryterja logarytmiczne. 43

Zalézmy teraz, ze zachodm warunek { 125), dla n=1,2,3,.

1
lg , zatem u, = —, skad, wobec rozbieznosei
n

azeregu harmomcznego, wnosimy o rozbieinofei szeregu Ju,. Udo-
wodnilidmy wiee tw. 102. Jako natychmiastowy wniosek z dowie-
dzionego twierdzenia, otrzymujemy

Twierdzenie 102°, Szereg o skiadnikach dodatnich Zu, jest

Mamy stad lgu, =

obiedny, jed lgg':" — 1.
rozbietny, jezeli lggu,. — 1.

Udowodnimy jeszeze
Twierdzenie 103. Szereg o skéadnikach dodatnich Ju, jest

—lgnu
e T BRUN 9
zbiegny — jezeli EZZ olgn <—1, (126)
., s R, lgnu,
rozbiegny — jeseli dla dostatecznie wielkich n stale Tglgn >—1. (127)
W same) rzeczy, podobnie jak przy dowodzie tw. 102, wno-

simy, e jezeli zachodzi warunek (126), to, przy pewnem doda-
tniem ¢, mamy dla dostatecznie wielkich 7:

ig;@gunﬂ <— (1 + o), skad lgnu, <lg (1—57—3)?‘_5
oraz
1
= ulgnE

wobec zbieznosci szeregéw (123) dla ¢ > 0, wnosimy stad o zhie-
znosei szeregu Su,.

Z drugiej strony, jezeli dla > u zachodzi warunek (127),
to mamy

u, > ————, da n>p,

n Ign

skad, wobee rozbiesnosei szeregu (122), wnosimy o rozbieznosei
szeregu 3w, . Udowodnilismy wige tw. 103.

§ 80. Twierdzenie 104. (Abela). Jeseli szereg Zu, (o sklad-
nikach zespolonych) jest ograniczony, zas &, oznacza cigg malejacy
(liczb dodatnich), zmierzajacy do zera, to szereg Ze,u, jest zbiesny.
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Dowéd. Zalézmy, ze szereg Su, (0 skiadnikach rzeczywistych.

lub zespolonych) jest ograniczony: istnieje wiee liczba (dodatnia) 4
(niezalezna od =z), taka, iz kladge '

Se=ty Fuy+...+ 1, =123 (128)
mamy ‘
8, ] <, dla n=1,23,... (129)

Niech, dalej, &, oznacza ciag malejgcy (licsb dodatnich), zmie-
rzajacy do zera, i poléimy:

o,=& u F&u~+:..4eu, da n=123 .. (130

Wobece (130) oraz (128) znajdujemy przy wszelkich natural-
nych » oraz k:

Orpr — 0, == Epy Uy ~F Eppp Uy <. oo By Uy =
= &opa (Sup1 — 50) T Eugr (Snra — Sera) o B (Sagr — Supy) =
= — 841 80 (Eatr = Eapa) Sups T (Bupr — Euga) Suga 4+ - ..
vov ot (Entrmt — i) Supims T i Sepae

Z uwagi na (129) oraz na to, z¢ w mysl zalozenia co do
ciagu &, kazda z réinic &1 — &40, Eipa—— Euysi- - - Eupumy — Eugy jOSE
dodatnig, mamy stad:

[ U""H‘ - G, l S A [EW-H + (cﬂ—{-l - n-l—?) +
+ (£"+‘2 - 8ﬂ+3) + e + (eu+k——1 - En-{—k) + En-i—k] =2 'Aen»(—»l . (131)

Lecz wobec lim &, = 0 mamy, przy dowoluem danem do-

datniem ¢

g <<e, dla n>u,
zatem, wobec (131):

[ — 0, | <<24e, dla n>p, k=1, 2,8,...,
skad, wobec (130) i w myél tw. 81, wnosimy o zbieznosci szeregu

28,, u,, ¢. b. d. o.

n=1
Przyjmijmy, w szczegélnosei w, == (— 1)1 (n=1,2,3,...):
otrzymamy szereg ograniczony

I1—141—141—...

(gdyz mamy w nim stale | s, | < 1), skad, w mysl tw. 104, otrzy-
mamy nastepujace

icm

§ 80. Szeregl naprzemienne. 45

Twierdzenie 105. Szereg nieskonczony
& — &+ g —e+... (132)
o skiadnikach naprzemian dodatnich i wujemnych, malejgcych bez-
waglednic i amierzajgeych do zera, jest zawsze zbieny.
Szeregi nieskoficzone (132), spelniajace warunki tw. 105, na-

Zywamy Szeregami naprzemiennymi.

O szeregach tych udowodnimy

Twierdzenie 106. Suma szeregu naprzemiennego jest wicksea
od kaddej sumy czastkowej rzedu parzystego, oraz mmiejsza od kazdej
sumy ceastkowej rzedu nieparzystego, zas blad, popelniony przez za-
stqpiente sumy szeregu nApPrzemiennego Sumg czastkowq, jest mniejszy
bezweglednie od pierwszeqo odrzuconego skladnika.

Dowdd. Polézmy

==& — & + g — ...+ (— 1)u~-1€" (n =12 33 .o ') (135)
oraz
lim 0, = 0. (134)

Poniewas ciag &, jest, jak zakladamy, malejacy, wige mamy
przy wszelkiem naturalnem 7, wobec (133):
Ognyn == Ogy + €11 — Eaupa > Oany Oy == Oy — (820 — €2011) << Oy’
zatem: sumy czgstkowe rzedu parzystego stale wzrastajs, zas$ sumy
czastkowe rzedu nieparzystego stale ‘maleja, a Ze granicg jednyeh
i drugich jest, w my$l (134), suma szeregu o, wige mamy:
Oop <0< Ooy, dla a=123..., (135)
Mamy wige, dla & parzystego
0, < 0 < Oryg -
za§ dla % nieparzystegno
O'k-H < 4 < Ul;j
w kazdym wiec razie
lo—a|<|op—o, k=123..)
czyli, z uwagi, ze, wobee (133), 0.4y — 0= (— 1)*&ups:
|o—o | <&y, dla £=1,23,... (136)
Nieréwnoéci (185) i (136) dowodzg prawdziwosei twierdze-
nia 106.
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Co do szeregéw o skiadnikach naprzemian dodatnich i ujemnych, zmie-
rzajacych do zera, to zauwaZymy, Ze mogs one byé¢ rozbieine (o ile skladnik;
nie maleja bezwzglednie): takim jest np. szereg

1 1 1 o _1.___~
Bl BT o it
z ktérego, laczac po dwa kolejne skiadniki, otrzymujemy, jak latwo widzied,
podwojony szereg harmoniczny.

§ 81. Dodawanie szeregéw.

Twierdzenie 107, Jeteli Ju, oraz Sv, su dwa szeregi zbiesme
@ jeeli polodymy w, =1, v, (dla n=1,2,...) to szereg Sw, jest
tes 2bieiny i daje sume Sw, = 3u, -+ 3, . :

Dowéd. Oznaczmy przez s, s, oraz s, odpowiednio sumy
czgstkowe szeregéw u,, Sv, oraz S, i polézmy

sS=lims,, s'=lims.. (187)

n=00 %=00

Wobee w, =u,+ v, (n=1,235,.. .), bedzie przy wszelkiem
naturalnem 7:

s.=35, s, (137a)
skad, wobec (137): :

lims, =g 4 5"

co dowodzi prawdziwodei naszego twierdzenia,
Mamy wige (w razie zbieznosei szereg6w Ju, oraz 3v,) wzér
(l‘1+ug+”s+---‘)+(”1+”2+”:+---»-)=
= (o + 00) + (s =+ ) + (s +-05) - ...
Zauwazymy jeszcze, e szereg, stojacy po prawej stronie, mo-
Zemy napisaé tez w postaci
Uy vy vy uy L (138)
Oznaczajac bowiem przez ¢, sumg n pierwszych skladnikéw
szeregn (138), bedziemy mieli
Oy, = Sus (7-2,‘_*_1 =8, + Uy (n == 17 23 3) .. ')7
skad, wobee lim u, == 0 (gdyz szereg Su, jest zbiezny) wnosimy Ze
lim 0y, = lim Opgy == lim s,,

co daje, w myél tw. 18, lim o, = lim Sy -

n=00 =00

§ 81, Dodawanie szeregGw. 47

Dodawanie dwich szeregéw moze wiee byé -uskutecznione
przez wstawienie skiadnikéw jednego z tych szeregéw miedzy
skladniki drugiego. (Pozostawiamy caytelnikowi do udowodnienia,
ze wstawienie to moze byé dokonane w sposh bardziej ogélny,
t.j. po p, pierwszych skladnikach szeregu 3u, mozemy wypisaé ¢,
pierwszych skladnikéw szeregu 3, , potera znéw p, dalszych sklad-
nikéw szeregu Ju, , potem g, dalszych skladnikéw szeregu 3w, it. d,
gdzie p, i g, sa dowolne dwa ciagi nieskoriczone liczb naturaloych.

Zauwazymy tez, ze tw. 107 daje sie natychmiast uogélnié na.
dowolng, skonezong liczbe szeregdw zbieznych: mamy mianowicie
przy wszelkiem naturalnem A wzér

[=<] oc o0 oo
it )= Fu+ Fu4. 4 Juw
n=1

=] nam] n=1

o ile tylko kazdy z szeregéw po prawej stronie jest zbieiny.
Analogieznie udowowodniliby$my

Twierdzenie 107" Jezeli Su, oraz v, sq dwa szeregi zbiesne
i jedeli polozymy w,=wu,—v, n=1,2,3,..), to seereg Sw, jest
jest zbiedny i daje nam sume Zw, = Zu, — v, . .

Mamy tez (w razie zbieznofei szeregéw Su, i 3v,) wzér

(4. )— (v )= — v, Fug—vy ...

Przyklad. Weimy pod rozwagg szeregi

1 1,1 1,1 1 11
Ty tE oty et ot a

o2 =
t=
oraz

1 1 1 1 1 1 1 1
=y ste ntn nt ot mpeto
ktére, na moey prawa lacznodci (§ 72) mozemy przepisaé w postaci:

1 1 1 1

2=13TsiTsst tmopmtT

11,1 1 1
=T tsstsat tmopement -

1

xR

Odejmujge odpowiednie skladniki drugiego z tych szeregéw od skladni--
kéw pierwszego, otrzymujemy:
, 1 1 1 1 1
B—y=patiistien T temormerst o
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§ 82. Przeksztalcanie szeregéw wolno zbieznych, Poniewa;
suma szeregu zbieznego jest granica jego sum eczastkowych, wige
zdawaloby sig, Ze mozemy ji (teoretycznie przynajmniej) zawsze
obliczyé z dowolng dokladnoseis, uwzgledniajac dostatecznie wielks,
liczhe skladnikéw szeregu?l). Praktycznie jednak jest to ezesto nie-
wykonalne: moze sig bowiem zdarzyé, ze dla otrzymania sumy
szeregu z 7gdang dokladnodels, nalezaloby uwzglednié bardzo wielky,
liczbg skladnikéw szeregn. Typowym przykiadem jest tu szereg
anharmoniezny

1 1 1 1
1g2=—f—§+§-——z .....

Tysigezny skladnik jego (— 0,001) wplywa jeszeze na trzeci
znak dziesietny: chese zapomocs tego szeregu obliczyé 1g2 z do-
kladnodeia kilku znakdéw daiesigtnych, nalezaloby wykonaé nie-
zmiernie dlugie rachunki.

Powstaje wobee tego pytanie, czy nie moznaby szeregéw wolno
zhieznych przeksztalead na inne, majace te sama sumg, ale zbieine
szybeiej?

Og¢lna metoda takiego przeksztalcania szeregéw (moglibysémy
Ja nazwaé przyspieszaniem zbieznosel szeregéw) nie istnieje: sg tylko
poszezegbélne sposoby, stosowalne, o ile szereg spelnia pewne wa-
runki. Nizej zapoznamy si¢ wiasnie z kilkoma wazniejszymi z nich,

Wedr Eulera. Zaléimy, ze szereg

SE)=ay+ o,z 4 ayz® a2t .. . (139)

Jest zbiezny dla danej wartosei x == 1 i niech S(x) oznacza jego sume.

Uméwimy sig oznaczaé przez skréeenie réznicg @, — a, Sym-
bolem Aa,. (Wyrazenie Aa, nie jest wiec iloczynem liczb 4 i a,,
lecz symbolem zlozonym: znak 4 jest tu symbolem dziatania (réz-

) Nie zawsze jednak wiemy ile skladnikdw naleZy uwzgledni¢, aby
otrzymaé wartosé sumy z dang dokladnoéeiy. Oznaczmy np. przez a, liczbe 1
lub 0, zaleinie od tego, czy liczba naturalna # rozklada sig, czy teZz nie
na sumg 19-tu czwartych poteg liezh calkowityeh, i poldzmy u, =0, za$
Yn 0,8y Gy (6, — 1), dla n=2,8,4,...: mosna z Iatwoscia wykazaé, ze

szereg Jun (ktérego katdy poszczegilny skladnik potrafimy dokladnie obliezyd),

jest zbieiny (gdyZz ma tylko skonczona liezbe réznych od zera skladnikéw),
lecz nie wiemy, ile skladnikéw nalezy w nim uwzglednié, aby otrzymaé jego
sumg z dokladnodeiy do *f;. (Por. uwagi koricowe § 24i.

§ 82. Przeksstalcanie szeregéw wolno zbieznych. 49

nicowania), a nie liezby, podobnie jak w wyrazeniu lgz litery lg
same przez sig nie oznaczajy zadnej liczby). Réznice

Aa,,; — Ada,
umawiamy si¢ oznaczaé przez A%a,, ogdlnie, réznice
k k
4 Appq — Aa,

— przez AFa,. W ten sposéb symbol A*a, jest okreslony dla
kazdego danego ciagu nieskonczonego a, przy wszelkiem natural-
nem k. Przez 4%, bedziemy rozumieli sam wyraz a,. (Mamy wige
np, dla ¢,=n* Aa, =+ 1) — n:=2n-1, £2q,=40,.,—Aa,=
=[2r41)41] — @Zn--1)=2, A%q,=2 —2=0).

Wzér (13Y). mozemy przepisaé w postaci

Slz) — ay = 0,2 + ay2® 4 aga® 4. . (140) ,
z drugiej strony, wzér (189) daje
z8(®) = agz -+ a2 a2+ ... (141)

Wobec (140) i (141) oraz w my4l tw. 107, wnosimy, Ze szereg
(ay — @)z -+ (a5 — a;)22 -+ (a5 — ay)xs +. ..

bedzie zbiezny, oraz Ze sumsg jego bedzie liczba (1 — ) S (%) — ay:

w mysl przyjetego znakowania, wynik ten mozemy napisaé w postaci:

(I—2)S(@) —ay==xday + z24a, -+ 2340, ... (142)
Polbimy

Sy (1) =Aay -+ zda, + x24a, + . .. (143;

— szereg ten bedzie dla uwazanej wartosei x zbiezny: dla 2=0

jest to oezywiste, za$ dla x== 0 wynika natychmiast ze zbieznosci

szeregu (142). Wobee (143), mozemy wzér (142) przepisaé w postaci:

(1 —2)8x) — a =25, (),

co daje, wobec zalozenia, ze x = 1:
X
— 5, (=) 14
+ 1—» 8, () ( )

Poréwnywujac ze sobg wzory (143) i (139), widzimy, e szereg
S, (@) tem tylko rézni sig od szeregu S(x), e wyrazy a, sa W nim
zastgpione wszedzie przez wyrazy da, (n=0,1,2,...): wobee
wzoru (144) bedziemy wigc tez mieli:

A% 4 286 (%)

—

)

S, (:L‘)zi
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gdzie
Sy () = Aay + xA’a; - 224%a, 4. ..

(gdyz, w myél przyjetego znakowania, przy zastapieniu a, przez Aa,,
Aa, przechodzi na Ata,), przyczem szereg S, (x) bedzie dla uwazanej
wartodei x zbiezny.

Podobniez znajdziemy:
A a,

8, (0) = {2t 154 (o), (146)

gdzie S;(x) oznacza szereg (zbieiny dla uwazanej wartoscl z):
S, () = Asay - 420y + 22420, 4. . .,
1t d, ogdlnie:

x

Ss (@) =2 25, (a), (147)
gdzie S,(x) oznacza szereg (zbieiny dla uwazanej wartosei z): .
8. (m) = A*a, + zd'a, + 224 a, | .. (148)
Wzory (144), (148), (146), . . . . (147) daja w jednej ehwili':
s@%=lfm+—ff% +(”433+‘“+v
14 gy x"

(1 i w)n T (l . .Z')" Sﬂ(m)' (149)

Jezeli teraz (dla uwazanej wartosci z):
zmh}{&@:q (150)
- to wzér (149) daje rozwiniecie na szereg nieskonczony:

a, zda, x2 A%,

S(x)zlf-x+(1~x)&+(1 )7 !

Zatem:
oo
W razie zbieznosei szeregu Za,,x,, dla danej wartosei z =1,

n=()

oraz w razie zachowania warunku (150), mamy przeksztalcenie:

. . - a4 a,
zova,,x,, = %T_-_—x—)’ﬁ:}—ﬁ— (151)

icm
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Jest to wzdér Euleria.

Mozna udowodnié, ze dla & <70 zbieznodei szeregu (189) zawsze
pociaga za sobg wzér (150), a wige i wadr (151).

Dla dowodu zauwaiymy przedewszystkiem, ze drogs latwej
indukeji sprawdzié mozna wzér

n

n n
Aak:(o)ak“‘(l)ak-i-l_]‘ +(_l) (7)ak+n7
skad, wobec (148), znajdujemy:
= Sevan

ko= () 8.0 =]
(e B (b (]
L ML |

0ZNACZAJAC przez

o

() = a,8" + a2t ...
reszte szeregu (189), bedziemy stad mieli
b e ey R

Niech teraz x==— ¢, gdzie ¢ >0. Wohec zbieznosei sze-
regu (139) (dla danego z), mamy

| @) | <e dla k> pu;
stad, obierajgc wskainik ¢ > u:

R I e L A P CIE
=<|(2)e+(, 1) ettt () ele<utors
poniewaz za§ przy stalem j, jak latwo widzieé (dla ¢ > 0‘):

mﬂ?(_iyza
_ “my)1+e
wige

(‘,8)‘”""0(f)+...+(gﬁ

(1 ___x)n.

1) xnﬂﬂ_l rq—l (.'E)

{<e, dla n>9.
i

19
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Zatem, w mysl (151%):
| Bo(z) | <2, dla n> @+ v,
co dowodzi, e lim R,(x) =0, czyli ze mamy wzér (1560), ¢ b. d. o
Zal6zmy, ;mszczegélnoéci, e @ = — 1: szereg (139) przyj-
muje postaé

S=a0—a1+a2—a3+.-., (152)
zad§ wazér (149) — postaé
S:‘:%o Aao + A2¢:o . ( 1):._.1 llo +R,, (153)
gdaie
B= S 0, — fra + tray— ) (154)
Stad
Twierdzenie 108. Jeseli szereg (152) jest zbiezny, to mamy wzdr:
A Asq -
ao““a1+az"‘“a+---=$‘ a0+ 230_ °+ (159)

Czesto sig zdarza, ze wyrazenie (154) szybeiej zmierza do zera,
niz reszta szeregu (152): wéwezas wzér (153) jest dogodniejszy do
obliczania liezby S niz szereg (152):

Rozpatrzymy kilka przykladéw.

Prayjmijmy
a“—f—_ll—ml" (k=0,1,2...); (156)
mamy tu
1 1 —1 .
Ao = S I D D
stad, dalej:
—1 —1 2

A= S S GF D (k) (6D (263
Drogy latwej indukeji znajdujemy:

g — (—1yn!
RO G2, (a1
skad, dla % = O:
dra, =(?::+]i (157)

53

§ 82. Wzér Eulera.

mamy wige, w mysl (154;:

n! 1 1 1
Rn—ﬁﬂ[i';“z'.iirn“;‘ﬁ—2.3..‘(n+2)+3.4,..<n+3)+ : ]

Suma szeregu w nawiasie, jako naprzemiennego, jest, w mysl
tw. 106, liczba dodatnis, mniejsza, od pierwszego skladnika, zatem:

0< R, <2,,1 5 1(72+1) 5T nl-l- Iy (158)
przeto: iz_n;R =0, 1 wzér (155) daje, wobec (156) i (157):
~sty-gt —rateptrmntomtoo 09
czyh

— 1y
2( o 279 -
p=1 r=1
przyczem blad, ktéry popelnimy, biorac sume czastkows zamiast
sumy szeregu, bedzie, w mysl (158), mniejszy od ostatniego uwzgled-
nionego skladnika
W szezegdlnosei np dla == 10, wnosimy (wobee 210, 11 < 104,
ze suma pierwszych dziesigeiu skladnikéw szeregu, stojacego po
prawej stronie wzoru (159), przedstawia lg2 z dokladnoscia caterech
cyfr dziesigtnyeh.
Rozpatrzymy tu blizej jeszeze jeden przyklad, mianowicie
t. zw. szereg Leibniz’a
1 1 1 1
T3 Tyt

Szereg ten, jako naprzemienny, jest zbiesny: sume jego ozna-

" (160)

czymy przez (znakowanie to usprawiedlimy w jednym z péZniej-

szych rozdzialéw). Obliczymy dokladnie, ile nalezaloby uwaglednié
skladnikéw szeregu (160), aby przy jego pomoey wyznaczyé liczhe 7

z bledem nie przenosza,eym—:;-tej.

Oznaczmy przez s, sumeg n pierwszych skladnikéw szeregu (160).
Mamy oczywiscie, przy naturalnych # i k:

1 1 1
2k 1 2k+3+2k+5_ T %A1

IsH-fbs_skI:'
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(2k+1) @h13) (2k+5)(2k.1, Tyt +(2k—}—4n—3)(2k+4n 1

(2k+1)(2k+5) (2k+5)(2k+9)+ F @R Tan—3) (2k+4n+1=
[2k+1 2k+5+2k+5

Zk+4'n Fan 1|
1 1 ]
] [ﬁ+1 2k+4n+1
zatem:
1 1
| Suo— 8 1> g@p 4 1) 2@k dnt 1)

: ] p
skad, przechodzac do granicy dla n = oo, wobec lim s, = I

NmO0

1

k14 1 o
I =@y~ 2@+

skad

@a k=1,2,3..). (161)

]:rr.—-—4s,‘|>k+1

Z drugiej strony mamy przy wazelkiem naturalnem p:
@p-1) (25 +3) =4p* + 8p+ 3> 4p* 4 8p=14p (p+2):
kludse kolejno p=k, k42, k+ 4, ... k+2n—21i dodsjac,

otrzymujemy stad:
2
‘ sum — 5 | = G (21c+d +

+ @5 (2k +7)+ T @4 —3) (2k+4n -

<3 [k(k-l—? +(k+2 "I ""1 +(k1+2n——-2) ==
=1 ';;‘“—+2n]<

czyli .

—5 | < yix

I Spran

skad przechodzs do granicv dla n =00

7
—_—5,

(162)
1

— (dla k=12,3,..)

icm

§ 82, Wzér Eulera. 55

Mamy wige, wobee (161) i (162), pray wszelkiem naturalnem k:

1 1
m<|i’t~45}]S%.

Jezeli teraz cheemy zapomocs szeregu Lieibniz’a obliezyé

(163)

liczhe 7 z dokladnodeig do %{’ to potrzeba i wystarcza obraé wskaz-

nik % tak izbysmy mieli
| 75— 4s, | S——l—
n
Wobee (163), nieréwnoéé ta nie bedzie jeszcze spelnions dla
k==n—1, ale juz bedzie spelniong dla k¥ = n. Stad wniosek:
Cheac obliczyé zapomocg szeregu Lieibniz’a liczbe m 2 doklad-

noécig do :{ musimy uwzglednié n pierwszych skiadnikéw tego szerequ

(wiecej niz n nie potrzeba, mniej niz n nie wystareza). Np. cheae
mieé 7 z dokladnosecis trzech tylko miejsc dziesietnych, musieli-
bysmy obliczyé as tysige skiadnikéw. Szereg Leibniz'a jest wige
praktycznie nieprzydatuy do obliezania liczby =.

Przeksztaleimy go obecnie metody Euler’a. Przyjmijmy
w tym celu
=g (k=0,12,..) (164)
Mamy stad
dy — 1 1 —2
ST EE 2/c+ 1= @kF1) (2k+3)’
2
. 2
4 a*“(2k+3)(2k—{-5) (‘%—}—1)("1«:-{—3) (2k—|—1)(2k+3) 2k+5)’
drogs latwej indukeji znajdujemy:
(—1 2. n
T CkFO)@EFB). -2k 2n 1)
skad, w szezeglnodei, dla k& =0:
. (— 1) 2" nl
At =535 @1y (165)

mamy wige, w mysl (154):

1 1 1
B=nl [1.3.5.,.(271-{-1)" 357019  5.1.9..@nt0) ]
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Stad, poniewai szereg w nawiasie jest naprzemienny, znajdu-
jemy (w myél tw. 106):
n!

O<E <y 33 @nFi) (166)
Leez
n! . 1.2.8...wn <_]_A
b @nd1)" 3.5.7...@nF1) 2"

(gdyi 2k]:c—{—-‘1 < %, dla k=123,.. .); mamy wiec, wobec (106):

0< R, <2", (167)
skad lim R, = 0, i wzdr (165) daje, wobec (164) i (165):
7 . 1.2.3 ,1.2.3.4
=1+ "'3 5+3 st s st

Biorge dwanas’eie skladnikéw tego szeregu, mielibysmy, wobec

(167): 4R, <<z i przefo otrzymalibySmy stad liczbe =

210 < 103
z dokladnoscig do 0,001, na co w szeregu Lieibnizh, jak obliczy-
lismy wyiej, nalezaloby uwzglednié as tysige skladnikéw.

§ 82% Przeksatalcimy obecnie szereg Lieibniz'a na szereg
szybeiej zbiesny inng jeszeze metods, polegajaca na zastgpieniu
kazdego skladnika u, szeregu wolno zbieznego Su, przez sume kilku,
np. trzech skiadnikéw: u, = u, -+ u," + v,, tak izby sume kasdego
z szeregéw Ju, oraz Ju, mozna bylo obliczy¢é z latwoscia, zas
szereg 3v, byl szybeiej zbiezny niz u,.

Napiszmy w tym celu szereg Leibniz'a w postacl

Z=g(4n+ 1) (4n+3)°

Z latwoseis, sprawdzamy tozsamo#é

2 __}_( 1 1
(dnd+1)4nt3)" 2 4n+1’"41§z+5)+
+l( 11 16
2 \dnt+12 (4n+ 5)1)“(4?4— 1)? (4n -+ 3) (4n -+ BR"
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skad, wobec
S 1 1o\ 1 1y

20'(21;551 1 4dn+ 5) =1, 20"((471—}- 12 @nt-5)) L
znajdujemy w jednej chwili:

7 = 1

116

4 16 ‘? COE T Y L)

— jest to szereg Lucas.
Mamy oczywiscie, dla n = p:
1 - 1 1
02 dn3) @0 (@p+D) Gp 1 3)(dp+5)  Gn D) By

stad

1
"=g(4n—-|—])3(4n+3)(4n+5)’s

- 1 Z‘" ] 1
1) (4 F3) (G o) (&) (GdB) L1y (P Py

skad wnosimy, ze blad, ktéry popelnimy pray obliczaniu liczby =
uwzgledniajae tylko » pierwszych skladnikéw szeregu (168), nie
16

bedzie przenosil liczby TESE e N Wiee np. dla

p=9 blad bedzie mniejszy od - i é Uwzgledniajae zatem w sze-

5°

regu Lucas zaledwie dziewigé skladnikéw, otrzymamy liezbe =
z dokladnodcia pigeiu znakéw dziesigtnych, na co w szeregu Lieib-
niz’a trzebaby, jak wiemy, uwzglednié az sto tysigcy skladnikéw.

Podamy dla szeregn Leibniz'a jeszeze inne praeksaztalcenie, oparte na
latwo sprawdzié sie dajacej toZzsamosei:

1 L SO SIS S O
(4n= i dn — 9) 384 (2»-3_ 2n+3)

1 1 1 1 1
o —1 2n¢“1) D) ((Qn - 1)=+ @nf 1)!)‘

Pomuézmy obie strony tej toisamofci przez {—1)*-! i sumujuiy dla
n=123...

+ 128


pem


h8 Rozdzial VIII. Szeregi nieskonczone o slctadnikach stalych.

Zwatywszy, 4o wobec wzoru Lieibniz'a:

N w ogel_m 2
% —3 & n-F3 4 3’
n=1 nx=l
I TR =t .
22,;—1 z 22n+-1 Py
n=1 ne=]

wreszeie, ze

D g

n=1

ofrzymamy:

1)1 1 g F.3 2 3 (=n n 1
Z(m"m(—l—I—T’l‘F)+ié§(?_1+2')_é§’

n=l

skad, w jednej chwili:

) )n—l
T73 +242(4n-—- ) (dnt — 9)°

n=1

Wyraienie (4n* — 1) (dn* — 9) jest dla % >1 dodatnie i stale wzrasta
skladniki naszego szeregu sa wiec, poczynajge od drugiego, naprzemian ujemne
i dodatnie, bezwzglednie malejgce. Blgd zatem, jaki popelnimy, zatrzymujge sif
na kilku skladnikach, bedzie mniejszy. bezwzglednic od pierwszego odrzuconeg
skladnika. Biorge tylko dwa skladniki, ezyli kladac

4 1 1
—'§+24(s—=.'5"1'5ﬁ)

. b - .. 24 1 .
otrzymamy liczbe ik bledem mniejszym niz 357,97 < 0% czyli z doklad
noécia trzech znakéw dziesigtnych.

§ 883. Metoda Kummera-Knoppa przyspieszania zbieznosc
szeregbw 2).

Niech 3u, oznacza dany szereg wolno zbiedny, zaé Za,=
s2ereg o skladnikach == 0, ktdrego suma A jest 2nanq, taki it isiniej
granica

lim % = y=£0. (16¢

ne=oo &y

19 K. Knopp: Einige Bemerkungen zur Kummerschen und Markoffsche
Reiheniransformation, Sitzb. Berliner Math. Ges. 1919,

icm

§ 83. Metody Kummera i Markowa. 59

Wéwczas mamy:

Zu,, =y4d -{-2(14, — ya,), (170)

Al n=l
Dowéd wzoru (170) jest natychmiastowy, gdyz, wobec zbies-
nogei szeregéw Su, i Sa,, prawa strona daje y 4 4 3u, —yZa, = 2u,.
Sgereg, Jv, = S(u — ya,) jest przytem szybciej zbieinv niz
szereg u,, gdyz v,.:::u,(l — y%), przyczem, wobee (169), drugi

czynnik zmierza do zera.

(=1 g 2nt1 1
Np. dla vn,_g———”+1, Kladac a. =(— 1) AnFD otrzymamy ¥ = i’

(1. 1\ _ (— .
A=2(— 1) (’; +;;’_I:—1)——1n “n‘?’an—mm, i przeto

n=l

wzbr (170) daje przeksztalceme

o (— i) + (=1
M1 221:(2"-{-1) @n-+2)°
=] n=1
czyli, w my5l wzorn Lieibniz'a:
E 3 1
T3 tisi s te s
Biorge tylko 7 skladnikéw, otrzymalibysmy = z dokladnoscia trzech zna-
kéw dziesigtnych.

Metoda Markowa-Knoppa przeksztalcania szeregéw ).

Niech s = Ju, oznacea dany szereq zbieiny, 2aé a,, cigg po-
dwdjny, taki %, skoro polotymy
Prgn =ty — (@31 + Gra 4. . + a,,), (k, n naturalne), ()

to
1) szeregi
s“"a’l,x+a2n+a3,u+"' (b)
beda zbietne (n==1,2,...);
2) kiadac
Bo=r .+ 1ot 15t (e)
bedziemy miels
lim R, = 0. (d)

L

) Knopp L ¢
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60 Rozdzial VIII. Szeregi nieskoficzone o skiadnikach stalych.

Mamy wiwczas

§= 20:3,, (171)

nel
Uwaga. Ze szeregi (c) sy zhiezne (dla n==1,2,...), wynika
natychmiast ze wzoru (a) i uwagi, ze szeregi (b) oraz szereg s = 3y,
83, zhbiezne.
Dla dowodu wzoru (171) wystarczy zauwazyé, ze z (a) wy-
nika, wobee (b) 1 (e):

B =s—(s,+s4+...+s) dla =1,223,...
co, wobee (d), pociaga za sobg wzor (171).

Cwiczenia.

1) Udowodnié, Ze jeZeli g, jest szeregiem zbieinym o skladnikach do-
datnich, 3, szeregiem rozbieznym o skiadnikach dodatnich, to szereg o sklad-
nikach dodatnich 3y jest

n+1 < g1 dla
— a, 7

n

zbiezny, ]ezeh — n>u,

rozbieiny, jeieli —— "+1 > b_gj-_{1 dla n>p,

2) Udowodnié, 7g jezeli 0 < uuts < tu (Alan=1,2,3,...), to szereg Su,
jest zbiesny wtedy i tylko wtedy, jezeli zbieznym jest szereg

u, 20, + 4w, 4 Bug .. . 2 -, L (Cauchy)

Zastosowaé to twierdzenie do szeregéw (is).
3) Udowodnié, ze jezeli 0 < a1 < s, dlan=1,2,3,. .., to szeregi Su,
oraz

w4+ 2u, - 3u, .. Fnn. ...

53 jednoczeénie zbieZne lub jednoczesnie rozbieine.
=] o
ar s .. . v . s a,
4) Udowodnid, Ze ze zhieznosei szeregu 2. a? wynika zbieznodé szeregu S-—-"-
n
ne=l net

Dla dowodu wystarezy sig oprzeé¢ na nierdwnodei

1 1
la.] 1 _1
S AR ]

5) Udowodnié, e dla kaidego szeregu zbieZnego o slladnikach dodat-
nich Eu » istnieje szereg zbieiny o skladnikach (lodatnich, Zp,, taki iZ

ltm 2 e 0o,
nmoo Un

icm

§ 83. Cwiczenia. 61

Dow6d. Niech Iy, oznscza dany szereg zbieiny o skladnikach dodat-
nich; ozuneamy przez . jego sumy ezastkowe (Sp = 0), zad przez s — jego
sume i poldZmy
Yn m=1,23 .. (172)

Vs—s14+ Vs =

Wobee (172) bedziemy mieli oczywiscie

Un ==

va=ls=sia—Vs s (0=123,...)
skad, w jednej chwili:
On=0,F V... Fva=Vs—Vs—s, (n=1,2,3..)
co, wobec lim s, =s, dowodzi, Ze- szereg 2’0“ jest zbiezny, dajac sume o= Vs.
% drugiej ;t::ny, z6 wzorn [172) wynika, 2e skladniki v. s3 wszystkie dodatnie,

oraz Ze lim %c o (gdyﬁ lim (8 —sp—1) = l'im (8 — 8a) == 0). Szereg v, spelnia

— 0,
wiec zadane warunki. Mamy tu teZ, jak tatwo widzie¢: Lim Z = x. Otrzy-

oo § —
many wynik moZemy wyrazié, méwige Ze nie isinieje szereg najwolnicj ebieiny.
6) Udowodni¢, ze dla kazdego szeregu rozbieZnego o sktadnikach do-
datnich 3, istnisje szereg rozhiesny o skiadnikach dodatnich Xy, , taki iz
lim 2 = 0.
n=0a Uu
Dowéd. Niech 3y, omacza szereg rozbieny o skladnikach dodatuich.
O:umaczmy przez Sa jego sumy czastkowe i poldzmy

v, =Vt vy = Al m=2,3,.. . (173)

V.s" 1+ Vs.
Bedzie oczywiscie vu = Vs’,. ——Vx‘...q, dia > 1, skad, w jednej chwili
=v,+...F vu= Vs,, i przeto, wobee Tim s, = o, wnosimy o rozhieZnosei

n=00

.o .
szeregn 3p, . zaé wzor (173} daje lnn u"=0. Otrzymany wynik, mozemy wy-

¢
razié, mowiae, Ze nie isinieje .szereg quOZqu rozbeeamy
7) Udowodnié, Ze jezeli &, jest cinziem malejacym,” zmierzajacym do zera,
to istuieje szereg rozbiezny o skladnikach dodatnich S, taki i% szereg Sy, &n
jest zbiezny.

Dowéd. Zalézmy, Ze mamy &,-1> & (n=2,3,...) oraz lime,= 0.

=00
Polézmy
n=2 3. .

Uy =

1 1
—_, Wy =
Va ’ VEYI ‘ €y 1
bedziemy stad misli (wobee &,—1 > &) ux > 0 oraz
Uy uy +uﬁ=y‘,_ m=1,2,...,
En

zatem, wobee lim g, = 0, szereg Sy, bedzie rozbieiny.

n=00
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62 Rozdzial VIII. Szeregi nieskotczone o skladnikach stalych. § 84 Twierdzenie Cesro. 63

% drugiej strony, wobee &.—1 > &, mamy

0 < 1ty &y = ';‘:’V__V— < Veurr—Ven 2,8,...), ROZDZIAL 1X.
skad, dla 2> 1: o Mnozenie szeregéw. Szeregi podwéjne.

R N R A €1+Vg— lfr‘s:<“1£1+"’;:1
co dowodzi ograniczonofei, a wige i zhieznodci szeregu S, En -

Szereg S, spelnia wiec zadane warunki.

Pozostawxamy ezytelnikowi do udowodnienia, Ze jeieli &, jest jakimkol--
wiek ciggiem liczh) zespolonyeh, zmieizajgeym do zera, to istnieje szereg roz- A= ya,, oraz B = 21),, (1)
biesny o skiadnikach dodatnich S, , taki iZ szereg Ju, 2. jest zbiedny. -l

8) Obliezy¢ zapomoca wzoru Eulera (151) sume

§ 84. Twierdzenie 109 (Cesaro). Jezelz mamy dwa szeregi
sbiegme (o skladnikach zespolonych)

n=1 n=]

i jeseli utworzymy szereg 2c., kiadge

3 .
2,72".'0“, ) (= byt ayb gt b, dla n=123.., (2)
prs ,
gdzie % oznacza liczbe naturalng, zaé | x| < 1. oraz potozymy
Szerag (174) jest zbieiny dla | x| < 1, co wnosimy np. na podstawie o + R ) (n=1, 23 37 h (3)

tw. 91: wzér (1561) jest wiee dla szeregn (174) stosowalny. Dla a, =n* mamy, ; Ry

jak latwo widzie¢ AP @, =0 (n=0,1,2,...), zatem, wobec (148): Siq (a:):(; to be dziemy "meh y c 0

i przeto, w my$l (149) (dla n =k 1): lim G+ G4 +G = AB. 4)
Lo -

n=oc n
2 AQ* 22 A20F ak Ak Ok
511.":&..=(1—-‘—)‘+(1_m)3+ +(1___x)h+1 (diaf 2| < 1)

Dowéd. Poléamy

ne=0

(gdzie ArO* oznacza AP @y, dla @, =n*, n=20,1,2,...). dy=a+a+....+a, (n=1,2,3,...). ()
Wiee np., dla k= 1: B,=b +b+....4 5 ’
o
A 175 Mamy oczywiscie, wobee (3) 1 (2), przy naturalnem n:
P R ()
g k 9 =0 . ay bl
26 dla b =2: oo +a byt a by
)02 o d 2 +a b3+a2b1+a3b1
d)nw (1 ‘_mi:+“ — )2’ Cn= + !
oo L
9 Niech 2 oznacza dany liczhe dodatnig. Oznaczmy przez k, najumiejses | - o= coccocontt oot
liczbe naturalng, spelniajaca nierdwnoéé k, > 1, i polézmy k, =1, : bedzie I + a, b, + a, by_y + as b, +.. .+a, by,

znowu &, > 0. Z liczbg @, postapmy jak z liczbg 2, wyznaczajac najmniejsza
liczbe naturalng k,, taka iz &, 2, > 1, i kladac k, 2 =1 -+ 2, i t. d. Udowodnié
ze w ten sposéb dochodzimy do rozwiniecia liczby 2 na szereg nieskoficzony: C,=a, B,+ a, B, + a; B.s +-- +a. B, =

=3Ba,+Bya,,+...+B.a. (6)

skad w jednej chwili, wobee (5):

e=ptintees o
: . Lo R Wobec (6), mamy:
gdzie kx (n=1,2,3,.. .} sg liczby naturalne niemalejace. B. a
Okazaé, Ze kazda liczba dodatnia daje jedno tylko rozwinieaie na taki B’ ' B
szereg oraz Ze na to izby liczba 2 byla niewymierng, potrzeba i wystareza by +Bia + B o

im o, = o0 1 B
bﬂoi‘l’;kn ®1). G4 Cot ..+ C = “_*:Blas‘*'Beaz“*‘ s &

) !} Zob. mojs pracg: ,0 kilku algorytmach dla rozwijania liezb rzeczy o
wistych na szeregi nieskofiezone“. Sprawozd. Tow. Nauk. Warsz. 1911. . l +B a, B 4+ By a; o+ .+ B,a
——eme 1 2 dn—1 2 13
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