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ROZDZIAL VIL
Teorja liczb zespolonych.

§ 59. Zajmiemy sig obeenie dalszem rozszerzeniem pojecia
liczby. W rozdziale I-szym rozszerzyliSmy pojecie liezby wymiernej,
wprowadzajac zapomocy przekrojéw liczby niewymierne, prayezem
dowiedlimy , ze na tej samej drodze, t. j. za pomoca przekrojéw
zhioru liezb ’r"z'eézywistych, ten ostatni dalszemu rozszerzeniu juz
nie podlega (§ 7). Musimy wiec dalszego rozszerzenia pojecia liczby
szukaé na innej drodze.

Potrzeba dalszego rozszerzenia pojecia liczby powstaje z tego
wzgledu, ze wyciaganie pierwiastkéw naturalnego stopnia nie zawsze
jest w sferze liczb rzeczywistych wykonalne. Nie istnieja miano-
wicie pierwiastki stopni parzystych z liczb ujemnych (poniewas
potega parzysta kazdej liczby rzeczywxstej jest nieujemng). Ten brak
zhioru liczb rzeczywistych mozemy usungé przez dolaczenie do
zhioru liczb rzeczywistych nowych elementéw, jeszeze w tym zbiorze
nie zawartych (podobnie jak przez dolaczenie do zbioru liczb wy-
miernych liczb niewymiernych utworzyliSmy zbiér liezb rzeezy-
wistych). Chodzi wige teraz o to, w jaki sposch owa dolaczenie
nowych elementéw ma byé uskutecznione.

Przedewszystkiem zadamy naturalnie, aby w nowoutworzonym
zbiorze Z (zlozonym z liczb rzeczywistych i dofgczonych do tego
zbioru nowych elementéw) suma, réznica, iloczyn i iloraz dwdch
jakichkolwiek elementéw zbioru Z (z jedynym wyjatkiem deielenia
przez 0) byly okreslonemi elementami zbioru Z (t. j. izby zbiér
ten przedstawial ciado liczbowe), przyczem dodawanie i mnozenie
elementow zbioru Z moga byé okrelone calkiem dowolnie (jako
dwa rodzaje przyporzadkowania kazdym dwum elementom zbioru Z
oznaczonego trzeciego elementu tegoz zbioru) tak jedynie, izby
przytem zachowane byly nastepujace warunki: 1° Dodawanie i mno-
zenie liczh rzeczywistych musi byé przypsdkiem szezegdlnym do-
dawania 1 mnozenia elementéw zbiorn Z (gdy skladniki, wzglednie
czynniki, s liczbami rzeczywistemi). 20. Suma i iloczyn elementéw
zbiotu Z powinny posiadaé prawa: przemiennosci, lacznosel 1 roz-
dzielnosei, przyezem 0 ma byé modulem dodawania. zas 1 modufem
mnozenia (t. j. dla kazdego elementn z zhioru Z ma by¢

z-+0=2: oraz z.l=2)
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Odejmowanie i dzielenie, okreslone jako dzialania odwrotne
wagledem dodawania i mnozenia, winny byé jednoznacznie wyko-
nalne, z wyjatkiem dzielenia przez 0. Dalej, Zagdamy izby pierwiast-
kowanie naturalnego stopnia bylo zawsze w zbiorze Z wykonalne,
t. j. dla kazdej liczby naturalnej n oraz kazdego elementu 2, zbiorn Z
musi zawsze istnieé w tymie zbiorze conajmniej jeden element z
taki, iz 2" =2, (przyczem przez potege naturalng 2* rozumiemy
iloczyn n czynnikéw, z ktérych kazdy — 2).

Zalétmy, ie zbiory, spelnisjace wezystkie nasze warunki,
istnieja, i niech Z oznacza jeden z tych zbioréw.

Z warunku wykonalnodci pierwiastkowania w zbiorze Z wy-
nika w szczegdlnodei, ze w zbiorze tym istnieje conajmniej jeden

element spelniajacy réwnanie 2*=—1; oznaczmy liters i jeden
z takich wlasnie elementéw zbiorn Z: bedzie wiec
=1, 1)

element ¢ bedzie oczywidcie roznym od kazdej liczby rzecaywistej,
gdyz zadna liczba rzeczywista uwazanego réwnania nie spelnia.

Z warunku, %8 suma i iloczyn dwéch jakichkolwiek elementéw
zbioru Z sy zawsze oznaczonemi elementami tegoz zbioru, oraz
2z uwagi, ze zbidr Z zawiera wazystkie liczby rzeczywiste (gdy%
zostal utworzony przez dolgczenie do zbioru liczb rzeczywistych
nowych elementéw) wynika, ze pray wszelkich rzeczywistych a i b
wyrazenie

a - bi v @)
jest elementem zbioru Z.

Oznaczmy przez Z, zbiér wazystkich tych elementéw zbioru Z,
ktére dadzy si¢ przedstawié w postaci (2). Kazdemu ukladowi (a, &)
bedzie wige odpowiadal oznaczony w zupelnodci element a-4bi
zhioru Z, (przyczem naturalnie musimy uklady (a, &) i (b, a), roz-
nigee sig tylko porzadkiem liezb o i b — o ile a=E b — uwazaéd
jako rézne).

Powiadam, ze przytem réznym ukladom (a, b) oraz (¢, d) beds
zawsze odpowiadaly rétne elementy a -+ bi oraz ¢ - di zbioru Z,.
Gdyby howiem hylo

- a+bi=c+4di, {8)
to, W razie b=d, znaleslibyémy w jednej chwili g ==¢, zatem
(a, b) = (¢, d) — whrew zalozeniu, ze uklady nasze ss réine, w razie
288 b= d otrzymaliby$my z latwoscia, w my$l naszych warunkéw:

iom

bedzie element

§ 69. Liczby zespolone. 171

'izz—:—s, gdy tymeczasem i jest elementem, réinym od kasdej

liczby rzeczywistej. - ;
Réwnoéé (a, b) = (¢, d) jest wige mo#liwa tylko dla a=g¢

Kazdemu ukladowi (a, b) odpowiada wigc oznaczony element
a -} bi zbioru Z, i naodwrét: kazdy element a 4- bi zbioru Z, od-’
powiada oznaczonemu (jednemu tylko) ukladowi (a, b).

Sumg elementéw a |- bi oraz ¢ - di zbioru Z,, wobec wyni-
kajgeego z naszych warunkéw (mianowicie przemiennosei, lacznodei
1 rozdzielnoéei) wzoru

@+ b3) + (e 4 di) = (a 4 o) + 6 + a3,

@to)+¢+ai :
tegoz zbioru. Nazwijmy sumsg ukladéw (a, b) oraz (c, d) uklad (z, y),
ktéremu odpowiada suma elementéw shioru Z,, odpowiadajacych
danym ukladom: bedzie to wige uklad

@b+ d=(@+q b+d). Q)
Iloczynem elementéw a - bi oraz ¢+ di zbioru Z, bedzie,
w mys$l prawa przemiennosei, 1acznosei i rozdzielnodei, oraz wobec (1):
(a4 bé) (c+ di)=ar+bei + adi 4 bdit =
=ac -} bet 4 adi 4 bd (— 1) = (ac — bd) + (ad 4+ be)i.
Nazwijmy iloczynem ukladéw (a, b) oraz (¢, &) uklad (z, y),
ktéremu odpowiada iloczyn elementéw zbiorn Z,, odpowiadajgeych

k danym ukladom: bedzie to wige uklad

@ 8) (6, &) = (ac — bd, ad + bo) (6)

Migdzy zbiorem Z,, a zbiorem U wszystkich ukladéw (a,.b)
dwoch liczb rzeczywistych a i b istnieje wiee tego rodzaju odpo-
wiedniodé, se kaidemu ukladowi zbioru U odpowiada oznaczony
w zupethodci element zbioru Z, i naodwrét, kaidy element zhioru Z,
odpowiada pewnemu i tylko jednemu ukladowi zbioru U. Dalej,
dodawanie i mnozenie ukladéw zbioru U okreélone jest w ten
sposéb, Ze sumié oraz iloczynowi ukladéw zbioru U, ktérym od-
powiadajg elementy 2, i 2, zbioru Z, odpowiadajg elementy 2, + 2,
oraz z, 2; zhioru Z, i naodwrét. Wlasnodci te wyratamy, méwige,
ze zbidr Z, i zbidr ukladéw U sg ze wzgledu na dodawanie i mno-
Zenie izomorficzne.
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Nie przesadzajac, czy istnieja zbiory Z, spelniajace wsaystkie

postawione na poczatku niniejszego rozdzialu warunki, doszlismy
wiee do wniosku, ze w kazdym takim zbiorze Z istnieje czeéé Z,
izomorfiezna ze wazgledu na dodawanie i mnozenie ze zbiorem ukla-
déw U, w ktérym dodawanie i mnozenie okreslonem jest przez
wzory (4) 1 ().

Jezeli teraz uwdowodnimy, e istnieje zbiér Z, spelniajacy
wszystkie zadane warunki i izomorficzny (ze wzgledu na dodawanie
i mnozenie) ze zbiorem ukladéw U, to bedzie to najprostszy zbidr,
spelniajacy te warunki, w tem znaczeniu, ze kazdy inny zbidr,
ktéry je speluia, posiada czgs¢ izomorficzng ze zbiorem Z. W ten
sposéb otrzymamy najprostsee rozszerzenie pojecia liczb rzeczy-
wistych 1).

§ 60. Nazywaé bedziemy. liczba zespolong kaidy symbol
(a, B),

gdzie a i b s3 dwie liczby rzeczywiste.
Zrobimy nastepujace umowy.

I. Definicja réwnoSci. Dwie liczby zespolone (a, &) oraz (c. d).

uwazaé bedziemy jako réwne w tym i w tym tylko razie, jezeli
jednoczesnie
b=d.

a=¢, ouraz

II. Definicja sumy. Sumg liczb zespolonyeh (a, b) oraz (c, d)
nazywaé hedziemy liczhg zespolong (u -+ ¢, b+ d), piszac

@0+ (6 d)=(@+c b+ d) (6)

IIl. Definicja iloczynu. Iloczynem liczb zespolonyeh (e, b)
oraz (¢, d} nazywaé bedziemy liczbe zespolong (¢c — bd, ad 4 be).
piszge

(a. b) (¢, d)= (ac — bd, ad -+ bc). (M

Z definicji sumy wynika natychmiast jej przemiennosé i lacz-
nosé. Podobniez, ze wzoru (') wnosimy natychmiast o przemiennosei
iloezynu. Udowodnimy Iacznodé iloczynu.

) MozZnahy jednak okazaé, Ze istnieja szersze zbiory, spelniajace wezystkie
postawione przez nas warunki. Takim zbiorem jest np. zhidr wszystkich funkeyi
algebraicznych jednej ziniennej.
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W mysl (7) mamy:
(@) (& d)] (6r)=
=([ac—bd)e— [ad + belf, [ac —bd)f -+ [ad -+ bcle), (8)

zad, wobec

(e d) (&.f) = (ce —df; ¢/ +de), ®)

(@, ) [ie, d) (6)]=
=(a [ece—df]—0b [ef +de], a [cf +de]l+ b [ce —df)).
Lecz prawe strony wzordw (8) i (9) przedstawiajs, jak to wy-
kazuje latwy rachunek, te samg liczbe zespolons, skad

[(a,2) (¢, d)] (&) =(a, b) [(c, d) (e, )],
co dowodzi, ze iloczyn liezb zespolonych posiada wlasnosé Igeznosei.
Udowodnimy teraz wilasnosé rozdzielnosei.
definicji iloczynu:
(@bt (@d)] (6af)=@+6btd) (6/)=
=([a+cle—[b+dlf, [a+cl F+[b+d]e),

angjdujemy:

Mamy w mysl

zas

@8) (6, + (0 &) (6.f)=(ae— b, af+be) + (ce— df, ¢f + de) =
= (ac — bf + ce— d, af -+ be+ of + de);

prawe strony tych wzoréw przedstawiawiajs, jak latwo widzied, te

‘samg liczbe zespolona, skad

» [(a, B) +(c,d)] (&) =(, B) (e /) -+ (e, @) (e, 1),
co dowodzi wlasnosei rozdzielnosel.
Powiadam dalej, Ze liczba zespolona (0, 0) jest modulem do-
dawania, za$ liczba (1, 0) — modulem mnozenia, t. j. ze dla kazdej
liezby zespolonej (w, y) zachodzg wzory.

(@ 9)+(0,0) = (=, 9) @y) LO)=@=y 10
Dla dowodu tych wzoréw wystarczy powolad sig na definicje
sumy i iloezynu. .

Niech (a, b) i (¢, d) beds dwie dane liczby zespolome.

Zatbimy, ze liczba zespolona (z, y) spelnia réwnanie
(e &)+ (x, ) = (a, b).

W mysl definicji sumy, musi byé, wobee (11):
cte=a, dty=1,

y=>5b - d.

oraz

(11)

co daje
r=a—c¢,
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Z drugiej strony bezpoérednio przekonywujemy sig z latwoicis,

#e liczba zespolona
(@, 9)=(a —¢, b—d)
spelnia réwnanie (11).

D.oqawanie liczb zespolonych posiada wige oznaczone W zu-
pelnoécx i zawsze wykonalne (w sferze liczb zespolonych) dzialanie
odwrotae. Bedziemy pisali

(@a—ec, b —d)y=(a, b) —(c, d). 12)

Zaléimy, dalej, 2 dla danych (s, b) i (¢, d) istnieje liezba

zespolona (z, y) taka, iz
(e, d) (x 9)= (a, b). (13)

W myél definicji iloczynu, musi byé, wobec (13):

cy +dz=b. (14)
. Mnozac pierwsze z tych réwnan przez ¢, drugie przez d i do-
dajge, otrzymujemy

(Y-'.C—-dy.:a,

(c* + d¥yx = ac +- bd, (16)
mnogsc zaé pierwsze z réwnah (14) przez — d, drugi
" i dodajac, dostajemy )P X uglé P e
(c®+ d¥)y = bc — ad. (16)
) Gdyby byle c*4-d*=0, to z uwagi, %e ¢ i d sq rzeczywiste,
musialoby byé c.=0 oraz d =0 [ezyli (¢, d)=(0, 0)], zatem,
w m.yél (14) musialoby te by¢ a =0 oraz 5= 0. Réwnanie (13)
przyjeloby wéwezas postad
©,0) (= )=(0,0) :
i, jak latwo widzieé |w my$l (7)] byloby spelnione kat
liczbg zespolong (z, y). TR praen kntda
) f}dy.by zad bylo- (c', d) = (0, 0), zaé (a, b) 3 (0, 0), to réwna-
nie (13), jak latwo widzie, nie byloby spelnione przez tadns liezbe
zespolong (z, y) (gdy: nie bylyby nigdy spelnione réwnania (14),
ktérych 1e?ve strony sawsze bylyby réwne zeru).
Jeteli wige (e, d.)=(0, 0), to réwnanie (13) jest badé nie-
oznaczone,.qué tez nierozwiszalne. Zaléimy wige, e (¢, d) F 0.
Wynika stad, ze ¢* - d*==0 i réwnania (156) 1 (16) daja
_ac + bd __be—ad
et ar’ - ct4-d*’
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7 drugiej strony, droga bezposredniego podstawienia prze-
konywujemy si¢ z latwoseia (w my$l definicji iloczynu), ze liczba
zespolona

act+bd bc—ad
(x7 y) = (?—q}—_—_gé_, cg+ dg) (17)
spelnia réwnanie (13). Jezeli wige (¢, dy= 0, to réwnanie (13) po-
siada w sferze liezb zespolonych jedno i tylko jedio rozwigzanie.
Liczbg zespolona (17) bedziemy nazywali ilorazem liczby zespo-
lonej (a, b) przez liczbe zespolong (¢, d) 1 bedziemy oznaczali przez
(a, )
(e, d)

lloraz dwéch liczb zespolonych istnieje wiee zawsze i jest
okredlonym w zupelnosei, jezeli tylko dzielnik jest rézny od liczby
zespolonej (0, 0).

Wazystkie cztery dzialania arytmetyczne (précz dzielenia przez
liczbe zespolona (0, 0)) sa wige W sferze liczb zespolonych jedno-
znacznie wykonalne.

Weimy teraz pod rozwage liezby zespolone typu (a, 0), gdzie o
oznacza jakskolwiek liczbg rzecaywists W myél definicji réwnosci
liezb zespolonyeh, dwie liezby (a, 0), oraz (b, 0) beds réwne wtedy
i tylko wtedy, jezeli a = b. Dalej, w mys$l definicji sumy, rézniey,
iloezynu i ilorazu mamy:

(a, 0) (5, 0) = (a0, 0),
(a) O) - (b) 0) = (a’ - bv 0))
(a,0) (5 0)=(ab, 0),

(a,0): (b, 0) = (%, 0) (jeseli b = 0).

(a, b): (¢, d), lub

Wzory te dowodzg, Ze zhiér wszystkich liezb zespolonych
typu (a, 0) jest ze wzgledu na eatery dzialania arytmetyczne iz0-
morficzny ze zbiorem wszystkich liczb rzeczywistych. Wobec tego
kwestja zoakowania tylko bedzie, jezeli liezby zespolone (a, 0) be-
dziemy oznaczali wszedzie temi samemi symbolami, co odpowiednie
liczby rzeczywiste a.

Uméwimy sig wiee pisaé poprostu a zamiast (g, 0), cayli
kladziemy ’
@0 =a IR
przy wszelkiem rzeczywistem a. '

13
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Niech teraz (a, l) oznacza dowolng dang liezbe zespolons.

Wohee definicji sumy i iloezynu, mozemy napisaé:
(0, = (2 0+ 0, 0 (0, 1),
ezyli wohee (18):
(@ by =a5(0, 1) (19)

Oznaczmy, przez skrocenie, liczbg zespolong (0, 1) jedng liters i,
czyli polézmy

0 1=i (20)
wzir (19) bedziemy wige mogli napisaé w postaci
(a, by =a -+ bi. 21)

Kazda wige liczha zespolona daje sig przedstawié w postaci (21),
gdzie i jest liczba zespolons, okreslong wzorem (20). Ze wzoru tego
otrzymujemy, w mysl definicji iloczynu liczh zespolonyeh oraz
wohec (18):

#=100,1) (0, 1) = (—1, 0= — 1.
czyli

=1,
;

wobee czego moglibysmy liezbe zespn]ona i oznaczaé tez symbo-
lem J—1. :

W mysl wzoréw (10) oraz wobee (18), mamy, dla kazdej liczby
zespolonej 2 =a - bi:

0=z,

eo dowodzi, ze liczba O jest modulem dodawania, zad liczba 1 — mo-
dulem mnozenia liezb zespolonych.

Dla dzialan arytmetycznych na liczbach zespolonyeh mamy
w mysl (6), (12), (7) i (17), wzory:

(@ +b9) + (c+ di) = (a + ) + (b + )i,
(a+ bi) — (¢ + di) = (a — o)+ (5 — d) 3,
(a+5i) (¢4 di)=(ac — bd)+} (ad + bo)i,
(a—{—bi):(c—}—di)——aiig;]—{-— ::{‘_;f

oraz 2. 1=z,

l (22)

przyczem wszystkie catery dziafania sy w sferze liczh zespolo—
nych Jeduoznaczme wykonalne, z wyjatkiem jedynie dzielenia

przez liczhe 0. Zbidr wszystkich liczh zespolonych tworzy Wlec
ciato liczborce.
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Nadto dodawanie i mnozenie liczb zespolonych posiadajs, jak

dowiedliémy wyzej, wlasnosci przemiennosei, lacznosei i rozdziel-

nogel, przyezem O jest modulem dodawania, zas 1 modulem mnozenia.

Dalej, dzialania arytmetyczne na liezbach rzeczywistych mogs
byé uwwazane jako przypadek szczegélny dziatah na hczbach ze-
spolonych.

Dla okazania wige. ze liczby zespolone przedstawiaja zadane
rozszerzenie zbioru liczb rzeczywistych (spelniajace warunki, posta-
wione w § Db9), pozostaje tylko do udowodnienia, ze pierwiastko-
wanie naturalnego stopnia jest zawsze w zbiorze liczb zespolonych
wykonalne.

§ 61. Nazywaé hedziemy wartosciq bezwzgledng, albo modudem
liezby zespolonej a - bi, liczhg rzeczywists |/a* b, piszac

| @+ bi | =)a2 52 (28)
(prayezem przez J0 nalezy rozumieé liczhg 0).

FLatwo widzieé, ze definicja ta jest tylko rozszerzeniem de-
finicji modulu liezb rzeczywistyeh. W samej- rzeczy, z definicji
réwnosei liczb zespolonych wynika natychmiast ze liezba zespo-
lona a 4 bi jest wtedy 1 tylko wtedy liczby rzeczywista, jezeli =20,
{Gdyz, jezeli a + bi = ¢, gdzie ¢ jest liczbg rzeczywista, to, z uwagi,
ze, w mysl (21), a4 bi = (a, ), za§ w mysl (18), c=(c, 0), mamy
réwnoéé (a, b)) = (¢, 0), skad a=c. b=0. Z drugiej strony w mysl
(21) i (18), a - 0i=(a, 0) = a).

W razie za§ b =0, wzér (23) daje

a|=a ’ (24)
jezeli a >0, to (z uwagi, ze pierwiastek arytmetyezny stopnia dru-
giego z liczby dodatniej a% jest jedynem rozwigzaniem dodatniem
réwnania z? = af) znajdujemy stad natychmiast:| @ | = a; jezeli a=0,
to wzér (24) daje |0 | = V___ 0; wreszeie, jezeli a <C0, to wzdr
(24) daje | @ | = — a, w kazdym razie zgodnie z defxmcm modulu
liezby rzeczywiste;.

Modul liczby zespolonej jest, w myél wzoru (23), zawsze ozna-
czong w zupelnosei liczbag rzeczywista nieujemns, przytem zerem
tylko dla a=5=0, t. j. dla ¢+ bi=0. Zatem: ‘

Modul zera jest zerem, modul kazdej liczhy zespolonej réznej
od zera jest liczbg rzecaywists dedatniy.
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Niech
z=a-bi

oznacza dang liczbe zespolona. Liezbe @ nazywamy cegscig r2eczy-
wistq, zas liezbe bi — caedeig urojong liczby zespolonej a - bi.
Liczbg, ktirej czgsé rzeczywista jest zerem, ngzywamy wurojona.
(Sa to oczywiicie tylko wigeej lub mniej odpowiednie nazwy:
symbol 5¢ jest réwnie realny jak i symbol a. Usprawiedliwienie
swe nazwy te znajduja w tem, ze jezeli rozwigzanie jakiegos za-
gadnienia fizycznego lub mechanicznego (a nawet geometryeznego)
wyraza si¢ w liczbach zespolonych, ktérych czeéé urojona nie jest
zerem, to rozwigzanie takie jest tylko fikeyjne i dowodzi, ze od-
noéne zjawisko lub wielkodé (waglgdnie figura) fizycznie (wazglednie
geometrycznie) nie istnieja).
Liczbg zespolong i = (0, 1) nazywamy niekiedy jednostka uro-
Jjong (dla odréznienia od jednostki rzeezywistej 1 = (1, 0)).
Liczbe zespolong,
a—bi,
rézniges si¢ tylko znakiem wspélezynnika przy i od liczby 2=a -}- b3,
nazywamy sprzezona z hczbq 2. Liczbe sprzezons z 2 bedziemy
oznaczali przez 2.
Z definicji hczb sprz@zonych Winika natychmiast, ze jezeli
u=2', to u' =2z, czyh, przy wszelklem zespolonem 2
(&) =
Jezeli z==2,, to mamy oeczywiscie 2’ = 2| i naodwrét. Jezeli
z=2', to liezba 2 jest rzeczywists i naodwrét.. W szezegdlnodei,
jezeli 2= 0, to 2’ =0 i naodwrot. .
Ze wzoréw (22) wnosimy natychmiast, ze przy wszelkich ze-
spolonych 2 i 2, mamy:
{zt2) =242
(e—2) =2 —z

(z2)) =722} ) (25)
(2 2 .
(;1) —%  @azn0;

Dzialania arytmetyezne na liczbach sprzgionych dajg wige
sprzg¢Zoune wyniki.

icm

- § 61. Modut liczby zespolonej i jego wiasnogei. 186

W mysl definicji modutu, mamy:
@ | =la—bi| =VFF =T F o= | atbi| =] 2]:
liczby‘ sprz¢zone majs wiee ten sam modul.
Tloezyn 22’ nazywamy norma liczby zespolonej 2: w mysl (22) jest
22’ == (a + bi) (2 — bi) = a2} b2,
ozyli, wobec (23):

2=z
skad
|2 | =)z
Stad, dalej, wobec przemiennofei i lgcznofei iloezynu liezb
zespolonych, oraz w my#$l (25):
[ 22, |2 = (e2)) (221) = 22, . 2'2] = (22') (2y21) = | 2|2. | 2, |}
skad, z uwagi, ze modul jest zawsze liczby rzeczywists nieujemng:

lezy | =]2].]2]

czyli: modul iloczynu jest zawsze iloczynem modutdw. Podobnies
udowodnilibysmy, ze modut ilorasu jest ilorazem moduddw.

Wobec definicji modulu "oraz wzoru na iloczyn liczb zespo-
lonych, wadr | 2|2, |2 [2= [ 22 |%, gdzie z==a—+-bi, 2z, = ¢+ di,
jest réwnowazny tozsamosei

(@@ +b%) (¢ + d%) = (ac — bd)' 4 (ad + b)Y,  (26)

ktérs latwo tez sprawdzi¢ bezposrednio. Toisamosé ta zawiera cie-
kawe twierdzenie arytmetyczne, dowodzi ona mianowicie, ze iloczyn
dwéch liczb, » ktérych kazda rozklada si¢ na sume dwéch kwa- -
dratéw, sam jest sums dwéch kwadratéw.

Np. 53 . 41 = (724 2%) 52+ 4Y) = (7.5 —2. 4)*
4 (7.442.5) =271} 382,

Zastgpujae w tozsamosci (26) b przez — b, otrzymujemy jeszeze
drugs toZsamodé:

(0 + 1) (¢ + a8 = (ao - b+ (ad — be)y; (1)

wige np. B3 . 41 = (T2 22) (5 - 4%)= (T .5} 2 . 4)2
+(1.4—2.5)2 =432 182,
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Z twierdzenia o module iloczynu wynika, ze jezeli 2z, =0,
to lz].|2 | = |2y | =0, skad, wobec rzeczywistosei modulu:
{z]|=0,Tub |2 | =0, zatem 2 =0, lub 2, = 0.

Z drugiej strony, jezeli jedna z liezb z lub 2, jest zerem, to
jeden z moduldw | z | lub | 2, | jest zerem 1 przeto

lzzy |=1{2]|.|2|=0, skad =22, =0.

lloczyn dwdch liczb zespolomych jest wige wiedy i tylko wiedy
zerem, jeieli jeden conajmniej z czynnikdw jest zerem.

Udowodnimy teraz, ze modut sumy dwdch liezb zespalonych nie
preencsi sumy modutéw tych liczb. Zalézmy, ze twierdzenie to nie
jest prawdziwe, Ze wige dla pewnych dwéch liczb zespolonych
¢=a-+bi oraz 2, = ¢+ di mamy

etz [ >+ 2], (28)
czyli, wobee (22) 1 (28): .
VaFeor+oFae > VarF o2+ +ae.
Podnoszae obie strony do kwadratu, otrzymalibydmy stad
(@t+er+@+de>ar+br+er+a 42 F o JerFar,

skad, odejmujsc po obu stronach «®+ b2+ ¢*+d?, oraz dzielge
przez 2:

ac+bd > Var+52. Jer+dz,
zatem
(ac+bd)e > @+ 59 (e +a,
gdy tymezasem, wobec tozsamosei (27). musi bye
(a®+ 5% (c2+d?) = (ac+bd)
Nieréwno$é (28) nie moze wige zachodzi¢ dla zadnych liczb
zespolonych 2 i 2, Musi wige byé zawsze
lz+a | <|z|+]2]
¢. b.d. o. Podobnie jak dla liczb rzeczywistych, wnosimy stad
dalej, ie modut rdénicy jest niemniejszy od résnicy moduddw.
Cwiczenia.
1) Udowodnié, Ze nierdwnodei
fz42 | <A oraz |z—2 | 4
pociggaja za soba nieréwnobei
2] <4 oraz |2z | <A

iom
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2) Ukazaé, Ze dla wszelkich zespolonyeh 2, z,,...2,, zachodzi nieréwnodé:

|:1+~za+-~+znl Iz]' ‘z;| _I 2z |
TF oot el =i ia] TiFm Ty

Dla #==1 nieréwnu§¢ nasza jest prawdziwa oczywidcie.
Aby ja udowodni¢ dla =2, czyli okazaé, Ze zawsze

{242l < A _lle
T nts —1F 5] TiF )
wystarezy zauwazyé, fe po zniesienin mianownikéw i po redukeji otrzymujemy
réwnowazng nieréwnosé
lasteal <le|diald+laznl - lats|+2]z2],

ktdra zachodzi oczywieie, wobec tw. o module sumy.

Prawdziwos¢ zaé naszej nieréwnodei dla # liezb wynika natychmiast z jej
prawdziwofei dla # — 1 liczh oraz dla dwéch liczh. (Nierdwnoéé te zuzytkowal
M. Fréchet dla zhudowania swej przestrzeni o nieskoriczenie wielu wymiarach).

§ 62. Dwumian Newtona.

Potézmy przy wszelkiem zespolonem u:

(#\ _ wpe—1p—2)....(a—k+1)
(k)_ 1.2.3..... 2 < dh

oraz

£E=1,2,3,... (29)

By _

( 0) —1. (30)
Dla £>1 mamy, wobee (29):
pE—1). . (p—k+1)

7 ay_pp—1)...(u—k+2)
(k——1)+(lc)_ 12.. . k=1 T 12....%
w—1)...(6— k+2) '
= " [k+(“—k+1)]=
=(u+1)Mﬂ-—l)~-~(u~k+2)___(u+1)
12.. % )

a e, wobee (29) i (30) mamy tez

(5)(5)=veu= 1)

wige dowiedlismy wzoru

o)+ (3= (0] o1

przy wazelkiem zespolonem p oraz wszelkiem naturalnem k.
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Niech teraz ¢ i b beds dwie dane liczby zespolone. Powiadam,
e przy wszelkiem naturalnem m zachodzi wzdr

(a+br=(’3)w~+(’f)um-%(’;")a'n—ﬁbz+...+(m’i o). 62)

Wzér (32) jest oczywiscie prawdziwy dla m =1, gdyz, w mysl

(80) i (29):
((1)) a+(i)b=a+b.

Zalozmy, ze wzér (32) jest prawdziwy przy pewnem natu-
ralnem m. Mnozac obie strony wzoru (32) przez a + b; otrzymamy:

@tors = () a4 () et (5 ettt
g arsr () avm o () oo (T) it

ey o (=

- (’(}) @t [(?)-I— (’6’)] ab+ [(’;) + (’f)] bt 4+
[ ek (),

. . .o (m\ . (mt1\ (m m~+1
svka‘d,wmysl(}}l)lz'uwagl, ze (0)—1——( 0 )’ (m)zl:(m-i- 1)
znajdujemy:

(a+b)"‘+1_—=(m’g_l) a”‘+1—]—(7n;}—1) "b+("'+1) et R S

e+

co d_owodzi, ze wzoér (32) pozostaje prawdziwym, gdy w nim za-
stapimy m przez m -+ 1. Stad, przez indukeje, wnosimy o prawdzi-
wosel wzoru (32) przy wszelkiem naturalnem m.

Wazér (32), czyli wzdr

) bm+1 R

(@b =o"+ma —1b+mrm D m—abo_*_m(ig%_@a”‘“'w"}-...-}'b"

znany jest pod nazws dwumianu Newtona.
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Kladae, w szczegdlnofei, we wzorze (32) a=b=1,

mujemy:
w[m m m m
2 _(0)+(1)+(2)+...+(m),
kladae zag§ a=1, b= — 1, otrzymujemy:

=[5 ()5 v

przy wszelkiem naturalnem m.

§ 63. Udowodnimy ohecnie, ze z kazdej liczby zespoloneJ
istnieje pierwiastek stopnia drugiego. Pierwiastkiem stopnia dru-
giego z liczhy zespolonej a + bi nazywamy liczbe zespolong « + yi,
spelnixjaca réwnanie

otrzy-

(x+yip=a +bi. ' (83)
Zaléimy, #e liczba zespolona z -+ yi spelnia wypisane réwnanie.
Mamy stad, w mysl definicji iloczynu liczb zespolonych: ‘
2?2 — y+ 2zyi = a +bi,
skad, w mysl definicji réwnosei liezb zespolonych:
2?2 —y?=a (34)
orag '
2wy =D (35)
Podnoszge te réwnania do kwadratu i dodajae, otrzymujemy,
jak latwo widzie¢ [wobec tozsamosei (22— y%)*+(2zy)* = (w2 +yH:
(@ + y2)2 = a? + b2,
skad, z uwagi, ze 2*+y*=0, oraz 'w my$l definicji -pierwiastka

arytmetycznego:

2t +yr=lar F b2 (36)
Wazory (34) i (86) daja w jednej chwili (przez dodawanie,
wzglegdnie odejmowanie):
ozt =)ot +b2+a, oraz 2yr= Vo' + 5t — a. (37)
Lecz l/a=+bazl/‘t- | ai, za§ | a|=a oraz |a| =
prawe strony wzoréw (37) sg wiee nieujemne: wzory te daJa, w1qc,
w jednej chwili:

a2 +2b’ ta (38)
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.oraz

_ at+ bt —a
y—il/’"”‘ 2 . (39)

Znaki 4 we wzorach (38) i (39) nie sa od siebie niezaleine:
w my$l (35) musi bowiem byé
sgn«.sgny = sgn b. (40)

. Z drugiej strony, przez bezposrednie podstawienie otrzymu-
Jemy, wobee (38) i (39):

W+ahVEf-T-TS—a_
2 2 -

x’«—y?i

a,
czyli wzér (34), oraz

dxtyr=(Jar F 11+ o) (Va’+b*———a):a3+b3-——a”::b3,
skad

|22y | =1d],

braz
22y =sgn(2zy). |22y | =sgn(2cy).| b | =sgnx.sgny.|b|
ezyli, wobee (40):

:

2zy=sgnb.|b|,
co daje
2ry=2b,
zatem wzér (35).
Liczb.y x 1y, wyznaczone ze wzoréw (38) i (89) przy warunku
(40), speln}alja‘. wige réwnania (34) i (35), zatem tez réwnanie (38).
_ Dowwd.hs’my wige, Ze na to izby liczba zespolona x + yi spet-
fuala'réwname (33), potrzeba i wystarcza, izhy zachodzily wzory (38)
1(39), w ktorych znaki + podlegaja warunkowi (40).
Rozréinimy dalej nastepujgee przypadki:
1)6=0, a = 0. W tym przypadku mamy, jak Yatwo widzied:
#=0 oraz y =0 i réwnanie (33) posiada jedyne rozwigzanie
z+yi=0.
‘2)__b=0, ¢>0. Wzér (39) daje w tym przypadku y=20
ggdyi ya2= la] =a)i mamy sgné =0, sgny = 0: warunek (40)
Jest wige sam przez sig spelniony.
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Znaki 4 we wzorach (38) i (89) mozemy bra¢ calkiem do-
wolnie, co jednak, wobec y = 0, daje tylko dwa rozwigzania réw-
nania (33), mianowicie

| l/m-l-a:‘/ Voita_y,
2 2

c+yi=

.Z'+yi=:-——|/ VL‘(._2+2IJ’+Q=__VE

(rozwigzania te sa, wobec a>>0, jak latwo widzieé, rézne). Oba
rozwiazania sg rzeczywiste, rézne co do znaku.

8) b=0, a<<0. Wzér (88) daje w tym przypadku x=0
(gdyz Vo = | a | = — a). Jak wyzej, znajdujemy W tym razie dwa
résne rozwigzania réwnania (33), mianowicie )

rp+yi=i|/ L(-ﬂ—_*_:f:l:il/fvﬁ; e
”

T b A
ztyi=—i ’Srq:__L

b

oraz

oraz

Oba rozwigzania sg urcjone. .
4) b= 0. Wzér (40) jest w tym razie réwnowainy Wzorow:

sgny=sgnb sgnz (41)

(gdyz wzor (35) wskazuje, ze x =0, skad (sgnx)* = 1). .
Znak liczby x, czyli znak + we wzorze (38), mozemy wige
obraé calkiem dowolnie, przez co znak liczby y, eayli znak we
wazorze (39), bedzie okreslony wzorem (41). Znajdujemy wi?c w tym
przypadku dwa i tylko dwa rozwigzania réwnania (33), mianowicie

'/ ;2 e l
z+yi= __f“’l‘)ljﬁ___?-l—isgnb. 'a +_b < ‘
oraz (42)

-—:1———]_‘2 -+ . a2 + 712 —a
;c+yi:_.‘/ '_a__i-‘.—.?%__il——'&sgnb. l_____z____.

. , . . s 1
Rozwiazania te sg rézne, gdyz w razie ich rdwnodel znalesli
bysmy & =0, whrew zalozeniu.
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Zestawiajge otrzymane wyniki, dochodzimy do wniosku, ze-

réwnanie (83), z wyjatkiem przypadku @ -4 bi =0, posiada zawsze
dwa rézne rozwigzania.

Z kazdej wige. liczby zespolonej réznej od zera istniejs dwa
résne pierwiastki kwadratowe (zespolone).

Przyklady.

1) Wyznaczmy pierwiastki kwadratowe z liczhy 4. W mys$l wzoréw (42)
{dla a =0, b=1) pierwiastkami temi, czyli rozwiazaniami w liczhbach zespo-
lonych 2z réwnania 22=1, beds liczby zespolone

/T /T it _
zi—l/‘z“““ TV AT

2) Dla a=D5, b= — 12, wzory (42) dajg jako pierwiastki kwadratowe
z liezby 5—12¢ liczby

21=I/W692+5+" [/ELZ:_E)==3+21' oraz 2, = — 3§ — 21,

§ 64. Niech teraz m oznacza dang liczbe naturalng i przy-
pusémy, ge rozwigzaniami (w liczbach zespolonyeh 2) réwnania

& = a - bi (48)

g liczby. zespolone
Ry Zgaee-aByyeon (44)
{nie przesadzajac, czy wypisany cigg jest skoficzony czy nie).
Powiadam, ze pierwiastki kwadratowe z liczb (44) beds roz-

wigzaniami réwnania

P —=aqa -+ bi (45)

i naodwrét, kazde rozwigzanie réwnania (45) bedzie pierwiastkiem
kwadratowym 2z jednej z liczb (44).

W samej rzeczy, zaléimy, ze liczba zespolona { jest pierwiast-

kiem kwadratowym z jednej z liczb (44) np. z liczby 2,: mamy wige

[2=z,. (46)

Lecz liczba 2, jest, jak zakladamy, jedrem z rozwiszah réw-

nania (43): mamy wigc

& = a - bi,
a ze, wobec (46)
g =2}
wiec jest
g == a + b7’7

co dowodzi, ze liczba { jest rozwigzaniem réwnania (45).
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Zatbzmy, z drugiej sti'ony, ze liczba zespolona { spelnia réw-
nanie (4b), t. j ze
{me=a ~+ bi;
wzor ten mozemy przepisaé w postaci
&) =a+bi,
co dowodzi, Ze liczba {2 jest jednem z rozwigzah réwnania (43).
Poniewaz zas wszystkie rozwiszania réwnania (43) sa, jak zakla-
damy, wypisane w ciagu (44), wige {* musi by¢ jedng z liczb
tego eiggu, np.
ft =2z,

co dowodzi, ze liczba ¢ jest pierwiastkiem kwadratowym z jednej
z liczb (44).

Dowiedlidmy wige, ze zbiér wszystkich rozwigzan réwnania (45)
jest identyczny ze zhiorem wszystkich pierwiastkéw kwadratowych
z kazdego z rozwigzah réwnania (43). W ten sposéb rozwiazywanie
réwnania (45) sprowadza sig do rozwiszywania réwnania (43).

Jezeli przytem a -} b6i5=0, to zadna z liczh (44) nie moze
byé zerem (gdyz w razie 2,=0 byloby a {-bi=2p=0), a ze
z kazdej réinej od zera liczby zespolonej istniejs (jak dowiedliémy
w § 63) dwa rézne pierwiastki kwadratowe, i poniewaz pierwiastki
kwadratowe z réznych liczb sa zawsze rézne (skoro ich kwadraty
sy rézue), wige dochodzimy do wniosku, ze w razie a+bigk0
réwnanie (40) posiada dwa razy wigksza liczbg rozwiszan niz réw-
nanie (43). -

Innemi slowy: z liczby réznej od zera istnieje dwa razy wiecej
plerwiastkéw stopnia 2m-go-niz m-go.

W szezegdlnosei wige, poniewaz, jak dowiedliémy w § 63,
z kazdej réznej od zera liczby zespolonej istniejs dwa rézne pier-
wiastki’ stopuia drugiego, wnosimy kolejno, ze z kaidej réznej od
zera liezby zespolonej istniejg cztery rézne pierwiastki stopnia czwar-

tego, 8 réinych pierwiastkéw stopnia 8-go, ogélmie: 2° réznych

pierwiastkéw stopuia 2°-go (p=1,2,3,...). Mamy tez zarazem me-
tode wyznaczania tych pierwiastkéw zapomocs kolejnego obliczania
pierwiastkéw kwadratowych.

Praykiady. Z liezhy 1 mamy dwa pierwiastki stopnia drugiego:;,, .

1 oraz—1, ERI SR
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kazda z tych liczb posiada znown dwa pierwiastki stopnia drugiego:

1,—1 oraz %,—1; :
te cztery liezby sg3 wiec pierwiastkami stopnia czwartego z jednosei. Obliczajge
pierwiastki kwadratowe z kazdej z tych czterech liczh, otrzymujemy 8 pier-
wiastkdw stopnia 8-go z jedno$ei, mianowicie

Lo s g lE 14 1—i 1—i
7_ 3 1_ ,_——’_—, L M

Aby mieé wszystkie pierwiastki stopnia 16-go z jednoéei, naleZaloby do
ostatnich ofmiu lezb dopisaé jeszeze liczby:

l"2+Vz‘+V2—l@,. k¥ -1,
2 2 ? 2 2

?

le-ve _lrle, V-F ltP,
2 F) ' 2 2 ?

E4

'2tV§_—V2-;V§i:——h_ng+’/2TVgi

a bl

lg_y2—+’/2+y§-1 _V2—V2__'/2+ ng
2 2 ’ 2 2 ’

Ze znalezionego przez uas zwigzku migdzy liczby rozwigzan
réwnan (43) i (45) wnosimy dslej, ze jezeli udowodnimy, Ze istnieja
pierwiastki kazdego nieparzystego stopnia z kazdej danej liczhy
zespolongj, to bedzie stad wynikalo, e istnieja tez pierwiastki
kaidego naturalnego stopnia z kazdej danej liczby zespolonej. Kazda
bowiem liezbe naturalng mozemy przedstawié w postaci 2*m, gdzie m
jest liczbg nieparzysta, zas p jest liczhg calkowita = 0, za$ z istnienia
prerwiastkéw stopnia m-go bedziemy kolejno wnosili o istnienin
pierwiastkéw dowolnego stopnia 2m, 2%m, ... 20m,

Wystarczy wige, dla dowodu istnienia pierwiastkéw dowolnego
stopnia z liczh zespolonych, okazaé, ze istniejs pierwiastki kazdego
nieparzystego stopnia z kazdej danej liczby zespolonej.

Nieech wige a -} bi oznacza dang liczbe zespolons, m — dany
liczhe nieparzysta; chcemy dowiesé, ze réwnanie

o ==abi (47)
posiada conajmniej . jedno rozwiszanie w liczbach zespolonych =.

Jezeli b= 0, to liczba ’

z=sgna.}Ta]
spelnia nasze réwnanie (gdyz 2™ = (sgna). | « | =sgna. | @ | = a).
Mozemy wige dalej zalozyé, ze b==0.
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Przypusémy, ze liczha zespolona g=== -t yi spelnia réw-
nanie (47). Nie moze tu byé y =0, gdyz wiwezas mielibysmy
#" = a - bi, skad wobec rzeczywistosei lewej strony, b = 0, whrew
zalozenin. Jest wige y=f 0. Polézmy:

—=1; (48)
hedzie wige
rAyi=y (43,
zatem, w mysl (47):
yr i =a 4 bi, (49)
a ze, jak wiemy (§ 61), wyniki dzialan arytmetycznych na Liezbach
sprzezonych sg sprzezone, wige, wobec (49), mozemy jeszeze napisaé:
yrt—it=a— hi. (50)
Mnozge réwnanie (49) przez i(a — bi), réwnanie (50) przez
i(a-bi) oraz odejmujae drugie od pierwszego, otrzymujemy, po
podzieleniu przez y™ (z uwagi, ze y == 0): '
(4" ({ia+b) — (¢ — 3y (ia — b) =0. (61)
Mnozae za$ stronami réwnania (49) i (50), otrzymujemy
(z uwagi ze iloczyn liczb sprzezonych jest ich norms):
P4 r =ar b,

skad, wobec rzeczywistosci liczhy y:

2m
@ + b
F+TF
Naodwrét, zalézmy teraz, ze ¢ jest liczbg rzeczywista, spelnia-
jaca réwnanie (51) i wyznaczmy liczbe rzeczywisty y ze wzorn (52).
Polézmy dalej 2 = ty. Bedzie wiec .

' 4 yi=y¢t+1),

y=+ (52)

ske_atd“ ‘ '
H (@ 4 yifm = g™ (¢ + i (63)
_‘quZec (52), mamy dalej: : : '
. 2 2 :
. = - o
Lecz,'w mysl (51) (wobee (f 4-4) (t — i) = ¢2 + 1):
(¢ + if"tia 4 B) = (1 + 1) (ia— ),
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skad, mnozge przez — ia - b, z uwagi, % (ia — b) (—ia 4 b)==
= (« -} bi)?, otrzymujemy:
i @) = ) @i
Wazér (53) daje wiee, wobee (64) i (85):
(& 4 yi]e = (a + b7),

(55)

czyli :
[+ yiy — (e + bd) [@+yi" + (@ + 0] =0,
skad (z uwagi ze iloczyn dwéch liczb zespolonyeh moze by¢ zerem
tylko jezeli jeden conajmniej z czynnikéw jest zerem) wynika,
ze albo
(x - yiyr=a - bi,

albo tez

(x4 yi)y" = —(a + bd);
w tym ostatnim przypadku mogliby$my napisa¢ (wobec nieparzy-
stosel m).

(— 2 — yiy"=a -+ bi.

W kazdym wiee razie dowiedlismy, ze jezeli tylko istnieje
liczha rzeczywista ¢, spelniajaca réwnanie (1), to istnieje tez liczba
zespolona z, spelniajaca rownanie (47). Pozostaje wige tylko do
udowodnienia, ze réwnanie (51) posiada conajmniej jedno rozwiz-
zanie rzeczywiste.

Réwnanie (51) po rozwinigein wyrazen (t-+-i)" oraz @t —i
wedlug dwumianu Newtona, oraz po Yatwej redukeji i podzieleniu
przez 2, sprowndza sie do réwnania

. . mef1
bt~ (T)at"‘"— (';’)btm-2+(g’)atm—2+(’;f) bt (—1) FTa=0
o wapélezynnikach rzeczywistych, przyczem wspélezynnikiem przy "
jest liczba réina od zera (gdyz, jak zakladamy, b == 0).

Réwnanie (B1) jest wiec réwnaniem stopnia nieparzystego m
o wspGlezynnikach rzeczywistyeh.

W mysl tw. 72 woosimy wige, Ze réwnanie (51) posiada
consjmniej jeden pierwiastek rzeczywisty.

Wynika stad, jak wiemy, ze istnieje conajmniej jedna liczba
zespolona 2, spelniajaca réwnanie (47).

Dowiedliémy wige w tym paragrafie w zupelnosei, ze 2 kazdej
liczby zespolonej istnieje conajmmniej jeden pierwiastek kaidego danego
naturalnego stopnia.
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N .§ 515. Zajmie.my sig teraz dowodem t. zw. zasadniezego twier-
enia geb.ry, mianowicie twierdzenia, ze kazde réwnanie alge-
braiezne posiada conajmniej jeden pierwiastek.

Niech

SR =tz +a'+ .. Fa, 2+ a, (66)

oznacza wielomian stopnia m-go o wspélezynnikach zespolonych
@, a,....0a,, prayczem a, == 0.

Lemmat 1. Jeteli, dla danej liczby j 1
_ Lemm 8 y zespolonej z,, jest f (2 0,
to istnigje liczba zespolona z, taka i% | f(z) | < | fzz,ojlk T

Dowéd. Zaléimy, ze dla danej liczby zespolonej z, mamy
Fle) 0. (67)

Zastgpmy we wzorze (56) 2 i j
' . przez 2, -k i uporzgdkujm
wielomian f(z, 4 ) wedlug potgg rosngeych A: otrzymamy d

fleo+h)=by + b, hb bt ... b, k", (58)
gdzie, jak latwo widzieé:
b =ao 25 4+ a, 257" 4 ... Gy 2 + 0= F(2), (59)
zatem, w mysl (B7):
by 0. (60)
Dalej, jak latwo obliczyé, bedzie
bm ==y 3
zatem
b,.=F0: (61)

wéréd wspélezynnikéw

by, by by
istnieja wige réine od zera: niech b, oznacza pi i i
; zera: pierwszy z nich (bedzie
wige 1 <<k <m). Wzér (58) bedziemy mogli przepisaé w postaci:
S (20 - R) = by + b b* o by BT - L bR (62)

Polézmy
s b lb]
b | by |

——.quzie.to.pe?n.la liczba zespolona. W my#l dowiedzionego w § 64
twierdzenia, istnieje conajmniej jeden pierwiastek stopnia k-go.z liczby

14
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zespolonej ¢

'Oznaczmy przez o jeden z takich pierwiastkow:
bedzie wige - '

bo- 1 by

¢ 5] B )
éka;d, w mys$l twierdzenia o module iloczynu:
L] 18]
G — 1 .
‘i al =|a { | ]} ] ]’0 | :

co.daje w jednej chwili (z uwagi, e modul jest liczba rzeczywista
nieujemna}: o
' lal=1 N )

Oznaczmy. dale], przez ¢ liczbe dndatnig. spelniaijqca, nie-
rownodei

[ b,

R A .

hud:} .. (6D

o<l o< M O GE  TE ]
(6drzueajac trzeci z tyeh warnnkow w razie /&= mj. »

Przyjmijmy wreszeie W

h=ou. (66)

Wzéf (58) daje, w my$l twierdzenix o module sumy:
+ b, (87

[/ (2 —+1) l<V)o—|-b,h‘]~l~]bmh'+ byoal T
Lecz, w mysl (66) i (63): . : S
b _
by - b = by + I 0t ar = b, {1—] @"). (68)
‘0
zad, wobec (65): .
: "
1— oF == l —\ ¢>0,

zatemm, wobec (68):

&bo+bhw=m|(

*e"‘)=!bo:i-|bk|9*-‘ (69)

Dalej, Wobec (66) i (64), oraz w mjs’l tw. o module sumy:
[ b B b b b b | < "
< b |- LAY A L0l I *‘”w\@“”—i— H bl
skad, wobec (65): .
BB Al h*"1<e*+1qbl+]|+lbx+n

+ —Hb I><9“lbl t70)
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Wobee (67), (69) i (70) jest wige
| flo 1) 1 <(]be | — [ b ] @)+ | bl @t
czyli
[z +h) 1 <|bl,
zatem, wobec (59), dla 2=z, + &:

[ /()| <If()!. (71)
Udowodnilismy wiec nasz lemmat.
Poléimy
a,=u0,+fi. dla kF=20,1,2...:
wobec (56) bedzie, pray wszelkich rzeczywistych = i y:

Fle—+yi)=/(a+ Boi) (r +yi)" 4 (a4 Br0) @+ 58" 7+ ... @t Bty

co, po rozwinigein i zastgpmmu poteg i
'l}. 1

przez (— 1)¥ zad poteg
przez {— 1Y@, przedstawié mozemy w postaci:
fle+yi) =Pyl +i0(=y)
gdzie Plx,y) oraz Q(z,y) sa wielomiany calkowite wzgledem 2, y,
o wspolezynnikach rzeczywistyeh?). Wnosimy stad natychmiast, ze
[Fl@+yi) P = P@y) + (% y) = Wiz y) (12)

jest wielomianem calkowitym wzgledem a, v, o wspdlezynnikach
rzeczywistych.

Niech teraz z = x -+ yi oznacza liczhe zespolons, spelniajacs.
nieréwnosé (71) i niech z, oraz y, beda dwa ciagi nieskonczone
liezh wymiernych, zmierzajace odpowiednio do x 1 y. Wobee

limre, =z, limy, =y

oraz w mysl tw. o granicy sumy i iloezynu, wnosimy natychmiast, ze
lim Wiz, y)= W(zy)
a e, wobece (72): "
Vit v 2= W(x,,y), da »n=12.3,...
oraz | f(z— yi) 3= W(z,y),

wige mamy:

lim | fz+yd) P = | fle+y) =1/ ]
1) Np. dla m =2 hedzie
Plz,y) =a (@*— y?) —2p oyt oy — B,y + @,
O, 9)=fo (@ — )+ 20 xy 4 Bi x + oy + By
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co dowodzi, wobec (71), ze
Ij(xn+yn7’) "< |f(z0) lz’ dla ”’>."’)
skgd, w jednej chwili: .
lf(wn—i_yni) I < ,j'(zo) I) dla n>,u.
Udowodnilismy wiee _
Lemmat 1. Jeieli dla danej liceby zespolonej 2, , f(2o) == 0, to
istniejq liczby wymierne u i v, takie 2
| f(u—0d) | <[ f(=0) |-
Niech :

oznacza clag nieskonczony, utworzony ze wazystkich liezb wymier-
nych (cigg taki mozna zbudowaé, jak dowiedlismy w § 9).
Wezmy pod rozwage zbiér W wszystkich liczb zespolonych
w, + wii, (73)
gdzie k£ i ! sg dowolne dane liczby naturalne.

Podzielmy liczby zbioru W na klasy, zaliczajac do n-tej klasy
wszystkie liezby (73), dla ktérych k4 I=n- 1. Liczby kaidej
klasy mozemy ustawié w pewien cigg skonezony, porzgdkujac je
np. wedlng rosngeych wskaznikéw k: liczby n-tej klasy dadzs wiee
clag o n wyrazach:

wy - wid, Wy W_yi, Wy wof, ... w,Fw i - (T4)

Wypisujace ciagi (74) kolejno dla #=1,2,3,..., otrzymamy

oznaczony w zapelnofei cigg nieskonczony liczb zespolonyeh

wy - wyt, wy - wei, wy - weyd, wy wgd, wy i,
wy 4wy, wy Fwd, ... , (75)

utworzony ze wszystkich liezb zespolonyeh u |- vi, ktérych czeéé
rzeczywista oraz wspélezynnik prazy ¢ s3 wymierne.

Udowodnilismy wige, ze =zbidr wseystkich liczl zespolonych,
kidrych czesé reeceywista oraz wspblezynnik przy i sq  wymierne,
modna ustawié w pewien cigg nieskornczony.

Zauwazymy, Ze zastgpujac w ciagu (75) kazds liczbe zespolong
%+ vi przez przedziad (u, v), otrzymalibydmy cigg nieskonczony

(yy wy), (w1, w,), (10,. 1), (1;, wy), (g, W), .o. ...

utworzony ze wszystkich przedzialéw (u, v) o koficach wymiernych.
Udowodnilismy wige tez, ze zbidr wszystkich preedziaddw (u, v)
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o koncach wymiernych modna ustawié w pewien ciag nieskoficzony.
(Z wyniku tego bedziemy korzystali w dalszych dzialach Analizy).
Powréémy znowu do wielomianu (56). Oznaczmy przez U
zbiér wszystkich wartodei jakie przyjmuje )
WACE DN

przy wymiernych « i v, zaé przez g oznaczamy kres dolny zbioru U:
g bedzie wige liczbg rzeczywists nieujemns,

Poléimy
R=g+laol+|la; |’+"'+'am{ (76)
o |
Wobec (78) i uwagi, ze g =0, bedzie
R=1
i przeto, dla
2> R ()
bedzie
[2]>1,
skad

(e b g e[S (| 4]
W mysl (56) i wobec tw. o module réznicy mamy wige,

dla|z]| > R:

[ f@) ]| = aem | — | G2 gt fa, [ >
=l [ — | [ (o, |+t | an )=
=!z""“[{|ao|.[zi—(§a,[+...—}-]am])}; (719x
leez, w mysl (77) i (76):

lao |- [2]>1al.B=g+4|a |+ |ay(+...4|a,],
za§, wobec (78):
[ | =1,
nieréwnosé (79) daje wiec w jednej chwili:
7@ 1>g9+ |a . (80)
Dowiedlismy wige, ze dla kazdej liezby zespolonej 2, spelnia-
Jjacej nieréwnosé (77), zachodz nieréwnosé (80).

.Oznaczmy, dalej, przez U, shiér wszystkich wartodei, jakie
przyjmowaé moze | f(u + vi) | dla wymiernych # i v, spelniajaeych
nleréwnosé u? - v2 << R2. Powiadam, ze kresy dolne zbioréw Ui.U,
83 réwne. ‘
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W samej rzeczy, oznaczmy pIZeéz g kres dolny zbioru U, .
z jednej strony mamy oczywidcie
9 =9, (81)

gdyz zhiér U, jest czgécia zbioru U. Oznaczmy teraz przex U,
zhiér wszystkich wartodei, jakie przyjmowaé moze | flu —]—'m‘) | dla
wymiernych u i v, spelniajacych nieréwnosdé u® -+ 0? >'Ii32 i m.ec}% ')
oznacza kres dolny zhiorn U,. Poniewaz, jak dowiedli§my, nierdw-
noéé (77) pociaga za sohg nieréwnosé (80), wige dla u® - v* > R?,
czyli dla | u +vi | > R, hedziemy mieli stale

P fuoi I >g+ Tl

co dowodzi, ze kres doloy zbioru U; jest =g 4+ | ay|, zatem
(wobee a, 3= 0):
93> 9-

Gdyby bylo réwniez g, > g, to kazda liczba zhioru U, nalezge
badz do U,, badz do U,, bylaby niemniejsza od jednej przynaj-
mniej z liezh ¢, 1 g,, 1 przeto kres dolny zhioru U bylby niemniejszy
od mniejszej z liezh g, 1 g,. zatem (wobec g, > g oraz g, >g)—
w kazdym razie wigkszy od g, whrew definicji liezby g.

Musi wige hyé

n=y,
skgd, wobec (81), otrzymujemy g, =g, ¢. b d. o.

Oznaczmy przez W, zbiér wszystkich liezb zespolonyeh u - vi,
gdzie uiv sg liezhy wymierne, spelniajace nieréwnosé ur v k.
Usutmy z ciagu (75) wszystkie te wyrazy, ktére nie nalezg do
zhioru W,: pozostanie w ten sposéb oznaczony w zupeinosei ciag
nieskofiezony liczb zespolonych

7=+ vi, =yt i, 2g==ust Vgl,...... ,
utworzony ze wszystkich liezb zhioru ;.

Oznaczmy przy kazdem danem naturalnem nm przez #, naj-
mniejszg z n liezb

FACY R WACH N RS DACORF (82)

w ciagn (82) istnieje wige conajmniej jedna liczha =t,: jezeli jest
ich wigeej niz jedna, to niech k, oznacza najmniejszy wskaznik,
przy ktorym

[fz) | =t (83)
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Ciagg nieskonczony ¢, hedzie oczywiscie ciagiem nierosngeym
liezb nicujemnych, przeto bedzie posiadal granice nieujemng
limt,=1t,. (84)

nmes

Powiadam, ¢ f, ==g. W samej rzeczy, poniewaz liczha p jest,
jak wiemy, kresem dolnym zhioru U, ktéry, jak fo wynika z de-
finicji zbioru Wj, jest identyezny ze zbiorem WSZysfkiCh Wyrazéw
ciagu nieskonczonego C

RACH R IR ACY R PRI A YN PRSP ) (85)
wige. wobee (83), mamy stale S
t.=g, ®n=123,...)

skad, wobee (84:
7 drugiej strony, z definicji liczb ¢, wynika natychmiast, ze
przy naturalnem k: S

[ flaw) | =¢, dla n=>1Fk,

skad, wobee (84), w granicy dla n = co:
[ F2) | =t

wszystkie wyrazy ciggu (88), czyli wszystkie liczby zbioru. U .sg

sy wige =1,, skad wnosimy, ze kres dolny g zbioru U spelnia
nieréwnosé

g=1,, AP
ktéra, wobec (86), daje ‘
th=g,
¢. b. d. 0. Mamy wiec, wobec (84): A
lim £, = g. ®7)

Z definicji zbioru W, wynika, ze stale
Wl Ry (da n=1,2,3,...)

1, tembardziej:

IA

X R oraz o<k, dla »n=1.23,...,
skad . : , e
lu, | <K =Pk, dla 2=1,2,3,...  (88)

i

oraz | v,
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Polézmy dalej

Zy=w, (n= 1,2,3,..... ) (89)
oraz
Tin 2, = %, (90)

W myél tw. 41 istnieje, wobec (90), ciag nieskonczony rosnacy
wskainikéw %, (p=1,2,3,...), taki iz

limx, = (91)
Poléimy
!/p:vk,,p (p=1,2, 3,...) 92)
oraz L
lim Y, = Yo; (93)

w mysl tw. 41 istnieje cigg nieskonczony rosngcy wskaznikéw p,
(@=1,2,3,...), taki iz

i Y, = Yo. (94)
Wobec (88) oraz (89), mamy:
|z, | <R, dla n=1,2,8,....1,
zad, wobec (88) oraz (92) mamy
|y, | <R, dla p=1,23,..... ;
ciagi nieskohczone z, (n=1,2,3,...) oraz y, (p=1,23,..... )

sg, wiee ograniczone i przeto, wobec (90) i (93), liczby z, 1 ¥, 83
skonezone. Polézmy

2y= 2, + Yot
— bedzie to wige pewna liczba zespolona. Polézmy dalej
.'L’,,,’:: vs Yrg= Ta> dla ¢=1,23,... (99)
Wobece (72), bedzie
| FE A+ nd) [P = W(E,m), dla ¢g=1,23,... (%)
oraz .
| £ @0+ 909) |2= W (20, %0), 07

gdzie W (z,y) jest wielomianem wzgledem z, y, o wsp6lezynnikach
calkowitych.
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Wobec (91), (94) i (95) mamy
lim §, =z, oraz limn,= 1y,
g=00 q=00
skad, w my$l tw. o granicy sumy i iloezynu:
lim W (&, 710 = W (Zo, %),
zatem, w mysl (96) 1 (97):
lim | 78, 1) = F @0+ i) (98)

7 drugiej strony, wobec (83) i uwagi, e 2 = u, | Ui

(k=1,2,8,....), mamy w mysl (87)
tim | (o, + 0, | =5

(99)

skad, wobec (89), (92) i (95), w jednej chwili, w mysl tw. 16:

57:2 if(gq + '77111:) ‘ "_‘:9~
Wzory (98) i (100) daja:
[ [z 4 908) | =9
Gdyby bylo
J(20) =S (%o + #oi) %0,

(100)

(101)

to, w mysl lemmatn II, istnialyby liczby wymierne u i v takie iz

{ fu—+ i) | <| f(‘”o’l"?/ui){,
i, w mysl (101), byloby
| flu+0i) | <g,

whrew definicji liczhy g, jako kresu dolnego zbioru U. Jest wige

f(xo + i) =0.

Dowiedliémy wiec w tym paragrafie, ze dla kazdego wielo-
mianu catkowitego f(2) o wspélezynnikach zespolonych, w ktérym
wspélezynnik przy najwyiszej potedze nie jest zerem, istnieje liczba
zespolona z,, dla ktérej wielomian ten staje sig zerem. Innemi
stowy dowiedliémy, ze katde rdwnanie algebraicens m-go stopnia
(m=1) o wspdlceynnikach zespolonych posiada conajmniej jeden
(eespolony) pierwiastek: Jest to tak zwane zasadnicze twierdzenie

algebry.
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§ 66. Niech
S =az"+ w2 +.. .+ a2+ a, (102)

cznacza dany wielomian stopnia m-go o wspélezynnikach zespolo-
nych, przyezem a,= 0.
o W mysl dowiedzionego w poprzednim. paragrafie twierdzenia,
Istnieje conajmniej jedna liczha zaspolona 2, dla ktérej

7(z)=0 (103)
1 W mysl (108) i wobee (102), mamy przy wszelkiem 7espo-
onem z:

fle=f(2)- fi (z,)=an(é”'———z;”)+a] (z'— z{"")—{’— .—l—a,,;_l (= —- ;1 ) i (104)

Lecz, przy naturalnem k, mamy latwo dajacy sie sprawdzié
tozsamosé

Fmdmle— ) @y A et
wypisujge tozsamodé te kolejuo dla k= m, m — I, m—2,...,1
i nfnoia‘c odpowiednio przez a,, a,... a,_;, otrzymamy, po do-
daniu stronami, wobee (104): o

f(2)=(2—2) /1 (2),

gdzie f, (z) oznacza wielomian stopnia m — 1-go wzgledem 2:

Si()=a,2" " (02, + @)+
+ (@02 + a; 2 + ;) 2"~ +-. F e 2! "I‘ ot a,). ~
- ‘Ws:pélczynnikiem Przy najwyiszej potqdie 2 jest wige w wielo-
mianie /) (.z), podobnie jak w wiclomianie f(2), liczba a,.
- Jezeli m > 1, to, w mysl zasadniczego tw. algebry, dla wielo-
mianu f;(2) istnieje liczha zespolona z,, taka iz :
Ji(z) =0

i.rozumuja‘c podobnie jak wyiej co do /(z), bedziemy mogli wy-
pisaé tozsamosé o

(105)

fi(2) = (& —2,) /3 (2); (106)
gdzie f, (2) oznacza wielomian stopnia m — 2-go wzg‘lqdem z, w kto-
rym wspllezynnik przy najwigkszej potedze z Jjest znowu a,.

. Jezeli m>> 2, to dla wielomianu /; (2) bedziemy moghi wy-
pisaé tozsamodé )

fale)=(2— ;) /3 () (107)
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gdzie f; (2) oznacza wielomian stopnia m — 3-go wzgledem 2, w kt6-
rym wspélezynnik przy najwyzszej potedze jest znowu a, it d.
az dojdziemy do tozsamosel

e (2) = (& — 2u1) fua (2),
w ktérej f,_;(2) oznacza wielomian stopnia m — (m -—1), ezyli
stopnia pierwszego wazgledem 2, gdzie wsp6lezynnik przy z jest a,,
czyli

Jua(®) =0y 2+ b, (108)
gdzie b oznacza wspblezynnik, niezalezny od 2. Kladge 2, = — £~,
0
bedziemy mogli wzér (108) przepisaé w postaei:
Jua(8) = (2—2.) . (109)

Wzory (105, (106),...(109) daja w jednej chwili tozsamosé:

R =a(z—zn)(e—2a)....(z—2.,) (110)

Dowiedlismy wige, ze dla kuédego wiclomianu catkowitego m-go
stopnia o wspdlcaynnikach zespolonych, 1w ktérym wspélczynnikiem
pray 2" jest a, == 0, istnigjg liezby zespolone 2y, 2y,....2., prey
ktérych zachodzi toZsamosé (110).

Wzér (110) nazywamy rozktadem wielomianu na czynniki
linjowe.

Kazda z liezb 2, 2,..., 2, jest oczywiseie pierwiastkiem
réwnania

J)=0 (111)
{gdyz dla kazdej z nich jeden conajmniej z ezynnikéw prawej strony
wzoru {110) jest zerem).

Lecz i naodwrét: kasdy pierwiastek réwnania (111) musi byé
jedng z liczb 2, 2;,..., 2., gdyi jezeli dla danej liczby zespo-
lonej z jest f(2) = 0, to prawa strona wzoru (110) musi by¢ zerem,
skad, wobec a, =+ 0, wnosimy, e jeden conajmniej z czynnikéw
2—2,2—2,...2—2, musi byé zerem, co dowodzi, Ze 2 jest
jedng z liezb 2z, 2,...2,.

Wynika stad, ze kazde rdwnanie stopnia m-go (w ktérem wspél-
czynnik przy najwyiszej potedze jest rézny od zera) posiada conaj-
wyiej m résnych pierwiastkéw. Moze ono jednak posiadaé ich muiej
niz m, gdyz weéréd liczh 2, 2,,...2, mogs byé réwne.
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Przypusémy teraz, ze wielomiam stopnia m-go

fe)=aye"+ay 2" +...Fa,,2+a,
staje sie zerem dla m -+ 1 (lub wigkszej liczby) réznyeh liezh ze-
spolonych 2y, 2,,... 2., 2,15 powiadam, Ze wowezas wszystkie
wspdlezynniki a,, ay,... a,, sg réwne zern. W samej rzeczy za-
16imy, ze wsréd wspdlezynnikéw a4, ay,... @, 83 rézne od zera
i niech «, oznacza pierwszy z nich. Gdyby bylo & <<m, to

f@=a2"*+ta """ 4. .. 4a,=0
byloby réwnaniem stopnia m — k, w ktérem wspélezynnik przy
najwyiszej potedze nie jest zerem i posiadajgcem wigeej niz m — k
(gdyz m - 1) réznych pierwiastkdw, whrew udowodnionemu wyzej
twierdzeniu. Jest wige & ==m, czyli pray wszelkiem zespolonem 2

f(z) =0,
skad, dla 2 ==2,, z uwagi, ze f(z)=0:
a, = 0.
W kazdym wige razie wszystkie wspélezynniki ay, a,,... a,
s3 réwne zeru, ¢. b, d. 0. Mamy tedy przy wszelkiem zespolonem 2
f(z)=0,

skad

Twierdzenie 73. Jedeli wiclomian stopnia m-go staje sig zerem
dla wiecej niz m réinych wartvici zmiennej, to jest on tossamoseiowo
rorny zeru.

Jako natychmiastowy wniosek stad otrzymujemy

Twierdzenie 73" Jezeli dwa wiclomiany stopni nie wicksaych
od m sq sobie réwne dla wigeej niz m rdényeii wartosci amiennej, to
sa one sobie rdwne toisamosciowo. :

W samej rzeczy, jezeli @ (2) i ¢ (2) sa.uwazane wielomiany,
to f(2) == @ (2) — ¥ (2) przedstawia wielomian stopnia nie wigkszego
od m, ktéry staje sig zerem dla wigcej niz m réznyeh wartodel
zmiennej i przeto musi byé tozsamosciowo zerem, skad wynika,
tozsamoseiowo @ (2) = o (2).

Powréémy do rozwinigeia wielomianu na czynniki linjowe,
Niech wige (102) oznacza dany wielomian stopnia m-go, gdzie a 3= 0,
288 wzér (110) niech przedstawia jego rozwinigeie na ezynniki
linjowe. (Rozwinigcie takie istnieje, jak dowiedliémy wyzej: nie
przesadzamy narazie czy jest ono tylko jedno).
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Jezeli wiréd lezb z,, #,... 2, jest @, réwnych liezbie {,
to odpowiednie ezynniki we wzorze (110) mozemy polaczyé w jeden
ezyunik (& — §;)*. Podobniez, jezeli wirdd liczb z,, 2,.... 2, jest @,
réwnyeh liczbie [,, to odpowiednie czynniki we wzorze (110) mo-
zemy polaczyé w jeden czynnik (2-—3,)™ 1 t.d. W ten sposéb
wzér (110) bedziemy mogli przedstawié w postaci

J@=a(z —0)* (2 — 5)*.. .. (g — [)*, (112)
gdzie &, Ly, - - -, & 58 same 'rézne liczby zespolone, zas ), a, ..., @,
sa wykladniki naturalne, prayczem oczywiseie mamy @, +...4 @, ==m.

Powiadam, ze wielomian f(z) daje tylko jedno rozwinigcie (112),
jezeli nie hedziemy uwazali jako réznme rozwinigeia, roznigce sig
jedynie porzadkiem czynnikéw.

Dla dowodu zauwazymy przedewszystkiem, ze w kaidem roz-
winigeiu (112) liezby &y, &,... §, sa wszystkiemi réznemi pier-
wiastkami réwnania f(z) = U: dwa rozwinigcia typu (112) dla wielo-
mianu f(2), pomijajac porzadek czynnikéw, mogs sig wige réanié
conajwyzej wykiadnikami. Zalézmy wige, ze préez rozwinigeia (112)
mamy dla wielomianu f(z) jeszeze rozwinigeie _

A =a—5)" (-5 .. (e — L),
gdzie f,. @...., B, sa wykladniki naturalne. .

Wobee (112) i (118), oraz uwagi, ie a,==0, mamy przy
wszelkiem' zespolonem z:

b (e — L) (o= L) =(e — L )r (e — L) (o— L) . (L14)

Zalozmy, ze == f,, up. ze @, > 3;: mozemy wiec poloiyé
a, =3, -}y, gdzie y jest liczba naturalng. Dla kazdej liezby ze-
spolonej z == {, wzér (114) daje, po podzieleniu obu stron przez
(2 — Gy

(=8 e — L) . (g — L) =(z —-"Cg)?* Lz — Q,;)“i . (115)

Wielomiany, przedstawiajace lewéy: i prawg strong wzoru (118)
sa wiec sobie réwne dla wszystkich, réznyeh od §, liczb zespolo-
nyeh z, wiee, w kazdym razie, dla nieskofczenie wielu réznych
liezb 2, skad, w my$l tw. 73* wynika, Ze sa one réwne toisa-
moseiowo. Wzér (115) zachodzi wiee przy wszelkiem zespolonem 2,
skad, w szezegdlnosel, dla 2 ={;:

O={{ — é‘z)ﬁ-.- peee @1 — L)

— whrew zalozeniu, ze liczby &, §,.... & sa weazystkie rézne.

(113)
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Musi wige by¢ @, << f;; podobniez dowiedlibyémy, ze §; < ay;
jest wige @, = f3,. Taksamo udowodniliby$my, ze @, =4§;.... q,=f,.
Udowodnili$my wige

Twierdzenie 74. Kaddy wiclomian stopnia m-go o wspdlezyn-
nikacl zespolouych

flej =a,2" +a, 2"+ ... a2 an,
gdzie a, = 0, daje jeden i tylko jeden rozkiad
Fley=a, (2 — L))" (6= 5)*. ... (2 — L),

gdzic &y, Go, ... G sa rdine liczby zespolone, zas a, ...,
wykladniki naturalne.

W rozkladzie tym, zwanym rozkladem wielomianu f (2) na
czynniki pierwsze, liczby &, §;,..., § sa wezystkiemi réinemi
pierwiastkami réwnania f(2) = 0. Wykladniki o,, a,,..., @, na-
zywamy krotnodcicni odpowiednich pierwiastkéw: méwimy ze
jest a;-krotnym pierwiastkiem naszego réwnania i t. d. Kazidy
pierwiastek réwnania algebraicznego ma wige oznaczong krotnodé:
pierwiastki, ktérych krotnosé wynosi 1, nazywamy zuwykiymi, pier-
wiastki za$, ktérych krotno$é jest wigksza od jednosei, nazywamy
wielokrotuymi. Jezeli kazdy pierwiastek réwnania f(2) = 0 bedziemy
uwzgledniali tyle razy, ile wynosi jego krotnosé, to, wobee wzorn
o +a,+....qp=m, be},aziemy mogli powiedzieé, ze kazde réw-
nanie algebraiczne posiada tyle pierwiastkow ile wynosi jego stopien
(lecz wtedy jni niekoniecznie wszystkie pierwiastki beda rdine).

Wesmy |»d rozwage, w szezegdlnosel. réwnanie dwumienne:

(116)

gdzie ¢ vznacza dany liczhe zespolona, rézng od zera. Powiadam,
se réwnanie to nie posiada pierwiastkéw wielokrotnych.

Zsolézmy. dla dowodu, ze liczha zespolona {; jest pierwiastkiem
wielokrotnym réwnania (116). (Musi wiee byé m > 1). Mamy tedy
rozklad

o —

;.?"" —a =),

e a— = GG L e — L

~gdzie @; > 1, 1 przeto mozemy wypisaé tozsamosd
(e — G2 (2), (117)

gdzie ¢ (2) oznacza wielomian calkowity wzgledem 2 (oczywideie
stopiia m — 2).

—a=

icm
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Z drugiej strony, wobec zalozenia, ze [, jest plerwmstklem
réwnania (116), mamy -

r—a=0, (118)
czyli {"=a, i mozemy wypisaé tozsamosé
2”‘—a=z”‘——§;" (2,’__ €1) ,m 1+§ zm— + +L-m—-z+§m—1) (119)

Wobec (117) i (119) mamy tozsamosé:

D E T L B ) = — 5 2
skad. dla 2 == £, , znajdujemy po podzieleniu obu stron przez z — §;:

P L e L = (e~ B () (120)

Wielomiany, stojace po lewej i prawej stronie wzoru (120),
sg wige réwne dla wszystkich, réznych od §, liezb zespolonych,
Wzér (120)
pozostaje wiee prawdziwym przy wszelkiem zespolonem z, skad,
w szezegdlnosel, dla g=={;:

(#—¢

m " =0,
co, wobec m > 1. daje
L=0
i przeto, wobec (118):
a==\

3
whrew zalozeniu.

Dowiedli$imy wige, ze rownanie (116) nie posiada pierwiastkéw
wielokrotnych. Krotnos¢ kazdego pierwiastka tego rownania wy-
nosi wige 1, a ze suma krotnosci wszystkich réinych piérwiastkéw
rownania m-go stopuia wynosi m, wige wnosimy, ze rdwnanie nasze
posiada m réznych pierwiastkow.

Innemi stowy, udowodnili$my
, Twierdzenie 75. Z lazdej, rdénej od zera, liczby zespolonej
istnieje dokladmic m rasnych piericiastkdw (zespolonych) m-go stopuia.

§67. Ukazemy ohecnie, ze pierwiastki réwnania algebraiceneyo su funkejami
ciaglemt jego wspdlezynnikdw. Udowoduimy mianowicie nastepujace

Twierdzenie 76. Dla kazdego dantgo wiclomianu catkowitego m-go stopniu
{(m> 1) o wspdlezynnikach zespolonych

fR=dpz"+ 4,77+ A Azt 4, (1
gd=ie AQ#O. dajuceyo rozciniecie na c;{yamiki linjow

JR) =4,z — z)(z—2)...

(Z - 2,",.,
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oraz dla kaidej liczby dodutniej e istnicje liczba dodatnia 6 taka, iZ kaddy
wielomian
g(s) = Bye Bz ...+ B2+ By, ®)
Eidrego wspilezynniki sq liczbami zespolonemi, spebniajycemi nigrdwnoset :
| B, — 4, | <6, dla k=0,1,2,...m, 8y

daje rozwiniccie na ceynniki linjowe
gR)=By(z—t;) (z—13) ... (2 — 1),

gdzie t, sa (zalez’he od wspélezynnikéw Bj liczby zespolone, spelniajgce mie-
réwnoset

itk-*kl<£1

da k=1,2,...,m.

Dow6d. Nisch i1) oznacza dany wielomian stopnia m-go, gdzie Au-_-{:O;
rozkiad tego wielomianu na czynniki pierwsze przedstawimy w postaci:

R =4,z —=)f1(e—2n)=... (2 —2)", (4)

gdzie z,, 2,, .. . 2 sa same réZne pierwiastki wielomidnu f(2), zad @, @y, ... @ —
odpowiednie ich krotnosei.
Oznaczmy przez M liezbe rzeczywista, spelniajacg nieréwnodel

[ 4| <M, dla k=0,1,2,...m (5)
(bedzie to oezywidcie liczba dodatnial i poldzmy :

204

= i ; 6
T4 | ®)
bedzie wiee
B>1. @
Jezeli » > 1, to dla liezb
2y Zgy-un 2 (8)
1
utwoérzmy Wszystkietz-g—) réznic
Bp T Ry

gdzie p i ¢ sa rdzne od siebie liczby ciagu 1, 2, . .
liczbe dodatnia, spelmiajaca nierdwnosei

. 7, 1 oznaczmy przez I

1
1<<1 oraz »l£§'|2,,—zq§, (p=1,2,...7, q=1,2,...7, pFg), O

za$ przez L oznaczmy liczbe rzeczywists, spelniajacs nierdwnodci:

L=1 oraz L=2|2,—2z,|, (p=1,2,...r, ¢=1,2,...7). (10

Jegeli ».=1, to poléimy =1 oraz L=1: w kazdym wiec razie bedzie

!=<1 oraz L=1. (11)
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Niech, dalej, & oznacza dowolng dana liczbe dodatnia.
Oznaczmy przez ¢, liezhe dedatnia, spelniajaca nierownosei:
. l‘"l
& =¢& oraz & < I (12)
— wobee (11) bedzie w kazdym razie #
g <1 (13)
Obierzmy teraz jako d liczhe
i A m e
6 i 0 ! 1 (14)

) (m—--1) (B4 &)™’
bedzie to oczy witcie liczba dodatnia, przvtem wohec (11), (13) i (7) bedzie

sl

5 (16)

Niech teraz 12) oznacza dowolny dany wielomian, ktérego wspdlezynniki
spelniaja warunki (8).

Polozmy
B=A,+a, dla £k=0,1,2,...m (16}
oraz
pl)=qz"+a " +...Fa. 2+ a,; (17)
bedzie wiec przy wszelkiem 2 (wobee (1) i {2)):
Flzr=yg()— pla). (18)
Warunek (3) przyjmuje, wobec (16}, postaé:
lap| <6, dla k=0,1,2,...m (19)
Dla .
(R (20}
mamy, wobee (7), tembardziej: .
: z ! >1. (21)

Dalej, mamy, wobec (2) i (16):

9@ | =] Ao+ a2+ A Fa)e .. (Lo ta) | =
= | (doFa)e | — | (4 + o) 4. A+ a)],

skad, z uwagi, ze wobec (19) oraz (15}

b

A
Ayt | = 1y | — a1 > 14y | =8> [ 4, — 1= 2]

oraz

|4
lakl<‘—§°—', dla £=1,2,...m,

znajdujemy, wohec (B) i (21):
A 4 A A
ot (e o — (e o
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co, z uwagi, ze wobec (21)
| 2™ =1,

zas, wobec (20), wobec | 4o | >0, oraz {6)'
4 4 4 A, |
1101 (40 >l (3 4)

daje w jednej chwili:

| 9(2“‘ | > 0,
t §.
yiz) _—.’: 0.
Dowiedliémy wige, zZe
9(2) —_—{: 0, dla |2]>R. (28)
Jeieli, w szezegdlnodci, przyimiemy @, =@, =...=06m =20, to wielo-

mian ¢(z) przejdzie oczywifcie na wielomian f(2): poniewaz za$ wniosek (23)
wyprowadzilidmy niezalesnie od poszczegilnych wartosei liezb ay, @y, ... &,
byleby spelniajacych nierdwnosei (19), wiee, w szezegdlnoéel, dla @, =, =...=
= @y == 0, znajdujemy:

f@ =0, dla |2]> R (24)
Wobec (16) i (22} mamy:
Byl =1 dytag1 > Lo, (29

zatem
B, :I: 0;
g(2) jest wieec wielomianem stopnia m-go i przeto rozwija si¢ na m cayunikéw
linjowych. Niech ¢ oznacza ktdrykolwiek z pierwiastkéw wielomianu g(2).
Wobee (23) nie moze byé |§| > B (gdyz wéwezas byloby g({) =|= 0): jest wiee
[{l <K (26)
Gdyby bylo
[ f—z|=>5, dla k=1,2,...7, 27)
to mielibyémy, wobec (4} (oraz uwagi, #e a, 4 a,+ ... a =m):
lF@ =14 4. (28)
7 drugiej strony, wobee (18):
O =9@)—o®,
zatem, poniewaz £ oznacza pierwiastek wielomianu g(2):

Fbr=—p

i przeto
| F@G = | (D). (29)
Lecz, w mysl (17), (19), 126) i (7):
o) | <dR"+RB7'+...+ R+ 1)< (m4 1) R,
skad, wobec (29):
[ 18] <lm—+1)6 Bn. (30)
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Nieréwnogei (28) 1 (30) daja:
(m~4-1)0R" > | 4,1 . ¢,
wbrew (14) {gdyz, wobec {11}, 1=C1, za$ & > 0L
Dowiedliémy wiee, Zze nie moga zachodzi¢ jednoezesnie wszystkie nie-

réwnoeéei (27). Jedna wiee conajmniej z tyeh nieréwnodei nie jest prawdziwa,
t. j- dla jednego conajmniej wskaznika % z ciagu 1,2,...,r, bedzie:

[ §—a i <. 81

Powiadam dalej, ze nieréwnodé¢ {31) nie moze zachodzié¢ dla dwdeh réz-
nych wskainikéw & z eciagu 1,2,...r
W samej rzeczy, gdybysmy mieli dla » 5= q:

|E—=2,| <<g oraz |L—e2 | <g,
to byltoby

|zp'_zul= ! (z,,—Z)—{—(Q—zq) l Slzﬂ—"gl+ I g_zq | << 2¢,

zatem, z uwagi, 2e ze wzoru (12) wynika, wobec (11):

8 <I, (32)
byloby
|2, —2, | <21,
wbrew (9).
Dowiedlismy zatem, ze dla kaZdego pierwiastka { wielomianu y(2) istnieje
w ciggu 1,2, ... 7 jeden i tylko jeden wskaznik A, przy ktérym zachodzi nie-

réwnodé (31). (Z drugiej atoli sirony nie przesadzamy przez ile pierwiastkéw &
wielomianu y(2) moze by¢ spelniona nierdwnosé (81) przy danem k).

Niech
g(&) =B (z— L)z —18) ... (z—Ln) (33)

oznacza rozwiniecie wielomianu g(z) na ezynniki linjowe.

Kazda z liezb § (7=1,2,...m) {wérdd ktdrych moga byé réwne) spel-
nit wiee, jak dowiedliémy, przy pewnym (i tylko jednym, odpowiednim) wskaz-
niku %; (z ciagu 1, 3, . . . 7) nierdwnosé

| gj_zkj ! <£1'
Przypuéimy, ze z liezb
[ S o (34)
plerwsze B, spelniaja nieréwnosei
‘;J—‘z11<51) (j=1,2,...ﬁ1). (85)
nastepne zas 8, z liczb (34) spelniaja nierdwnosci
| Cj — % | <& E

i t. d., wreszeie Ze ostanie B, z liczb (34) spelninja nieréwnosei
s \ i! ]

]gj-—zrl<8]'
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Liczby B, Bs,-.-B- beda wiec calkowite, nieujemne, przytem oezy-

widcie B, +B.+ ...+ B =m.
Dla dowodu naszego twierdzenia wystarczy oezywiscie, wobee (4), oraz
g <& [w myidl (12]), okazaé, 28

fi=ea,, dla k=12, r (36)

Tdowednimy w tym celn, Ze
f=e, da k=12 .. (37
stad | z uwagi Ze

bt Fa=B 4Bt th

gdyz kazda z tyeh sum wynosi m) beds wynikaly natychmiast wzory (36).
Mozemy przytem zakladaé, ze r>>1, pdyi dla r=1 wzdr (36) zachodzilby
sezywiscie (wohee a, = B, = m).

Okazemy. ze By <Ca,. W my$l (4) moZemy polozyd

FE)=(E—=a) "y k), (38)
adzie
PRy =dy(z— 2t e — ). . (2 —2)% . (89)
W myél (39 hedzie
Wz &)= A (5s — 2zt &) .. (& —o F &) . (40)
Lecz, w myél {9):
|2, —2z | =21, da k=23,...7,
skad, wobec (32): ‘
laa—ata|=|a—a|—a>1, da k=23 . .7
i przeto, wobec (40i:
| de) [ >[4y | Bermte
skad. wobec 1<C1 oraz a,+«,+... 4+ ar =m—a < m, tembardziej:
lpzde) | > 4] 0",
co, daje, wobec (38):

Lflada) i >t ] 4] .0 (1)
Z drugiej strony, w my$l {33; moZemy napisaé:
9@ =(—8)r—08)....(z — L5) ¥ (), “2)
gdzie
9 (2) =B, (z — gﬁi—H) (e — C@d.é) cee(z— L) (43)

(w razie B, = m, mielibyémy poprostu &(2) = B,).
W my$l (48) bedzie

e+ &)=B) (e, — Lyt &) ... (& — L+ &) (44)
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Lecz dla kazdego wskainika j z ciggn 1, 2, . . . m istnisje, jak dowie-
dli$my, odpowiedni wkainik k, taki, iz
' é‘}‘_zkj | <8i1
skad
in—Gtea|=1|(@ —zk_.,) +(zkj""'zj)+51 | <] 22y | +2&,
:za$, wobec (10): ) .

L
| 2, — 2y | = E;
z uwagi, ze wobec (12) oraz (11):
z L
a<y = i

mamy wiee
| 2, — gj.{_gl | <L, dla j=1,2,..,m
Wzér (44) daje wiec

| F(z+&) =<|B|.L# © o (4B)
(co bedzie stusznem i w razie B, =m); lecz, wobec (16), {19) i (15):
[Byl=]dota | <[ do]F1a! <|ditds<2] 4,
za8 wobee (11): L™ <X I™; nierGwnoté (46) daje wiee:
[F(+a) | <] 4L (46)

Mamy dalej, dla j=1, 2. . .. B,, wobec (39):
laa—Ltal=|a—§]+a<2g

i przeto, wobec (46), wzor (42) daje:

lglad-8) | <(2e)f.2 | 4, | L™ @47)
Wobhee (24) i uwagi, Ze f{z,) =0, mamy:
| 2 l S R:

skad, wobec (17), (19 i uwagi na (7), znajdujemy-

(92 + &) | < S[RA+2)" + B2 .+ 1] < (mH 1) (RA+-2)"

i przeto, w mys$l (14):
4
1P te) | < elmg, u8)
W my$l (18) mamy, dalej:

[Fede) | <1g@+e) i+ loa+ta],
skad, wobec (41), (47) i (48): )

A
6| 4y | < o2 [ Ay | I [l g,
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20 da]e, z uwagl, s & == &7 (udy3, '.\ubu 32, g <I!=1, m> &),
oraz, 30 2% < 2" gdyi 3, = m):

A
g, <<yt L 4| L +L2—°~—‘ m e,

skad, po latwej redukeji i po podzieleniu obu stron przez | 4y (:‘: 0):
E!z, I < 651;‘ 2“;—}—2 Lm’
co moZemy napisaé w postaei:
gl < e gy 2P L
stad, wohec (12i, tembardziej: .
5?‘ Al < 65‘}1-«1 1

i przeto ‘wobec {>0):

E;u‘ < Ep'lx—l
co daje, z uwagi ze & <1 (wobee (18)): « > > B, —1, czyli (wobec calkowi-
todel o, 1 By

o =8, .

Zupelnie taksamo udowodnilibyémy nierdwnosé (37) dla k= 2,8,....r
Twierdzenie 76 udowodniliémy zatem w zupelnogei.

§ 68. Rozklad funkcji wymiernej na ulamki proste.
Nazywamy udamkien prostym wyrazenie

4
{2 — a)y’
gdzie 41 a sy stale zespolone, m — dana liczba naturalna, wreszcie
z — zmienna zespolona.
Funkeje
?()
JE) = “'(;)
gdzie @(2) 1 ¥ (2) sg wielomiany calkowite wzgledem zmiennej ze-
spolonej 2, przytem ¢(z) stopnia (= 0) nizszego niz ¢ (2), nazy-
wamy udamkiem wlasciwym.
Udowodnimy, ze kaidy ulamek wlasciwy daje sie przedstawié
jako suma samyech tylko ulamkéw prostych.
Niech wiee ¢(2) oraz v (z) beds dane wielomiany calkowite, od-
powiednio stopni m =0 oraz » > m. Niech, dalej, a, oznacza jeden
z pierwiastkéw wielomiann 4 (2), zas n, — jego krotnos$é i polézmy

Y(2) = —a) ¥ 12); o))

icm
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¥, (2) bedzie wiee wielomianem calkowitym (stopnia n — n, = 0)
przyczem bedzie

P (@)= 0. @)
Liczba
. ¢(ay)
4= Py (ay) )

bedzie, wobee (2), oznaczong liezba zespolona.
Wobee (3) bedzie

o (a) — Ay, (a) =0,

. co dowodzi, Ze a, jest pierwiastkiem wielomianu

p(z) — Ay, (2)
Wynika stad (jak dowiedlismy w § 66) tozsamosgdé

9@ — A ()=(—a) g (), (4)
gdzie @, (2) jest wielomianem calkowitym stopnia conajwyzej
n—2 (gdyz inaczej prawa strona wzoru (4) bylaby wielomianem
stopnia = n, gdy tymezusem ¢(2) jest stopnia < n, zas o, (2)
stopnia n — n, < n).

Wobee (1) i (4) mozemy napisaé pray wszelkiem zespolonem 2,
nie bedacem pierwiastkiem wielomianu % (2):

vE  E—a)rnE (Z*al)"’ (2 — @) v, (2)’
przyczem wielomian ¢, (2) (bedacy stopnia =<z — 2) jest stopnia
nizszego od wielomidnu (2 — a,)* ¥, (2) - (ktéry jest stopnia n — 1).
Drugi skladnik prawej strony () jest wige ulamkiem wladeiwym,
ktérego mianownik jest wielomianem stopnia o jednosé nizszego
2@
el

Dowiedlismy wige, ze kazdy ulamek wlaiciwy moiemy przed-
stawié jako sume ulamka prostego (ktérego mianownik jest jednym
z czynnikéw pierwszych mianownika ulamka danego) oraz ulamka
wlasciwego, ktérego mianownik jest stopnia o jednodé niiszego niz
mianownik ulamka danego (bedsc jego dzielnikiem). Stosujac do-
wiedziong wlasnodé n — 1 razy, dojdziemy do ulamka wladciwego,
ktérego mianownik bedzie stopnia pierwszego (a licznik — liczbg
(26
¥ (2)

niz mianownik ulamka

stalg), zatem do ulamka prostego. Kazdy wiec ulamek wlasciwy ——
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gdzie (:) jest wielomianem stopnia #-go, rozwijajacym sie na
czynniki pierwsze

P =(—a)"....c—a)*,
daje sig przedstawi¢ jako suma # ulamkow prostych, dajae jak
latwo widzieé, dla zespolonych 2z, nie bedaeych pierwiastkami mia-
nownika (z), tozsamosé

plz)

;/;T;‘ (2——[1 "‘+(3 '—a)"_!+ +z_al |
T T AN
(2 — a, ' (2 — ap)! 2 — O, (6)
;1'1“ AH: A’nx;_’
+(’2—-a\"‘ +(e'~——a,,"’k 5t +o_.ak
gdzie ;. . AV sy liezby stale, z ktérych niektére mogy byé zerami.

Okazemy obecnie, ze kazdy wlamek wlasciwy daje jedno tylko
rozwinigeie na ulamki proste. Zaldzmy w tym celu, ze procz roz-
winigeia (6) mamy jeszcze rozwinigeie na ulamki proste

plzi B B; B
W (z\ (z — a,l)"l + \vq—-l + + (7)

(2 —a z —a,

Wobec (6) i (1) otrzymujemy przy wszelkiem zespolonem z,
dla ktérego w ()= 0:

Ay — B; A — B; A¥ — BB
—+ e oo+t =0 ®
(z—ai (z — 2z — Uy
skad, muozge przez @ (2) == (z — o). .. (2 — @)™ :

(A; — By (z —a)™... (s —a)* + (2 — ;) Plz) =0, 9)
gdzie P(2) jest wielomianem ecalkowitym. Réwnosé (9) zachodzi
wiee dla nieskoficzenie wielu réznyeh zespolonych z, skad, w mysl
tw. 73, wynika, ze zachodzi ona tozsamosciowo. Kladac z=a,,
otrzymamy, wohee a; F=a,, ds,. ..

A; — B,=0,

czyli A;= B;. Podobniez udowodnilibysmy dalej ze wzoru (8), ze

wszystkie odpowiednie wspolezynniki 4 i B musza byé sobie réwne.’

Tdowodnilismy wiec

"/’(; daje jedno

Twierdzenie 77. Kaidy utamek wiasciwy

i tylko jedno rozwiniecie na wlamki proste.

icm

gdzie a, b, a, 15, (k=1,2,3,..
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§ 69. Ciagi nieskoriczone o wyrazach zespolonych.

Jeieli kazdej liezbie naturalnej n odpowiada liczba zespo-
lona u,, to mamy okreslony ciag nieskofczony o wyrazach zespo-

lonych

Np. wzér u, == 2", gdzie z jest dana liczbs zespolons, okresla
cigg nieskonezony o wyrazach zespolonych.

Liczbe zespolona u nazywamy granica ciggu nieskonezonego u,
o wyrazach zespolonych, piszae

i = lim 14, ,

jezeli dla kazdej liczby dodatniej ¢ istnieje takie p, iz
lu,—ul <e, dla 2>p. (1)
Ciag nieskoriczony, posiadajacy (skonezona) granice, nazywamy
ebiednym. Definicje te sg wiee uogdlnieniem definicji granicy oraz
zhieznosei ciagu liezb rzeczywistych (w mysl tw. 36).
Zalézmy, ze

u=a-t+bi, w,=—a,+0bi, (=123,...) 2)

.) sa lezby rzecaywiste. Powiadam,
ze réwnosé -

limu, = u , 3)
n=0C
jest réwnowazna ukladowi réwnosei
lima,=a, lmbh,=>. ) 4)
n=0c0 nm==CC )

Zalézmy, dla dowodu, ze zachodzi réwnosé (3) 1 niech ¢ oznacza
dowolna dang liczbe dodatnia. o

W myél definicji granicy, istnieje wige takie u, 1% zachodzi
nieréwno§é (1) czyli, wobec (2) oraz definieji modulu, nier6wnosé

Via,— a)r ¥ (b, — br<e, da n>u,
skad, tembardziej
Vig,—a)t <& oraz Vo, —bp<<e, dla

ezyli

n>> e,

fa,—a| <e n>u,
co dowodzi, ze zachodza wzory (4). Dowiedliémy wige, Ze wzor (3)
pociaga za soba wzory (4).

oraz | b,—b | <<e dla
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Okazemy obéenie; ze wzory (4) pociagaja za sobg wzér (3).
Zalézmy wige, ze zachodzg wzory (4) i niech £ oznacza dowolng
dang liczbe dodatniy. Wobee (4) istnieje takie @, 1%

ia,,——a|<% oraz }I;n—b]<~§ dla n>p,

skad, z uwagi, e wobec (2) i w my$l tw. o module sumy

‘u;,—u l=|a—a+ @ —0i|<|a—al+] ®, — b)i | =
= l a,—a ' + ‘ b”——]) )

znajdujemy:

e, €
o, —u | <—2—+—§——-£, dla n>u,

co przedstawia nieréwnosé (1), pociagajaca za sobg (wahee dowol-

nosci ¢ oraz w my§l definicji graniey) wzor (3). Dowiedlismy wige

réwnowaznodei wzorn (3) warunkom (4). Udowodnilismy wige
Twierdzenie 78. Na to 2eby zachodzit wzdr

lim (a, -+ b,i) = a 401

(gdzie, a, b, a,, b, (n=1,2,8,...) sy liczby rzeczywiste) potrzeba
i wystarcza, i¢by zachodzity wzory

limb, =10

=00

lima,=a,

n=052

oraz

Jako wniosek z dowiedzionego twierdzenia, otrzymujemy

Twierdzenie 79. Na to seby cigg nieskohczony wu, o wyrazach
zespolonych byt zbieny, potrzeba i wystarcza, izby dla kazdej liceby
dodatniej € istniata liczba p taka i3

|y — o, | <€, n>u oraz N> ®)

Jezeli bowiem ciag w, jest zbiesny i u oznacza jego granice,
to dla liczby dodatniej & istnieje takie g iz

dla

|4, —u] <§, dla »n>u,

skad tez
[t — 1| <;, dla n' >p,’
i przeto )
Pt — Uy | = | (s — o) F (00— 0,) | =] U — | Ju,—u| < e

dla » > p oraz n' > pu: warunek (D) jest wige konieczny.

icm
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Z drugiej strony, jezeli zachodzi warunek (6), to kladac
w,=a, b (n=1,2,3 ..), glzie a, b, s licaby rzeczywiste,
bedziemy mogli nieréwnosé (B) przepisaé w postaci

Via, = a) F (be— 02 <<e, dla n>p, 2’ >p,
skad, tembardziej
| @y —a, | <& oraz | b, —b. | <&, dla a>u, n >,

co, w my$él tw. 39, dowodzi, Ze clagi liczh rzeczywistyth a, i b,
sy zhiezne, co, w my§l tw. 78, jak widzimy w jednej chwili, po-
ciaga za soba zbieznosé ciagu u,: warupek (B) jest wiec wystarcza-
jacym dla zbieznosei ciagu u,. Twierdzenie 79 (bedsce oczywiseie
wogélnieniem twierdzenia 39) udowodnilifmy zatem w zupelnosei.

Dla ciggéw nieskonezonych o wyrazach zespolonych zachodzg,
jak latwo widzie¢, podobnie jak dla ciagéw o wyrazach rzeczy-
wistych, twierdzenia o granicy sumy, réinicy, iloczynu, ilorazu,
ktére sie tez dowodzag w ten sam sposéb jak dla ciggéw o wyra-
zach rzeczywistych.

Cigg nieskonezony o wyrazach zespolonych 2, nazywamy
ogramiczonym, jezeli ciag | 2, | jest ograniczony.

Twierdzenie 80. Jeseli cigg nieskoniczony o wyrazach zespolo-
nych z, jest ogramiczony, to istnieje cigg mieskoricaony rosngcy wskazni-
kéw k, taki, iz ciag z, (n=1,2,3,...) jest zbiegny.

Dow6d. Zaldimy, ze .ciag nieskonczony z, jest ograniczony

i poléimy
2, =X, + _1/,,2.
gdzie z, 1 y, sy liczby rzeczywiste. Ciagi x, 1 ¥. beda tembardziej
ograniczone (gdyz stale |, | < |z, | oraz | g, | = | 2, 1) W myél
tw. 42 dla ciagéw o wyrazach rzeczywistych, istnieje wiee ciag
nieskoriczony rosnacy wskaznikéw 7, (1 =1.2,3,...) taki iz ciag x,

(n=1,2,8,...) jest zbiezny: poldzmy

lim 2, = . (6)
Ciag .=y, (n=1,23,...), ktérego wszystkie wyrasy sa
wyrazami ciggu ograniczonego ¥, jest ograniczony: W mysl tw. 42
istnieje wige cigg nieskoniczony rosngey wskaznikéw s, taki iz clag

T=1,, (M=1,23,..) )
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jest zhiezny: polézmy
. limn, =y. (8)
Ciag wskaznikéw
k=7, (n=1.2,8,...) 9,
bedzie oczywiscie rosngey, przyczem ‘wobec (6) i w mysl tw. 16, mamy
lim x, =, (10}
a #e, wobee (7)1 {9)
n, = Yx, n=1. 2, 3, . .),
wige, w'mysl (8) mamy tez
lim gy = y. (11

Wzory (10) i (11) daja, w mysl tw. 78:
lim (z, 4y, 8) =x+ 4i,

ezyli
lim 2, = x -+ yi,

n=0c

co dowodzi prawdziwodel naszego twierdzenia,

Whniosek. Jezeli liczha 2z wie jest granicq ciggu nieskonczonego
ograniczonego o wyrazach zespolonych z,, tu istuieje clag nieskornczony
rosnacy wskaznikéw 1, (r=1,2,...), taki, iz cqga, (r=12,3,...)

zmierza do granicy riénej od 2.

Dowéd. Zalézmy, ze liczba : nie jest granicg eiagu nieskod-
czonego ograniezonego z, (& j. albo ciag =, posiada inna niz 2 gra-
nice, albo wogdle nie jest zbieny). Wynika stad, jak Iatwo widzieé,
ze przy pewnem naturalnem p nieréwnosé

| 20— 2| =1 (12)

p
jest spelniong przez nieskonczenie wicle roznyeh wskaznikéw n.
(Gdys w przeciwnym razie, gdyby przy kazdem ndturalnem p
nieréwnosé (12) zachodzita tylko dla skonczonej conajwyiej liczhy
réznych n, to, jak latwo widzie¢, mielibysmy tes, pray wszelkiem
dodatniem & |z, —z| <<e dla 2>pu, skad limz, =2, whrew

Ar=0Q

zalozenin). Zalézmy np., Ze p oznacza najmniejszg liczhe naturalna.

icm
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przy ktérej nieréwnosé (12) zachodzi dla nieskofczenie wielu roz-
nych =, i niech
Ny Mgy Myyeenn.

beds kolejne wskazniki, dla ktérych zachodzi nierdwnosé (12); ciag
wskaznikéw n, (k=1,2,8,:..) jest wige rosngeym, oraz

lz,,k——zlz—lz;, da k=1,2:3,... (18)
Cisg nieskoriczony
w=2,, (k=1,2,8,..) (14)

kiérego wszystkie wyrazy sg wyrazami ciggu ograniczonego z,, jest
ograniczony: w mysl tw. 80 istnieje wige cisg nieskonczony rosnacy
wekaznikéw &k, (r=1,2,8,...), taki iz ciag u, (r=1,2,3..)
jest zbiezny. Polézmy

lim w, = u (15)
oraz
l=m, (r=1,23..% (16)

ciag wskaznikéw I, (r=1,2,3,....) bedzie oczywiscie rosnacy
Wobee (14) i (16) bgdzie

2, = U,

v

(7'= ],253, . ..),
skad, wobec (15):

lim 2, = u. a7

n=00

Z drugiej strony, wobec (13) 1 (16):

|2, —2| :—>—'1‘> dla r=1,23...,

skad, wobec (17), wnosimy Ze u = :. Udowndnilidmy wiec nasz
wniosek.

KONIEC GZE}éCI PIERWSZEJ TOMU PIERWSZKGO.
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