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1
1 przeto, poniewaz N=10°, zas M <-—2-:

1
o1 <gyoe

skad, dla ¢ << 2p, otrzymujemy nieréwnosé (59), ¢. b. d. o.

(wiczenia.
1) Dowiedé, 2e jezeli liczba y jest rednia geometryczna lieczb dodatnich

4y, @, ... G, to liczhalgg jest érednia aryfmetyczng liczb Iga,, 1ge,, . . . Igan
Mga=2 . .
2) Udowodnié wzor | x | = e* led , przy wszelkiem rzeczywistem .1::;:0.

3) Udowodnié, 7e dla’ wzorn @® = ¢ moze zachodzi¢ kazda z oSmiu kom-
binacji ¢o do wymiemosei lub niewymiernofei liczb . b i e/ (A wiee: 1) q,
b i ¢ wymicrne; 2) @ i b wymierne, ¢ niewymierne, it d)

Uwaga: Nastepujgce przyklady daja wszystkie mozliwe kombinacje:

Y5 m (Vo 5V _ VE

pet=)3, g (f2f=2 & (2F=I5,
6) 10203 = 2, 7) (Ji0)est=2, 8) J1i0tu2= }3

1) 22 =4,

b} 102 = 2 N

ROZDZIAL VI

Wiadomosci podstawowe z teorji funkcji zmiennej rzeczywistej.

§ B3. Niech X oznacza dany zbidr, ktérego elementami sa
liczhy rzeczywiste skoficzone lub nieskonczone. Utwérzmy przekrdj
[4, B], zaliczajac do klasy B kaidy liczbe rzeczywists (skorczona),
wieksza od kazdej z liczb zbioru X. Przekrdj [4, B] wyznaczy,
jak wiemy, pewng liczbe rzeczywists skofiezong lub nieskofezong L,
ktérs nazywamy kresem gérnym zbiorn X

Podobniez, utworzmy przekrdj [4,, B,], zaliczajac do klasy 4,
kazds liczbe rzeczywists, ktéra jest mniejszg od kazdej z liczb
zbiorn X: przekréj ten wyznaczy pewns (skofczong lub nieskon-
czong) liezbe rzeczywisty I, ktérg nazywamy kresem dolnym zbioru X.

Latwo widzied, ze dla kazdej liezby x zbioru X zachodzié,

bedzie nieréwnosé.
z=1L.
W samej rzeczy, gdyby dla pewnej liczby x zbioru X zacho-
dzila nieréwnosé '

JC> L’

icm

§ 93. Kres gorny i dolny zhioru. 157

to, oznaczajac przez a liczhg rzeczywists, spelniajacy nieréwnosé
¢ > a > L, musielibysmy liczbe a, jaks mniejszg od pewnego ele-
mentu x zbioru X, zaliezyé w przekroju [4, B] do klasy 4, co
niemozliwe, wobec a > L. Kres gérny zbioru jest wieec niemniejszy
od kazdej z liczb tego zbioru Wynika stad tez natychmiast, ze
jezeli kres gérny danego zbioru sam jest liczbs tego zbioru. to jest
on najwigkszg liczby uwazanego zbioru.

Latwo, dalej, widzieé ze zadna liczba L’ < L nie posiada te]
wlasnosel, ze spelnia nieréwnosé

r <L

przy wszelkiem x nalezgcem do zhioru X. Gdyby bowiem L' <L
bylo taks wlasnie liczha, to oznaczajae przez b liczbe rzeczywists,
spetniajaca niexéwnosé L’ < b < L. mielibysmy (wobee L' <b) nie-
réwnosé x < b dla kazdej liczby x zbioru X i przeto musieliby$my
liczbe b zaliczyé w przekroju [4, B] do klasy B, co niemozliwe,
wobee b <L

Mozemy wige wypowiedzied

Twierdzenie 67. Dia kazdego dunego zbioru liceh vaeczywistych
(skorczonych lub wieskoiczonych) X, wérdéd liezb niemniejszyeh od
sadnej 2z liczh zbioru X istuicje jedna najmmiejsza: jest to kres gdrny
ghioru. X

Podobniez udowodniliby$my

Twierdzenie 67 Dla kasdego danego zbioru liczb rzeczywistych
(skonezonych Tub nieskoriczonych) X, wsrdd liceb niewigkszych od Zadnej
2z liczh zhioru X istwicje jedna. najwieksza: jest to kres dolny zhioru X.

7 definicji kreséw wynika natychmiast, ze jezeli wszystkie
liczby zbioru X sa == a, to oba kresy jego (gérny i dolny) 58 =a:
podobniez. jezeli wszystkie liczby zbioru X sg =< b, to oba kresy
jego sa < b. Kresy zbioru daja wige najicislejsze granice, w ktorych
liczby uwazanego zbioru sa zawarte. ‘ ‘

Zbiér liezb rzeczywistych X.
nazywamy ograniczonym. Zatwo widzieé,
wazna jest nastgpujacej:

~ Zbiér liezb. rzeczywistych X jest ograniczony, jezeli istnieje
liezba skoficzona M, teka iz dla kazdej liczby 2 zbioru X mamy
|z ] <M

Samo przez sig zrozumialem jest, dalej, co nalezy rozumieé

przez zbiér ograniczony zgdry lub zbiér ograniczony zdolu.

ktérego kresy sy skofczone,
ze definicja ta réwno-
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§ b4. Zbiér wszystkich liezb rzeczywistych z, spelniajaeych

nierdwnosel
a<zx=<)h 1

nazywamy przedzialem (a, b). Jeieli liczba rzeczywista x spefnia
nieréwnosei (1), to méwimy, ze x jest punktem przedzialu (a, b),
ze z nalezy do przedzialu (a, ), lub wreszcie, ze x lezy w prze-
dziale (a, ). Jezeli za$ zachodzi nieréwnodé
a<w<b,
to méwimy, ze x jest punktem wewnetrznym przedzialu (a, ), lub
e z lezy wewnatrz przedzialu (a, b).
Niech teraz f(z) oznacza funkcje, ciagla w calym przedziale
(a, b) (wedlug definicji podanej w § 41). W myd] tw. 61, whnosimy:
Jeieli funkcja f(z) jest ciagla w catym przedziale (a, b), to dla
kaidego ciggu mieskoriczonego w, liczh praedziadu («. b) wzir
limx, = x
poriggy za soby wzdr:

h;m S (@)= f ().

Udowodnimy obecnie twierdzenie odwrotne, mianowicie
Twierdzenie 68. Jeseli dla kas

dego ciagu nieskoriczonego
liczh preedziatu (a, b), wzér

limx, = x : (2)
pocigga 2a sobg wzir
limf (@)= f(z), )
to funkcja f(z) jest ciggla w catym przedziale (a, b).
Dowéd. Zaléimy, se funkeja f(x) jest okreslona w przedziale
(a, ) i posiada te wlasnoéé, ze dla kazdego ciagu nieskonczonego x,
liezb przedzialu (a, b) wzér (2) pociaga za sobg wzér (3).
Niech, dalej, z, oznacza jakskolwiek dang liczbe przedzialu
(a, b), za§ ¢ — dowolng dang liczhe dodatnis,.
Powiadam przedewszystkiem, ze istnieje takie 6 >0 iz dla
kazdej liczhy wymiernej w przedzialu (g, 5), spelniajgcej nieréwnosé
b —a, | <9, : )

mamy:

() — f ()

<z )

i

zm

§ 54. Ciaglod¢ funkeji w danym przedziale. 159

Zaloimy, dla dowody, ze liczby takiej J niema.
Jak dowiedlismy w § 9, mozna zbudowaé ciag nieskoriczony
o wyrazach wymiernych
) Upy Uyy Hgsyorono , (6)
w ktérym figuruje kazda liczba wymierna.
Niech 7 oznacza dowolng dana liczbe naturah‘la‘.
Gdyby dla kazdej liczby wymierrgej w przedzialu (a, b), spel-
niajacej nieréwnosé
1 -
iw—‘xol<7¢‘a (M
byto

| f ) — F@) | <+ ®)

. 1 L iezbv
to mogliby$my przyjaé 6:—-—7»77, whrew zalozeniu, Ze niema liczby

dodatniej d, przy kiérej dla kazdej 1iczl.)y 'wym,iernej w przedzialu
(a, b) nieréwnoéé (4) pociaga za sobg .nlfarownosé (5) . i

Whoosimy stad, ze nie dla kazde] .hc.zby’ wyx:uerne.] prze z1a6u
(a, b), spelniajacej nieréwnosé (7), zachodzi nlerowx}O{sfS (8): w ciagu (6)
istnieje zatem (conajmniej jeden) wyraz w, taki iz

a<<u,<b, 9)
oraz
1
[t — o | <;7 (10)
natomiast ]
| Flw) — fl@o) | =5 (1)

oznaczmy przez w, pierwszy z wyrazéw u, cisga (6), 6(:)lakkt‘c:rych

ierd Sei i (11). W ten spos azdemu
zachodza, nieréwnoei (9), (10) 1v( . :
wekaznikowi naturalnemu 7 bedzie odpowiadala oznaczona w zu
pelnosei liezba wymierna w,, taka iz

a=<w,<b, r=123,..) (12)
'wn_x0|<‘71;9 (7’&:1,2,3,) (13)

oraz :
flo—f@) | =5 B=123".) (14)
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Wobee (12) i (13), w, (»=1,23,..,) jest ciagiem nieskon-
ezonym liezb przedzialu (a, 8), takim iz

lim w, = z,,

Ne=OO
co, w mysl zalozenia naszego twierdzenia, pociaga za sobg wzér

lim f (1) = f @),

whrew (14). Dowiedliémy wige, ze istnieje liezha 6 > 0, taka iz dla
kazdej liczby wymiernej w przedzialu (a, b) nieréwnosé (4) pociaga
za sobg nierdwnosé (D).

Niech teraz x oznacza jakskolwiek liczbg przedziatu (a, b),
spelniajges nierdwnosé

]:c——x.,l< d. (15)

Niech, dalej, z, (# =1,2,3,...) bedzie cisgiem liczb wymier-
nych przedzialu («, ), spelniajgeym wzér (2): w. myél zalozenia
naszego. twierdzenia, bedziemy wige mieli wzér (3). Wobec (2) i (15)
wnosimy natychmiast, ze

[#,—xy | <0, dla n>up,

i przeto .z uwagi, ze dla wymiernych w w przedziale (a, b) nie-
réwnosé (4) pocigga za sobs nieréwnodé [B)):

| S@)—Flao) | <, dla 2>,
skad, wabee (3), w jednej chwili:
L@ — @) | <5

i, tembardziej:
L@ —flm) | <e (16)
Dowiedlismy wige. ze dla kazdej liezby x, przedzialu (a, b)
oraz kazdej liezby dodatniej & istnieje liczba 6> 0 taka iz przy
wszelkiem z, naleigcem do przedzialu (a, b), nieréwnosé (15) po-
ciaga za sobs nieréwnosé (16). W mysl definicji (Cauchy’ego),
podanej w § 41, funkeja £ (x) jest wige cisgla dla kazdej wartosei
przedziatu (a, ). Udowodniliémy wige twierdzenie 68.
Méwimy ze funkeja f(z), okreslona w zbiorze X, jest clagly
dla wartosei z, tego zbioru wediug definicji H eine’go, jezeli, dla
kazdego ciagu nieskoticzonego =, liezb zbioru X, wzor

lim 2, = x,

n==cq

icm

§ B4 Definicje Cauchy'ego i Heine'ge ciaglosei funkeji. 161

pocigga za sobg wzér

lim f (@) = f(@).

Jezeli funkeja f(x) jest ciagla wedlug Heinego dla kaidej
wartosei zbiorn X, to méwimy, ze funkeja () jest ciagly wedlug
Heinego w calym zbiorze X.

W my4l tw. 61, funkeja, okreslona w zhiorze X, oraz ciagla
dla wartosel x, tego zbioru Wedlug«definicji Cavehy’ego (podanej
w § 41) jest zarazem ciggly dla wartodei », wedtng definicji Hei-
ne'go. Wobec tw. 68 wnosimy dalej, ze funkoeja, cisgla w calym
przedziale (a, b) wedlug definicji Heine'go, jest zarazem ciggly
w tym przedziale wedlug definicji Cauchy’ego. Zatem:

Dla funkeji cigglych w calym preedeiale, definicje ciaglosel
Cauchylego i Heine'go sy réwnowasne.

Co sig tyezy réwnowaznosei definieji Cauchyegoi Heine'go
ciaglodei funkeji dla danej wartosci przedzialu, lub. ogéliniej, jakiego-
kolwiek zbioru X, w ktérym funkcja jest okreslons, to mozna ja
udowodnié, opierajge sie na nastepujacym pewniku: ’

Dla kaidego ciagu mnieskohiczonego 2biordw liczh rsecaywistych

Xy, X, Xyyooonn

istnieje ciqy nieskonceony liceb rzecaywistych

taki, iz prey wszelkiem naturalnem n liczba z, nalesy do zbioru X,.
Pewnik ten wynika z latwodcis z glosnego w dzisiejszej teorji
mnogosel pewnika Zermelo, ktory brzmi jak nastepuje:

Pewnik Zermelo. Dia kaédej mnogosei zbiordw Z, nie majy-
cych elementéw wspdinych, istnieje mmogosé, zawierajuca po jednym
i tylko po jednym elemencie z kaddego ze zbiordw Z.

W samej rzeczy, zaléZmy prawdziwosé pewnika Zermelo i niech

X, X, X, ...
oznacza dany ciag nieskonezony zbioréw liczh rzeczywistych imogacych posiadaéd
elementy wspdlne).

Przy kazdem danewm naturalnem 7z oznaczmny przez Z, zbior wszystkich

dwumianéw 2" -4 a, ktérych wyrazy wolne @ sa liczhami zbiorn X,. Zbiory
dwumianéw

Z, 2y, Dy, ... ..
rie beds vezywitcie posiadaly elementéw wspdlnyeh, gdyz do réinych Z, heda
nalezaly dwumiany réznych stopni. W myél pewnika Zermelo istnieje wiec
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zbiér U, zawierajacy po jednym i tylko jednym dwumisnie z kazdego ze zbio-
réw Z, n=1,2,8,...).

Oznaczmy przy wszelkiem danem naturalnern # przes 2. ten {jedymy)
dwumian zbioru Z,, kitéry nalezy do zbioru U: cigg nieskoniezony

zi?

bedzie wige okreSlonym w zupelnoci. Oznaczmy wresscie dla »==1,2,8,...
przez £, wyraz wolny dwumianu z,: otrzymamy w ten sposéb okredlony w 2u-
pelnosei cisg nieskonczony liczb rzedzywistych

przyczem z definicji zbioréw Z, wynika, Ze liczba 2, hedzie nalezala do zbioru X,
dlan=123,...

UdowodniliSmy wige, Ze pewnik nasz wynika z pewnika Zermelo.

Opierajge sie na naszym pewniku udowodnimy teraz, ze de-
finicje cisglodei funkeji Cauchyego i Heine'go sg rownowazne.
Poniewaz, jak zauwazyliSmy wyzej, funkeja okreslona w zbiorze X
oraz ciagla dla wartosei z, tego zbioru wedlug definicji C‘auchy’e(ro,
jest zarazem ciagly dla wartodei x, wedlug definicji Heine'go,
wige dla dowodu réwnowaznosei obu definicji wystarezy udowodnié,
ze funkeja, okreslona w zbiorze X, oraz ciagla dla wartosei z, tego
zbioru wedlug definicji Heine'go, jest tez dla wartodei x; ciagly
wedlug definicji Cauchy’ego.

Niech wige /() oznacza funkejg, okreslons w danym zbiorze
liczb rzeczywistych X oraz ciagly dla wartodei x, tego zbioru w mysl
definicji Heine’go. Zalézmy, ze funkeja /' (z) nie jest dla wartosei x,
ciggly wedlug definicji Cauchy'ego. Nie dia kazdej wige licaby
dodatniej ¢ istnieje liczba dodatnia d, taka, iz nierdéwnodé

le—uz, | <4
pociaga za sobg dla kazdej liezby & zbioru X nieréwnoséd
/@) —rf(z) | <e

Istnieje wige taka liczba dodatnia ¢,
powiedniego J. Niema wige takiego naturalnego »,
nieréwnosé

a7

dla ktérej niema od-
przy ktérem

1
lo—a | < (18)

pociggalaby za soby dla kazdej liczby & zbioru X nieréw-
nosé (17).
Oznaczmy przy kazdem danem naturalnem n przez X, zbior

icm
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tyeh wszystkich liczb 2 zbioru X, dla ktérych zachodzi jednoczesnie
nieréwnos$é (18) oraz nieréwnosé

| f (@) —S (@) | ==

Zaden ze zbioréw X, (n=1,2,3,...) nie jest pustym: gdyby
bowiem przy pewnem naturalnem n zhiér X, byl pustym, to zna-
czyloby to, ze dla kaidej liczby « zhioru X nieréwnodé (18) po-
cigga za sobg nieréwnosé (17), co, jak widzieliémy, nie moze mieé
miejsca. W my$l naszego pewnika, dla ciagu nieskoncezonego zhioréw
liezb rzeczywistych

X, X, X,,...
istnieje wige ciag nieskonezony liezb rzeczywistych

Ty, Xy, Zg,...
taki, iz liezba x, nalezy do zbioru X, (dla »n=1,23,...). Z de-
finicji zbioréw X, oraz z uwagi, ze z, nalezy do X,, wynika, ze
wezystkie wyrazy ciggu z, (n=1,2,3,...) sg liczbami zbioru X
oraz spelniaja nieréwnosei

Z, — XLy (rn=1,23,..), (19)

1
<%

tudziez

| Fle) —Flxg) | =¢ (n :: 1,2.3,...). (20)

Nieréwnosé (19) dowodzi, ze

lim 2, = ,,

co, w mysl zalozenia, ze funkeja f(z) jest ciagla dla wartosei .,
Wedlug definicji Helnego, pociaga za sobg wzdr

hm .f (1',,) - j (1’0),

whrew (20).

Udowodniliémy wiee réwnowaznosé definicji ciaglosei Caun-
chy'ego i Heine'go.

Streszezajac otrzymane w tym paragrafie wyniki, mozemy
powiedzieé:

Opierajge sig na pewniku Zermelo mozna udowodnié réwno-
waznosé definicji Cauchylego i Heine'go eigglodei funkeji dia
danej wartodei x, zbioru X, w kiérym funkeja jest okreslona, na-
tomiast dla funkeji ciagglych w calym przedziale, réwnowainosé
definicji Cauchy'ego i Heinego moze byé udowodniong bez
sadnego specjalnego pewnika.
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Pewnik Zermelo jest wige wystarczajpcym dla dowodu réwnowaznosei
definicji cigglofei Cauchy'ego i Heine'go. Zauwaiymy, Ze moznaby dowiedé,
i wystarezajgeym i zarazem koniecznym dla dowodu réwnowaznofei definicji
ciaglosei Cauchy'ego i Heine’go jest pewnik nastgpujgcy:

Dla kazdego ciagu nieskoniczonego zbioréw liezb rzeczywistych, nie ma-
jacych elementdéw wspélnych,

X, X, X, .- (21)

istnieje cigg nieskofezony liczb rzeczywistych

taki, iz wyrazy jego o réinych wskaznikach naleZs zawsze do réinych zbio-
réw (21) (lecz niekoniecznie @ do Xa; mozZe np. naleze¢ &, do Xon—1, dla n=
=1,2,3,..., albo tez moZe naleze¢ @on—1 do Xon—1, za8 %3, Qo Xam, dla
n=1,2,8,...,1t p)
§ 5. Twierdzenie 69. Funkcja f(x), ciagla w przedziale (a, b),
prayjmuje w tym preedziale kazda wartoéé posrednig miedzy f(a) i f(b).
Dowé6d. Moiemy oczywiscie zatozyé, ze f(a) < f(b): gdyby
bowiem bylo f(a) > f (b), wystarcayloby zamiast funkeji f(x) wrzigé
pod rozwage funkcje — f(xz), ktéra jest oczywiscie ciagls jedno-
czesnie z dana; gdyby wreszeie bylo f(a) = f(b), to nie mielibysmy
zadne] liczby posredniej migdzy f(a) i f(D).
Niech y, oznacza dowolng dang liczhe rzeczywists, spelniajaes
nieréwnosé 3
£(@) < o <) (22)
Oznaczmy przez X, zbior wszystkich liczb z przedziatu (a, b),
dla ktérych
L F(@) = ¥o. (23)
i niech x, oznacza kres gérny zbioru X,: liczba z, bedzie wiec
nalezala do przedzialu (a, b).
Powiadam, ze nie moze byé
J (@) < g,. (24)
o W samej rzeezy, gdyby zachodzila nieréwnosé (24), to, wobec (22),
mlehbys'n}y Vi (xo) <f(b), i przeto byloby =z, ==b, zatem x, <b.
Wobec. ciaglosei funkeji /() dla wartofei z,, istnialaby dla liezby
dodatn}eJ &€ =y, — f(w,) liczba dodatnia J taka, iz dia kazdej liezby =
przedzialu (e, b), spelniajacej nieréwnosé
. |z — 2 | <4,
- mielibySmy nieréwnosé

| F@) — fm) | <e=y,— f(ar),

icm
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zatem, nieréwnosé (28). W szcwegélnodci wige, oznaczajac przez x,
liczbe przedeialu (a, b), spelniajses nieréwnosei

z, <z, <7, 4
(liczba taka oczywidcie istnieje, wobec x, < b), mielibyémy

@)=y,
wbrew definicji liezby x,, jako kresu gérnego liczb x przedzialn
(a, b), spelniajacych nieréwnoéé (28). Dowiedliémy zatem, Ze nie
mote zachodzié nieréwnosé (24). _
Powiadam, dalej, #e nie moze tet zachodzié nieréwnodé

fa) > Yo " (26)
W samej rzeczy, zalézmy, #e zachodzi nieréwnoéé (25). Wobee
ciaglodei funkeji f(x) dla wartodei x,, istnieje dla liczby dodatniej
e = f () — ¥, liczba dodatnia 4, taka iz dla kaidej liczby x prze-
dzialu (a, b), spelniajgcej nieréwnosé,
lz—a | <4,
rachodzi nieréwnoéé
| f(@) —Slzo) | <&=flZe) — %o,
zatem, nieréwnosé
1 @)> 4.
Mielibysmy wige |
@) >4, dla x—d<x=<nz,. (26)
Wobec (26), oraz definicji zbioru X,, liczba x, nie moglaby
wige by¢ kresem gérnym tego zbioru, whrew zalozeniu. Dowiedlismy
wige, #e nie moZe zachodzié nieréwnosé (24), ani tes nieréwnosé (25),
i przeto musi byé
f(®) = ¥
Dowiedliémy wige, ze dla kaiddej liczby y,, spelniajacej nie-
réwnoéé (22), istnieje w prezedziale (a, b) conajmniej jedna wartosé.z,
spelniajaca réwnanie
(@) = 4.
Udowodniliémy- wige nasze twierdzenie, Twierdzenie to mo-
temy jeszeze wypowiedried w formie nastgpujacej:
Przechodzqc od jednej swartosci do drugiej, funkcja ciagla musi
przejdé przez iwszystkic wartosci posrednie.

12
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Dowiedziona wlasnoéé nie jest jednak wystarczajacs na to, Zeby funkeja
hyla ciagla: funkcja, ktora przechodzac od jednej wartoéci do drugiej prze-
chodzi zawsze przez wszystkie wartosci posrednie, nie musi byé ciggla. Moze
una nawet nie by¢ ciagla dla Zadnej wartosei x: podamy wladnie przyklad
tukiej funkeji.

Olredlmy funkeje F(x) dla wartoSel rzeezywistyeh = w sposéh naste-
pujacy.

Niech o vznacza dana liczbe rzeczywista, zaé

Xm0y, € 6y Cy v la
— jgj rozwiniccie na nlamek normalny przy zasadzie 2 (rozwinigcie takie, jest,

w my#l tw. 20, dla kazdej danej Hezby @ jedyne). Poldzmy:

Fa) = lim fli_iﬂ_i'___i—_'l' @7)
) n=03 n
Poniewaz liczhy ¢n (#=1,2,8,...) sa cyframi w ukladzie dwdjkowym,
wiee kazde ¢a ma jedne z dwich wartodei: 0 lub 1, zatem stale

0~<—¢1+°s’f;~-‘+.°’fs1 (n=1,2.8,..)
i przeto, w mysl (27):
0< sl <1. (28)

Funkeja fir) ma wiee oznaczona w zupelnofei wartodé rzeczywista dla
kazdej liezhy rzeczywistej a, przytem zachodzi zawsze nieréwnosé (28).

Niech, dalej @10 > @ bedsg dwie dowolne dane lezby rzeczywiste i niech y
oznaeza dowolna liezhe rzeczywista, spelniajaca nierdwnosd

0<y< 1. (29)

Powiadam, ze wewnatrz przedziatu ia, b) istnieje taka liczba a, iz

@) =y.
Poliézmy
ab
s=2tl (30)
i niech
s== (. ¢ 2y yen. ), (81)

oznacza rozwinieele normalue liezby s na ulamek dwéjkowy. Wyznaczmy, dalej,
liczbe natwralna k taka wielka. aby hylo

2K < ”‘Eﬁ_‘ . (32)

Polizmy. dalej:

cu==0c,, dla n=0.1, 2,...k
0Tz (33)
on=DEng—En— Iy, da n=k41,k4+2,...

Nierownosel oczywiste

Eny="nu, B — 1y >@m—1y—1,

&
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daja, wobec (29;:
" Bry — E(n — 1y <y +1<2,
2z drugiej za§ strony (wohee y > 0) oczywiseie Eny >=E(n — 1)y: wzory (33)
dowodzg wiee, Ze lezby cn (n=1,2,8,...) sg cyframi ukladu dwdjkowego.
Polézmy
=1y, € Co Cy-'o- )a (34)
bedzie to (w my5l tw. 21) pewna liczba rzeczywista. o
Powiadam, dalej, 2e ulamek dwdjkowy (34) bedzie rozwinigeiem normalnem:
Zalézmy, dla dowodu, Ze ulamek (84) nie jest rozwinieciem normalnem, ezyli
%e conajwyzej skohczona liczba cyfr jego jest réznyeh od hczb? 2— 1= 1
Istnialoby wiec takie naturalne p >k, iz dla n > p stale cx = 1, czyli w my$1(33):
Eny — EB(n —1)y=1, dla n>p
Drogs latwej indukeji wnosimy stad, ze byloby
Eny=#n—p-Epy, da 2>p,
-skgd
ny >Eny=n-+Eply — 1)
oraz
—1
y21+§fl”—‘—) dla n>p,
skad, w. granicy dla #=0:
y .>—' 1 1

whrew (29). ) o
Dowiedliémy wiee, Ze wzér (34} przedstawia rozwinigeie normalne pa

wlamel dwéjkowy. W my$l definicji funkeji f(z) mamy wiec wzdr (27).
Wobec (38) mamy, jak latwo obliczyé, dla n > k:
cl+c2-},—...+c..='c,+c,+...—{-c,+§logl__}«_)_lfy_. (36)
n n 7 n

Lecz, oczywiscie
. Ky
matat EE o arotes tm =0,
=00 n nmoa
za8 o I_‘Jﬂ/ _,
wmoa B

3 1 _ Eny : 5r (35) daje wiec
(gdyzy"‘*;;< - Sy)'wzor( ) daje wie
e Cn
imatoat e,
"=00 n

.skad, wobec (27): Fle) =y

Powiadam wreszeie, 26 a < x < b. Poniewaz rozwinieeia (1) i (34) sa
normalne, wiee, w my$l tw. 20, musza zachodzié nieréwnosci:

oL N
(Go,cl...ck),£3<:(co:c“"c")!’*—ﬁ
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oraz

1
oy € nn Ci)y T (G & ... c*)z+27'

a poniewaz lewe i prawe strony tych nierdwnogei sa, w myél (33), odpowiednio.
réwne, wice znajdujemy w jednej chwili:

1 1
s <E st g5

© leez, w my#l 30) i (32):

1 1 .
- '“’2k>“! s+2k<b.
mamy wiee, wohee i36):

alxlb.
c. b d o v

Dowiedlifmy wige, Ze przechodzac od wartodei f(a) do wartodei f(b),.

funkeja fie) musi przejéé przez kaidg wartoéé y, spelniajgca nieréwnodei (39).

7 drugiej strony, kazda wartodé y posrednia miedzy fia) i 7(b) (o ile
takowa istnieje, t. j. o ile ‘f(a):’: 71b)) musi spelnia¢ nierdwnodei (29) (gdyz
liczhy fle) i £(b) sa, wohee (28), > 0 oraz <C1). Udowodnilismy zatem, Ze prze-

chodzae od jednej wartoici do drugiej, funkeja f(x) musi zawsze przejsé przez.

kazda wartof¢ poérednia.

Okazemy jednuk, 7e funkeja () nie jest cisgly i to dla zadnej wartosci
rzeczywistej .

W samej rzeczy, xdyby funkeja f(z) hyla ciggla dla wartosei ,, to dla
dowolnej danej liczby dodatniej ¢ istnialaby liczba dodatnia & taka, iz wewnatrz
Mmzedzistu (a, b), gdzie e ==, -, d=2=z,4 6, wartosei funkeji f(x) beds
si¢ roinily od wartodei fix,) bezwzglednie mniej niZ o &, gdy tymeczasem, jak
dowiedlismy wyzej, funkeja f(x) przechodzi wewnstrz (a, b) przez kazdg war-
toéé y, speliajges nierdwnogei (29).

Dalismy wiee przyklad funkeji wszedzie niecigglej, ktéra ma z funkejami
ciaglemi te wlasnoi¢ wspélns, Ze przechodzae od jednej wartosei do drugiej,
musi zawsze przejsé przez wszystkie wartodei posrednie.

§ 56. Niech f(z) oznacza funkcje, okreslons w przedziale
(a, b); oznaczmy przez Y zbiér wszystkich wartodei, jakie przyj-
muje funkeja f(z) dla liczb z przedzialu (a, b). (Dana liczba rze-
czywista y nalezy wige wtedy i tylko wtedy do zbiorn Y, jeteli
W przedziale (g, b) istnieje liczba z taka, iz F(z) = y). Kresy dolny
i gérny zbioru Y nazywamy odpowiednio kresumi funkeji f(2)
w praedziale (a, b), dolnym i gérnym.

Niech f(z) oznacza dans funkeje ciagla w przedziale (a, b).
Oznaczmy przez W zbiér wszystkich liczb wymiernych przedzialu
(a,8) i niech ¥ oznacza zbiér wsaystkich wartodei, jakie przyjmuje

(86}

icm
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funkeja f(x) dla liczb 2 zbioru W. Powiadam, ze kresy zbioru V'
beds odpowiednio kresami funkeji f(x) w przedziale (a, b).
Oznaczmy przez m i M odpowiednio kresy dolny i gérny
funkeji f(x) w przedziale (a, b). za§ przez I i L — kresy dolny
i gérny zbioru V. Zbiér ¥V jest oczywideie czesécia?) zbioru Y
wszystkich wartodei, jakie przyjmuje funkeja f(z) w przedziale (g, b);
pouiewaz za$ oezywidcie kres gérny czedci zbiorn jest zawsze nie-
wigkszy od kresu gérnego calego zbioru, zas kres dolny czesci jest
niemniejszy od kresn dolnego calego zbioru, wige musi byé

m=<1, oraz L<M 87)

Niech teraz x oznacza jakakolwiek liczbg rzeczywists prze-
dzialu (a, b), zaé x, — ciasg nieskonczony liczb wymiernych prze-
dzialu (a, b), taki iz

: lim 2z, = =
wobec cigglodei funkeji f(z) w priedziale (a,b), wynika stad wzér
lim f (z,) = f (). (38)

Liczby f(x,) (n=1,2, 3,...) nalezs wszystkie de zbioru ¥,
przeto '
I<fl@)<L, dla n=1,23,...,

skad, wobec (38):

IS f@ <L (39)

Przy wszelkiem rzeczywistem z, nalezgcem do przedziatu (a, b)
mamy wige nieréwnodé (39), co dowodzi, ze kresy m i M funkeji
S (%) w przedziale (a, b) spelniajy nieréwnosei

l==m oraz M<L. (40)
Nieréwnosci (37) i (40) daja w jednej chwili:
‘ m==1 oraz M=1L,

¢ b d. o

Jak dowiedliémy w § 9, mozna zbudowaé cigg nieskoficzony,
utworzony ze wezystkich liczb wymiernych; opuéémy w tym ciggu

1) O dwodch zbiorach 4 i B. méwimy, Ze zbiér B iest_czgafoiq zbioru 4,
jozeli kaidy element zbioru B jest zarazem elementem zbioru 4. Jezeli zbiér B
jest czedeig zbioru 4, lecz nie naodwrét, to zbidr B nazywamy czedeia wlasciwa:
zbioru 4. :

’
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wazystkie wyrazy, nie bedace liczbami wymiernemi przedzialu (a, b):
pozostanie w ten sposéb ciag nieskohezony

, Wyy Wy, Wse oo oy (41)
utworzony ze wszystkich liczb wymiernych przedziatu (a, b).
Wezmy, dalej, pod rozwage cisg nieskoficzony
Uy, Vgy Ugye e oy (42)
gdzie ‘
v, =f(w), dla. n=1,235,... (43)

Oznaczmy, przy kazdem danem naturalnem 7, przez i, naj-
wigkszg z liczb :
‘ (44)
w ciggu (44) istnieje wige conajmniej jedna liczha —1,: jeseli jest
ich wigcej niz jedna, to niech k, oznacza najmniejszy wskanik,
przy ktérym

Vyy Vgyoon Uy}

v, = t..

Ciag nieskonezony ¢, bedzie oczywiécie ciagiem niemalejacym,
przeto w mysl tw. 12, bedzie posiadal granice (co do ktérej nie
przesadzamy narazie czy jest skoficzong, czy tez nieskonezons.

Polézmy

: limt,=T.

n=00

(46)

Powiadam, ze T'== L. W samej rzeczy, z definicji liczby L -

Jako kresu gérnego zbioru V, ktdry jest zarazem zbiorem wezyst-
kich liczb (42), wynika natychmiast, wobec (45), ze
t, <L, dla n=123,...,
.skad, wobec (46): '
- I'<L. (47)
Z drugiej strony, z definicji liezb ¢, wynika natychmiast, ze
przy wszélkiem danem naturalnem k:

vn=t, da n=>k,
skad, wobec (46), w granicy dla n= oo;
=T

wezystkie wyrazy ciagu (42), czyli wszystkie liczby zbioru V sg
wige < T, skad wnosimy, ze kres gérny L zbioru V spelnia nie-
réwnosé '

L<T (48)

45)

icm
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Nieréwnodci (47) i (48) daja w jednej chwili
T=1L,
e. b d. o Z uwagi, 26 L =M, mamy wige, wobec (46):
limt,= M, (49)
gdzie M oznacza kres gérny funkeji 7(z) w przedziale (a, b).
Polézmy, dalej:
U=w,  (r=1,2,3,..)) 60y

— bedzie to pewien ciag nieskonczony liezb (wymiernych) prze-
dzialu (a, b). Polézmy

lim u, = 3
— bedzie to wige pewna liezba rzeczywista przedzialu (a, b).
W myél tw. 41 istnieje ciag nieskonczony rosnsey wskaznikéw
n, (p=1,2,8,...) taki iz

limu, =§.

n=00

(51)

W mysl (51) i wobec cigglosei funkeji f(z) w przedziale (a, b),
znajdujemy:

lim f (u,) = f (€).

n=o0

(52)

Wobec (43), (45) i (50) mamy oczywidcie
J@)y=4¢, da n=123,...

zatem tez
flw,)=¢t,, da p=123 ...

i przeto, wobec (49) i w mysl tw. 16:
lim f (u,,y) =M,

skad, wobec (52):
£ = 1.

Udowodnilismy wige, #e jezeli funkcja f(z) jest ciagla
w przedziale (a, b), to istnieje w tym przedziale wartodé £ dla
ktérej f(€) = M, gdzie M oznacza kres gérny funkeji /(x) w uwa-
zanym przedziale. Méwiae krdcej: funkcja ciggla w przedziale (a, b)
dosiega w tym przedziale swego kresu gérnego. Zupelnie taksamo
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udowodnilibyémy, ie funkeja cisgla w przedziale (a, b) dosigga
w tym przedzlale swego kresu dolnegok
Mozemy wige wypowiedzieé nastgpujace

Twierdzenie 70. Funkeja ciagla w przedziale (skopiczonym) (a, b),.

dosigga w lym przedziale swych kreséw dolnego i gdrnego.

Kresy funkeji ciaglej w danym przedziale (skoficzonym) sg.

wige zarazem jej wartosciami w tym przedziale, zatem liczbami
skonczonemi. Wynika stad, Ze zbiér wazystkich wartodei funkeji
cigglej w danym przedziale jest ograniczony, innemi slowy, e funkcja
ciagla w danym przedziale (skoniczonym) jest w tym pezedziale ogra-
niczong.

Wlasnoéé ta moze jednak nie byé prawdsiwg dla funkeji
ciaglych w praedsiale nieskoficzonym, np. w przedziale (— 0o, - co),
t. j. w zbiorze wazystkich liczb rzeczywistych. Np. funkeja f(z) ==
jest ciggly w calym zbiorze liesb rzeczywistych, natomiast nie jest
w tym zbiorze ograniczons.

Podobniet, twierdzenie 70 mose nie byé prawdziwem dia

funkeji ciaglych w preedziale nieskoniezonym: np. fankeja f(x) ::%

jest ocaywidcie ciggls dla wezystkich liczb rzeczywistych x» >1,
t.j. w przedziale (1, oo), lecz nie dosigga w tym przedziale swego
- kresu dolnego, ktérym jest liczba 0.

§ 67. Niech f, (z) i /,(x) beds funkc_]e ciggle w przedzmle
(a, b) Poléimy

F@=fi@)+ (@), g@)=£E)/]fE),

powiadam, %e funkcje f(x) i g(x) beds ciagle w przedziale (g, b).
Dla dowodu wystarezy okazaé, w mysl tw. 68, ze funkcje f(z) i g (x}
sy dla kasdej wartoéei » przedzialu (a, 6) ciggle wedlug definicji
Heinego. Niech wige , oznacza dowolna dang liczbe przedzialu (a, b),
x, — ciag nieskoficzony liezb przedzialu (a, b), zmierzajacy do x,

Wobec ciaglodei funkeji /; (x) i f; (z) w praedziale (a, b), bedzie

lim (@) = £y (@), lim f,(@) =1, ().

da a<<z<b; (63)

', Dowdd moznaby bylo przeprowadzi¢ kricej, gdybyémy zastosowali
pewnik z § 54: chodzilo nam tu jednak o podanie dowodu. nie odwolnjscego.
sie do pewnika Zermelo.

icm
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skad, w mysl tw o granicy sumy i iloczynu:
l"” [y @) +fa @) =11 (@) + fa (o) hm TACAPACA ) = f1 (@) S (@)
czyh, w mysl (63):

'l.:':f (x.) = f (@), i’_’:‘;g (@) =g (@),

co dowodzi ciagglodei funkeji f(z) i g(2) dla wartoéei z,, ¢ b. d. o.
Zupelnie taksamo udowodnilibysmy, 26 jezeli funkcje

: fl (.15‘), fl(z)a A 'f-(x)
8y ciagle w przedziale (a, b), to ich suma oraz ich iloczyn sg
funkejami cigglemi w uwazanym przedziale.
Podobniez, opierajac sig na tw. v granicy rétnicy udowodnili-
byémy, e réznica dwoch funkeji cigglych w danym przedziale jest
funkejg ciagla w tym przedziale, zas, opierajac sig na tw. o granicy

oraz

ilorazu, udowodnilibysmy, ze ilom!.auj;1 2‘3 dwoéch funkeji f; (z) i 13 (),

. 3
cigglych w przedziale (a, b), gdwie f;(2)0 dla a <z <<b, jest
funkcja ciagly w przedsiale (a; b). Mozemy wige wypowiedsied
nastgpujace

Twierdzenie 71. Suma oraz iloczyn dowolnej (skoticzonej) liczby
funkeji ciaglych w danym przedziale jest funkeja ciggla w tym prze-
dziale. Résnica dwich funkeji ciaglych w danym przedziale jest
Junkcja ciagla w tym przedziale. Iloraz dwdch funkeji cigglych
w przedziale, w0 kidrym dzielnik nie staje sie zerem, jest funkcjq
ciggla w tym przedziale.

Z dowiedsionego twierdzenia wynika natychmlast, e wielo-
miam calkowity

S@)=az"+a "' +... 4+ 624 a,

(gdzie m jest dang liczbs naturalns, zas a,, a,.... a, ss liczby nie-
zaleine od z) jest funkcjg ciagla w kaidym danym przedziale..

§ 8. Zajmiemy sig teraz zastosowaniem tw. 69 do teorji
réwnat algebraicznych, W tym celu udowodnimy przedewszyst-
kiem nastgpujscy

Lemmat. Wielomian calkowity stopnia m-go'

J@=ax"4+az" "' +...+ 612} au
o wspdlezynnikach rzeczywistych a,, ay, . .. a., gdzie a,30, ma
dla dostatecznie. wielkich bezwzglednie z znak swego pierwszego
wyrazu (t. j. dla | 2 | > pu jest sgnf(z) = sgn a,2").
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Dowé6d. Wobee @,== 0, mamy, dla | z | =1:
J(=x) a )
(=143 (1+ ottt s

2l )

(2%
[17

kladge :
) ;alH-la»H- Al

[ a |
b@d:ziemy wiec mieli dla z wigkszyeh bezwzglednie od 4 i nie
mniejszych bezwzglednie od jednosei:

f ()
A z™ ?
skad
on ‘f'I) =
(=] an xm
1 przeto

sgn f{x) = sgn apx",
¢o dowodzi prawdziwosei naszego lemmatu,
Zaldzmy teraz, w szezegdlnosei, ze m jest liczbg nieparzysts.
Dla =0 (wobee a,=0) liczby w2 oraz a,(— =) beda réznych
znakéw (gdyz a(— z)" = (— 1)" a2 = — a,&™): praeto, w mysl
naszego lemmatu, dla dostatecznie wielkich bezwzglednie , liczby
f(x) oraz f(— x) tez beds réinych znakéw. Istniejs wiec liczby
rzeczywiste z;, i x, takie iz
F#) <0, flz,)>0. (54)
Lecz, wielomian calkowity jest funkejs ciagls w kazdym
danym ‘ przedziale: w mysl tw. 69, funkcja f (%), przechodzac od
wartosel f(z,) do wartosei f'(z,) musi wige przejéé przez wszystkie
wartosci posrednie, z ktérych jedns jest, wobec (54), liczba zero
Dowiedliémy wige, e istnieje wartosé rzeczywista = taka iz

S(@)=0.
Kazds taks wartodé nazywamy pierwiastkiem réwnania Fflw)=0.
Udowodnilidmy wiec
Twierdzenle 72. Kade rdwnanie algebraicene stopnia niepa-

rzystego o wspiluzymmikach rzeczywistych posiada conajmnie; Jeden
reeczywisty pierwiastek.
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