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zatem
e 1\
So< (i)
1+
Mamy wiec:

(4

<(1 +l)‘< e, dla t>0,
1 t
14+

zatem, wobee 4, >0 (n=1,2,8,...):

£ <(1+-:—)"<e, dla n=1,2,8,...

1 a
1+t"

co daje, w granicy dla n= o, wobee lim#, =o0:

‘e
lim (1+tl) =e, ¢ b d o

4 Udowodnié, e jeteli 2, > 1, oraz imt, =, to

n=0C

ROZDZIAYL V.
Logarytmy.

§ 48. Logarytmem liczby dodatniej  przy :asadzie a>1 na
zywamy liczbe rzeczywists y. spelniajacs réwnanie
| = ()
liczbe tg oznaczamy symbolem
lg, a-
~ Twierdzenie 64. Kaida liczba rzeceywistu dodatnia x posiada
przy kaidej danej zasadzie a > 1 oznaceony w zupetnosci logarytm g, @.
Dowéd. Niech x oznacza dang liczbe rzeczywisty dodatnis,
zaé a — dang liezbg > 1. Gdyby liczba @ posiadala przy zasadzie a
dwa rézne logarytmy: y oraz y’ > y, to w mysl definicji logarytmu,
mieliby$my

=gz oraz o =,
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gkad o =a*, gdy tymezasem, wobec y' >y oraz a > 11i w mysl
wlasnoéei b poteg, musialoby byé o' > a. Dowiedliémy wige, Ze
kazda liczba rzeczywista posiada przy kazdej danej zasadzie a > 1
conajwyzej jeden logarytm. Dla dowodu naszego twierdzenia pozo-
staje wige do okazania, ze réwnanie (1) posiada, przy danem do-
datniem 2 oraz danem g¢>>1, conajmniej jedno rozwiszanie wigle-
dem .

Niech n oznacza dowolng dang liczbe naturalng: liczba 2"
bedzie wige pewns liczbg dodatnia. Wobec a.> 1 mamy, w my4l tw. 56:
limaoa™ =0,

istnieja wige liczby calkowite k, dla ktérych (pray danem x):
< g @)
z drugiej strony, dla dostatecznie wielkich k bedzie
a >zt
gdys lim ot =+ oo, Wsréd liezb calkowitych %, spelniajacych
kmoa

nieréwnosé (2), istnieje wiec najwigksza: oznaczmy ja przez k,.
Bedzie wige

| oo <o 3
(gdys liczba &, 1 nieréwnosei (2) juz nie spelnia).
Polézmy
u,,:%, dla n=123,... 4)
Wobec (3) mamy
<

4 poniewaz k,,; oznacza najwigkszg liczbe catkowits, k, spelniajacs
nierdwnosé

o <z
wige musi byé

2k, =< ko,
skad, wobec (4): » ,

Uy == Uy -

Ciag nieskonczony u, jest wige niemalejacy, gatem posiada
granice. Polézm : .
y limu, =y : (5

— bedzie to wige liczha rzeczywista, skoniczona lub nieskonezona.

e
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Poniewaz cigg u, jest niemalejacy, wige -

h=<u, da 2=123,..; ' " (6)

z drugiej strony, niech / oznacza liczbe calkowits, dla ktérej
a>x )
(liezba taka istnieje oczywicie, gdyz wobec a > 1, mamy lim a' = co):
wobec (3) bedzie o
atn < 27 < a¥,

skad

k<21, dla n=1,23,...
ezyli, w mysl (4): : iy
w,<l, dla’ n=1,2,83,... )

Nieréwnosci (6) i (7) daja, wobec (5):
m=y=<I,

co dowodzi, ze y jest liczba, rzeczywists skonczons,
Wobee (3) i (4) znajdujemy:

ar <z <<t | , (8
Lecz, wobec (5) i w my$l wlasnosei 2 poteg:

. 1
lima* =a’ oraz lime® =1,

n=co fi==0C

skad, w mys] tw. o granicy iloczynu:
- u, - 1

lim a's + % = lim (a=.a% )=aq

nE=oe n=00 !
nieréwnosei (8) daja wige, w granicy dla 7 = co:

r=r<a,
skad
@ =z

Dowiedlismy wige, 7e istni

eje liezba i iaj
cbwasnie | je liezba rzeczywista y, spelnlg.‘]‘zgea

1). Twierdzenie 64 udowodniliSmy zatem w zupednosei,

‘ § 49. Og(’?]ne wiasnosci logarytméw. Pod nazws ta rosu-
miemy wilasnodei, prawdziwe dla logarytméw o kazdej zasadzie > 1
b

mogs byé bowiem wlasnosei 1 ; 6
o osel logarytméw zalezne od poszczegélnego

icm
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Wizedzie dalej, w tym paragrafie, rozpatrywaé bedziemy lo-
garytmy o jegnej 1 tej samej zasadzie a, zresaty dowolnej, byle
wiekszej od jednodei.

Zamiast lg,@ bedsiemy przez skrécenie pisali poprostu lgz.

Wiasno$é 1. Logarytm iloczynu jest réwny sumie logarytméw
caynnikow, ezyli:
lgay =gz gy, (@)
przy wszelkich dodatnich x i y.
Dow6d. Polézmy
lgz=§, lgy=mn: (10)
liezby £ i 7 spelniaé beda roéwnania:
d=x, an=y,

skad
a€+17 = xy’

a poniewaz liczba lg(zy) jest jedynem rozwigzaniem { réwnania
at = xy, wige musi byé

‘ lg(@y) =&+,
co_daje, w mysl (10), wzér (9), ¢ b. d. o.

Dowiedziong wlasnosé uogdlnié mozemy natychmiast na do-
wolng skoficzoug liczbe czynnikdéw:

lg(zy 2y 0n-- - z,) =lg® Algz, ... 4 lgz..

(Np. lg(n)=lg141g2+4...+1gn— wzér, ktéry ma za-
stosowanie przy sprawdzaniu tablic logarytmicznych).

Wiasno$§¢ 2. Logarytm ilorazu jest réumy rdénicy logarytmow
deielnej i dzielnika, czyli

lg? =lgz—lgy (11)

dla wszelkich dodatnich = 1 y.
Dow6d. Kladse lgz=1¢, lgy=rn, bedsienmy mieli

T
@#=u, ar=y, skad oM="n

co daje ;h'—n:lgg—, ezyli wzér (11), ¢. b. d. o.
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"Wiasno$§¢ 3, Przy wszelkiem rzeczywistem 4 mamy:

lg (z*) = Algx. © (12)
Dow6d. Poléimy lgz ==£: bedaie
=z,

skad, w 'mysl wlasnodci 8 poteg:
a* =4,
skad
A§=lg (s,
co daje wzér (12), c. b. d. o.
Wiasnodé 4. Wigkszej liczbie odpowiada wigkszy logarytm, ezyli
lgz>lgy, dla z2>y>0. ' (13)
Dowéd. Poléimy lgz=§, lgy=r7 i zalézmy, e z>y.
Gdyby bylo £ <7, mieliby$my, w mysl wlasnosci 5 poteg:
at < on,
czyli (z uwagi ze of = z, a1= Y)
2=y,
whrew zalozeniu. Mamy wige nieréwnosé (13), c. b. d. o.
Whiosek. Logarytmy liczb wigkszych od jednosei sg dodatnie,
za8 mniejszych ‘od jednosei ujemne.’ W samej rzeczy, mamy a®= 1,
skad Ig1=0, przeto w mysl wlasnosci 4 hedsie, dlaz > 1, lgz>1g1,
cayli lgz >0, zas dla <1 bedze lgz <lg1, ezyli lgz < 0.
Wiasnos¢ 5. Jezeli z, >0 (n=1,2,3,...) oraz '
R limx, =oco, (14)

ne=po

limlgz, = oo. ' (15)
" Dowéd. Niech 4 oznacza jakskolwiek liczbe dodatnia,.
Wobec (14) bedzie

z,>a*, dla n>u,

skad, w mysl wlasnodei 4:
lgz,>1g(@), dla n>p,

czyli

lg.z',, >4, da n>u,
eo dowodzi wzoru (15).

zm
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Dowiedziong +¥asnosé wyrazamy zapomocs réwnosci sym-
bolicznej:

lg(4 o) =4 oo.
Wiasno$¢ 6. Jezeli 2,>0 (n=1,2,...) oraz
lim z, = 0, (16)
to
lim 1g 2z, = — oo. (17)

n=0c

Dowéd. Polézmy mi: ¥ (n=1,2,8,..); wobee z,>0
oraz (16), bedzie, w mysl tw. H3%:
lim y, = 4 o0,

skad, w mysl wlasuosei 5:
limlg y, = -+ oo, (18)

a poniewaz, w mys$l wlasnosci 2, oraz z uwagl e lg1 =0 (gdyz
a®= 1), mamy

1

gz, =lg y =lgl —lgy,=—lgy,, (n=1,2,..),

n

wige w mysl tw. 32, wzor (18) daje wazér (17), ¢. b. d. o.

Zaleino$¢ miedzy logarytmami tej samej liczby przy
réznych zasadach. Niech x ozpacza dang liczbe dodatnig, zad
aib — dwie dane liezby > 1: znajdziemy zaleznodé miedzy loga-
rytmami lg,z oraz lg, 2. Polézmy

lg,z =z; (19
bedzie

g
x=="0,

skad, w mysl wilasnosei 3:

lg, =2 1g,b,
czyli; wobec (19): =
lg,z = lg,z . 1g.b,

skad (2 uwagi, ze wobee b >1, lg,b>>0p

I, = £ (20)

Tlgd’
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Aby wiee znalezé logarytm liczby z przy nowej zasadzie b,
nalezy go obliczyé przy zasadzie a 1 podzielié przez logarytm nowej
zasady, obliczony przy zasadzie a. Widzimy wige, Ze przy zmianie
zasady, logarytmy wszystkich liczb zmieniajg sig tylko proporcjo-

. e e 1
nalnie: wspélezynnikiem tej proporcjonalnosei jest liczba 5 zZwWana

modulem przejécia od zasady a do zasady b.

§ 50. Logarytmy przy zasadzie ¢ noszg nazwe logarytmdw
naturalnych lub neperowskich: hedziemy je oznaczali dalej stale
przez lg x, zachowujac znakowanie lg, & dla logarytméw o zasadzie q,
innej niz e. Wyprowadzimy kilka wlasnosei logarytméw naturalnych,
z ktérych z latwoicia otrzymad bedzie mozna wilasnofel logarytméw
o dowolnej danej zasadzie.

W § 47 (wzér 190), dowiedlismy, ze

F>1-+z (21}

przy wszelkiem rzeczywistem z. Niech, w szezegélnosei, x oznacza
liczhg rzeczywista > — 1. W mysl wlasnosei 4 logarytmoéw,
wzér (21) daje:

z=lg(l+x), da z2>—1. (22)
Z drugiej strony, zastepujse we wzorze (21) 2 przez — 1—:_ 2
otrzymujemy, dla ¢ > —1: ‘
—= 7 1
Hr> 1 — L =
e =l STy

skad
<14z da z>-—1

i przeto, w mysl wlasnosei 4 logarytméw:

z
Wobee (22) i (23) mamy wige nieréwnosé: ‘
T <
mSlg(‘l—}—m)Sw, dla‘x>—~—1. | (24)

Wychodzae z nierdwnosei tej, udowodnimy z latwodcia, ze
funkeja gz jest ciggla w calym zbiorze liczb dodatnich.

icm

§ 80. Ciagloéé funkeji lga. 147

- Niech x, vzndeza dang liczbe dodatnis, ¢ — dowolng dang
Liczbg > 0. Poléimy
: P Ly & .
— bedzie to liczba dodatnia.
Niech, dalej, = oznacza jakgkolwiek liczbe dodatnia, spelnia-
jaca nieréwnosé
]x—x9[<t5. (26)

Wobee x> 0. x, >0, bedzie

T — @y
e NS |
B bl ¥

¢ [

skad, w mysl (24) (piszqc —a—:——;ﬁ—“ zamiast x):
. . 0

LB Z = %) % %o 27
TR (1450 <" (21)
W mys]l wlasnosei 2 logarytméw, mamy:
| 1g(1+m—wf)=lgz£=lgxf1gxu, (28)
) 0
zaé, wobec (26) i (2b):
, s
L>xy— 0= e
skad .
RS %‘>—-—s, (29)
oraz .
Z, €
& — Xy < 6=—1—_'t(—9<mo E,
skad
Z—% <. (30)

z,
Wobee (28), (29) i (80), nieréwnosé (27) daje:
| lgo—lgz, |'<e )
Dowiedlismy wige, ze dla kazdej liczby dodatniej x nieréw-
noéé (26) pociaga za sobg nieréwnosé-(31), dowodzi (w mysl
defimeji ciaglosci, podanej w § 41), ze funkeja f(z)=lgz jest
ciagly z zbiorze liezb dodatnich dla wattodei . »
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Udowodniliémy wige, ze junkcja 1gx jest ciggdq w catym zbiorze
liczb dodatnich. ’

Wobec ciagloei lgar w zbiorze liezb dodatnich, oraz w mysél
tw. 61, otrzymujemy natychmiast

Twierdzenie 65. .Jedeli , jest ciggiem liceb dodatnich, amie-
rzajacym. do liceby dodatniej x,, to
timlgx, =gz, .
n=09
W szezegdlnosei, wnosimy stad, ze jezeli x, jest ciggiem liczh
dodatnich, zmierzajacym do jednosei, to ciag lgz, zmierza do zera.
Wyprowadzimy jeszcze jeden wniosek z nierdwnosei (24).
Wobec (24) mozemy napisaé

1o

0<z-—lg( =z —
z — lg( +m)_1—}—w‘ dla z>-—1, (32)
skad, w jednej chwili:
1g(1 + =) | z |
i S <
f — 1}_|+x, dla z>—1. (83)
Niech teraz ., oznacza ciag n\ieskofxczony, taki iz
Ofz,>—1 dla n=1,28,..., oraz limaz, =0 (34)

w my$l (33) bedzie wiece -

lg(l + wﬂ) | , &£ I °
—_Z__lgl——}:mn’ dla )l:‘—"lﬂg,B....,
skad, wobec (34), w jednej chwili:
lmnm =1.
n=00 Ly
Stad
Twierdzenie 66. Jezeli
Ofz>—1 #=1,2,3,..), oae limz, =0, (35)
to n=Dz
. g (12
xeZZT = 1. (36)

Przyjmijmy w otrzymanem twierdzeniu w szezegdluosel

..{« n N - N
Cm=lr—1, i=123..) (37)

icm

§ 50. Wzér na lgz. 149

gdzie x oznacza liczbe dodatnia == 1. Bedzie wiec stale
0F2>—1.
W mysl wzoru 86 z § 43, bedzie

lim V"E'= 1,

skad, w mysl (37):

limx,=0.

Ciag x, spelnia wige warunki (3), ktére pociagajg za sobg
wzér (36). Lecz, wobec (37) mamy:

. 1
lg (! +w,,)=lgyxz;lgx; (n=12..)

wzér (36) przyjmuje wige postad

i — 287 1,
nos (V-';G“ 1)
skad, w jednej chwili: )
= li — - (38
lgx._nl:a:: n (V;c‘ 1). (38)

Wzér (38) wyprowadzilismy w zalozeniu, e z jest liezbg
dodatnia == 1, lecz, jak latwo widzieé, pozostaje on prawdziwy
i dlaxz =1 (gdyz wéwezas obie jego strony sg réwne zerm). Udo-
wodniliémy wigc wzor (38) przy wazelkiem dodatniem z.

Niech teraz a oznacza dowolng dang zasade logarytméw: kiadae
we wzorze (38) x = «, otrzymamy:

lga=1limn (Va - 1). (39)
Leez,”w myél (20) (dla a=¢, b=a):
lgz
e = lgw

skad, wobec (38) i (39) w jednej chwili:

Yr—1

lg o ==lim =
Ve —1
przy wezelkiem 2> 0 oraz a > 1. Przedstawiliémy wige 1g, o jako

granice wyrazenia algebraicznego wigledem a 1 2.
‘ i
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Zguwazymy, 26 i funkeje o® moznaby przedstawid jake. gramc«; wyraZenia
algébraioznego wzgledem o i @: moZnaby misnowicie dowiedé, Ze

o =,’fﬁ (:z: Va — :z:+1)

przy wazelkiem rzeczywistem @ oraz ¢ > 0.

§ 51. Przyjmijmy teraz w nieréwnosci (24) x = 1/n: otrzy.
mamy nieréwnodé

ﬁiglg(1+;)s%, dla n=1,2,3,. (39)
Kladge
t, = +1 1g(1+ ), =125 (40)
bedziemy mieli, wobec (39):

L0 (n=1,2,..). (41

Polésmy dalej:

1,1 1

E=Ttg o —lgny =12, (42)

bedziemy mieli, wobee (40):

) o1 1 (. 1
Saps — $n = A1 [1g(n +1)—-1gnJ= m—lg(l -+ ;) =1,
zatem, wobec (41):
Supr — 8, =0,
czyli
S =s,, dla n=1, 2,8....,

co dowodzi, ze ciag s, jest nierosngey.

zZ dI‘\lglGJ strony kladse w prawej czesei nieréwnosei (39)
kolegjno n=1,2,..., n—1 i dodajac stronami, z uwagi, ze
Ig (1 -+ Z) =lg(n+41)—lgn, oraz e Ig1 =0, otrzymujemy po
latwej redukeji:

1 1 1
< - e -
T S
skad, wobec (42):

B

icm

§ 52. Stala Bulera. 151

i przeto
>0, dla 2n=1,2.3,...

Ciag s, jest wige nierosngey i ograniczony zdolu, zatem
zbieiny. Poléimy
lims, = C

ne=po

(43)

— hedzie to liezba rzeczywista przedziatu (0,1) (jako granica ciagn
nierosnacego liczb dodatnich s,, ktérego pierwszy wyraz s,”, w mysl
(42), jest =1).

Wobee (42) 1 (43) mamy wige
. (1 1 1
lim (1 +ogte ——lgn) —c,

n=2c0

| 144)

gdzie C oznacza pewny staly (t zw. stalq Eulers), ktsrej wartosé
wynosi z dokladnodeis do 20-tu znakéw dziesigtnych

C = 0,57721566490153286060.

Nie wiadomo dotad, czy stala Eulera jest wymierns, czy nie-
wymierng i nie znamy zadnej drogi, ktéra moglaby doprowadzié
do rozstrzygnigeia tego.zagadnienia, pomimo ze potrafimy obliezyé
liezbe € z dowolng dang dokfadnoseis. Obliczeniem wartodel przy-
blizone) statej Eulera zajmiemy sie¢ w jednym z dalszych rozdzialéw.

Wobee (42) mamy przy naturalnem %, dla o> k: .

1 1, 1

ak—s”—lgn—lgk——m—m——...—;z, (‘.tu,
sumujac zaé nierdwnosei (39) dla n=14k, k4 1,...n— 1, otrzy-
mujemy:
gty Slgn - g p
E4+1" k42 """ " nT® k k+1
i przeto, wobec (45):

0=<ys, ——s,,Sflf—} Y
ko n
skad, wobec (43), otrzymujemy natychmiast, w granicy dla n = oo:
0<s5—(C= 716 s
czyli, wobec (42)
1
THs+ A —lgh—o=], (46)

przy wszelkiem naturalnem:k. A wige:
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Suma k pierwseych sktadwikéw szeregu harmonicznego
1 1 1 1
THetstat

wynosi lgn -4 C = béedem (nieujemnym), nie precuoszgeym ostatniego
sktadnika.
Nieréwnosé (46) daje, dalej, po podzieleniu przez 2:

1,1 1 1 c__1
R S T T L e R G
zastgpujge zas w pieréwnosei (46) k& przez 2k, otrzymujemy:
1,1 1 1 1 1
< __.I__._ ! _— '
=ttztzt tgiteg—ls%- O=g (48

Nieréwnosei (47) i (48) daja w jednej chwili, po latwej re-
dukeji:

1 1 1 1 1
—_—— <ot .
2k 1 + 3 +5 +"'+2k- 1

zatem:
Suma k pierwszych skladnikéw szeregu

1 1 1 1
1T3Ts

1 C 1

.1 c
wynosi _—)lgk+§+lg2, z bledem mniejszym bezwzglednie od
ostatniego sladnika.

Nieréwnosei (47) i (49) dajs jeszcze:

11 1 T 1 1
— STyt rtot e o=y, 60
zatem:
Suma 2k pierwszych skladnikéw szeregu anharmonicznego
1 1
T—3 + 5 4—+ .....

przedstawia lg2 z dokladnodcis do !15
Z nieréwnodei (50) znajdujemy tez w jednej chwili:

g2 =i (_~_ 1
ga=m Ty a9

n=co

(61)

icm
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Niech teraz « oznacza liczbe rzeczywista > 1. Wobec (46) mamy, przy

paturalnem #:

L1
()< —|- + +m-—] 1“’”"5-537132
oraz
1 1 1 1
OST+”2“+v-‘+‘;*1!Z"‘—C$-;,
skad
1 1 1 1 Enx 1
~?Sn+1v+n+1+"~'+Enxulg n — Ena’

Enax
co, z uwagi, ze hmm—-w i przeto, w mysl tw. 65, hm Ig——-—:lv:L daje

natychmiast:
) 1
e S I

przy wszelkiem rzeczywistem x > 1,
Wyprowadzimy jeszeze pewien wzdr na lg(1 -+ ). Dla 2 > — 1, wohee
wlasnodei 1 12 logarytméw (§ 49) z latwodcia sprawdzamy toZsamosé:

lg(1+m)=§[lg(i+%m)——lg( l)m)] Zlg( n+kw) (a)

k=12 ...,n,
n+t kx>0,

Dia 2> —1, mamy

x
oraz — H——kw'—> -1
skad, w mny8l wzoru (24):
x x x
Py g et (“ ~nEm) Znfie

Wzér (a) daje, wobec (h), dla & > —1"

(b)

n 4

z -
Diruone=rtta=

Kes]

_z
n - kx’
-

skad:

>]g(l+.’l‘) — =0, dla 2>—1,

+k

L=1

n(l + )
zatem :

]g(1+w)="li1:zc[;'—_§-—a—’+;_—f—2;+..,+”—_f—m]. dls z>—1.

§ 52. Uzasadnimy teraz tak zwany mterpolac]e, stosowang
przy uzywaniu tablic logarytmieznyech.
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Logarytmy, uzywane w praktyce, obliczone sa przy zasadzie 10:
zamiast lg;,x bedziemy pisali poprostu Lg 2. W tabllicach logarytméw
podane sg hezposrednio logarytmy liezb 107, 10" 1, 10742, ..

c 1ot — 1) kazdy z dokladnoseis g znakéw dziesietnych. Liczby p
iy zalezg od rodzaju tablic. przyezem w najczeéciej uzywanych
w praktyee tablicach jest 4 <<2p. Dla ¢ =5, t. j. w tak zwanych
tablicach piecioznacznych jest p = 3; w tablicach siedmioznacznych
{g =17) mamy p = 4.

Wyznaczanie logarytmdw liczb dodatnich sprowadzamy do
wyznaczanis logarytmoéw liczh, zawartych w przedziale (107, 10+
na zasadzie wzora Lga = Lgl0"» — m (wykladnik calkowity m
mozemy oczywiscie zawsze tak obraé, izby bylto 107 << 10™ 2 < 10+).

Wyznaczanie za$ logarytméw liezb rzeczywistych przedzialu
(1P, 1071 uskutecznia sig za pomocsy t.zw. interpolacyi, kiéra po-
lega na zalozeniu, %e w kazdym z przedzialow (N, N 1) (dla N=10v,
10* 4 1,...10°" — 1) przyrost logarytmu jest proporcjonalny do
przvrostu zmiennej, innemi slowy, na zatozeniu iz (dla N = 10,

10¢+1,...107" — 1) zachodzi wzér
Lg(N—}—r) Lg N4z [Lg(N4+1)—LgN| (dla0<<z<<1). (53)

Liczbg Lg (N 1) — Lg N= 4 Lg N, czyli tak zwang réznice
logarytméw (differentia) obliczamy z latwoscis bezposrednio [od-
szukujac w tablicach Lg.V oraz Lg (N - 1)], za§ do obliczania ilo-
czynu 2. ALg N sluig tak zwane parfes proportionales.

W rzeczywistosei jednak wzér (53) nie zachodszi: poslugiwanie
sig nim przy uzywaniu tablic logarytmicznych jest atoli usprawie-
dliwionem przez to, ie wyznaczajae Lg(N ) ze wzoru (63),
otrzymamy ten logarytm =z dokladncsu,; niemniejsza, niz gdyby ¢
jego znakéw dziesietnych byly bezposrednio podane w tablicach.
Innemi slowy, powiudam, ze lewa i prawa strony wzoru (63) réznia

1
sig bezwzlednie mniej niz 5
Niech wige N oznacza jedng z liezb 107, 10° 4 1..., 10" 1,
zas x — liczbg rzecaywists dodatnig << 1, i poldzmy
0=Lg(N+ )~ LgN— x[Lg(N 4 1) — Lg NJ; (54)
cheemy dowiedé, ze
1
1o l \m’ (55)

gdzie g << 2p.
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§ 52. Interpolacja logarytmdw. 155
W mygl wzoru (20), mamy (dla ¢ > 0):
Igt
lgot = l—gl—()’
ezyli
Lgt=M lgt. (56)
gdzie
1
T 1g10

jest liczbg dodatnig <C %, gdyz, wobee e <C 3, mamy e# <C 10 oraz
lg10 > 2. (Z dokladnoscia 10-cin znakéw jest M = 0,4342944819.
Liczhe M obliczyl J. C. Adams w r. 1878 z 282 cyframi dzie-
sigtnemi).
Wobece (56) i z uwagi, ze
1g(N+x)_1gN=1g(1_lfv),
oraz

; . 1
g(N+ 1) —lg N =1lg(1 +5),
wzér (D4) przyjmuje postaé:

l%—_—lg(1+%)—x1g(1+’liv).

Lecz, wobec (24), mamy:

x
<.
z\+ <lg(1+N)_2\
L <lg(1 + 1 )s
N4 = N
skad, wobec (57) (z uwagi ie x> 0):

z <i
Ntz

(67)

oraz’

,ZIt—x

x x

S§¥TFFD

M
czyli
v x? 6 z
N—}—x)_M"‘ (N—«{-l
co, wobee 0 <<z <1, daje:
M
| 6| <
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156  Rozdziaial VI. Wiadomosei podstawowe 2 teorji funkeji zm. rz.

1
1 przeto, poniewaz N=10°, zas M <-—2-:

1
o1 <gyoe

skad, dla ¢ << 2p, otrzymujemy nieréwnosé (59), ¢. b. d. o.

(wiczenia.
1) Dowiedé, 2e jezeli liczba y jest rednia geometryczna lieczb dodatnich

4y, @, ... G, to liczhalgg jest érednia aryfmetyczng liczb Iga,, 1ge,, . . . Igan
Mga=2 . .
2) Udowodnié wzor | x | = e* led , przy wszelkiem rzeczywistem .1::;:0.

3) Udowodnié, 7e dla’ wzorn @® = ¢ moze zachodzi¢ kazda z oSmiu kom-
binacji ¢o do wymiemosei lub niewymiernofei liczb . b i e/ (A wiee: 1) q,
b i ¢ wymicrne; 2) @ i b wymierne, ¢ niewymierne, it d)

Uwaga: Nastepujgce przyklady daja wszystkie mozliwe kombinacje:

Y5 m (Vo 5V _ VE

pet=)3, g (f2f=2 & (2F=I5,
6) 10203 = 2, 7) (Ji0)est=2, 8) J1i0tu2= }3

1) 22 =4,

b} 102 = 2 N

ROZDZIAL VI

Wiadomosci podstawowe z teorji funkcji zmiennej rzeczywistej.

§ B3. Niech X oznacza dany zbidr, ktérego elementami sa
liczhy rzeczywiste skoficzone lub nieskonczone. Utwérzmy przekrdj
[4, B], zaliczajac do klasy B kaidy liczbe rzeczywists (skorczona),
wieksza od kazdej z liczb zbioru X. Przekrdj [4, B] wyznaczy,
jak wiemy, pewng liczbe rzeczywists skofiezong lub nieskofezong L,
ktérs nazywamy kresem gérnym zbiorn X

Podobniez, utworzmy przekrdj [4,, B,], zaliczajac do klasy 4,
kazds liczbe rzeczywists, ktéra jest mniejszg od kazdej z liczb
zbiorn X: przekréj ten wyznaczy pewns (skofczong lub nieskon-
czong) liezbe rzeczywisty I, ktérg nazywamy kresem dolnym zbioru X.

Latwo widzied, ze dla kazdej liezby x zbioru X zachodzié,

bedzie nieréwnosé.
z=1L.
W samej rzeczy, gdyby dla pewnej liczby x zbioru X zacho-
dzila nieréwnosé '

JC> L’
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§ 93. Kres gorny i dolny zhioru. 157

to, oznaczajac przez a liczhg rzeczywists, spelniajacy nieréwnosé
¢ > a > L, musielibysmy liczbe a, jaks mniejszg od pewnego ele-
mentu x zbioru X, zaliezyé w przekroju [4, B] do klasy 4, co
niemozliwe, wobec a > L. Kres gérny zbioru jest wieec niemniejszy
od kazdej z liczb tego zbioru Wynika stad tez natychmiast, ze
jezeli kres gérny danego zbioru sam jest liczbs tego zbioru. to jest
on najwigkszg liczby uwazanego zbioru.

Latwo, dalej, widzieé ze zadna liczba L’ < L nie posiada te]
wlasnosel, ze spelnia nieréwnosé

r <L

przy wszelkiem x nalezgcem do zhioru X. Gdyby bowiem L' <L
bylo taks wlasnie liczha, to oznaczajae przez b liczbe rzeczywists,
spetniajaca niexéwnosé L’ < b < L. mielibysmy (wobee L' <b) nie-
réwnosé x < b dla kazdej liczby x zbioru X i przeto musieliby$my
liczbe b zaliczyé w przekroju [4, B] do klasy B, co niemozliwe,
wobee b <L

Mozemy wige wypowiedzied

Twierdzenie 67. Dia kazdego dunego zbioru liceh vaeczywistych
(skorczonych lub wieskoiczonych) X, wérdéd liezb niemniejszyeh od
sadnej 2z liczh zbioru X istuicje jedna najmmiejsza: jest to kres gdrny
ghioru. X

Podobniez udowodniliby$my

Twierdzenie 67 Dla kasdego danego zbioru liczb rzeczywistych
(skonezonych Tub nieskoriczonych) X, wsrdd liceb niewigkszych od Zadnej
2z liczh zhioru X istwicje jedna. najwieksza: jest to kres dolny zhioru X.

7 definicji kreséw wynika natychmiast, ze jezeli wszystkie
liczby zbioru X sa == a, to oba kresy jego (gérny i dolny) 58 =a:
podobniez. jezeli wszystkie liczby zbioru X sg =< b, to oba kresy
jego sa < b. Kresy zbioru daja wige najicislejsze granice, w ktorych
liczby uwazanego zbioru sa zawarte. ‘ ‘

Zbiér liezb rzeczywistych X.
nazywamy ograniczonym. Zatwo widzieé,
wazna jest nastgpujacej:

~ Zbiér liezb. rzeczywistych X jest ograniczony, jezeli istnieje
liezba skoficzona M, teka iz dla kazdej liczby 2 zbioru X mamy
|z ] <M

Samo przez sig zrozumialem jest, dalej, co nalezy rozumieé

przez zbiér ograniczony zgdry lub zbiér ograniczony zdolu.

ktérego kresy sy skofczone,
ze definicja ta réwno-
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