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co, w mysl tw. 36, dowodszi, ze

, x
limou, =
¥

1=00

ezyli, w myél (168) i (167):

lim. x,

lm ="

e Yy oM Y,
N=00

Udowodnilismy wiec

Twierdzenie 53. Jezeli cigyi liczh rzecaywistych », iy, sg
hiesne, przytem y, == 0 (n = 1.2,3,...) oraz lim y, == 0, t0 mamy wedr:
o0

lime i,
lim ™ =""% |
wma ¥ liM Y,

Ne=00

Twierdzenie to wyrazamy krécej, mowige, 2e gramicq ilorazu
jest iloraz gramic.

Udowodnimy jeszeze

Twierdzenie 53% Jeteli ,> 0 oraz lim 2, =0, to lim * =—+-oco,

n=00 nmoo Xy,

Dowéd. Niech 4 oznacza dowolng dang liczbe dodatnia: bedzie

wige, wobec lim 7, =0, w mysl tw. 14, z, << i, dla n= u, skad,

. U |
w mysl tw. Hl: = dla % = u, co dowodzi, w my$] tw. 14, ze
1

’Z'le + oo, ¢. b. d. 0. Podobniez udowodniliby$my
Twierdzenie 54. Jedeli lim | o, | = oo, to lim 1o 0.

Cwiczenia.

1) Udowodnié, ze dla kazdego ciagu nieskonczonego liezb rzecaywistych w,:
lim (— ) = —lmu,  lm(—w,)=—7j,, "
)=, () B v,

2) Udowodni¢, e dla kazdych dwdel ciagéw liczh rzeczywistych ty i va:

f,-,?o (o 00) = lam U lim ny bm (u, 4 0,) = lim U - lim vy,

e (YD n =00 -

n=0a o =00 ne=oo n=00

3) Udowodni¢, e dla kazdego ci i i

‘ agu liczb rzecaywis i kazdej
liczby rzeczywistej ¢ > 0 mamy : C ) yvistyeh 1““7*&91

bim (cu,) = climu,, Wm lcw,)=climu,,
n o n=o00 nwta nemz0

icm
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& Okazaé, 26 nie dla kaidych dwdch cingdw %, i #. zachodai nierGwnosc:

Him (g V) == Ui . li002 0y, |
n=00 N=00 =0

=(—1)p, va=—1 (=1, 2, 8, ...), bedzie lim (4. va)=-+41,

n=o0

[Np. dla #
Vi . Tom g = (1) (— 1) =—1].

n=00 ne=00
) Okazaé, Ze przy wezelkich rzeczywistych ¢ i 0z
la—bl +atb a dlae>=0
Ty = { b dla a<<b.
8) Dowiosd, %o jeteli cing #» zmierza do zera, zaf ciag ta pozostaje ogra-
aiezonym (niekoniceznie bedae zhiesnym), to
lom 2 ta = 0.

N==o0

Z twierdzenis tego rubimy czesto uytek przy obliczaniu granic).
Ll b y ] bl

ROZDZIAL IV.

Potegowanie liczb rzeczywistych.

§ 36. Yloczyn n czynnikéw, z ktérych kazdy jest rowny
liczbie rzeczywistej x, nazywamy n-ta potega licaby z 1 oznaczamy
przez a". Przez x' rozumiemy samy liczhe . "W ten sposéb symbol 2™
jest okreslony dla wszelkiej liczby rzeczywistej « i wszelkiej liczby
paturalnej 7.

Liczbe @ nazywamy podstawy, va$ liczbg n — wykladnikiem
potegi 2"

Z tw. 48 wynika, ze jezell

x> Yy = 0:
to przy wszelkiem naturalnem » mamy:
x>y

Twierdzenie 55. Przy wseclhiem raceayristen d == — 1 oraz
wseelkiem naturalvem n mamy: :

(14 dp =14 nd. (1)

Dowdd. Nieréwnosé (1) jest, przy danem rzeczywistem d =—1,
oezywideie prawdziwa dla # = 1. Zaloimy; ze jest ona prawdziwa
przy pewnem naturalnem n. Wobee d=—1 mamy 14 d=0,
zatem wobec (1) 1 w mysl tw. 47:

(1 4+ dyt =1 +nd) (L+d) @)
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82 Rozdrial IV. Potegowanie liczb rzeczywistych.

Lecz
(I+nd) L4d)=1+nd4d - nd? =
— 1+(n—l—-1) d+nd521—-|—(%+1)d,
gdyi zawsze d® =0 i przeto nd?==0. Wobec (2) mamy wige:

A4arH=14041) 4,

co dowodzi prawdziwosei wzoru (1) dla n 1. Stad, przez indukeje,
wonosimy o prawdziwosei wzoru (1) przy wszelkiem naturalnem s,
Udowodniliémy zatem nasze twierdzenie.

§ 37. Ciag potegowy. Niech & oznacza dang liczbg rzecay-
wists. WeZmy pod rozwage ciag nieskofezony

z, =z =123, ... (3)
. Zbadamy kiedy cigg ten jest zbieiny i jaks ewentualnie po-
siada granicg. Rozréznimy trzy przypadki: | | <1, [z | >1
oraz |z | = 1. '
1) |=2| <Ll Jezeli z=0, to mamy, w mys] (3):

w,=0, dla n=1,23, ...,
zatem tez’
lim 2, = Q.

7=00

Zalé_imy wige, ze x==0: jest wige | 2 | >0, oraz, wobee.
|z | <11iw mysl tw. 51:

1
Ta >1;
poléimy
) ,
=1 :
‘ A +d
bedzie wige d > 0, oraz
o= 1
ira 4
W mydl tw. 55 mamy, dla 4> 0, tembardziej
' 1+ ay>nd
1 przetv, w mysl tw. 51:
11
(1.+ dy" “nd’

icm

§ 37. Cigg potegowy. 83

zatem, wobee (4):
1 1

1 n
1= el =) = g <aw
czyli, w mysl (8):
, 1
@< dla n=1,23,... ®)

Niech & oznacza dowolng liczbe dodatnia.

Dila n> dle bedzie -7—1%< ¢ 1 przeto, w mysl (8):

n>u=—é1—--,

|2, | <& dla
e

co dowodzi, Ze
lim 2, = 0.

Dowiedlismy wiee, ze jezeli | x| <1, to

lim x, = 0.

2) |x!>1 Poléimy|g|—1= d: bedzie to wige liezba do-
datnia, oraz bedzie
2| =144
skad, w mysl (1):
2" | = |z |'= (14 d)=1+nd>nd,
czyli, wobee (3):
|z, | >nd, dla n=1,2,3,... (6)

Niech @ oznacza jakakolwiek liczbe rzeczywists: dla n > %—

bedzie nd > a, zatem, wobec (6):

| z, | >a, dla n>p=

’

EREN

co dowodzi, e
lim | =, | = oo )

=m0

Jeieli mamy x>0, satem x>1 (gdyz | & | >1), to stale

2,>0 oraz | @, | = x,, i przeto wzor (1) daje:
lim.x, = - oo.

6%
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84 Rozdziat TV. Potegowanie liczh rzeczywistych.

Jegeli za§ x <0, zatem (wobee |z | >1) << —1, to mogli-
hyémy z latwoscia okazaé, ze

lima, =4 oo, zaé limx, = -—oo.

n=00 oo

W kazdym wige razie dla {2 | > 1 ciag «, nie jest zbiesny,

3) la|=1, zatem z=1, albo tes a=—1. W pierwszym
przypadku mamy, wobec (3), stale
ar, =1,
zatem tez
bima, = 1.

w drugim za$ mamy:.

) 2, = (= 1)
skad, jak latwo widzied: '

lima, =1, limw,= — 1.

n=0o =0

Otrzymane wyniki mozemy strescié w twierdzeniu:

Twierdzenie 56. Cigg " n=1,2,8,..) dlo —1<2<1
ma granicg 0, dla =1 — granicg 1, dla x> 1 — granice -} oo, 208
dla ¥ =< — 1 wie posiada adnej granicy.

Jako zastosowanie dowiedzionero twierdzenia, udowodnimy wadr:

‘x NI SO O
sg0 x = lim M , ®)
wes {0+ 15"+ (5 — 1)™
przy wszelkiem rzeczywistem .
Pulézmy :
(x+ 1)‘_’n — (.‘2} — 1):!:1
U, — 5, n=1,2 ‘
(+ 1>+ (z— 1) Tan=1523 ... o
Dla # =0 mumy. w mydl (9). stale u, = 0, zatem tez fim 1, =0 i przeto
wzér (8] jest dla 2 =0 prawdziwy. o
Dla 2 > 0 mamy, jak tatwo widsed:

.= r—1\2 1
_ ~lFr) <t o)
2 ze, w mysl (9):
w — 1—-2
» 1 + zn)
za8, wohec (10) oraz w 5 tw. B58: lim 2h = .
= wobe ( ) z .\\ myél tw. .56. ’ZZ)DLGz =0, wiee. w myél tw. o sumie,
roZniey i ilorazie granic:
limu, =1,

nm00

co dowodzi prawdzwosei wzorn (8) dta 2> 0,

icm

§ #8. Pierwiastki arytmetyczue. 85

Dla & << 0 mamy, jak tatwo widzieé:

1 2
=17 <n,

" 1--x
w de, w mydl (9)

.t

Y =y
wiec

limu,—= —1

n=00

i wzér (8) jest prawdziwy dla ar<l 0.
Dowiedliémy wiee wazoru (8) pray wezelkiem rzeczywistem .

§ 38. Pierwiastki arytmetyczne.

Niech o oznacza dang liczbe dodatnig, za$ m — dana liczbe
naturalng. Liczbe dodatnia x, spelniajacq réwnanie

z" = a

nazywamy pierwiastkiem arytmetyczuym m-go stopnia 2z liczby a
i oznaczamy przez

mn

Va—

Twierdzenie 57. Z kaidej danej liceby reeczywistej dodatniej
istnieje jeden 1 tylko fjeden pierwiastek arytmetyczny katdego danego
naturalnego stopnia.

'Dowé6d. Niech ¢ oznacza dang liczbe dodatnis, m — dang
liczbe naturalng. Oznaczmy, przy kazdym danym wskazniku #,
przez k, najwigkszg liczbe calkowity, spelniajacy nieréwnosé:

k< 2™ a. 1

Liczba taka istnieje, gdyz przy naturalnem £ mamy =k
i przeto dla k> 2™a bedzie juz k"> 2™a, Z drugiej zas§ strony
jest, wobec zalozenia a >0, 0 < 2™a: wnosimy stad, Ze

=0 (n=123,...) (12)
Wobec definicji liezby %, hedzie juz
(k, -+ 1) > 2™ a. (13)
Poléamy
=l w=1,23..) (14)
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86 Rozdzial IV. Potegowanie liczh rzeczywistych.

Wobec (11) mamy:
. (2]6,,)"' .<.... 21»(1!-’-1Ja:|

4 poniewaz k,,, oznacza najwigksza liczbe calkowita, spelniajaes,
nieréwnosé

kpyy, << amttg,
wige musi byé
2k, =<k, 4,
skad, wobec (14):
Uy == gy (16)

ciag nieskoniczony u, jest wiec niemaleja,c'y,, zatem w mysl tw. 12,
posiada granice. Polézmy: ,

limu, =2 (16)
— bedzie to wige liezba rzeczywista, skonczona lub nieskonczona.
Wobec (14) i (12), mamy:

0<u ®x=123...) (17)
z drugiej za$ strony, niech / oznacza liczbe naturalng, taks iz
">a

(liezba taka istnieje oczywiscie, gdyz przy naturalnem [ stale I™ > I):
wobec (11) bedzie przy wszelkiem naturalnem :

kﬂm < 2mn l’ll:
skad
k<20,
i przeto, wobec (14):
w, <l (n=1,28,...). (18)
Wobee (16), (17) i (18) oraz w my$l tw. 10, wnosimy, ze
0=2<1,

co dowodzi ze x jest liczby rzeczywists skonezons, nieujemna,

Wobec (11), (13) i (14), znajdujemy: '

- 1y
U, Sa<(u,,+—2;) (n=1,2,8,...). (19)
Leez, w mysl tw. 56:
tinge =0

icm

§ 38, Pierwiastki arytmetyczne. 87

zatem, wobee (16) i w myél tw. o granicy sumy: ‘
tim ( "o+ 21.) = (20)

Wobec (16) i (20) oraz w mysl tw. o graniey iloczynu,
mamy wige:

| . . 1\
lim u," = ™, oraz lim (”u + o = an,

skad, wobee (19) i w mysl tw. 10:
" = a=a"

co daje w jednej chwili:
"= a (21)
i zarazem dowodzi (wobec u > 0), ze liczba (jak wiemy, nieujemna)
& nie moze byé zerem.
Dowiedliémy wiec, ze istnieje liczba dodatnia z, spelniajaca
réwnanie (21). Okazemy obecnie, ze liczba taka jest tylko jedna.
Zaléimy, ze dla dwdch réznych liezb rzeczywistych dodat-
pich z 1 y mamy
Zh=q oraz y"—a (22)
i e np. 2 < y: mielibyémy stad 2™ <y", gdy tymezasem, wobec (22),
mamyy 2" == y™
Dowiedliémy zatem, Ze réwnanie (21) posiada (przy kazdem
danem dodatniem a oraz danem naturalnem m) jedno i tylko jedno
rozwigzanie w liczbach dodatnich z. Twierdzenie 57 udowodniliémy
zatem w zupetnosei.

Niech teraz @ oznacza dana liczbe rzeczywista, zaé m — dana
liezbe naturalng.

Pierwiastkiem rzeceywistym m-go stopnia z liczby a nazywamy
kazdg liczbe rzeczywists , spelniajaca réwnanie

x" = a.

Patwo widzieé, ze, w razie a >0 oraz m parzystego, istoieja
dwa rézne pierwiastki rzeczywiste m-go stopnia z liczby a, miano-
wicie /g oraz — l/&" (gdyz w kazdym razie musi, wobee 2™ = a,
byé |z |*=ua, skad | 2 | = V“)’ w razie za§ a < 0 orazm parzystego
nie istnieje zaden pierwiastek rzeczywisty m-go stopnia z liczby a.
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38 Rozdziat IV. Potegowanie licsh rzeczywisty reh.

W razie m nieparzystego istnieje z kaidej liczby rzeczywistej a jeden

pierwiastek rzeczywisty m-go stopnia, manowitie x == sgn a.V l‘a"I

§ 89. Obliczanie pierwiastkéw arytmetycznych.

Podamy tu pewien sposéb szybkiego obliczania pierwiastlkéw
stopnia drugiego z liezb rzecaywistych.

Niech D oznacza dang liczhe dodatnia, z, — jakakolwiek
liczbe rzeczywisty dodatnig. Poléimy:

x, == “’+ T, dla n=1,23
]

y (28)

Ze wzoru (23) wynika (wobec 2, >0) drogg fatwej indukeji
ie wazystkie wyrazy cisgu z, s dodatnie.

3

Mamy dalej, wobec (23):

X -—])_('c":;1 r:D) , (n=1,2138,.
skad wynika, ze
>0 dlan=123,, (24)
skad
2, >VD, dla n=1,23,... (26)

lgdyi w razie o, < VD, byloby #,_,* < D, whrew (24)],

Wobee (23) mamy dalej:

b — D
D - . —] ol 9D Q
(J’.’) ( a1+l)) (n=1,2,5,..)

A
stad wynika. ze

(DY
/);(;), dan=123 ...

2

1 przeto
—_ 1)
V])>;"'. dlan=1,23,... (26)

Wahee (25) 1 (26) mamy wige

N Ty /)
&y, > l’]) > T n=1,23 ..,

icm

$ 89, Obliczanie pierwiastkéw arytmetyeznych. 89
skad
0<w,—fD<m—2 (=123 '
n n——;: (n-— 3 &y .,) (27)
Wobec (23) znajdujemy:
D
J) — D oz, — = S
o —5 =" +D ? 5 %, (n=123..) (28)
Lecz, wobec (24), mamy:
2y — D .
Eres AL ELIR!
skad, wobec (28):
D
by T T =284, )
Z, —_—
2
co daje w jeduej chwili (wobee (27)):
_ D
O<a,—= <77 m=23,...),
n g1

1 przeto
lian (:c — l—)«) =0,

nwaoa n

co, wobee (27), dowodzi, ze
lim x, = V D.

N==00

Godnem uwagi jest tu, ze granica ciagu x, nie zalezy od
obiorn wyrazu poczatkowego a, od ktérego zalezs wyrazy ..

. 1 . .
Zalézmy, w szczegblnosei, ze )= 1 Powiadam, ze wowezas

I, przedstawia VD z conajmniej dwa razy wigkszg liczba cyfr
dziesigtnych dokladnyeh niz x,. W samej rzeczy, zalézmy, e mamy
przy pewnem 7n:

1 :
2, — VD < 15 (29)
w mysl (23), bedzie

V=" _I ])—V]) Vj)

Lypy =
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1
skad, z uwagi, ze wobee (25), oraz D 2-4-, mamy 2z, > 1, otrzy-

mujemy: ‘
Bppy — VE < (@, — Vﬁ)zi
czyli, wobec (29):

1
‘zn-}-l - VB < W?
co dowodzi prawdziwodei naszego twierdzenia. Jezeli wige =, przed-

1 . T
stawia /D z dokladnoseis do 10) t© @wp1 przedstawiaé bedzie VD

. 1 © .
eonajmniej z dokladnoseig do g e — conajmniej z doklad-

. 1 1 1 .
DOS'CISA dO ’IG:, m,,+,-do W, z,,_,_r——do l—O-ﬁ 1t d.; mn+10 — GO~

najmniej z dokladnoseis do To—lﬁ—z—‘, ezyli z dokladnoeis przeszlo
tysiaca cyfr dziesigtnych.

Dowodzi to, jak szybko zbieznym jest podany algorytm obli-
ezania pierwiastkéw.

Przyklad. Poléimy D=2,2,=1. W myél wzoru (23) otrzymamy:

= e 1T BT 665857
T TRy T 4080 4T Frosse

Wobec (27) mamy

2 1 1
e<n=P<m— =g < s
czyli liezba @, przedstawia }2 z dokladnosdeig conajmuiej pigein znakéw dzie-
stetnych: wnosimy stad, dalej, Ze liczba z, =1,414218662375 ... przedstawiaé
bedzie 2 2 dokladnodeiy conajmniej dziesigeiu znakéw dziesigtnych. Liczba 2,
dalaby nam wiee J2 z dokladnodciy conajmniej 160-cin cyfr dziesigtnych.
Jako éwiczenie pozostawiamy czytelnikowi do udowodnienia drogs latwej
indukeji, Ze wyrazy ciggu z,, okreflonego przez wzory (23), dajs sie¢ przed-
stawié wzorem

5 Et VD + @, — JOp°

Xy = L

T e+ VD (m,— Vo LB

Podamy tu jeszeze pewien wzdr Hobsona 1
arytmetycznych m-go stopnia.

1a obliczanie pierwiastkéw

icm

e0, wobec

§ 89. Obliczanie pierwiastkéw rzeczywistych. 91

Niech D oznacza i'akq,kolwiek dang lezbe rzeczywists dodatnig, m — dang
liczbe naturalng, zaé %, — liczbe dodatnig, taks iZ

2" < D < (a, + 1)" (a)
Polézmy .
= D=, . o)
Ty = Ty +m (mﬂ-_':l + 1).,._]’
powiadam, Ze hedzie
lim a, = VE (e)
Wohee (h) mamy: ,
g = DT @
Xy — Xy m(m,, _I,_l)m-: 3

,, wobec (a):
10077 W 0SD""$;"<(‘50'+— l)m_x;n:-_
= (@ + 1) 4 (% Ay ALt < m (2 + 1),

d, wobec (d):
sk, wobee 0<<a, — wy < 1. : (o)

Wobec )
e, m—32 i
D G N Cot o 2ot ...+ a2

oraz w my#l (e), mamy dalej:

1~ —— . m 1
(my— o) mal ™ St — ! < (g — ) m AT S (7 @g) m (z,+ 1),

skad, w my$l (8):

daje w jednej chwili:

2, m—1 (f)
OSD—:nTS(D—a:;")[l*(W) ]
7 drugiej strony, wobec (a) i (e) mamy, tembardziej

D < (2, + 1)
Jeseli wiec x, oznacza liczbe rzeczywiatg dodatnis, sp?lniajgc? lfnerov-
nofici (a), 1 jezeli wyznaczywy liczbg , ze wzoru (), to bedziemy mieli
.'L';" =D<< (ml + 1)"',

. %, w—1]
o szo-af -]


pem


92 Rozdzial IV. Potegowanie liczh rzeczywistych.

ay 2 Xg.

Wrosimy stad natychmiast, e jedeli a1 oznacza liczbe rzeczywisty do-
datnig, taky i3 i

any <D< (@, + )",

i jezeli wyznaczymy livabe @ ze wzoru (b], to bedzemy mioli:

zp < D < (x, -+ 1), . , (g)
N m-7]
D—am < (D—am [1 - (—L"»)
( 1 P (B)
oraz ’
=z, (i)

Przez indukeje wnosimy stad, Ze nierdwnosci (g), (h), (i) zachodzg przy
wszelkiem naturalnem #. .

Wobee (h) znajdujemy w jednej chywili:

D —x:s(p—a;-)[1~ (To’f;_ 1)"’"’][ 1 "(,vl?‘i)MJ [1—- (Tf::_l)wJ L

Wobec (i) mamy
=y, dla k=1,23,...

i przeto:
P —
e
a1l =t (e
nierdwnodé (i) daje wipe, wohee (g):

< ])— pm o _ e y =1 [n ) ‘ .
=l m[l (:}#1‘) J (r=12,..). K

Lecz, wohee a4 >0, mamy

i przeto

w wysl tw. 56 mamy wiee

l"n 1_( -7'01 \ m—1 n’— '
vnsool . '.‘(!o ‘+’ 1) - O,
wohee czego nierdwnoscé (ki daje:
lim g7 = D, R (1}
v . fno 20 o . " .
Wobec (i), ciag 2, lest niemalejacy: w myél tw., 12 posiada wige granice
limz, =g, ( !
T=00 ' m)

m

N ardwnosel dla fredniej arytm, i geometr. 93

dors bedzie liczhy skortezony, edysd wobee (g). ciag 2, jest ograniezony. Wobee
n) i w mysl tw. o ervaniey iloezynu, hedzie

lim oy = "
He0C ’

]

W, wohee (1)

B

i

, z uwagi Ze liczha go jako granica ciagu niemalejacegu liezh dodatnich, jest
sdatnig, oraz womySl delinieji plevwinstka arytmetycanego, daje
m

q= '/D7

vobee czewy wzar (i dnje waor ) ¢ b d. o

§ 40. Nier6wnos$ci dla $redniej arytmetycznej i geome-
trycznej.
Twierdzenie 58. Dlla liczh dodalwich a,. ay,..., a, mamy

WWSIE WHVGINOSE

. e i R a,,j (30)

'/(ll Uy « v 4, it

imemi stowy: drediia gromeiryeina w liesh dodutnich jest zawsze nie
wieksza od ich $redwicf arybmel yezic).

Twierdzenia tego dowodzi Cauehy sposcbem, ktéry moznaby
nazwad indukieju wsteceny (woioskowaniem z n 1 na n). Dowodzi
on misnowicie drogy zwyklej indukeji, ze twierdzenie jest praw-
deiwe dla n == 2% il==1,2,3,...) liczh, a dalej dowodzi, ze praw-
dziwosd twierdzenia dla o 41 liezb pociaga za sobg jego prawdzi-
wosé dla g Hezb. Stad wynika prawdziwosé twierdzenia dla dowolnej
(skonczonej) liezby liezb. W samej rzecay, jezeli m uie jest liczbg,
formy 2%, to zawsze istoicje takie naturalne p, iz 27 >m: wobec
prawdziwodei twierdzenia dla 2" liesb oraz uwagi, ze z prawdzi-
wosci twierdzenia dla n —- 1 liezb wynika jego prawdziwosé dla
liezh, wnosimy kolejuo v prawdziwosei twierdzednia dla 2° —1,
22 ... wreszeie dla m liczb,

Nierowno$é (30) jest oczywiscie, dla dodatnich a;, az,.. ., @y,
réwnowazna nierdwnodel

n

a dy A S (”1 tat + a"')_. (81)
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Dla n=2 nieréwnosé (31) zachodzi oczywiscie, gdys pray
wszelkich dodatnich a, i @, mamy:

a0, = (al +%)2 — (“1 ;‘ ag)is (a1 -é— ag)z'

5 .

Zalétmy, Ze nieréwnosé (31) jest prawdziwa dla 2* liczb (co
jest sluszne dla £ =1) i niech a,, a5,... 41 bedg dane 2% liczh
dodatnich.

Polézmy:

4=% +a, ‘;k - ag . B= gty as2"j—2 -+ agri, (32)

?
w mysl zalozenia, Ze nieréwnosé (31) jest prawdziwa dla 2* liezb
bedzie
a @y ... a5 << A% oraz gt Qyhyg ... agb << B2, (33)

Z drugiej strony, poniewaz nieréwnosé (31) jest prawdziwa.
dla dwoéeh liczb:

ABs(i':j)'—Bi)z,

skad, wobee (33) i (32):
Kol
Gy Oy Gy .. G < (AB)P < (14%‘;' 3)2 —

- (a1 +a +...+a!,‘+1)2k+1:

2+

co dowodzi prawdziwodei wzoru (31) dla 2+ liczb. i
Stad, przez indukcje, wynika prawdziwosé nieréwnosei (31)
dla = 2* liczb dodatnich przy wszelkiem naturalnem .
Zadéimy teraz, ze nieréwnosé (31) Jest prawdziwa dla »n 4- 1

liezb dodatnich i niech a,, a,,...;a, beda dane n liczb dodatnich.

Polézmy:

_%:—al,a,:az,...a,,:a“’ a,‘_‘_]:a1 +a2—’;"'+an' (34)

‘W wysl zalozenia, e nieréwnosé (31) jest prawdziwa dla » +1
liezb, bedziemy ‘mieli:

@, ag...ana"_HS(aﬁ_I-az +...—+—a,,+a"+1 n+1
)z+1 ’

—
skad, wobec (34) i uwagi ze (wobec (34)):

a o ... @+ 2 _atat..ta
- n—1 7 ?

40. Nieréwnodei dla fredniej arytm. i geometr. 95
t Y/ g

F aajdujemy:

w1

alaz...ana,,+1ﬁ(a1+a2_{;"'+a") )

co, wobec (84), daje w jednej chwili nieréwnosé (31).
Udowodniliémy wige nieréwnosé (31), a wige i nieréwnosé
Cauehy’ego (80) dla wazelkich # liezb dodatnich (» =1, 2,3, ...).
Niech teraz a,,d,,...a, bedg n danych liczb dodatnich. Sto-

.11 1
sujae nieréwnosé Cauchy’ego wzgledem liczh ara otrzy-
mamy :
1 1 1
1 ‘S>a1+a2+"'+an’
wTTT "
Va,ay .- a.
skad
forara=
O Gy oo 0= T i
R
Liczbg - i i g nazywamy drednig harmoniceng
1 .
3i+5;+"'+a,.

z liczh a,,4a,,...a,; mamy wige

Twierdzenie 58°. Srednia geometrycena n liceb dodatnich jest
niemmiejsza od ich Sredmiej harmonicznej. :

Zauwazymy, #e w nieréwnosei (81), a WiQG. i w nieréwnodei (30),
znak = zachodzi jedynie wtedy, jezeli wszystkie liczby a1, Gy, - .- @y
sy sobie réwne, ' o

W samej rzeczy, zakladajac np. Ze @, < ¢y, bedziemy mieli

a\? o, — a)\* a1+“2)2
o e = (A) — (25 < (25

‘ . a
skad, zastepujae we wrorze (31) ¢, 1 ay przez -

E:—;—@‘, ofrzymujemy:
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a; -+ @) (0, + .
alag...an<(~—‘7—) (—T ay...aq,=

4

a

S(g_j?‘”ﬂ+“l‘;49+aa+...+an] =(a'1 + a4 ---+au)"’

V2

czyli

0, »j—az—}«...—}—a,,‘)"?. (35)

a,ag,..a,,<( "
c. b d. o
Zatoimy teraz, e a,, ay,...a, sg liczby dodatnie, "ktérych
suma s jest dang. Jezeli nie wszystkie liczby a;,a,...a, sy réwne,
to mamy, jak dowiedlismy przed chwila, nieréwnosé (35), skad,
wobec a; + @y 4...Fa, =3 v
G\
a ag...a, << (7}-;) ;

Jezell natomiast @, =« =...=gq,, to mamy oczywikcie

i
Uy ay. .. @, = (”} :
stad:

Twierdzenie 59. Iloczyn u liced dodutnich, ktorych suma jest
dang, jest najuickszym wowesas, kiedy wseysthic liczby sa rdéwne.

Goduem uwagi jest, ze zachodzi tez twierdzonie niejako wza-
jemne wzgledem dowiedzionego, mianowicie

Twierdzenie 59% Suma n liczb dodainich, ktdrych iloceyn jest
danym, jest najmunicjsza wowczas, kicdy wseysthic liczby sa rdune.

W samej rzeesy, jezeli ¢y a...a, sg liezby, ktérych iloczyn p
Jest danym, to, w razic jezeli nie wszystkie liezby a, @y, ... a, sa
réwne, mamy, w mysl (35) i wobec «, Ay, =p:

"
al—}—az‘—{~...—{—a,,>nl/j—a,

288 W razie @, = (yg=—...= a,, oczywiscie

"
al—]—ag—{—...—{—a,‘:nl/p,
skad slusznosé naszego twierdzenia,

Podamy tu teraz jeszeze drugi dowéd nieréwnogei Cauchy’ego
(30), oparty na pewnem twierdzeniy, z ktérego s

korzystamy w teorji
lloezynéw nieskofiezonych. Jest to ‘

‘

zm

§ 40, Nieréwnofiei dla fredniej arytm. i geometr. 7977

Twierdzenie 60. Jedeli w,, uy,. .. u, sq liceby rzecaywiste, spet-
niajqee nierdwnoscet
w>—1, dla k=12 ...n (36)
oraz ‘
g u, <0, (87)
to zachodzi nierdwnosé
<1+u1)(1+u2)"‘(1+un)£1' (38)
Dow6d. W razie n =1 mamy, w myél (87), u, =0, skad
14u <1, co dowodzi ze tw. 60 jest prawdziwe dla 2 ==1.
Zalézmy, ze tw, 60 jest prawdziwe dla n liczb i niech
‘ UpyUny oo o Uy Upfy! (39)
beds liczby rzeczywiste, spelniajgce warunki:
> —1, dla k=12...241 (40)
oraz
oty U, U < 0. (#1)
Jezeli wazystkie liczby (89) sg jednego znaku, to, wobec (41),
muszg one byé == 0 i przeto mamy, wobec (40)
Q4+u)Q+tu). .. (Lo =1, (42)
co dowodzi prawdziwosci naszego twierdzenia dla'liczb (89).
Zalézmy teraz, ze liczby (39) nie sg wszystkie jednego zz:l.aku:
dwie z nich sg wige réznych znakéw, np. u, <0, U,y > 0. Polézmy:
=1, da k=12...n—1, z8§ 1, =u, 4 U; (43)
bedzie wiee, wobec .y, >> 0, oraz w mysl (40):
Un == Uy = U >y > — 1, (44)
za8 w mysl (41):
- u A= u % <0 (4D)
Wobec (48), (40), (44) i (4D) mamy wige
wy>—1, da k=12...n
oraz ,
g =<0,
skad, w mykl zalozenia, ze twicrdzenie nasze jest prawdziwe dla n
liezh, znajdujemy:

() (L) (U w) =T,

T U T R AL r N TR ot
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czyli, wohec (43):
(1 ) (L4 ta) -« o (LA thom) (1 A thy - Upgn) =< 1. (46)

Lecz
0<(1+4u, (1+“n+1——1+“+un+l+” Uy <1 =t 24,
gdyz, wobee (40). u, > —1, #,43> — 1, za$ w,u,, <0 (skoro
w, << 0. sy > 0). Jest wige
AL ) (LA wg) e (LA thaga) < (LA8) o (L= ) (L =% 1),
skad, wobee (46), otrzymujemy nieréwnosé (42).

Prawdziwo$é naszego twierdzenia dla n liezb pocigga wige
za sobg w kazdym razie jego prawdziwosé dla n | 1 liczb, a ze,
jak dowiedliémy wyzej, jest ono prawdziwe dla n =1, wiec przez
indukeje wnosimy o jego prawdziwosei przy wezelkiem naturalnem .
Twierdzenie 60 udowodnilismy zatem w zupefnosei.

Niech teraz a,. ag, ... a, beds dane liczby dodatnie. Przyjmijmy:

= e I, (k=1,2,...n) (47)

afa+t.. Fe ,

bedziemy mieli oczywiseie u > — 1 (k=1,2,...%) oraz
uy +ttg ...+ u,=0: warunki twierdzenia 60 heds wige spel-
nione, skad wynika nieréwnosé (38), ezyli, wobec (47), nieréwnosé

nayay ... a,

(@ 4as ... 4a)

skad w jednej otrzymujemy nieréwnosé C auchy'ego

.
[Tt Bt ]

<1,

§ 40*. Twierdzenie 60°: Hardy-Landawa!). Jezeli cigg nie-
skoliceony liczb rzeczywistych a, (n=1,2,8,...) spetnia nastepujqgce
dwa wrarunki:

10: e, —a,_) > —c¢, da n= 2,3,4...., (a)
gdzie ¢ jest pewng liczby skoliczong dodatniq, niezaleing od n;
29 istuiejé granica

lim &+ az-l}: + Uy =y. ()

n=oz

Y Prace mat.-fiz. 1. 21 (1910, str. 107,

icm

§ 408, Twierdzenie Hardy-Landau’a. 99
to .
lim a, = g. (©
Hemdo

Dowéd ?). Udowodnimy najprzéd twierdzenie w zalozeniu, ze
ranica (b) jest skoficzona.

Niech ¢ oznacza dowolng dang liezbg dodatnig < 1/,. Ozna-
ajae przez Ene najwiekszy calo$é, zawarty w ne, mamy, przy
vazelkiem naturalnem n:

tgs T Cugs Tt s __ @1 +..+ " Guitng +Ene a+...4a 1

NE ‘n -+ Bine ne n e’
ll,.—]'l"“,n'fﬁt{.—,'.'f,*%‘-l‘l'u: - a1+'|j(1 fomm) 71:: % _ (l_1+ +a"—E"8—] n—Hns—1
wntl e n—1"""ne n —Ena‘ -1 ne

Stad, w mysl (b) 1 wobec
lim? T Ene _ 146 gppn—1 - 1 jimn— Bue —1 — 1—e¢

T A Y g?  weoo ne e ’
majdujemy:
. PN Q. tng iam O [ Ap_gn
Jim Gy - T Gumee g, oraz .l.iﬁ Oyt Oumn g.
e né * ne
Istnieje wige wekainik w = u(e), taki, iz
B A A Y @
oraz
g — e < - n—-'l + + an~Ln£‘ dla n > u. (e)

Niech, dalej, » oznacza dowolny dany wskaznik > u. Nie moze
byé a,=g-e dla k=n-1,..., n+ Ene, gdyz przeczyloby to
nieréwnosei (d). Istnieje wige wskasnik p, taki, iz

n+1<p, =<n-} Ene )

0oraz
a, < g-e (8)
Podobniez, wobec (f), wnosimy o istnieniu takiego wskasnika ¢,, iz
n—Ene<g.<n-1 (h)

oraz
ag, > g — & @

1) Dowdd praoprowadzony jest wedlug pomystupp. LaneraiRajechmana.
T



pem


100 Rozdzial IV. Potegowanic

Wobee (f) oraz (2), mamy (z uwagi, ze Ene < ne):

(1,." — , = (an+] - an) + (a1|+2 - an+]) + v + (ar,, -

liezh rzeczywistych.

R —

a, 1) >

1 1 1 —n ne
— s Lzt = — e D> —
> c(n—-l—1+11—|——2+"'+p,, ”_ 071—{—1 ﬂ-{—1> ot

skad
a, < a, —+ €,

oraz, w mysl (g):
a<g++1e

Podobniez, wobec (h) i (a), mamy

a, — a, = (aq,,—}-l - a‘q,.) + (aq,.-{-i - au»-l-‘l) + ree + (a,, -

1 1 n - g,

>._c(_“. S X
a1t
skad, dla & <C —‘1-):
. a,>a, — 2ce,
oraz, w mysl (i):
a,>g—(2c4+1)e

Nieréwnosei (j) i (k) daja:
| —g | <@ 1e

1

)

an—-]) >

ce
1—g* ~

(k)

@

Dowiedlismy wige, ze dla kaidej liczby dodatniej e <C 1/,
istnieje wskaznik p = pu(ej, taki, iz nieréwnodé n > u pocigga za

sobs nieréwnosé (1. Wynika stad wzér (c), ¢ b. d. o.

Latwo widzieé, jakie zmiany nalezaloby poczynié w powyi-
szym dowodzie, w razie g = - co, oraz w razie g = — oo.

Twierdzenie 60°. Jezeli s, (n=1,2,3,...) jest ciggiem ogra-

niczonym liczb rzeceywistych ), i jezeli, kladac

g=tt st .+,
n

n

,(m=1,2,..)
w_Sitst...+s
W T (n=1,2..)%

mamy

lims, =g,

n=00

()
(n)
(0)

Y) Twierdzenip jest tez prawdziwe dla ciagiw ograniczonych liczb ze-

spolonyech.

) T: . . , .
) Liczba s.' nazywa sie druga srednig arytmetyczng liczb 8, 8y,... 8.

zm

- § 41. Pojecie funkeji. 101
to mamy lez:
lims, = g. (p)

Dowéd. Jezeli s, (2 =1, 2,...) jest ciagiem ograniczonym, to
stnieje liczba skonczona dodatnia 4, taka iz

s, | <4, dla »n=12,3,... C))
Nobeec (m) i (q) znajdujemy w jednej chwili:
[a ] <4, dla »n=12... (r)

W myél (m) mamy, dla n=2,38,4,...:
8, = ng, — (n — 1) 8,4,
skad
n (Sv,l - s:’t-—-]) =8y S:A—‘l
i przeto, wobec (q) i (r):
Wisy— ) >—24, dla n=2734... (8)
Wobee (s), (n) i (o), ciag a, =s, spelnia warunki twierdzenia
Hardy-Landau’a: zachodzi wige wzér (p), c. . d. o.

Udowodnione twierdzenie moze by¢ uogélnione jak nastepuje:
Niech s (n=1,2,...) oznacza cigg nieskonczony ograniczony liczb rze-
caywistych, 1 potdZmy

TSR e ul Wi nk B i SO
" n b)

a

Jedsli prey pewnem naturalnem k istwigje gramica
iy o) —
lim s®) =g,
7m0
to mamy ted
c 1) —
lim s = g.
=0
Dla dowodu wystarezy zauwazyé, Ze liczby s sg drugiemi $redniemi
arytmetyeznemi liczb (=), oraz zastosowaé zasade indukeji.
Zauwazymy jeszeze nastgpujace nogdlnienie twierdzenia 60°: Jedeli cigy
8, (n==1,2,...) jest ogramiczony, to cigyi s® (n=1,2,...) posiadajy prey wszel-
kiem naturalnem k ten sam kres dolny oraz ten sum kres gérny.

§ 41. Pojecie funkcji. Niech X oznacza jakikolwiek dany
zbiér liczb rzeezywistych (np. zbiér wszystkich liczb rzeczywistyeh,
albo zbiér weszystkich liezb wymiernych, albo zbiér wszystkich liczb
naturalnyeh, albo zbiér wszystkich liczh rzeczywistyeh miedzy
01i1,it p) Jeseli kazdej liczbie & zbioru X prayporzadkowana

%
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jest pewna liczha rzeczywista y, to mowimy, ze mamy okreglony
pewng funkcjg zmiennej z w zbiorze X. Liczbg 'y, odpowiadajacy
przy tem przyporzadkowanin liczbie 2 oznaczamy przez f ().

Np. kazdy ze wzordw

fla)=a? f(x)= (@)= |21, flx)=sgnz, [lz)= K

1
14
okredla pewna funkeje zmiennej & w zhiorze wszystkich liezh vzeczywistych,

Wair '
1 :
)= =123..)
okredla pewny funkcje zmiennei 2 w zbiorze wszystkich liezb naturalnych;
wzlr
. 1
Slgy=—— dla || >0
@€ .
okrefla pewny funkeje zmiennej & w zbiorze wszystkich lieab rzeczywistych
réoinych od zera, i t. p.
Funkeja moze hy¢ okreélony niekoniecanie zapomocs wzoru: np. umowa,

ze fla3=0 dla & niewymiernych, z% f(@)=1 dla & wymiernych, okreila
w zupelnosei funkeje £(+) w zbiorze wszystkich licab rzeczywistych.

Ciaglo$¢ funkcji. (Definicja Cauchy’ego). Funkeje f ()
okreslong w zbiorze X nazywamy ciggla dla wartodei x, tego
zbioru, jezeli dla kazdej liczby dodatniej & istnieje liczba dodatnia d,
taka, iz nieréwnosé

|z —a, | <0 (48)

pociaga za sobg dla kaidej liczby x zbioru X nieréwnosé

| /(&) — flam) | <e 49)

' Jezeli funkeja /() jest w zbiorze X ciagla dla kazdej war-

tosci 2. to méwimy, ze funkcja / (z) jest ciagla w (calym) zbiorze X,

Przyktad funkeji ciggle;. Polézmy przy wszelkiem rzeczy-

wistem x: : )

flay=an, (50)

gdzie‘m oznacza dang liczbg naturalng, Okazemy, ze funkeja f(x)
Jest ciagla w calym zbiorze liezb rzeczywistych.

' Niech ., oznacza dang liczbg rzeczywista, ¢ — dowolng dana
liczbe dodatnis.

Ozuaczmy przez ¢ liczhe dodatnia, spelniajacs warunki:

60<<1 oraz 6<<— & .
m |z, | 4+ 1™ (51)

icm .

§ 41, Pojecie funkeji. 103

Niech, dalej, « onacza licsbe rzeczywists, spelniajaca nierdw-
noté (48). Wobee 8 <1, bedziemy mieli
| —ay | <1,
skad ‘ :
z|=lm+@—m) | S| +le—a | <|zxn|+1
Stad, wobec tozsamogei ,
a— = (@ — 1) (@ 2y 2 ),
otrzymujemy w jednej chwili, wobee (50):
| fl@) = flwo) | = | 2" —a) | = [ z—ap | m(jz | +1)"7,
co, wobec (48) oraz (61) daje x;ieréwnoéé (49). . .
Funkeju f () ==2" jest wiee ciagla w calym zbiorze liezb
rzeczy wistych. o
Jezeli funkeja /(x), okredlona w zhiorze X, nie jest w tym
shiorze ciagly dla wartodel z,, to méwimy, ze funkeja /() jest
nieciggly dla wartodel g . .
Np. funkeja 7(x), olkredlona w zbiorze wszystkich licgb.rzeczywistynlf
wzorem f(@) == B.r jost nieciagla dla kaidej wartodel calkowitej . W samej

rzeczy, niech @, ==k, gdzie % oznacza dang liczbe calkowita. Gdy-by funkcj'a
fiw)=Eax byl ciagly dla wartodel x, = k, to dla liczby & =1 istnialoby takie

‘

dodatnie #, przy ktérem nierdwnodé (48) pociagalaby za sobg nierdwnosé (49,

9 . .
) = -+ nierd i 1, C0
Przyjmijmy, w guezogolnosel a=7%k — 5 ¢ nieréwnodd (48) hedzie spelniona,

potiaga za soby nierdwnosé {49). czyli wobee &= 1, niaréwnosé
| B — Bay | <. : (62)

¢ — '
7 drugiej strony bedzie @ =k — 2 < k, skyd (wobec definicji symbola

By Eo<<k—1,1 praeto
Ba e By << (f—1) —k=—1,
{9

Wbrewfsii)l;qja Fla)=TEa jest wige nieciggla dlal ka:Zdej wa'rtoéci. ca)kguw.itej
zmiennej. Pozostawiamy ezytelnilowi 'latwy dowéd, ze uwazana funkcja jest
ciagly dla kaZdej wartodei ‘niecatkowitej. .

Inny przyklad funkeji nieciyglej przedstawia funk) ‘ ne o
dla & niewymiernych-oraz jednofei dla @ wymiern;reh.. Iozos'ta'wxamy Lz.yte. 1\;-
kow! Yatwy dowdd, Ze funcja ta jest niecigly dla kazdej wartosci rzeczywistej -1

Twierdzenie 61. Jekeli funkcja f (@), okreslona w zbz‘oTze X

Jjest ciqgtq dla wartodci @, lego 2bioru, to dlo kaidego ciggu nieskon-
czonego x, liczb zbioru X wzdr

lim e, == &y

Ty

¢ja Flx), rowna zeiu

(53)
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pocigga za soba wadr

lim f (@) = [ (%). (54)

Dowéd. Zalézmy, ze funkeja /(x), okreslona w zbiorze X,
jest ciggls dla wartodel z, tego zbioru i niech a, ozZnacza ciag nie-
skofiezony liezb zbioru X, spelnigjacy -warunek (53). Niech, dalej,
¢ oznacza dowolng dang liezbg dodatnia. Z zalozenia, ze funkeja f (2)
jest w zbiorze X ciggla dla wartosel x,, wynika istnienie liezby
dodatniej 4, takiej, iz nieréwnosé (48) pociaga za sobs nieréwnosé (49).
Z drugiej strony, wobec (53) i w mysl tw. 86, dla liczby do-
datniej J istnieje takie p, iz

| Za—2 | <6, dla n> g;
wyrazy ciagu z, spelniajg wige dla %> u nierdwnosé (48), ktéra,
jak wiemy, pociaga za sobs nieréwnodé (49), czyli nieréwnogé
| Flz,) —Flz) | <e, dla n>pu,

co, w mysl tw. 36, dowodzi prawdziwoéci waoru (54). Udowodni-
lismy wige nasze twierdzenie.

Gdyby dowiedzione twierdzenie dawalo sig odwréeid, t. j.
gdyby z zaloienia, 3¢ przy pewnej liczhie z, zhiorn X dla kazdego
ciagu nieskofiezonego x, liczb tego zbioru wzér (53) pociaga za
sobg wzér (54), wynikala ciaglosé funkeji f(#) w zbiorze X dla
wartosel 2, , to mieliby$my stad drugs, réwnowazng, podanej wyzej,
definicje cigglosei funkeji (definicja Hein e'go). Okazuje sig jednak,
ze bez wprowadzenia nowego pewnika twierdzenie 61 odwrdeil sig
nie daje, co oméwimy w jednym z péiniejszych rozdziatéw (§ 64).

§ 42. Polézmy, przy danem rzeczywistem dodatniem a i wszel-
kiem naturalnem z:
J(@)=a.

Z definicji potggi o wykladniku naturalnym wynika natych-
miast, ze jest ‘

fl)=a | (65)
oraz, ze dla wszelkich naturalnych z i y mamy
Jzy)=Fla). £ (y). (56)

Qkaz’emy obecnie, ze dla kazdej danej liezby rzeczywistej
dodat'mej a istnieje jedna i tylko jedna funkeja S (@), okreslona
W zbiorze wszystkich liczb raeczywistyeh 2 1 ciagla w tym zbiorze,

icm

PR

§ 42. Funkeje ciggle, spelniajges réwnanie f(z4-y)=7r(x). 7). 105

spelniajaca warunek (65), oraz warunek (56) dla wszelkich rzeczy-
istyeh x 1 y. ‘
wisty Udowodnimy przedewszystkiem, ze (przy danem dodatniem a)
igtnieje conajwyzej jedna funkeja f(x), spelniajgca nasze Yvarunkl,
‘Zalézmy wige, ze funkeja /(z) spelnia nasze WaI'lll’lkl: Z wa-
runku (56) wynika drogs latwej indukeji, e przy wszelkich rze-
czywistych By y Lyy oo Bt
Flay @y + oA wn) = (@) f (@) - .. f (@)
stqd, dla Ly == Ly == .,. ==, == ‘ |
J (ma) == | f (@)|" (67)
— przy wazelkiem rzeczywistem z 1 nafuralnem m. W szczegél-
noéei dla @ =1, wobee (65):
f(m)y=a", dla m=1,23,... (68)

Niech ¢ ozngcza jakakolwiek liezbe rzeczywists: kladac we

t .
wrorze (06) x =y = g Ofrzymujemy

ro=|#(3)]

co dowodzi, #e przy wazelkiem rzeczywistem ¢:

F# =0,

Gdyby przy pewnem rzeczywistem £, bylo

f(t) =0, .

to kladac we wzorze (B8) m.==t,, y =1 —1,, otrzymalibysmy
F)=f () F (1 —t),

zatem f (1) = 0, whrew (55). Dowiedliémy wige, ze przy wszelkiem
rzeczywistem f mamy:

JF(#)>0. (?9)
Niech [ i m beds jakiekolwiek liczby naturalne; przyjmijmy

l
we wrzorze (B7): a = ;3 otraymamy

ro={ (]

skad, z uwagi, #e wobec (59) warto§é funkeji f jest zawsze do-
) ‘ e » - .
datnia, oraz w my¢] definicji pierwiastka arytmetycznego:

7(5) = Vra,
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a ze. wobec (58), f(I) = a', wige
l 7,
= /,’ 60
| B e L @
| przy wszelkich naturalnyeh 7 i m. ‘
Przyjmijmy, dalej, we wazorze (86): x =y = 0;
otrzymamy
FO)=[F0)]%
skad, wobec (59), wnosimy w jednej chwili, ze ' ,
7(0)=1. (81)
Przyjmujae we wzorze (56) y = — x, otrzymamy:
SO =7@)f(—a),
skad, wobee (59) oraz (61):
. 1
f(— x)"f‘(x)
przy wszelkiem rzeczywistem z. Sta,d; dlaac———”lz, wobec (60):
l ) 1
o= 0
mj V‘? (62)
przy wszelkich naturaluych 7 i m.

Niech w oznacza dang liczbe wymierng: liczbe taks mozemy,
jak wiadomo, przedstawié zawsze i to w jeden tylko sposéb w po-

7(~

staci utamka nieprzywiedinegoz o naturalnym mianowniku ¢; licz-

nik p bedzie przytem dodatnim, ujemnym lub réwnym zeru jedno-
czesnie z liezbg w. Przy danem dodatniem o oraz danem wymiernem w,

réwnem ulamkowi nieprzywiedlnemu £ (0 naturalnym mianowniku)
g

uméwimy sig rozumieé przez symbol g liczbe lq/a}
1

VT,_P Jezeli w <C0, i wreszacie liczbe 1, jezeli w=0. W ten sposéh
a” ,

jezeli w0 > 0, liczbe

symbol a* bedzie miat okreslong wartosd przy wszelkiem dodatniem a
i wgzelkiem wymiernem w, przyczem wrazie naturalnego w0 (dajs-
cego oczywiscie ulamek nieprzywiedlny ?) bedzie a* = |/g*, zgodnie
z definicjy potegi naturalnej, ktéra w ten sposéh rozpatrywaé mo-
Zemy jeko przypadek szezegblny potegi o wykladniku wymiernym,
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i T

W mysl (60), (61) i (62) bedziemy mieli, jak latwo widzieé:
C Sy =a" (63)

pray wezelkiem wymiernem 1.

Zsdozmy teraz, ze préez funkeji f(r) istnieje jeszcze funkeja
¢ (z), clagla w zbiorze liczb rzeczywistych i taka, iz
pl)=a,
oraz iz przy wezelkich rzeczywistyeh z i y:
P E+y)=9 @)y
Podobnie jak dla funkeji /(%) zualezliby$my, iz przy wszel-
kiem wymiernem w wmusi byé
@ (w) == a”,

p () = £ (). 64)

Niech teraz x ozpacza jakgkolwiek dang liczbe rzeczywists.

W myél tw. 19 istnieje ciag nieskonczony liezb wymiernych w,,
taki 1%

zatem, w mysl (B3):

lim w, == . (65)

W mysl (64) mamy
@ w)==J (), dla 2=123,... (66)
Z drugiej strony, wobec (65) oraz zalozenia,'Ze-funkcje j'(.qf)
i p(x) sy ciagle w zbiorze liczh rzecaywistych, znajdujemy, w mysi
tw, 61:
lim f (w,) == [ (x), oraz lim @ w,) =@ (@),

skad, wobec (66) i}
* P (@) =1 (3). (67
Dowiedliémy wige, ze pray wszelkiem rzeczywistem x“za-
chodzi wzér (67), cayli ze funkeje ¢ (#)i /(%) nie moga byé réine

Udowodnilismy zatem, ze istnieje conajwyzej jg‘adn'a.fur.xk_c_]ﬁ
zmiennej rzeczywiste) f (%), spelniaj@ea. nasze W‘&I‘ullkl, 1 ze iez;%
funkeja taka istnieje, to przy wszelkiem wymiernem w zachodzi
e (7331);1iemy gig teraz dowodem, e funkeja t:aka rzeczywm(;:
istnieje. W tym celu udnwudnimy przedewszystkiem szereg W
snofel potegi o wykladniku wymiernym.
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§ 43. Wlasnoéci potegi o wykladniku wymiernym,
Wiasnos$é 1. Jeseli w= ;i, gdzie ;jest liczby calkowits,
zad m liczby naturalng, to (przy dodatniem a):
ar = Vd’.
Déwéd. Niech z(q> 0) oznacza ulamek nieprzywiedlny dla

lieczhy w. Bedzie wigcyizz , skad, z uwagi, ze ulamek Z Jjest nie-

przywiedlny, wnosimy, e !=rkp oraz m = kg, gdzie k jest liczhg
calkowita; z uwagi, ze liczby ¢ i m sa naturalne, wnosimy dalej,
ze 1 k jest liczbg naturalng,
Polézmy
a* =z

z definicji potegi o wykladniku wymiernym wynika, ze

¢

=), (68)
zatem, wobec definicji pierwiastka arytmetycznego:

a2t ar,
skad

(@ = (o)
czyli, jak latwo widzied:

k= abp,
t. j. (wobeec I=1kp oraz m = kq):

" =d,

skad, z uwagi, ze wobec (68) jest 2 > 0, otrzymujemy natychmiast,
w mydl definieji pierwiastka arytmetycznego:

x:'/al, e b d oo

Wlasnos¢ 11..Dla wszelkich wymiernych w i ' mamy (przy
dodatniem a):

ah =gr g, (69)
Dowéd. Polézmy

a® = x, a" = Y (70)
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S

piech £ (¢ > 0) oraz g, (¢ > 0) beds odpowiednio ulamki niepray-

wiedlne dla liczb w i w'. Bedzie wige, w mysl definicji potegi
0 wykladniku wymiernym:

s=Va, y=|7, 1)

satero, w myél definicji pierwiastkéw arytmetycznych:
o= ar', @ — aﬂ"
akad , ' ’ '
@) = @), )=y,
co daje, jak tatwo widzied:
Pl a.”"', y“"l = a""‘,
Bde ’ 3
', yau' =" . a",
czyli , »
(my)'m = q" -+p ,’
skad, z uwagi ze, wobec (71), liczby , y sa dodatnie, oraz w mysl
definicji pierwiastka arytmetycznego:

aq’
xy = Vanq’+p 7

1 wlasnodel I:
zatem, w mys e
xzy = a a4’ ,
pl

1o =i
q

ezyli, wobec 10 == Z

2y = a"t,
co, wobee (70), dowodzi prawdziwosci wzoru (69). Udowodnilismy
wige wlasnodé II.
Przyjmijmy we wzorze (69) w' = — w : wobec a” = 1, bedzie
l1=a".a™,

skad

otrzymujemy wige nastepujacy )
Whniosek. Przy wszelkiem wymiernem w mamy dla a >0:
1 (12)

a’ = e
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Wtasnoé¢ III. Dla wszelkich wymiernych 1w’ mamy przy
dodatniem a: '

(aw)w’ — awm'. (73)

Dowdd. Niech
w:z, w’:p, (g>0, ¢ >0 (74)

beds ulamki nieprzywiedlne dla liezb w i w' i polézmy

=, @y (6).

W mysl definicji potggi wymiernej oraz pierwiastk 6w arytme.
tycznych, bedzie l
x*=af oraz y* T av.
skad
(y‘l’)q — (xv')u — (xu)n’ — (aPJT‘"
czyli
I/«m’ — amt’7
co dowodzi, ze
aq’
y=il,
zatem, w mysl wlasnosei I:
'
y=av,
co, wobece (74) 1(75), daje wzér (73). Udowodnilismy wige wlasnosé III.

Wlasnos¢ IV. Prazy dodatnich a i b oraz wymiernem w mamy:

(ab)" =a* .. (76)
Dowéd. Niech
w=" (¢4>0) (17)
oznacza ulamek nieprzywiedlny dla liczby w i polézmy
=z, =y, (18}

Bedzie, wobec (17):

2'=a", Y=}
a, yr=rr,

skad
(@y) = 2" y* = & b = (aby,

zatem (z uwagi, ze wobec (78), liczby z i y s4 dodatuie)

2y = V{aby,

§ 48. Wiasnodei potegi wymiernej. 111

skad, w my$! wlasnosei I:

r
xy = (ab)?,
co, wobee (77) 1 (78), daje wzdr (76), c. b. d. o.

Whniosek. Przy dodatnich o i b oraz wymiernem = mamy:

o) =
' b) - bm'
W samej rzeczy, w mysl wiasnosei IV, mamy dla dodatnich a i bz
o[22\ — (%) e
e = (5o =(5)»
skad, z uwagi ze 0" > 0, otrzymujemy natychmiast zadany wniosek.
Wlasno§é V&, Jezeli a > 1, to przy wymiernem w:
ae>1, dla w>0,
a' <1, dla w<C0.

Dowéd. Zaléimy, ze a > 1, w >0 i niech 2(g> 0) oznacza
wlamek nieprzywiediny dla liczby w; polézmy:

a® = x; (79)
w my$l definicji potegi o wykiadniku wymiernym oraz pierwiastka
arytmetycanego, bedzie: ‘
r=a. (80)
Wobee w >0 musi byé p >0, zatem, =z uwagi ze o> 1:
ar> 1. (81)
Gdyby bylo =1, mielibysmy ‘
=1 (82)
i nieréwnosci (82) i (81) dalyby
2t < a?,
whrew (80). Musi wige byé
z>1,

czyli, wobee (79), a* > 1. Dowiedlismy wige pierwszej czesel na-
szego twierdzenia.  ° .
Zaléimy teraz, ze a > 1, w<C0: bedzie wige

w = — W > 0.
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Wobec a > 1, oraz »' > 0, mamy, jak dowiedli$my:

" = a*’ > 1 ,
zatem, w my$l tw. 51
1<,
a
skad, wobec (72):
a" <1,

co dowodzi prawdziwosei drugiej czedei naszego twierdzenia. Udo-

wodnilismy wieec wlasnod¢ V* w zupelnoei.

Wiasnos¢ VP Jezeli 0 <<a<C1, to przy wymiernem w:
a* <1, dla w>0,
za$

a*>1, dla w<<O.
Dowéd. Polézmy b=—§, wobee 0 <Ta <1 i w mysl tw. bl
bedzie b > 1, zatem, w mys$l wlasnosei V&
*>1 dla w>0, oraz <1 dla w<<O. (83

Lecz, w mysl wlasnosei III oraz wniosku z wlasnosei II:

11*
o= () ===,
skad, wobec (83) i w mysl tw. H1:
a*<1 dla w>0, oraz a°> 1 dlaw<<0.

Udowodnilismy wige wlasnosé V?,

Wiasno$¢ VIL Jezeli wiw' sg liczby wymierne, oraz w > w,
to mamy:

a’>a” dla a>1,

zas
a* <o dla 0<<a<1.

Dowbd. Zalézmy, ze w i w’ sa liczby wymierne, takie iz

w >, (84)
W mysl wlasnosei 11 mozemy napisaé, dla a > 0:
a° = a""" ., g", (89)

Jezeli a> 1. to wobec (84) oraz wlasnosei V*, mamy
a”" > 1,

icm
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skad, munozac obie strony przez a*, otrzymujemy wobee (85):
a° > g
jezeli za§ 0<a <1, to, wobec (84) oraz wlasnofei V* mamy
am <1,
skad, mnozge obie strony przez (liczbe dodatnig) a*’, dostajemy
a* <a.
Udowodnilismy wige wlasnodé VI
Wiasno$¢ VIL Jezeli a >4 > 0, to, przy wymiernem w:

a*>h°, dla w>0,
zad

a*<pe, dla w<0.
a

Dow6d. Zaldzmy, 36 o> b > 0: bedzie wiec 5

>1 1 przeto,

przy wymiernem w, w my$l wlasnodei V*:

(%)m>1 dla >0, oraz(%)w<1 dla <0,

skad, w myél wniosku z wlasnosei IV, mnozac przez b > 0:
a*>b" dla w>0, oraz a"<h dla w<0,
e. bod. oo ‘

Wiasno$¢ VIII. Przy wszelkiem dodatniem a mamy

lim VE: 1. (86)

=0

Dowdéd. Jezeli a > 1, to, w myél wlasnosei I oraz V2:

Va>1: (n=1,238,..)

mozemy wige polozyé

Vo=144d,, (=123, .., (87)
gdzie d, > 0, Stad, w mysl tw. bb ﬁlé.ni){: N '
a=01-+dy=14nd, n=1,23,..)
co daje
1

d, < “7{ " n=1.2,3,...)
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Dla n >(£—}1 bedzie wige 0 <d, <&, co dowodzi, ze
limd, =0,

7==00

skad, wobec (87), otrzymujemy wzér (86).
Jezeli a=1, to mamy oczywiscie stale
Jo=1 (n=1,2,8,..)
i wzér (86) znowu jest prawdziwy. -
Jezeli wreszeie 0 < a<1, to mozemy polozyé
1
a = -b',
gdzie 5> 1, przyczem, w my§l wniosku z wlasnoéei IV (z uwagi ze
V1= 1), bedzie
- 1
Va=— (88)
a se dla & >1 mamy, jak dowiedlismy

lim l/b =1,

wiee, wobec (88) i w mysl tw. o granicy ilorazu, znowu otrzymu-
jemy wzor (86).
Wlasnoéé VIII udowodniliémy zatem w zupelnodei.
Wiasno&é 1X. Jezeli a > 0 i jezeli ciag liezb wymiernych w,
jest zbiezny, to ciag a™ réwnies jest zbiezny.

Dowé6d. Zaldzmy. ze o >1. Wobec tw, 40, cigg w,, jako
zbieiny, jest ograniczony: istnieje wiec liczba catkowita M, taka iz
w, <M, dla n=1,23,...,

~ skad, w mysl wlasnodei VI:
| a™ | =d™"<a*, dla n=1,23,... (89)
Niech teraz ¢ oznacza dowolng dang liczhe dodatnia.

W mysl wlasnosei VIII mamy wzér (86): istnieje wige taka
liczba naturalna % iz '

fa—1]<5, !
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Z zaloienia, Ze ciag w, jest zbiezny, wynika dalej, w mysl
tw. 39, e istnieje takie u, iz
1

[, — w, | < % dla n>p n' > pu (91)

Niech » 1 %’ beda wskazniki wigksze od .
W myél wlasnodei II mozemy napisaé:

w,

an — aw"/ — awn, (aw“ - - l). (92)

Jezeli w, > ., to, w mysl wk V* mamy a™ ™™ >1 i prze-
to, wobee (92):

o™ —a™ [ =] a™|.(a™ "™ —1). (93)
Lecz, wobec (91), oraz w mysl wlasnodei VI:
a’ T < a:‘—-——— lZz,
skad, wobec (50):
@1 <fa—1 <5
przeto, wobee (89), wzér (93) daje:

| a® — a™

<s (94)

ddyby bylo w, < w,, cayli w, >w,, to podobniez znalesli-
bysmy

o™ —a™ | <e,

czyli znowu nier6wnodé (94).

Wreszeie, dla w, = w,. nierdwnos¢ (94) zachodzi oczywiscie
(gdyz wéwezas jej lewa strona jest zerem).

Nieréwno#é (94) zachodzi wiee w kazdym razie dla = i #'

wigkszych od u, co, w mysl tw. 39, dowodzi zbieznodei ciagu ar.
Dowiedlismy wige, ze dla a > 1 ciag a™ jest zbiezny.

Gdyby bylo 0<a<1, to mogliby$my polozyé a——"—l—, gdzie b > 1

i, wobee dowiedzionego przed chwila, wnioskowaliby$my o zbieznosci
ciagu @™ = b~ (gdyz, w mysl tw. 31, zbieznos¢ ciagu w, pociaga
za sobg zhieznodé ciggu — w,).

8%
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Gdyby wreszcie bylo a =1, to, jak latwo widzieé, mielibysmy
(wobec definicji potegi © wykladniku wymiernym) stale a™=1
i ciag a™ bylby oczywideie zbiezny.

Wiasnosé IX udowodniliémy zatem w zupelnosei.

Wiasnosé X. Jeseli @ >0 1 jeseli w, 1 v, sa ciagi zbieine
liczb wymiernych, majgce tg sama granice, to

lim a' = lim a”. (95)
Dowé6d. Polézmy
limu,=limv,=1x.
oraz
Lgpoy == Uy, Lgn== Vs, dla »==1,2,8,...; (96)

cisg x, bedzie wige ciagiem liezb wymiernych.
W myél tw. 18 bedaie

limzg, =2,

a 6 liczba z jest skoriczona (gdyz ciagi u, i v, sa, jak zakladamy,
zhiezne), wige ciag , jest zbiezny.
W mysl wlasnodei IX, ciag a™ jest wiec zbiezny: polézmy

l?:m az” = l:

w mysl tw. 16 bhedziemy mieli

lim a’?"—l =1

n=00

czyli, wobec {96):

oraz  lim g™ =1,
n=00 ’

lima™=1

=00

oraz lima™ =1,
n=0a ‘

co daje wzér (95). Udowodnilidmy wiee wlasnodé X.
. Wiasno$¢ XI. Jezelia >0 i jezeli cigg liczb wymiernych w
zmierza do granicy wymiernej u, to '

lim d"' = a¥

hemOC

~ Dowéd. Polézmy
U =w,, za§ v,=w, dla #»=1238...;

bedziemy mieli

o7

lim U, = lim v, == W

ne=oo nmca
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i przeto, W my$l wlasnofei X:
lim @' = lim a™
ezyli, wobee (97):

lim @™ = o,
n=00

co dowodzi wlasnosei XL,

§ 44. Niech teraz a oznacza dang liezbe rzeczywisty do-
datnis & — jakakolwiek dang liczhg rzeczywists. Jakikolwiek
obralibysmy ciag liczb wymiernych =,, ktérego granica jest @,
ciag o™ bedzie, w mysl wlasnodei IX i X, zmierzal zawsze do te]
samej (skonezonej) granicy, ktérs, jako zalezng (przy danem stalem a)
jedynie od x, oznaczmy przez f(x).

Wobee definicji funkeji f'(#) i w mysl wlasnosei XI, bedzie

- przy wazelkiem wymiernem :

f@)=a,
skad, w szczegdlnosel, dla 2=1:
f()=a.

Niech teraz x i y beds jakiekolwiek dwie dane liezby rzeczy-
wiste, zaé @, i y, — dwa ciagi liczb wymiernych, ktéryeh grani-

cami sa odpowiednio liczby @ iy. W mysl wlasnosei II, mamy:
St =g d" =123 (98)
Lecx, w mysl definicji funkeji f(#):

fl@)=lima™, fy)= lim a™,

n=0Q n=0G

oraz

Vn

flo4y)=lima" +

=y, T, bedzie ciggiem
wobee (98) i w mysl

x oraz limy,

(gdyz, wobec limx,
n=0Q nemCQ

liczb wymiernyeh, zmierzajacym do Z + %)3

tw. o granicy iloezynu mamy wige

Flo—+y) = F@) @)

Dowiedlismy wige, %€ funkeja f(z) spelnia warunek (55) oraz
warunck (56) dla wszelkich rzeczywistyeh z 1 9. Qkaiemy teraz,
ze funkeja /'(x) jest ciggla w zbiorze liczh rzeczywistyeh.

9


pem
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Niech wige z, oznacza jakskolwiek dang liczbg rzeczywists,
zaé & -— dowolna dang liczbe dodatnis,

W § 42 dowiedliémy, ze kazda funkeja, spelniajaca warunki (55)
i (6) jest stale dodatnia: mamy wiec

F@)>0.

W mysl (86), oraz wobec definicji potegi o wykladniku wy-
miernym, mamy (dla & > 0):
],
lima"=1,

zatem tez

1
lima "=1,;
n=00

istnieje wige taki wskaznik m, iz

1 1

£ &
am— 1< el <o
| <@, e Sof@y 9
Polézmy
1 .
- Niech teraz z oznacza jakakolwiek liczhe rzeczywists, taks iz
1o —a, | <4: (101)
powiadam, ze bedziemy mieli

| fla) — flay) | <e. (102)

W samej rzeczy, w mysl wlasnosei (56), mamy

f('T) :j(.’l,‘ - mo) f{xn)g

zatem:
L/ @) —f@) | =fla). | fle —a) — 1. (108)
Niech ¢, oznacza cigg liczh wymiernych, taki iz
fz_;g, L =z—u; (104)

wobec (104) oraz (101) hedzie

fa1<d dla n>p,
zatem, wobee (100):

1 1 '
“",”'l<i,.<m, dla w>u,

icm

§ 4% Potega o wykladniku rzeczywistym. 119

I

skad, w mysl wlasnosei VI:

1 1
ar<a*<a™ dla a>1, n>np
oraz :
) 1
am>ag">am dla 0<a<l. u>y,

zatem, wobee (99), w kazdym razie

1 < " <'1+§7%..T‘ dla a>0. n>u (105)

€
| 2 f(irll)
7 drugiej strony, = definicji funkeji f(x) wynika, wobee (104), ze

far— x,) = lime a™,
NeaD

skad, wobec (105),
& &

ey = TN E N oy
cayli
. ] £ .
| e — x) — 1| S——-——Qf(xn.). (106)

Wzor (103) daje wige, wobec (108), nieréwnosé
e £
| @) =7 | =5

i, tembardziej, nieréwnosé (102). ' o o

Dowiedliémy wige, ze dla kazdej danej hczbg'r rzecz.v\‘rw1.s.te..]’ %,
oraz danej liczby dodatniej & istnieje taki.e dodatnie 6., iz nieréw-
nogé (101) pociaga za soby (przy Wszelkler.n rze‘czyv'vxstem "f) nie-
réwnosé (102): z definicji clgglosei (§ 41) wy.mka wige, ze funkeja /()
jest ciggla w calym zbiorze liczb rzeczyw1st¥c%l, c. b d o o

Zestawiajae otrzymane W tym § Wymkl- 2 wynikami §. 2,
dochodzimy do wniosku, ze dla kazdej danej 1.1czby rzeczyvtlste_]
dodatniej « istnieje jednma 1 tylko jedna ’fun-kc_]a 7 (=), okre.sloua
w zbiorze wsaystkich liczb rzeczywistyeh i clagla w tym ZblOI’Z?,
spelniajgca warunek (59) oraz warunek (56) dla'wszelklch rzeczy-
wistyeh x i y. Funkcja f(x) jest przytem dodatnia przy wszelkiem
rzeczywistem . ‘

yW szezegolnosei, dla wymiernych w% mamy’ (w mysl (63)):

floy=a, .
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e

dla niewymiernych za$ x symbol o* nie jest jeszeze okreslonym,
Przyjmijmy dla niewymiernyeh 2 jako definicjg symbolu a* réwnose
a*—= (.Z').

Bedzie wige pfzy wszelkiem rzeczywistem

Sx)=a". (107)

Pojecie potegi mamy mamy w ten sposéb okreslone dla wagel-
kiej dodatniej podstawy oraz wszelkiego rzeczywistego wykladnika,
W szezegilnodei, dla =0 mamy, w mysl (61) i (107):

=1 (108)
przy wszelkiem dodatniem .
Przy wszelkiem wymiernem w mamy, jak to wynika natych.
miast z definicji potegi o wykladniku wymiernym:
r=1,
skad, wobec definicji funkeji /() oraz wzoru (107) wnosimy natych.
miast, ze

§ 45. Wlasnoéei potegi o wykladniku rzeczywistym. 121
24 w mydl wlasnoéel 2, wobec limx, = x:
728 y ) v
lima™=a*, lmb™=10°, Um (ab) = (abF,
n=00 n=00 n=0C

gkad wobec (112) i w mysl tw. o granicy iloezynu, otrzymujemy
w jednej chwili wzér (111), ¢. b. d. 0.

Wiasno$¢ 4. Przy dodatnich « i b mamy dla raeceywistych x:.

x

(Z) = (113)

Dowéd. Wobec wlasnosei 3 mamy dla dodatnich a i b:
R A A
a-—(b.b) (b)b’
skad, z uwagi ze b* >0, otrzymujemy natychmiast wzér (113).

Wlasno§€é 5. Dla rzeceywistych a, x ¢ x* mamy:

. x ! ! 14\
=1 (109) @ A ezl ez e
. . ’ oraz
przy wszelkiem rzeczywistem . a<a’, dla 0<a<l, 2>2 (115)
L, ' d .

§ 4b. Wiasnos$ci potegi o wykladniku rzeczywistym. Dow6d. Niech w i w’ beda dwie liczhy wymierne, takie iz

Wiasno$¢ 1. Pray wseelkich rzeceywistych z i y mamy (dla B2 >w > ()
a>0): i niech x, i &, beds dwa ciagi liczb wymiernych, takie iz

at =g . o, (110 limx,=x oraz limmz, =2 (117)

Wynika to natychmiast ze wzoréw (56) oraz (107). Wobee (117) i (116) bedzi
obec (! i edzie

Wihasno$¢ 2. Jedeli a >0, oraz jezeli ciag liceb 1zeceywi

) i \ 2 ag Lece0 1zeceywistych , , , g ‘ >

2mierza do gramicy (skosiczonej) @, to mamy 4 g, >w>w >z, da n>p, '
lini o™ zatem w mysl wlasnosei VI poteg o wykladniku wymiernym:
mat = a*. ] .
i @ a*>a>a">a" dla a>1, n>p

Wynika to natychmiast z cigglosei funkeji f(z) oraz =z tw. 61. oraz

Wiasno§¢ 3. Przy dodatnich a i b mam
ceywistego z:

' ar<a << dla 0<a<l, n>u,
y dla wsaelkiego ree- . ,
R skad, przechodzac do granicy dla n = oo, wobec (117) i w mysl
(aby = a% b, (111) wlasnosel 2:
Dowdéd. Niech z, oznacza ci
dox W mysl wlasnosei IV poted

i ; F=a">a" >=a", da a>1
ag liezb wymiernych, zmierzajagcy ’

0 wykladniku wymiernym, mamy

@™ =" 5" (n= 1,2,3,...), (112)

oraz
< <a <o, da 0<a<l,

skad w jednej chwili wynikaja wzory (114) 1 (115), c. b. d. 0.
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Wiasno$é 6. Dla rzeczywistyeh a, b & @ mamy:
>0 dla a>0>0. >0, (118;

oraz
<l da «>0>0, <0 (119)

Dow6d. Zalézmy, ze a > > 0: mamy wige —%« >1 1 przeto

w mysl wilasnosei 5 (dla &' = 0), oraz wobec (108):
(-Z—) >1 dia x>0, oraz (%) <1 dla <0,
skad, mnozae przez b* >0, w mysl wlasnosei 4:
a>l dla x>0, oraz o </ dla =z <0,
e hod. oo
Wiasno§¢ 7. Jeieli a, jest ciygiom zbicznym liceh dodatnich, oraz
lim a, = a >> 0, (120)

n=o
to pray wszelkiem rzeczywistem x:

lima:= (. (121

n=os

Dowéd. Niech k oznacza liezhe naturalny, teks iz
i <<k (122)

Wobec (120) mamy (w mysl tw. o granicy iloczynu):
(AN ) *
lim (—) =1 oraz lim ({-11') =1;
a=m0 \ @ amm \ @
dla dowolnego danego dodatniego ¢ istnieje zatem liczba u taka iz

(%) ] ) - £
a %<—h:— oraz [(;) — 1 :«'\ v dla »>pu. - (129
Wobec (122) mamy
— k<o <k,
zatem, w mysl wlasuosei b:

a\"h ot fa )
(-4.) <(i)<(%) dla a,>a. n>p

a \a

a\F fa N\ fa\ )
() >G> ) e e s

oraz

§ 4b. Whsnoéei potegi o wykladniku rzeczy wistym. 123

i wreszcie, w mysl (109):

o\ —k ® 4
5= 2]

W kazdym 2 tych trzech przypadkéw znajdujemy, wobec (123):
e _fa,\* &
1— a,<(-d-) SUHE, da a>g,

czyli, wobee (113):

a—e<ai<a+te da n>p,
t. j.
lat—a | <e, dla »>p,

co, w mysl tw. 36, dowodzi réwnodei (121), ¢. b. d. o.

Wiasno$¢ 8. Pray wszelkich vzeczywistych x i y mamy (dla a > 0)

(@®) = a®. (124)

Dowéd. Niech z oznacza dung liczbe rzeczywists, z, — ciag
liczb wymiernych, taki iz

limx, —ux. (125)

W mys$] wlasnosei LI poteg o wykladniku wymiernym, mamy
przy wszelkiem wymiernem « (dla ¢> 0):

@ r=a"" (n=1,23....). (126)
Wobee (125) iw mysl wiasnosei 2, mamy:
lima™ =a (127)
oraz "
”’fi " =a™ (128)

Wzér (127) daje, w mysl wlasnosei T:

lim (&™) = (a®)". (129)
Wobee (126), (129) i (128) znajdujemy:
(ax)w —_ axl(‘ (130)

przy wszelkiem wymiernem ..
Niech teraz y, oznacza cigg liczh wymiernyeh, taki iz
lim iy, = y. (131)

IS
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Wobec (130) bedziemy mieli:

(@ =a", dla n=123,. (132)

Z drugiej strony, wobec (131) i w myél wIasnoécu 2:
lim (a*)» = (a*) oraz lima™ = o,

nwoo n==00

skad, wobec (132), otrzymujemy wzér (124), c. b. d. o.

Wiasno$¢ 9. Jeteli x, jest ciagiem liceh rzeczywistych dodatnich,
takim is

lima, =400, " (133)
oraz jeteli >0, fo mamy
lim 2} = + oo, (134)

Dowdd. Niech a oznacza jakskolwiek liczbg rzeczywisty > 1:

w mys] wlasnosei 5 oraz wzoru (108) bedzie a’z > 1.
Wobec (133) bedzie
z,,>a1>1, dla a>up,
skad, w mysl wlasnofei 5 i 8:

1 1\%
zk > (a~"‘) =q, dla a>u,

eo dowodzi wzorn (134), .. b. d. o.

Wilasno§¢ 10. Jezeli a > 0 i jeseli x, jest ciggiem liczb do-
datnich, takim iz
limz, =+ oo, (135)

n=0Q

to pray wszelkiem rzeczywistem A mamy:
. a*n
Dowéd. Wobec (135) mamy
z,>1, dla n>pu (137
Niech & oznacza liczbe naturalng > 2 - 15 wobec ¢ > 1 liczba
k
Va bedzie > 1: poldimy
k
Va=1 -+ d:
bedzie wige d > 0, oraz
a=11- d). (138)

icm

§ 46. Nieréwrmoseci dla (14-4) . 125

Wobee a > 1 oraz z uwagi, e x,=>Ez, (n=1,2,...), bedzie,
w mysl wlasnoéei b, oraz wobee (138):

N Ex,
an = 6% = [(1 + d)"] =
leez, W my#l tw. bD (wobec d > 0):
(14 dF =1-4dEz,>dEz,;
wobee (189) i z uwagi, %e Ex, >z, — 1, bedzie wige, w mysl (137):
o > (d Bx,) > d@* (z, — 1, dla n>p. (140)

7 drugiej strony, wobec k> 4 + 1 oraz wobec (137), bedzie
w my§l wlasnosei b:

[a+a=]i  as9

ot <aztt, dla n>p. (141)
Nieréwnodei (140) i (141) daja:

k~1 —1 1

o e L > (142
& <T@ 1 —a(1+ =) aop @ 2w 09
Lecz, wobec (135), mamy

=0:

k—1
lzm(1+ ) =1, za$ lim

nm=o0 n=0a x - 1
nieréwnodé (142) daje wiee w jednej chwili
lim Ei =0,
skad wynika natychmiast wzor (186), ¢. b. d. o.

§ 46. Twierdzenie 62. Prey rzeczywistych d oraz z mamy:

1 1
. 0, —1<d<=; (148
Q4ar=y—pg, da o> <d<Z (143)

(1+d)z21+1_”_’-§l—&, da 2>0, d>—1; (144)
Qtdyr>14ad, da o<0, d>—1;  (145)

. 1 146
(1t dy<—n; (146)

T 144
Dowéd. Udowodnimy przedewszystkiem nieréwnosé (143) dla
naturalnych .
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Niech wiee v =, gdzie n jest liczbs naturalng i niech g
oznacza liczbe rzeczywists, spelniajaca nieréwnosei

1
—1<d<“. (147)
Wobec (147) bedzie
14+d>0
1 przeto, kladae
1
0= 1 hd™ 1 (148)
bedziemy mieli
> —1 (149)
oraz
14+0= 1 0 5
- *I:Fd> . (150)
Wobee (149) i w mysl tw. 55, mamy:
(A4 674 =1 (n+ 1)0,
skad, wobec (150) 1 (148):
1 ! ;
(]‘4;‘(“..“21—!-(““}-1) (m*l)p
skad, mnozge przez liczhe dodatnia 14 d:
1
>
14 dp= 1— nd,
co, z uwagi, ze liczba 1 - nd jest, w mysl (14) dodatnia, daje
1
n
1+ ay ST (151)

I?owiedlis’my wige, Ze przy wszelkiem naturalnem # oraz
W.SZBlklem rzeczywistem d, spelniajacem nieréwnosé (147), zachodzi
n1erownosé (151). Udowodnilismy wiee wzdr (143) dla naturaloych .

Niech teraz m oznacza dang liczbe naturalng, zaé d liczbg
rzeczywistg > — 1, Polézmy

fT+Fd—1=34 (152)

(gdzie V 1 ~+ d oznacza pierwiastek arytmetyczny m-go stopnia z liezby
dodatniej 1 + d). Bedzie oczywiscie 6 > — 1, zatem, w mysl tw. 55:

(1+0yr=1-+Fmdg,

icm

§ 46. Nierdwnotei dla (1 4 d)= 127
skad, z uwagi ze, w mysl (152): (14 6" =1 d:
1+d21+m(h+d—ql
zatem
. — 1
JiFad<i+-d, da d>—1, m=128... (153

Niech teraz'lim beda dwie dane liczby ngturalne, zas d niech
oznacza liczbe rzeczywists, spelniajace nieréwnodei:
—_—1<d< 3’; : (154)

Wyznaczmy liczhg 6 ze wzorn (152): w mysl (162) i (163)
bedzie

—1<s<la, (155)
m
zatem, wobec (154):
—1<6<%. (156)

Poniewaz, jak dowiedlismy, nieréwnosé (143) jest prawdziwg
dla naturalnyeh a, wige, wobec (156), mamy:

1
! 167
(4 =<i— (167)
Lecz, wobee (155):
wsia
m

skad

L—wzl—id, (158)
m

zag, wobec (154):
{ — l d>0:
"

nieréwnosé (168) daje wige

1 1
- = s
1 —1d I—Ld
m
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skad, wobec (157):

Al —— . ! .1,
co, z uwagi, ze, wobee (152), (1 4 df = (Vl +d) =(1-}d)", daje

dtdp<—1 (159)

Udowodnilismy wigc, Ze, przy wszelkich naturalnych ] oraz m,
nieréwnoéé (154) pociaga za sobg nieréwnodé (1569), co dowodzi, ze
wzér (143) jest prawdziwy przy wszelkiem wymiernem dodatniem z.

Niech teraz # oznacza jakakolwiek liczbe rzeczywists dodatnis,
za§ d — liczbe rzeczywists, spelniajgcs nierdwnodei

—1<a< ] (160)

Niech w, oznacza cigg nieskonczony o wyrazach wymiernych
dodatnich, mniejszych od z, zmierzajacy do 2 Wobee 0 <w, <z,
bedzie

1 1
< (k=12,,...).

T Uy

zatem, wobec (160), tembardziej
1
]

Poniewaz, jak dowiedliémy, nieréwnosé (143) jest prawdziwa
dla wymiernych x wige, wobec (161j, mamy:

1 ,
(14 d)= < ...... o ((=1,2,3,...)
skad, w granicy dla k= oo (wobec wlasnodei 2 poteg):

(I4dr= 1?&‘&' (162)

Dowiedlismy wige, ze przy wszelkiem rzeczywistem z >0
nieréwnosé (160) pociaga za soba nieréwnosé (162). Wadr (143)
udowodniliémy zatem w zupelnosci.

icm

§ 46. Nierdwnofei dla (1 d)=. 129

Zajmiemy si¢ teraz dowodem wzoru (144). Zauwaszymy przede-
wezystkiem, ze wzér (144) jest prawdziwy dla

—_ <
>0, 1<d< +1, (163)
gdyz, wobee (163), mamy
< i< — -2
0<1tad=< +1 oraz  xd < g

skad w jednej chwili:

xzd

i+a=""h
oraz

14+ <o<@+ay
1+d™ '

Wiystarczy wige udowodnié wzdr (144), w zalozeniu, e x jest

1 .

z+1

Niech wige x oznacza liczhe rzeczywistg > 0, zas d — liczhg
rzeczywists, spelniajacg nieréwnodé:

1
ad>— peal (164)

liczbs rzeczywists dodatnia, zas d liczbg rzeczywisty > —

W myél (164) mamy, wobee z>0:

1+d>x—_’lf—1->o,

skad:
1 z+1
0<< TF TI<"=
oraz
1 1
—1<gFgT <P
kladac
1
—_ 165
| b=yt (160)
bedziemy wige mieli:
1
—1<0< =
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skad, w myél wzoru (143):
1
W+ oF =175

i przeto (wobec 1-+d > 0):
(1+dFf=1—ad,
czyli. wobee (165):
xd
1+dr=1-+ TFa
Wzér (144) udowodnili$my zatem w zupelnosei.
Przejdzmy teraz do dowodu wzoru (145). Dla
2<0, d=— 1~

mamy zd << — 1, skad
1+2d<0
1 nieréwnosé
(1+dF=1+ad
jest prawdziwa oczywiscie: wystarcay wige, dla dowodu wzoru (145}
zalozyé, ze x jest liczbg rzeczywiar.a; ujemns, zaé d — liczbg rzeczy-
wistg, spelniajacs nieréwnosei

—‘—1<d<—‘0_17. (166)
Polézmy
— =y (167)

— bedzie to wige liczba rzeczywista dodatnia, przytem, wobec (166)
bedzie

Y

1
—1<d< -,
<‘ <y
skad, w mysl wzoru (143):

1
— yd’

(A+dy=;

icm

§ 46. Nierdwnosei dla (14 dy. 131

zatem wobec (167):
L 1
AFay — 1+zd

s, z uwagl, e wobec (166), 1+ d > 0, daje:
(1+dyF=1+ad.

Wizér (145) udowodniliémy zatem w zupelnosei.
Udowodnimy wreszeie wzér (146). Niech wiec 2 oznacra

liezbg rzeczywisty ujemns, za§ d —— liczbg rzeczywists, spelniajses
nieréwnosé
1
a> ot (168)
Polézmy
—x=y (169)

— hedzie to liczba rzeczywista dodatnia, przytem, wobec (168), bedzie
d>—1: w mysl wzoru (144) bedzie wige

(1+ap>14+-4

1+a
ezyli, wohec (169):
1 xd
N, i
(1 +dF 1 1+d (170)
Lecz, wobec (168) i z uwagi ze — x>0, mamy:
x
—xd > — -2?:;-1
oraz
1+d>--Z.>0
- ?
skad
xd
Ti4a- !
oraz -
Ly xd )
=iy > 0
nieréwnosé (170) daje wiee w jednej chwili
1
) i
kS g
o 1+d



pem


132 Rozdzial IV. Potegowanie liczb rzeczy wistych.

Udowodnilismy wige wzér (146).

Twierdzenie 62 zostalo zatem dowiedzione w zupelnodei.

Zauwazymy, %@ nier6wnosé (144), po pomnozeniu przez 1+d>0
oraz zastapieniu @ przez z— 1, daje w jednej ehwili:

1+dr=1+zd, da z=>=>1, d>—1 (17)

Podobniez, nieréwnosé (146), po podzieleniu przez 1-+d >0
oraz zastapienie z przez z-+1, daje

1
(1+d)’$1—;1—-ﬁ,  e<—1, d>. (1719

Jako ciekawe zastosowanie wzoru (171) wyprowadzimy nieréwnosé dla o=,
Nioch 2 oznacza dana liczbe rzeczywista dodatnia <1. W myél wlasnodei

5 potegi, bedzie
1
(5) >

Ik

[t

kiadac
1 % 1-4d
( x) =1+ ‘ (178)
bedziemy wige mieli d > 0. Wobec (173) hedzie
1
LR (174
x

zad. w mysl wzoru (171), z uwagi 76 wobee 0 <& <1, mamy —;1; >1:

L d
+a =1+

skad, wobec (174):

d<Vx—= (175)
Wohee (173) mamy
a* = 1 B
T+
zatem, wobec (175):
1 —2 — i
1 ar<1— '=2V70 wVE m-{—a:.
14 Vo — ap A 4Va — a2
skad, wobee 2 < 1. w jednej chwili:
1—a2= 2V, '
a ze, wobee 0 < <1, oraz w my$l wlasnosci b poteg:
&= < 17

zm

§ 47. Funkcja ¢, . 133

wiec mamy ostatecznie nieréwnodé: ,
0<l—a<2fze, da 021, (176)
Niech teraz 2, oznacza jakikolwiek ciag nieskofezony liczb dodatnieh,
mierzajacy do zera. Wobec lim x, =0 bedze, dla #>p: @ < 1, przeto,
w my$l (176):
0<1 —wn<2la, da 2>y,
skad, z uwagi, ze limx, = 0:
w00

lim oZn = 1. am

n==00

Udowodniliémy wige, e jedeli 2. jest ciagiem nieskoficzonym liczb dodat-
nich, zmierzajacym do zera, to mamy wzér (177). 'W szezegélnosei, dla 2. = % '

wreér (177) daje:
1

. 1V
m|-—-) =1,
oo\ 7

co, jak latwo widzied, réwnowazne jest réwnokei:

Tim Yn=1. (178)

n=00

Zauwazymy jednak, ze jezeli Zu i ya s dwa ciggi nieskohczone liczb
dodatnich, zmierzajgce oba do zera, to niekoniecznie

lim a¥n = 1.

W=0C

1
Np. dla &y =— y..-:————jT mamy oczywidcie Tt = ,%1_, zatem

n’
limai» =0,
n=00
Kladac zaé wn =a", gdde 0< a<ll, Un =—71z,' bedziemy mieli stale

o = a, zatem
lim ol — @,

n=00

pomimo, ze w obu przypadkach lim z, = limyn =0,

§ 47. Udowodnimy obecnie, ze istnieje jedna i tylko jedna
liczba rzeczywista dodatnia a, taka, iz przy wszelkiem rzeczy-
wistem x :

=142 (179
10
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184 ~ Rozdzial IV, Potegowsnie liczh rzeezywistych.

Zalézmy, Ze istnieje liczba dodatnia @, taka iz przy wszel-
kiem rzeczywistem x zachodzi nieréwnosé (179). Mamy wige stad,
w_ saczegélnosei |

1
aTEI—}—%— dla n=1,2,3,...

oraz

1 _ 1
n+l_1+i"’

1
a™=1— dla »=1,23,..

Nieréwnosei te daja w jednej chwili:

R A 1\+H )
(1+ n_) gag(l +%) ,dla n=1,2,3,...  (180)
Powiadam, ze ciagi nieskonczone o
. 14» 1\ =+
u,—(.]-}-»,—z-) oraz 'v,.:(l+;l-) (n=1,2,...) (181)
zmierzaja do tej samej granicy, pierwszy rosnge, drugi malejse.

W samej rzeczy, w mysl (181) mamy:

Ups _m+ 1 1 i
v = [1 — m] (n=12,...); (182)

dalej, przy wszelkiem naturalnem p => 1 mamy tozsamodé

l—w=Q1+z+z2+... +2) 1 —),
skad, dla 0 <z < 1:

o

I —ar<p (1 —=)

b

zatem .
?>l—pl—2), da 0<z<I: (182a)
kladae w tej nieréwnosei p=n-+1, 2 =1 —

jemy w jednej chwili:

I n+1 n
e — >l — 0= n=
[ (nF 1>*J Pl ar T T =12
i przeto, (wobee 182): o

U, )
B>, =12
czyli

o >, dla n=1,2,3,... (183)

icm

1 .
(71'*_—{_——1—)2, otrzymu7

§ 47. Funkcja ez 13D

Ciag u, jest wiec stale rosnacy i przeto, w myél tw. 12, po-
siada granice skonczong lub nieskonczons.
Lecz, wobec (181):

n

“, = [(1 + —711)7’]2, m=12..)

1
zaé, W mysl (143) (dla d= W x::—g—):

i

"
(1 + 7_1) << 2, (n =1, 2, 3, |

zatem
u, <4, (®=123,..) (184)
skad wynika, Ze granica ciagu u, jest skonezons.
Poléimy ‘
limu,=e;’ (185)
bedzie wige, wobec (183):
e>u, (n=123,..) (186)

Wobec (181) mamy:
Uy, _
v,,:u,,—i—n-, (n=1,2,..))

zatem, wobec (185), z uwagi Ze u, sy liczby dodatnie, stale =4
(w mysl (184)):
limv, = limu, =e.
Patwo tez widzieé, ze ciag v, stale maleje; mamy bowiem,
w mysl (181):

b _nl 1

o, 7 [1_’_;1—(71—%_?)]..4_2 (n=1,23,...)

skad, z uwagi, Ze

L a2 _nfloog g,
[ +iae] > e e 0T

" znajdujemy w jednej chwili

T e ezyli 0,45 <2, n=12,..)



pem


136 Rozdzial IV. Potegowanie liezb rzeczywistych.

Wobee lim v, = ¢ mamy wiec:

n=0c

e<w, dla »=1,23,... (187)
Dowiedlismy wige, Ze ciggi u, 1 v, zmierzajg do tej samej
granicy e, prayczem, wobec (181), (186) i (187) mamy:
1y 1y
(1+.M_)<g<(1+;) , dla 2=1,2,3,... (188)

Wobee

41
=

lim (1 + _)1;): lim (1 + ;11

oraz w mysl (180), znajdujemy

a=¢.

Dowiedliémy wige, ze conajwyzej jedna tylko liczba rzeczy-
wista a spelnia przy wszelkiem rzeczywistem z nieréwnosé (179),
mianowicie liezba

) 1\
6= lz::: (1 + Tu‘) . (189)

' Udowodnimy obeenie, ze dla liczby ¢, okreslonej wzorem (186),
istotnie zachodzi nieréwnogé

F=14z ‘ (190)

przy wszelkiem rzeczywistem ..

Niech  oznacza liczbe rzeczywista > 0. Przy naturalnem » > 1
' x
bedzie
nr=1,

zatem, w mysl wzoru (171):
1 nxr
(1+~) =140, da n> 1. (191)
n %
z drugiej strony, wobec (188) oraz w mysl wlasnosei 6 poteg, mamy:
1 nx
(1+ ~<e: (192)

nieréwnosei (191) i (192) daja wiee w jednej chwili:

e>1-+4a, da z>0. (198)

icm

§ 47. Funkeja e~ 137

Niech teraz x oznacza liczbe rzeczywista << 0; przy naturalnem
1. .. ‘
n= — — bedzie
x
—nxr=1,
zatem, wobee (171):

1 —E
(1—-—) 14z, da n>=— 1 (194)
n x
lecz, wobee (188), mamy dla n=2,3,...:

1\ . no\"
(1+ )>e, czyli (nt—1)>6;

n—1
skad
(1._.:;)—"> e, dla n=23,..,

co daje, w mysl wlasnodei 6 poteg (wobec x < 0):

(1 — 712)_< e dla n=23,... (195)
Nieréwnodci (194) i (195) daja wige
e>1+z, da z<0. (196)
Wohee (193) i (196) mamy wiec
e>1-4=z, da x0, (197)

a e dla =0 oczywifcie & =1}z (gdy% obie strony sg Wow-
czas = 1), wigc udowodniliémy nieréwnosé (190) dla wszelkich rze-
czywistych =. ‘

Mozemy wiee wypowiedzie¢ nastgpujace

Twierdzenie 63. Liczba e, okreslona wzorem

e=tim(1+3),
spetnia przy wszelkiem rzeczywistem x == 0 nierdwnost
e> 14z,

ktora jest dla niej charakterystyczng.

Niech z oznacza dang liczbe rzeczywisty, m — dang liczbg

naturalng. Zastepujac we wzorze (190) x przez—z , otrzymamy, po

podniesieniu obu stron do n-tej potegi:
= (1 + j‘;) .

(198)
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138 Rozdzial IV. Potegowanie liezh rzeczywistych.

Niech, dalej, n oznacza liczbg naturalng >—z. Zastepujac

PR ne )
w nieréwnosei (198) z przez i otrzymamy:

o= (-2 = AL

skad
e?s(ﬁf) dla n>—az. (199)
n )’
Nieréwnosdei (198) 1 (199) daja:
e < (1 - %)ﬂﬁ ¢, da 2> —ux; (200)
1 A wt PPN ( al _nz \ |
ecz, w mysl wiasnosel 2 poteg a .r,,_.“ +x) :

e
lim e+ = ¢

nieréwonosei (200) dajs wige w jednej chwili:

lim (1 + —Q) — 201)

n=0o
przy wszelkiem rzeczywistem .

Cwiczenia.
1) Udowodnié, Ze przy wszelkiem wymiernem, lecz niecalkowitem w
liczba 2% jest niewywierna.
2) Dowiesé, ze réwnanie
mt =nm

nie posiada w liczbach naturalnych m i n (m <n) innego rozwiazania précz
26 =42,

Dowéd. Réwnanie m* = n™ jest oczywiscie réwnowazne rownaniu

m_ " 3 k
Vm=Vn. Okazemy, ze, poczynajge od V3, wyrazy us = Vk (k=38 4,5,...)
stale malejg.

Mamy oczywiscie

’i’:‘)”hl): B(1 — 1y
u, k)

Lieez, w myél (171), dla k> 2:

e

1 k1 1
—_—— >1 — = =
(1 k)”"l 2k 2

icm

§ 47. Funkeja e=. 139
skad
k
( 1— l) =1
4
1 przeto
uh_])k(k—I ) k
—*= — ;=
( v =7 dla k=2
zatem

U >, dla E=5,

a Ze oczywilcie V3 > Vé (gdyz ’3*> 43), wxgc mamy tez u, > u,.  Poniewas

wreszcie mamy oczywiscie VZ = V& , zad Vlc >1, dia k> 1, wiec ostatecznie
moZemy napisaé

S 2 4 B [ 7 »
Vespr=VisVs>Ve>Vi>. ... ... >V,

ERY

: 3
skad wnosimy natychmiast, e w ciagu we=}k (¢ =1,2,8,...) tylko dwa
o

4
wyrazy s réwne, mianowicie V2 oraz V&. Wynika stad, Ze réwnanie m®==n"
posiada jedno i tylko jedno rozwiazanie w liczbach naturalnych m i ”!.(m < n),
mianowicie 2*==43, ¢. b. d. o.

3) Udowodnié, Ze jedeli 2. >0 (n=1,2,3,...) qraz lim¢, =, to
n=0C

lim (1+ ”) —e.

n=00

Dowod. Wobec {193) mamy dla ¢ > 0:
1
1
e>14 e
skad, w mysl wiasnodci 6 potey:

> (1 + ‘:')‘. . = '~‘# ¥

Z drume] strony, wohec (196) (dla > 0): ‘ L e
1 1

TSy L= —
1
t+1 1+T

skad

Uriaz
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140 Rozdzial V. Logarytmy.
zatem
e 1\
So< (i)
1+
Mamy wiec:

(4

<(1 +l)‘< e, dla t>0,
1 t
14+

zatem, wobee 4, >0 (n=1,2,8,...):

£ <(1+-:—)"<e, dla n=1,2,8,...

1 a
1+t"

co daje, w granicy dla n= o, wobee lim#, =o0:

‘e
lim (1+tl) =e, ¢ b d o

4 Udowodnié, e jeteli 2, > 1, oraz imt, =, to

n=0C

ROZDZIAYL V.
Logarytmy.

§ 48. Logarytmem liczby dodatniej  przy :asadzie a>1 na
zywamy liczbe rzeczywists y. spelniajacs réwnanie
| = ()
liczbe tg oznaczamy symbolem
lg, a-
~ Twierdzenie 64. Kaida liczba rzeceywistu dodatnia x posiada
przy kaidej danej zasadzie a > 1 oznaceony w zupetnosci logarytm g, @.
Dowéd. Niech x oznacza dang liczbe rzeczywisty dodatnis,
zaé a — dang liezbg > 1. Gdyby liczba @ posiadala przy zasadzie a
dwa rézne logarytmy: y oraz y’ > y, to w mysl definicji logarytmu,
mieliby$my

=gz oraz o =,

icm

§ 48. Dowdd istnienia logarytméw liczb dodatmich. 141

gkad o =a*, gdy tymezasem, wobec y' >y oraz a > 11i w mysl
wlasnoéei b poteg, musialoby byé o' > a. Dowiedliémy wige, Ze
kazda liczba rzeczywista posiada przy kazdej danej zasadzie a > 1
conajwyzej jeden logarytm. Dla dowodu naszego twierdzenia pozo-
staje wige do okazania, ze réwnanie (1) posiada, przy danem do-
datniem 2 oraz danem g¢>>1, conajmniej jedno rozwiszanie wigle-
dem .

Niech n oznacza dowolng dang liczbe naturalng: liczba 2"
bedzie wige pewns liczbg dodatnia. Wobec a.> 1 mamy, w my4l tw. 56:
limaoa™ =0,

istnieja wige liczby calkowite k, dla ktérych (pray danem x):
< g @)
z drugiej strony, dla dostatecznie wielkich k bedzie
a >zt
gdys lim ot =+ oo, Wsréd liezb calkowitych %, spelniajacych
kmoa

nieréwnosé (2), istnieje wiec najwigksza: oznaczmy ja przez k,.
Bedzie wige

| oo <o 3
(gdys liczba &, 1 nieréwnosei (2) juz nie spelnia).
Polézmy
u,,:%, dla n=123,... 4)
Wobec (3) mamy
<

4 poniewaz k,,; oznacza najwigkszg liczbe catkowits, k, spelniajacs
nierdwnosé

o <z
wige musi byé

2k, =< ko,
skad, wobec (4): » ,

Uy == Uy -

Ciag nieskonczony u, jest wige niemalejacy, gatem posiada
granice. Polézm : .
y limu, =y : (5

— bedzie to wige liczha rzeczywista, skoniczona lub nieskonezona.
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