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7 udowodnionego twierdzenia wynika natychmiast, Ze nie istnieje taki
cigg nieskoticzony, ktéryby zawieral kaidg liezbe rzeczywisty. Zbiér wezystkich
liezk rzeczywistych nie daje sie wige ustawié w Zaden cigg nieskofiezony, a wige

nie ‘est przeliczalny i(gdy tymeczasem, w mysl. tw. B, zbiér wezystkich liezb ,

wymiernych jest przeliczalny). Zatem:

Zbidy wszysthich liced rzecaywistych jest micprzeliczalny.

§ 17. Twierdzenie 23. Na to, seby ciqg nieskoriczony u, by
ehiesny, potrzeba i wystarcza by dla kaidej liczby wymiernej do-
datniej € istnialy liczby wymierne a i b takie, i&

0<b—a<e
oraz it przy pewnem naturalnem p:
a<u,<b, dlan>p.

Dowéd. Zaléimy, e ciag w, jest zbieiny (§ 10), ze wige mamy
limu, =z, gdzie z jest liczbg rzeczywisty skoficzong. W myél
tw. 3, dla danej liczby wymiernej ¢ istniejy liczby wymierne a i
takie iz

a<zx<b oraz b—a<g
w mysl tw. 14 wnosimy stad, ze kazda z nieréwnosei
u, > a oraz u,<b ‘

bedzie prawdziwa dla wezystkich dostatecznie dalekich wyrazéw
ciagu u,. Dowiedliémy wigc, ze warunek nasz jest konieczny.

Zaldimy teraz, ze warunek nasz jest spelniony.

Gdyby ciag u, nie posiadal granicy, to w myél tw. 11 (oraz
definicji granicy) byloby

bim o, < fim u,
I, w mysl tw. 2, istnialyby liczby wymierne w i w' takie iz
timu, <w <w <limu,. (56)

n=00

Polézmy
w—w=—¢ (67)
— bedzie to liczba wymierna dodatnia; w mysl naszych zalozen
istnieja wige liczby wymierne a i b, takie, iz
0<b—a<e, (58)
oraz iz

a<u,<b dla n>p. (59)

zm

§ 18. Suma liezb rzeczywistych 37

Wobec (59) oraz w mysl tw. 10 znajdujemy:

a<<limu, oraz limu, =5,

A==00

n=00

zatem, wobec (56): .

a<w<w <b,
co daje, w jednej chwili:
b—a>w —w,
zatem w mysl (57):
b—a>e,

whrew (58).

Dowiedliémy wiec, 3e ciag u, posiada granice lim u,. W mysl
naszego warunku istniejs w kazdym razie liczby wymierne a i b
takie, iz dla wazystkich dostatecanie dalekich wyrazéw cisgu u, za-
chodzi nierdwnosé

a<u,<b
co daje, w mysl tw. 10:
a <limu, <b,

=00

co dowodzi, Ze granica lim u, jest liczbs skohczons, ezyli ze ciag u,

n==00

jest zbiezny. Warunki nasze sa wige wystarczajace dla zbieznoSei

ciggu u,.
Twierdzenie nasze udowodniliSmy zatem w zupelnosel.

ROZDZIAL III.

Dzialania arytmetyczne na liczbach rzeczywistych.

§ 18. Niech z i y beda dwie dane liczby rzeczywiste, u, 1 v, —
dwa ciggi nieskonczone liczb wymiernych takie, iz

limu,=wx, limv,—y 1

(ciagi takie istniejs zawsze, w mysl tw. 19). Powiadam, ze ciag
nieskofiezony

w,=u,+v, m=12,3...) @)
jest zbiezny.

=
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W samej rzeczy, niech 7 oznacza jakakolwiek liczbe wy-
mierng dodatnis. Wobec (1) i w my#l tw. 23 (dla &==9/2) istniejs
liezby wymierne a,, by, @, by, takie iz

0<by —ay <

2, 0<ly—a <

3)

o3

oraz liczby naturalne p, i p,, takie iz
ay <u,<b dla n>p,, oraz a, < v, < by dla n > p,. 4)
Kladae

o=a; + a3, b="0 + b, )
otrzymamy dwie liczby wymierne, takie iz [w mysl (8)]:
0<b —u<m,

przyczem, wobec (2), (4) i (B), oznaczajac przez p liczbe naturalng
wigksza od p; 1 p,, bedziemy mieli:
a<w,<b,dan>p

W myél tw. 23 cigg w, jest wige zbiezny, . b. d. o
Polézmy:
lin;w,, =z 6)
— bedzie to wige liczba rzeczywista skoficzona. Powiadam dalej, e
Jjakiekolwiek obralibyémy eciagi nieskofczone liczb wymiernych u;
iv,, takie iz

limu,=ua, limv, =y, (M)
zawsze bedzie )
lim (u, +v,) = 2. ®8)

W samej rzeezy, niech u, i », beds dwa jakiekolwiek dane
ciagi liczb wymiernych, dla ktérych zachodza wzory (7). Jak do-
wiedlidmy, ciag

w,=u,~+v, =123 9)
bedzie zbiezny; polézmy
' limw, = . (10)

Zaléimy ze 2’ =2, np. Ze
2 <z
W mysl tw. 2 istnieja wiee liczby wymierne w i w', takie iz
r<w<w <4 (11)

§ 18. Suma liczb rzeczywistych 39
Polézmy
' w —w
£= (12)

— bedzie to liezba wymierna dodatnia.
Wobee (11), (6) i (10) oraz w my$l tw. 7 musi byé
w, <<w dla n>p, oraz w' <w, dla 2> u,.
skad; dla p wigkszego od u; i u,:
Cow,—w,>w —w, dlan>yu,
czyli wobee (12):
w, —w, >2¢, dla n>p (13)
Z drugiej strony, wobee (1)1 (7) oraz w mysl tw. 23, istniejy
liczby wymierne a,, b,, a, i b, takie iz
0<b —a <e, 0<by—ay<cg (14)
oraz liczba naturalna p taka, iz

ay <y by, ay<up by, 4y <v, by, ay<wv, < by, (1)
dla 7z > p. ‘

Waobee (15), (2) i (9), znajdujemy:
a, +a, <w,, oraz w, <h -b,, dla n>p,
skad, w jednej chwili:
w, — w, < b, + by — (6, + @), dla n> p,
zatem, w mysl (14):
w, —w, <2¢, dla n>p,

co, wobee (13), jest niemozliwe.

Dowiedliémy wige, ze nie moze byé z< 2. Zupelnie taksamo
wynika, Ze nie moze byé 2’ <z Jest wige =2, czyli, w mysl
(9) 1 (10), zachodzi wzér (8), c. b. d. o.

Jezeli wiee 2 i y s dwie dane liczby rzeczywiste, to jakie-
kolwiek obralibysmy ciagi liezb wymiernyeh u, i »,, ktéryeh gra-
nicami sy odpowiednio liczby z i y, cigg sum w,= u, v, bedzie
zawsze zmierzal do jednej i tej samej granicy. Granice tg, jako
zalezna jedynie od x i y, oznaczmy przez f(x, y). Symbol f(z, ¥)
ma wiee okreslong wartos¢é dla kazdych danych liczb rzeczywi-
stych z 1 .

Powiadam, ze jezeli liczhy z i 4 s3 wymierne, to

Sz, y) =24y (16)
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W samej rzeczy. przyjmujac
wo==x,v,=y da 2=123... (17
bedziemy, w mysl tw. 17, mieli wzory (1), ktére, wobec definicji
liezhy f(x, ¥), pociagajy za sobg wzdr:
Sz y)=lim (.40 (18)

Z drugiej strony, w mysl (17), mamy:
v, =wty dan=123. ..,
skad, w myél tw. 17:
‘ lim (4, +v) = +y. (19)

Wzory (18) i (19) dajg wzér (16), ¢. b. d. o.

Waér (16) jest wige prawdziwy dla wszelkich liczb wymiernych
1 y. Nie okresliliSmy jeszeze, eo mamy rozumieé przez sume z - ¢,
jezeli jedna z lidzb =, , lub obie sa niewymierne. Otéz uméwimy
sig rozumie¢ w tym razie przez x|y liczbe f(x, y). W ten sposéh
suma x -+ y bedzie miala ozhaczong wartodé dla wszelkich liezb
rzeczywistyeh (skorezonyeh) z i y.

§ 19. WlasnoSci sumy.

I. PrzemiennoS§¢. Suma liczb razeceywistych x i y nie zalesy
od porzadku skiadnikéw, t. j. A
, tt+y=y-+w
W samej rzeczy, jezeli zachodzg wzory (1), to, w my$l przyjetej
definicji sumy liczb rzecaywistych, zachodzi wzér (19), jakotes wzér:

lim (2,4~ w) =y + 2, (20)

a e lewe strony wzoréw (19) i (20) przedstawiajs granice tego
samego ciggu (gdyz, wobec przemiennoéei sumy liczb wymiernyeh,
mamy stale «, 4-v, = ¥, u,), wige prawe strony muszg byé rowne,
skad wynika, e « -y =y -+, c. b. d. o

I Lacznos¢. Jezeli z, §, 2 sq tray dane liczby raeczywiste, to

g4y +2)=(x+y)+ 2 (21)

Dowéd. Niech ,, y., 2, beda ciagi nieskohczone liczh wy-

miernych, takie iz

limz, =, limy, =y, limz, =2 (22)

n=00 n=00 MO0

§ 19. Wiasnoici sumy. 41

(ciqgi' tekie, jak wiemy, istniejs). Bedziemy wige mieli
yF2=lim(g.+-2), 2+ y=lim (2,4 3.);

stad, kladae
Yotz =thy T4y =0 (01=1,2,3,..), (23)

ytez=u z4y=m (24)
bedziemy mieli dwa ciagi o wyrazach wymiernych u, i v,, takie iz,

oraz

u=limu,, v=1limo,,

Awe00 nm=00

zatem, wobec (22):
st u=1Ilim(z,+w), v+2=lm(,t2) - (25)
Lecz, w mysl (23) 1 wobec lacznodci sumy liezb wymiernych,

mamy
z, 4w, =042z, n=1,23..)
skad, wobec (25):
etu=rv+2
co, w mysl (24), daje wzér (21), ktéry cheieliémy ndowodnié.
Il Dla kaidej liczby rzeczywistej = mamy:
24 0=ua (26)

Dowéd. Niech « bznacza dang liczbg rzeczywists. Istnieje, jak
wiemy, ciag liezb wymiernych u, taki iz

limu, — x. (27)
Polézmy .
v,=0, dla n =1 2,8,...; (28)
w mysl tw. 17 bedzie . ;
lim v, = 0. (29)

Wzory (27) i (29) daja, wobec definicji sumy:
z -+ 0 =lim (u; 4 v,). 30)
Lecz, wobec (28), mamy '
t, 40, =u, dan=123,...
i przeto, wobec (27):
lim (u,+ v,) = =. (81)
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Wezory (30) i (31) daja wlasnie wzér (26), c. b. d. o.
Wobee przemiennofei sumy mamy wige tez

0+e=2
przy wszelkiem rzeczywistem 2.
Pojgeie sumy liezb rzeczywistych mozemy z latwofcia nogélnié

na dowolng (skoficzons) liezbe skladnikéw.
Niech @, @,,. ..., beda n danych liczb rzeczywistych, Po-

162my:
8 = &y %5
=5+
8u == Sum1
Wzory te wyznaczaja nam kolejuo liczby s;, 5y, ... s,. Liczbe

3,. otrzymang w ten sposéh, nazywamy sumg liczb rzeczywistych
Zy, Ty,... o, | 0ZNACZAMY PIZEZ

A R a i e
Opierajac sig na prawach przemiennodei i lacznodci sumy dwéch
skladnikéw, wyprowadzamy drogs indukeji wlasnoéé przemiennodei
oraz lscznodei sumy dowolnej (skofezonej) liezby skladnikéw.
§ 20. Dodawanie nier6wnosSci.

Twierdzenie 24. Jedeli x, y, o', y' sa liceby rzeczywiste, takie i&

<y (32)
oraz .
z <y (33,
to :
zt+a<y+y. (34)

Dow6d. Z zalozen (32) i (33) wynika, w mysl tw. 2, Ze
istniejg liczby wymierne u, v, «, ¢, takie iz
e<u<o<y, (39)
oraz
' <u<v<ly (36)
W mysl tw. 19 istniejs ciagi nieskoficzone liczb wymiernyeh
By Yy Zay Yo, takie iz

limez, =z, lim x, =, limy,=y., lim ky:, =y ’ (3’7)

ne=00 n=00 . n=0a

§ 20. Dodawanio nieréwnosei. 43

Wobec (35), (36) i (87) oraz w mysl tw. 14, mamy dla n> u:
Z, <u, xz, <u,v<y, <y,
skad (wobec prawidla dodawania nieréwnosei dla liczb wymiernyech):
2, <utw, v+ <y,+y, dan>apu (38)
Lecz, jak dowiedlismy w § 18, zbieznodé ciagdw o wyrazach

wymiernyeh z,, ., ¥., ., pociaga za sobg zhieznodé ciagéw z, 4 =,
oraz y,-}-y,: stad, wobec (38) i w myél tw. 10, mamy:

lim (z, -+ x) <u-}u oraz v v < lim (y, + Ya): 61)]
Wobec ("g% i w mys$l definicji sumy mamy: o
z =o' = lim (v, ), y +y' = lim (. +-ya);
nieréwnoéei (39) dajs wiee: .

2 <u-4 o oraz v v <y-+y.
co, z uwagi ze wobec (3D) i (36), orsz prawidla dodawania nie-
réwnosei dla liezb wymiernych, jest

w—tw <v-tv,

daje w jednej chwili, w mysl tw. 1:

rta <y4y,

czyli nieréwnosé (34), c. b. d. o.

Twierdzenie 24°. Jedeli x, y. 2z sa liczby rzeczywiste, takie iz

x <y, (40)
to
x+2z2<y+ta (41)
Dow6d. Wobec (40) istniejg liczby wymierne u i » takie iz
w<u<v<y. 42)
W mysl tw. 3 istniejg liczby wymierne « i b, takie iz
a<z<} (43)
oraz
b—a<v—u : (44)

(gdys v — u jest, wobee (42), liczby wymierns dodatnia). Wobee (42)
1 (48) oraz w mysl tw. 24 mamy:

z4z<u-tb oram vt+a<y-a 45)
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Lecz, wobec (44):
u-4b<v-+ta;

nieréwnosei (46) daja wige w jednej chwili nieréwnosé (44), c.b. d. o.

Udowodnilidmy wigc nasze twierdzenie.
Z twierdzern 24 i 24* wynika natychmiast
- Twierdzenie 24°. Jeseki v, y, %',y sq liczby reeczywiste, takie ig
z <y,
oraz
7 =y
to
x+x <y-+y.

Z twierdzenia tego wynika dalej natychmiast

Twierdzenie 24°. Jeseli dla liceb reeczywistych x, y, «', y'
zachodza nierdwnosci .
<y
oraz
=y,
to
r+r<y+y.
§ 21. Odejmowanie.
Niech @ i b beda dwie dane liczby rzeczywiste. Powiadam, e
istnieje jedna i tylko jedna liczba rzeczywista x, spelniajaca réwnanie

z4+b=a (46)
Zaléimy, Ze istnieja dwie rozne liczby rzeczywiste o’ i x”,
spelniajace powyzsze réwnanie. Mamy wige
' +-b=ua, oraz 2"} b=aq,
skad
x4 b=uz" b 47
. .Skoro liczby 2’ 1 2"/ s3 rézne, wige jedna z nich, np. z' jest
moiejszg, a druga wieksza. Jezeli jednak
‘ZII < wll’
to, w mysl tw. 24* mamy:

a b <a' b,
whrew (47). +

2
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§ 21. Odejmowanie. 45

Dowiedlismy wige, ze conajwyiej jedna liczba rzeczywista z
speluia réwnanie (46). Aby udowodnié, ze istnieje liczba rzeczy-
wista z, speloiajgea nasze réwnanie, oznaczmy przez a, ib, dwa
ciagi liczb wymiernyeh, takie iz

lim a, = a oraz limb,=1b (48)
(cisgi takie istniejs, w myél tw. 19) i polézmy
z,=a,—b,. (49)

Powiadam, 7e ciag . jest zbieiny. W samej rzeczy, niech
oznacza jakskolwiek liczbe wymierng dodatnis. Wobec zbieznodei
ciagéw a, i b, oraz w mysl tw. 23, istniejs liczby wymierne o', ¥/,
a”’ i b, takie iz

O<b’—a’<~g,0<b"—a"<-g (50)
oraz iz dla % > p zachodzi kazda z nieréwnoéei:
a <a, <V, oraz a” <b, <b". (51)
Kladse :
a0 — al _ b”, b. p— bl - G", (52)
otrzymamy dwie liczby wymierne, takie, iz w myél (50):
0<by—ay, <1,

przyczem, wobec (49), (51) i (52), dla n> p bedsie zachodzila nie-
réwnosé '

ay < 2, < be.
W myél tw. 23 ciag x, jest wige zbiesny, c. b. d. o.
Poléimy:
limz,=x (63)

n=00

— bedzie to wiec liczba rzeczywista skofczona.
Wobec (49) mamy »
a, =, 4 b,
zatem, z uwagi e ,, b. i a, sa ciagi liczb wymiernych, dla kto-
rych zachodzgq wzory (53) i (48), oraz wobec definicji sumy liezb
rzeczywistych, znajdujemy:
x4 b=1lim (z,}b,) =lma,=a,

namoc

skad wynika wzér (46).
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Dow;edhsmy wige, ze dla kazdyeh dwéch danych liezb rze.

czywistych a i b istnieje jedna i tylko jedna liczba rzeczywista @,
spelniajgea réwnanie (46). (Wobec przemiepnodei sumy, ta sama.

liczba & jest tez jedynem rozwigzaniem réwnania b -- 2 = a). Liczhg
tg nazywamy réznicg licab a i b 1 oznaczamy przez @ — b.

Liczbg 0 — & oznaczamy poprostu przez — 2.

Dla kazdej liczby rzeczywistej (skonezonej) @ liezba — 2 jest
wiee oznaczong liczbs rzeczywists (skonezong).

§ 22. Z definicji rézniecy a — b wynika bezpodrednio, ze
zawsze

(a — b Fb=ua
oraz '
b-(u—b)=ua.
St;@d, w szczego’lnos’ci, dla =0, przy wszelkiem rzeazywistem b:
(—8&)~-b=0, oraz b 4 (— b) == 0. (Bb)

Wobee (55) oraz w mysl wiasnosei II i III sumy, mamy
przy wazelkich rzeczywistych a i b
fa+(— Bl +b =0t~ =at-0=0
co dowodzi, ze liczha B
x==a 4 (— )
jest rozwigzaniem réwnania x +b=u a poniewaz jedynem roz-
wigzaniem tego réwnana jest, jak wiemy (§ 21) liczba a -— b, wige
musi byé:
a—b=a-(~h)
Udowodniliémy wige - 3
Twierdzenie 25. Pray wszellich rzeczywistyeh o i b mamy :
a—bh=a-(—1b)
Jako latwe wnioskisu otrzymanego twierdzenia udowodnimy
kilka twierdzen:
’l‘wierdzenie 26. Pray wseelkich rzecaywistych x i y mamy:
=X y)=—a —y. ‘ (56,
‘Dowéd. VV mysl tw. 25 mamy:
—E— Y= (f‘ )Y = = (— 1) + (— ),
a e, wobee wlasabsei T i' I sumy, oras w mysl (55):

[(— @)+ (= p) 4 (v 9 = [(— 2) 2] 4 (~ y) + y] = 0,

icm

§ 22. Sprowadzenie odejmowania do dodawania. 47

wige mamy:
(—z—y+t@ty=0
co dowodzi, ze
(—z—y)=0—(zty)=—@ty)

zatem
—x—y=—(z+y)

eo dowodzi prawdziwosei wzorn (56).

Twierdzenie 27. Mamy przy wszelkiem rzeczywistem x:

—(—x)=u=.
Dowé6d. Mamy, w mysl (55):
z-+(— 2)=0,

skad
z=0—(—2)=—(—2), ¢ b d o
Twierdzenie 28. Mamy przy wszelkiem rzeczywistem :
x—ax=0
Dowéd. W myél tw. 25 (dla a =25 = z), mamy:
xz—ax=2z+ (— ),
skad, w myél (55) znajdujemy w jednej chwili: # =z = 0, c.b.d. o
Twierdzenie 29. Przy wszelkich rzeczywistych @, b, ¢ mamy:
et p—e)=(a+b - g
a—@®—c=(@—0b) e
a—@b+e=@—>b)—c
Dowéd. Mamy, w mysl tw. 25, 26 i 27, oraz wobec lsez-
nodei sumy:
at@®—c=a+[b+(—c))=(@+b)+( (—c)=(a+b) —¢
a—(p—g=a—[b+(—gl=a+{—D+(—a}=
=at+{—b—(—cy=at{-b+c}=
=a+(—&)+e=(@—0b+¢
a—@+c)y=at+[—(+c] —a+[(-——b)+(—c)]
=[at(—b)]+(—c)=(a— b)-i—(——c)*" la —b) —ec
e b d. o
Twierdzenie 30. Jeseli x>y, to x —y >0 i naodwrdt.
Dowéd. Zaléimy, ze mamy x> y: stad w my$l tw. 24* mamy
z+(—y)>y+ (=)
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co, wobec tw. 25 i wzoru (5B), daje
z—y >0
Zalézmy teraz, ze mamy 2 —y > 0; stad, w mysl tw. 242
mamy *
@—y+y>y,
co, z uwagi, ze wobec tw. 25 i wzoru (5b)
@—yty=z+(—y+ty=az
daje:
x>y,
UdowodniliSmy wige obie czgéci naszego twierdzenia.
Twierdzenie 31. Jeseli dla liceb reeceywiych x i y zachodzi
nterduwnosé
x <y, 67)
to
_ —r>—y (08)
Dowéd. W mysl tw. 24* [dla 2= (— x)+(—y)],
mamy, wobec (57):
2t (=2)+(-y)<y+(—2)+(—y),
gkad, wobec wzoru (55) (i przemiennosei sumy):

(=9 <(—a),
co daje wzor (58).

Twierdzenie 32. Jeteli dla ciggu liczb rzeczywistych u, za-
chodzi wzér

limu, = z, (69)

=00

gdzic x jest liczba rzeczywisty skoticzong lub nieskoriceona, to mamy
led wzdr: 4

lim (— u,) = — 2. ’ (60)

Dowéd. Zaléimy naprzéd, ze z jest liczbg skoniczong. Niech
a i b beds jakiekolwiek liezby rzeczywiste, takie iz
a< —a<bh (61)
Wobec (61) i w myél tw. 31 i 27, bedzie
—a>xz>—b
i przeto, w myél tw, 14 bedzie
—b<u,< —gq, dla n>pu,

§ 28. Liczby dodatnie i ujemne. 49

co daje, w mysl tw. 31 i 27:
b>—wu,>a dlan>p

i dowodzi, w mysl tw. 14, Ze liczba — = jest granics clagu — u,,
czyli, ze zachodzi wzér (60), c. b. d. o.
Zalézmy teraz, ze liczba x jest nieskoificzong, np. = - oo.
W mysl tw. 14 mamy wige przy wszelkiem danem rzeczy-
wistem a (wobee — a < -4 oco):

u,>—a, da n>pu,
co, w mysl tw. 31, daje
—u,<a, dla n>u
i dowodzi (w mysl tw. 14), ze f::t (—u,)=— o.

Podobniez udowodnilibyémy nasze twierdzenie w przypadku

X == — OQ,

§ 23. Liczby dodatnie i ujemne. Warto§& bezwzgledna
i jej wlasnoSci.

Liczbe rzeczywists > 0 nazywamy dodainia, zas liczbe rzeczy-
wisty < 0 — ujemna. Powiadam, ze jedeli z == 0, to 2 liczb x oraz — =
jedna jest zawsze dodaeiniq, a druga ujemng.

W samej rzeczy, poniewaz, jak wiemy, kazde dwie réine
liczby rzeczywiste dadzs sie polaczyé jednym i tylko jednym ze
znakéw >i<, wige skoro jest 3=0, to mamy albo x>0, albo
tez = <0. Jezeli jest

z >0,
to, w mysl tw. 31 bedzie
—x <0,
jezeli zas jest
<0
to, w mysl tw. 31 bedzie
— x>0,

co dowodzi prawdziwosei naszego twierdzenia. ,
Te z liczb x oraz — =, ktéra jest dodatnia, nazywamy wartoscia
bezwzgledng, albo modudem liczby rzeczywistej x i oznaczamy przez

[ 2|

Jako wartodé bezwzgledns liezby 0 przyjmujemy O.
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50 Rozdziat IIL Dziatania arytm. na lezbach rzeczywistych. Im

7 definicji tej wynika natychmiast, ze wartosé bezwzgledn:
liczhy rzeczywistej « jest okreslong w zupetnodei jako liezba rze
czywista | |, spelniajaea warunki:

|z | =2 dla z=0.
oraz _
|| =—2z da x<0.

Wobec tw. 21 wynika stad natychmiast, e przy wszelkiem

rzeczywistem x:
| —2|={=l

Twierdzenie 33. Nierdwnodé

je | <e (62)
jest (dla rzeczywistych = i &) rdwnowaine warunkowi:
—e<z=<e (63)

Dowéd. Zaldzmy, ze dla liczb rueczywistyeh 2 i £ zachodz
warunek (62). Ponicwaz mamy zawsze | z | = 0, wiee nierdwnosé (62)
dowodzi, e &= 0. Jezeli =0, to mamy | 2 | = x, zatem nieréw-
no$é (62) daje z<<g, a ze e==0, skad w mysl tw. 31, —e =<0,
wige — e =<<x: warunki (63) ss wiec spelnione, Jezeli za§ x <0,
to | # | =— 2 1 nieréwnosé (62) daje - x << & skad w mysl tw. 31,
z=— g z drugiej zas strony, wobec <0 oraz &£=0, mamy
xz <& warunki (63) sg wige znowu spelnione. Dowiedlidmy wige,
ze nieréwnosé (62) pociaga za soby zawsze warunki (63).

Zakéimy teraz, ze spelnione sg warunki (63). Jezeli # =0, to
mamy | # | =z i prawa czgéé nierdwnodel (63) daje | # |.<< ¢, ezyli
nieréwnofé (62). Jezeli zag # < 0, to mamy | # | = — , a ze lewa
czesé nieréwnodei (63) daje — & <<z, skad, w my$l tw. 31, e = —u
wige mamy £== | z|, co znowu daje nieréwnoé¢ (62). Warunki (63)
pociagaja wige za sobg zawsze nieréwnodé (62).

Dowiedlismy wige, ze warunki (62) i (63) sy réwnowazne,
¢. b d. o

Jako natychmiastowy wniosek z dowiedzionego twierdzenia.
otrzymujemy -

Twierdzenie 33% Nierdwnosé
x| <e
Jjest rdwnowatna nierdunosci
—e<z<ea

§ 23. Wartoé¢ bezwzgledna 1 jej wlasnodci. b1

W samej rzeczy, wystarczy oprzeé sie na tw. 33 i zauwazyé,
ze jezeli | x | =& to mamy xz=¢ lub &= — ¢ 1 naodwrdt.

Udowodnimy teraz t. zw. twierdzenia o module sumy io mo-
dule réznicy:

Twierdzenie 34. Dla wszelkich rzeceywistych x i y zachodzi
nierdwnosé _

ety =ix|+]y} (64)
D6éwéd. Mamy, w mysl tw. 33 (dla e= | x |);
i podobniez
—lyl=y=ly)
skad, w mysl tw. 24
(—la)ti—lyhp=xrty=lz|+]yl
ezyli, w mysl tw. 25 1 26:
—(z|+Hly)=cty=lxl+iy]
co, w mysl tw. 34 (dla e=|x |+ |y!|) daje nierdwnosé (64),
c. b d. o ’

Udowodnione twierdzenie wyrazamy, méwise ze moduf sumy
nie przenosi sumy modudduw.

Twierdzenie to daje sig, jak latwo widzieé, drogs latwej in-
dukeji uogdlnié na dowolng liczbe skladnikéw. Mamy wige dla
wszelkich n liczb rzeczywistyeh x, , 2, , . .. x, nieréwnosé:

oyt | Sy [Tl o 2

Twierdzenie 35. Dlu iwseelkich rzeczywistych x i y zachodzi
nierduwnosé:
le—yl=lal—1yl )
Dow6d. Zalézmy, ze dla pewnych rzeczywistych z i y nie-
réwnosé (65) nie jest prawdziwa, ze wige
lz—y| <lzf—1ly4};
mielibyémy stsd. dodajac po obu stronach | y|, w mysl tw. 24*
lz—y |+ lyl <|z]
co mozemy napisaé w postaei:
w—y)Fyt>ie—yitlyh

whrew twierdzeniu 34. Udowodniliémy wiee nasze twierdzenie.
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b2 Rozdziat ITI. Dziatania arytm. na liczbach rzeczywistych.

Tw. 85 wyrazamy méwiac, se modué rdénicy jest niemni
od rdésnicy moduddw. :

- '8 24, Twierdzenie 36. Nu to, ¢eby gramicg ciagu niesko
nego liceb reeceywistych u, byla liczba rzeceywista (skoficeona) x
treeba i wystarcza by dla katdej liczby dodatniej e istniada licz
(zaletna od &), taka i

| y— ] <& dla n>p.
Dowéd. Zaléimy, ze lim u, = x, gdzie x jest liczbg rzeczy
~ skoficzong i niech & oznuczrnaowoln@ dang liczbe dodatnig. W :
tw. 24* oraz wobec & > 0, znajdujemy w jednej chwili:
z—e<z<z+te

W myél tw. 14 mamy stad, wobec lim u, = x:

z—e<u <ztes da z>p,
skad
— <y, —ax<eg da a>pu,
czyli w mysl tw. 33%:
|y, — x| <g dla n> pu.
Dowiedliémy wige, e warunek nasz jest konieczny.

Zalézmy teraz, Zze warunek naszego twierdzenia jest spelm
i niech a i b beds dowolne dane liezby rzeczywiste, takie iz

a<z<h {
Polézmy
: e=b—zx {
— w mysl (66) oraz wobec tw. 30, liczba ¢ bedzie dodatnig. Za
w mysl naszego warunku, istnieje liczba u, taka iz
[u,—2x| <eg dla n>y,,
skad, wobec (67) i w mysl tw. 33%:
Uy —x<b—z da n>u,,
£o daje w jednej chwili:
u, <b, dla n>pu,. f
Podobniez, kladsc

E=x—a,

icm

§ 24. Warunek dla granicy ciagu. 53

wnosimy, wobec (66) i tw. 30, ze ¢>0 i przeto, w mysl naszego
warunku istnieje liczba u,, taka iz

|tpy— 2| <z—0a, dla 2> u,,
skad, w mysl tw. 33*

u,—z>— (¥ —a), dla n>p,,

co daje w jednej chwili:
u, > a, dla n>pu,. (69)

Dla wszelkich liczb rzeczywistych a i b, spelniajaeych nie-
réwnodé (66), istniejs wiec liezby u, i py, przy ktérych zachodza
nieréwnosei (68) i (69), skad, w mysl tw. 14, wnosimy ze lim u, = z.

Dowiedliémy wige, ze warunek nasz jest wystarczajacy. ﬂm
Udowodniliémy wige tw. 36 w zupelnosei.
Jako natychmiastowy wniosek z tw. 19 oraz 36 otrzymujemy:

Twierdzenie 37. Dla kasdej liceby rzeczywistej (skoticzonef) z
i kaédej liczby dodatniej & istmigje liczba wymierna w, tako i

jz—w|<e

Wynik ten wyrazamy tez, méwise, ze dla kaddej liczby reze-
czywistej istmigje liczba wymierna, przedstuwiajaca jg z dowolng do-
ktadnodcia.

Nie nalezy stad jednak wysnuwaé wniosku, ze dla kazdej
danej liczby rzeczywistej istotnie pofrafimy wyznaczyé. liczbe wy-
mierns, przedstawiajascs ja z dowolna dang dokladnosels (mawet,
jezeli przez slowo ,potrafié® bedziemy rozumieli jedynie moznosé
teoretyczng, t. J. moznosé wykonania rachunku w skosiczonym czasie,
pomijajac zupelnie trudnosei praktyczne odnosnego rachunku, oraz
diugosé potrzebnego do jego wykonania czasu, moga,cegq nawet
przenosi¢ dlugosé zycia ludzkiego).

Jezeli dla danej liczby rzeczywistej o potraﬁmy przy wazel- -
kiem naturalnem 7 znalesé liczbe wymierns, réiniges sig (bez-

. S 1 .
wzglednie) od a mniej niz o P to liczbe @ pazywamy wedlug
Borela obliczalng (nombre calculable)?).
1) Pojecie obliczalnodei jest wige oczywiscie wzgledne: liczba, ktéra przy

dzisiejszym stanie nauki nie jest obliczalna, moze sie, z biegiem postepéw nauki,
staé obliczalna.
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h4 Rozdzial II1. Dziatania arytm. na liczbach rzeczywistych,

Nie kazda dana liczba rzeczywista jest obliczalng: liczba moze nie by
obliczalng, nawet jezeli zgdry wiadomo, Ze jest ona calkowita. Aby daé przykia
takiej wiasnie liczby, oznaczmy przes & lezbe naturalng, spelniajgcy nastep
jace dwa. warunki: 1° Kazda liczba naturalna jest sumg % lub muiej czwartye
poteg liczb naturalnych. 20 Nie kazda liczba naturalna jest sumg k—1 Iy
mniej czwartych poteg liczb naturalnyeh. W Teorji liczb dowodzi sig?), 2
liczba maturalna %, spelniajgca powyisze warunki, istnieje (oczywiscie jedyns
i 2o spelnia nieréwnoéei: 19 <<k << 87. Nie wiadomo jednak dotgd, ezy mam
k=19, czy tez k>19, ani tez nie znamy sadnej metody, ktérahy mogle
choéby po najdiuiszych rachunkach, doprowadzi¢ do rozsbrzygniecia, ktér
z tych dwoeh przypadkow zaehodzi. Liczha & nie jest wige obliczalng w ana
czeniu Borela (gdyz juz nawet dla #==1 nie potrafimy obliezy¢ % z dokla
dnoseig do 1/n.

Warto tez zauwazyd, Ze jezeli mamy dwie liczby obliczalne: @ i b, t,
nie zawsze potrafimy rozstrzygnaé, czy sa one réwne, cay tes nie. Okreflim)
np. liezbe @ jako ulamek dziesietny, ktdrego catkowity czefeia jest zero, za
n-ty cyfra liczha O lub liezba 1, zaleznie od tego czy liezba naturalna 2 roz
kiada si¢, czy teZ nie, na sume 19-tu czwartyeh poteg liezb catkowitych (> 0)
Moznaby z latwobciy dowiesé, Ze okreslona tak liczha a jest w znaczeniu Borels
obliczalng; nie potrafimy jednak rozstrzygngé, czy mamy a =0, czy tez a >0
{gdyZ réwnosé @ ==0 jest oczywiscie réwnowazng réwnodei & = 19),

§ 25. Twierdzenie 38. Jeteli ciqgi liceb raecaywistych x, iy,
sa zbieine, to mamy réwnosé:
lim (x, +y,) = lim , + lim y,. (70)
Twie‘rdzenie to wyrazamy krécej, méwige! Ghranicq sumy jest suma
granic. ‘
Dowéd. Zalozmy, ze ciagi x, 1 y, sa zbieine, ze wige
tim 25, =, lim . =y, )
gdzie z i y sa liczby rzecaywiste skonczone.
o Nle.ch & oznacza dowolna dang liczbe dodatnis. W mysl tw. 2,
istnieje liczba wymierna w taka iz 0 < w< e W my$l tw. 36 (dla
€ =w/(2) bedziemy mieli:
. 1
jx,,-——m|<§, dla n>u, (72)
oraz
wo
|yn~y]<-2. dla n > p,. (78)

') Zob. np. moja Teorje liczb, Warszawa 1914, sir. 70,

icm

§ 25. Graniea sumy i résnicy. 55

Ozpaczmy przez u liczbe wigkszg od pu, 1 ;. Dla n > u praw-
dziwe beds obie nierdéwnosei (72) 1 (73), skad, w mysl tw. 341 24:

@ty —@t+y | Slo—a|+|p—yl<j+i=w<e
co dowodzi, w mysl tw. 36, ze
lim (z, + y,) =z +y.

skad, wobec (71), otrzymujemy wzér (70), ¢. b. d. o.

Dowiedzione twierdzenie daje si¢ natychmiast uogdlnié na do-
wolng, skonezong liczbe ciagéw.

Niech teraz u, i v, beds dwa dane ciggl zbiezne liczb rzeczy-
wistych. W mysl tw. 82, wobec zbieznodei cizggu »,, ciag — v,
réwniez bedzie zhieinym, przytem bedzie

lim(—wv,) =—limv,. (74)
Przyjmijmy teraz w tw. 38 z,=u,, y,= — v,t w mysl (70)

bedzie wige
lim (1, — v,) = lim u, + lim (— v,),

n=00 TmOQ

skad, wobec (74):
lim (4, — »,) = lim u, — lim v,.

=00 1O =00
Udowodnilismy wiee
Twierdzenie 38% Jeseli ciqgi liceb rzecaywistych wu, i v, sq
2biegne, to mamy rownosé:
lim (u, — v,) = lim u, — lim v,.

Twierdzenie to wyrazamy krécej, méwige: granica rdnicy jest
réémica granic.

§ 26. Twierdzenie 39. Nu to #eby ciqg nieskohczony liczb
rzeceywistych =, byl zbiedny, potraeba i wystarcea by dla kaddej
liczby dodainiej & isiniada liczha p taka, aby dla n>u oraz n' > u
bydo 2awsze:

| 2, —x, | <e

Dowéd. Zalézmy, ze ciag x, jest zbiezny: niech z oznacza
jego granice, i niech & bedzie dowolng dang liezbs dodatnig. W mysl
tw. 2 istnieje liczba wymierna dodatnia w <e W myél tw. 36
istnieje takie w, iz

|2, — 2| <%, da n>up,

9
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56 Rozdzial ITT. Dzialania arytm. na liczbach rzevzywistych.

zatem tez
. w
|ap—z | <, dla 2’ >p.

Stad, w mysl tw. o module sumy i o dodawaniu nieréwnofci:

lg,—a, | =| (@ —2)+@—z) | < |o—a|+]|2— x|
w w ,
<é+—2—=w<s, dla n>up, n'>p,
czyli

|, —a, | <ég dla n>u 0 >p,
co dowodzi, ze warunek nasz jest konieczny.
Zatoimy teraz, ze warunek nasz jest spetniony i niech & oznacz
dang liczhg dodatnig, za$ w — liczbe wymierng dodatnis < &. W my#
naszego warunku istnieje dla liczby dodatniej w/4 liczba u taka i

o —a | <%, dla n>u 0> p (1t

. Oznac.zmy przez s najmniejszg liczbe naturalng > u i przyj
mijmy w nieréwnodei (75) »’' = g: bedzie wige
w

4’5

|2, —a | <, dla n>p,

ezyli, w mysl tw. 33:

w

W
4<w“—w,<z, dla n>pu,
skad:
w w
a:,—1<x,‘<a:,+-4, dla »>p. (76)

W mysl tw. 2 istniejy liczby wymierne a i b, spelniajace
waranki:

w w

x.—§<a<x,—4_, an
w w

x,+z<b<x,+§_ (78)

Wobec (76), (77) i (78) zngjdujemy w jednej chwili:
a<z,<b da n>pu;
z drugiej strony, wobec (77) i (78) dla liezb i i
znajdujemy nieréwnodé: ) @ mymiemmyeh ¢ 10

w 1
0<b—q<w~+§—'(-ﬂ.—%)=w<8,

icm

§ 27. Ciagi ograniezone. 5T

czyli
0<b—a<g

w myél tw. 23 wnosimy wige, e ciag z, jest zbieiny. Warunek
nasz jest wige wystarczajacy.

Twierdzenie 39 udowodnilidémy zatem w zupelnodel.

§ 27. Jezeli dla ciagu nieskonczonego w, istnieje liczba rze-
czywista (skonczona) 4, taka 1%

Ad<u,, dla n=12,3,...,

to eiag , nazywamy ograniczonym zdotu, jezeli zaé istnieje liczba
rzeczywista (skohczona) B, taka iz S

u,<<B, dla n=1,2,3...,

to ciag u, nazywamy ograniczonym 2gory. Ciag nieskonczony, ogra-
niczony jednoczesnie zdolu izgéry nazywamy poprostu ograniczonym.
Jezeli wiee ciag w, jest ograniczony, to mamy przy pewnych

(skohezonych) rzeczywistyeh A i B:
A<u,<B, dla n=123,... (79)

Oznaczmy przez M wigksza z liezb | 411 B | (lub ich wspélng

wartosé, jezeli sg roéwne). Bedzie wige:
—M=—14|=4
oraz
M= |Bj=B,
skad, wobec (79):
—M<u, <M dla n=123,...,
ezyli
| u, | < M, dla n=1,2,3,... (80)

Dla kazdego ciggu ninskorczonego ograniczonego , istnieje
wiee taka liczba rzeczywista (skoficzona) M, iz zachodzi nier6wnoéé (80)
(i, oczywikcie, naodwrét). W szezegdlnosel, istnieje dla kazdego cisgu
ograniezonego «, liczba wymierna M, taka iz zachodzi nieréwnoéé (80).
(Gdyby bowiem liczba M byla niewymierns, to wystarezyloby ja
zastgpié przez liczbg wymierns, lezges miedzy M i M4 1).

Tatwo widzieé, e na to izhy ciag u, byl ograniczony, potrzeba
i wystarcza, izby liczby lim u,. oraz lim u, byly skonczone.

n=200 N==00

Twierdzenle 40. Cigg nieskoriczony zbiesny jest ogramiczony.
Dow6d. Zalézmy, ze ciag u, jest zbiezny i polézmy lim u, = =.
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58 Rozdzial III. Dzialanie arytm. na liczbach rzeczywistych.

Poldimy 2 — 1 =a, 2 - 1 = b: bedzie a <z < 6 i praet
w mysl tw, 14:

a<u,<b daa>u, (8:
Oznaczmy przez M liczbe wigkszg od kazdej z B u - 2 lical

]af;fb!»l%I;'uzi:---|umﬂl (8¢
Wobec (81) 1 (82) bedziemy mieli, jak latwo widzied
[u, | <M, dla n=1,2,3,...,

co dowodzi, ze ciag u, jest ograniczony.
Dowiedlismy wigc twierdzenia 40.

§ 28. Twierdzenie 41. Dia kasdego ciggu nieskoticzonego
istnigje cigq mieskoriczony rosnqey wskainikiw n,, taki iz

lim u, = limu,

k=00 =00

Dowéd. Polézmy
lim w,= L (83)

n=00

rozréznimy tu tray praypadki: 1) L jest liczh skoriczon 8,2) L= oo,
3) L=—oc0. ‘

1) L jest liczba skoticzons. Niech % oznacza dowolng dans,

liezbe paturalng. W mysl tw. 6 1 wobec L—; <C L, nieréwnogé

U, > I --i
k
zachodzi (przy danem k)

W szczegéinodei’ wige, dla i = 1, istniejay wekazniki n takie iz

u, > L — 1:
niech 1, oznacza najmniejszy z nich. Dalej,
skoficzenie wielu # musi byé

1
27

Ze istniejy wskazniki , dla ktérych jednoczesnie

“>L—.
wnosimy,
n>my, orazu, > I — _;_

niech 7, oznacza najmniejszy z nich.

dla nieskonezenie wielu réznych wartosef ;-

z uwagi, ze dla nie-
g

'

§ 28. Granice gérna i dolna jako granice ciagéw wyjetych. b9

Ogolnie, wyznaczywszy wskazniki ny, ng,... My 2 uwagi,
se dla nieskorczenie wielu n musi byé .

1
uﬁ>L—k

?
wnosimy, Ze istnieja wekazniki =, dla ktérych jednoczeénie
1
n >0y, Oraz U, > L — =

niech 7, oznacza najmniejszy z nich.

Ciag nieskonhczony my, 7y, %g,... jest w ten sposéb wyzna-
czony w zupelnodei.

Powiadam, ze

lim w, =L (84)
W samej rzeczy, niech e oznacza dowolng dang liczbe dodatnis,
1 .
zaé w — liczbe wymierns dodatnia <Te. Dla &> ” hedzie
L — 1 > L—w,
za$, w my$l definicji ciagn m (b =1, 2, 3,...), mamy przy
wszelkiem naturalnem %:
1
Uy, > L— it
jest wige (wobec w <Ce):
1 85)
w, >L—w>L—¢ da k>i0 (
k

Z drugiej strony, w my$l tw. 6 i wobe¢ L+ w> L, nieréwnosé

u, > L+ w .
zachodzié moze conajwyzej dla skonczonej liczby réin;rch _wartoscl
n: dla dostatecznie wielkich k, np. dla k> u; bedzie wige stale

ty < L4w<L+e (86)
. 1 . .
Oznaczajac przez v liczbe wigkszg Odw i od p, bedziemy
wige, w my§l (85) i (86), mieli:

L—e<, < L-+¢ dla n>»

skad
[y, — LT <, dla n >,

co, w mysl tw. 36, dowodzi wzoru (84).
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92) L=+ co. Wobee (83) i w myél tw. 6, dla dowolnej da-
nej lezby naturalnej k, z uwagi, ze k<L =- oo, nieréwnosé
u, >k
bedzie spelniong przez nieskofczenie wiele réinych n. Oznaczmy

przez #, najmniejszy wskaznik, dla ktérego

Uy, > 13

przez n, oznaczmy najmniejszy wskaznik > n,, dla ktérego
U,y > 2,

ogélnie, przez #, oznaczmy najmniejszy wskaznik > n,_;, dla ktérego
Uy, > k.

Cisg wskaznikéw n, (k=1, 2, 3,...) bedzie w ten sposéh
okreélony w zupelnosei, przyezem bedzie
u, >k dla k=12, 3,... (87
Wobec (87) bedzie pray wszelkiem danem rzeczywistem a:
U, > @y dla fe > u,
skad w myél tw. 14, wnosimy, ze

lim Uy, = - oo,

k=00
’3) .L= — oo. Wobec tw. 6, dla dowolnej danej liezby rze-
czywistej b (z uwagi, ze b — 1 > — oo), nierdwnodé
U, >b—1

moze zachodzié conajwyzej dla skonczonej liezhy réznych n: bedzie
wige

o == b — 1 < b, dlaﬁ>[.¢,
skad, w mys] tw. 14, wnosimy, ze

lim w, = — oo
n=00
(Dowiedliémy wiec tez zarazem, ie TOWnosé lim u, = — oo pocigga
a
, L, . tumC
za soby réwnoéé: lim w4, — — o).

Twierdzenie ’::;ze udowodnilismy zat i
ey y zatem we wazystkich trzech

Analogicznie udowodnilibyémy

Twierdzenie 41% Dia kasdego ciggu nieskonczonego u,

clag mieskoniczony rosngcy wskainikéw m(k =1,2 8 . istnieje
3 Ay Uy

) ), taki i
i 1, = lim u,
n=00

icm
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Jako natychmiastowy wniosek z tw. 41, ofrzymujemy

Twierdzenie 42. Jeseli ciag u, (n=1,2,8,...) jest ograniczony,
to istnicje cigg mieskoriczony rosngey wskainikéw n, (k==1, 2, 3,...)
taki i cigg w, (k=1,2,3,...) jest 2bieiny.

Jezeli bowiem eciag u, jest ograniczony, to liczba lim w, jest

n=00

skofiezong, i preeto ciag u,, spelniajacy tw. 41, jest zbiesny.

§ 29. Noczyn liczb rzeczywistych.

Niech z, i , beds dwa dane ciagi nieskonczone zbiezne liczb

wymiernych. Powiadam, e ciag
Uy ==, Y, (=1, 2, 3,...) (88)
bedzie zbieiny.

W samej rzeczy, niech & oznacza dowolng liczbe dodatnig.
Poniewaz ciag w, jest zbiezny, wige, w mysl tw. 40, istnieje liczba
wymierna (oczywiscie dodatnia) M taka, iz

|z, | < M,dlan==1, 2, 8,... (89)

Podobniez, wobee zbieznosei ciagu y., istnieje liczba wymierna

dodatnia N, taka iz

(<N, dlan=1,2,3,... (90)
Niech w oznacza liczbg wymierns dodatnis < &
Polézmy
_ v o1
T MiN (o)

— bedzie to wige liczba wymierna dodatnia.
Wobec zbieznosci ciagbw , i ,, oraz w mysl tw. 39, istnieja
liezby p i » takie iz ‘
[ %y — @ < 7, Alame >, 0/ >p (99)
oraz
| Yo — Yo' <<, dla 2>, 0" > (93)
7 uwagi, e liczby &., Yu, T, Yo 54 Wymierne, mamy toz-
samosé:
Uy — Uy =Ty Yo — Tt Yoo = (@ — B) Yo+ B e — 9w)s (94)
dla liczb wymiernych modul iloezynu jest oczywideie iloczynem
moduléw: wzér (94) daje wiee, w wysl tw. o module sumy:

‘un"—un"slmu—_’xu'\'\y"\+ixn"!"IL?/"“?/""?
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skad, wobec (89), (90), (91), (92) i (98), dla n> u 4 »:
Uy — Uy | < M 4 N,
czyli. wobee (91), z uwagl e n M+ Nnp=w <&
[y — < & dla > 1
(gdzie 1=p 4 7), co, w mysl tw. 39, dowodzi, 7e cigg (88) jest
zbiezny, ¢. b. d. o.
Niech teraz x i y beda dwie dane liczby rzeczywiste (skonczone),
za$ &,, &',, ¥, 1 y'n — ciagi nieskoniezone liczb wymiernych, takie iz

g .
limz, =z, lima', =g, limy,=y, limy',=y; (95
n=0Q =00 /

powiadam e ciagi
Uy =1, y, Oraz ', =2, ', (96,
zmierzajg do tej samej granicy.
W samej rzeczy, kazdy z ciagéw (96) jest, w mysl tego
cofmy dowiedli wyzej, zbiezuy.
Polézmy:
lim w,==z, lim W, =2, 97

bgds to wige lieczby rzeczywiste skoliczone, przyczem, w mysl 97)
oraz wobec tw. 38% bedzie: ‘

r—e =lim (u, —u',). (98)

=00

Niech teraz ¢ oznacza dowolng dang liczbe dodatnig, zad w —
liczbg dodatnia <Ce. ’

- ..W fnyél (95), ciagi &', oraz y, sa zbiezne: wobee tw. 40
istnieja wige liczby wymierne (dodatnie) M i N, takie iz
|2 | <M, |9 | <N, dlan=1,23,... (99)
Dalej, wobec (95) i w mysl tw. 38, znagjdujemy:
lim (x,— 2',) =0, lim (W — ) = 0,

skad, w mysl tw. 36, wnosimy, ze dla liczby dodatniej
pe=_"
. V= M + N (100)
1stniejg liczby u i », takie iz
"y I T, — xln l < , dla "> , (101)
L=y [ <m dla n> 0, (102)

icm
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Wobec (96) (ofaz wymiernosei liezb z,, /., ¥,, ¥'.), mamy
tozsamogé:

Up— Wy =2, Yo — & Y= (2, —2") %o+ 2 (¥ — ¥,
gkad:

fp—s | S| @—a |t |+ @) = Ya
co daje w jednej chwili, wobee (101), (99), (102) i (100) (z uwagi,
ze n M+ Nyp=w<s):

[, —w', | <<eg dla n>A=p-}+w,
skad, w mysl tw. 39, wnosimy, Ze ciag #, = u, — u’, zmierza do zera.
W myél (98) mamy wige z=2', skad, wobec (97), wnosimy, Ze
ciagi (96) zmierzajy do wspélnej granicy, c. b. d. o.

Jezeli wige x i y sa dwie dane liczby rzeczywiste, to jalie-
kolwiek obralibyémy eciagi litzb wymiernych z, i y,, ktérych
granicami sg odpowiednio liezby # i y, ciag iloczynéw u, =, ¥,
bedzie zawsze zmierzal do jednej i tej samej (skonczonej) granicy.
Granice te, jako zalezng jedynie od z1iy, oznaczmy przez @ (x, ¥).
Symbol ¢ (z, y) ma wige okreslon (skoriczons) wartosé dla kazdyeh

danych liczb rzeczywistych x 1 y.
Powiadam, ze jezeli liezhy x i y sa obie wymierne, to

P (@ y) =2y (108)
W samej rzeczy, kladsc
z, =, y,=y, dla n==1,2,3,..., (104)

bedziemy, w mysl tw. 17, mieli wzory:

lim z, ==, im y, =1y,
n=00

ktore, wobec definicyj liczby ¢ (x, y), pociagaja za soba wzor:
P (@, y)=1lim (2., y.) (105)

a ze, z drugiej strony, w mysl (104) (wobec wymiernosei liezb
z 1 y) oczywiscie
Z, Y=y, dla n==1,2,3,...,

wige wzér (105) daje, w mysl tw. 17, wzér (103), ¢ b. d. o.

Wzér (103) jest wige prawdziwy dla wszelkich liczb rzeczy-
wistych x i y. Nie okredlilismy dotgd, co mamy rozumieé przez
iloczyn xy, jezeli jedna z liczb @, y, lub obie s niewymierne. Otéz
uméwimy sig rozumieé w tym przypadku przez xzy liczbe @ (@, y).


pem


64 Rozdzial 11l Dziatania arytm. na liczbach rzeczywistych.

W ten sposéb iloczyn xy bedzie mial oznaczong (skoficzons) wartodé
dla wszelkich liczb rzeczywistych (skonezonych) x i y.

§ 30. Wilasnosci iloczynu.
I. Przemienno§é. Mamy dla wseelkich rzecaywistych x i y:
2y == Y. o
W samej rzeczy, niech z, oraz y, beds ciggl nieskofczone
liczb wymiernych, ktérych granicami sg odpowiednio liczby z i y
(ciagi takie istniejs, w mys] tw. 19). W mysl definicji iloczynu mamy;
xy = lim (x,9.)
yx = lim (y,x,),
a Ze prawe strony tych wzordw sg réwne (gdyz, wobec przemiennofci
iloezynu liczb wymiernych, mamy #, 4, =y, z,, dlan==1,2, 3,...),
wige mamy zy =yz, ¢ b. d. o.
II. Laczno$é. Jeseli z, y i z sq tray dame liceby rzeceywiste, to
(zy)2 = @(yz) (1086)

Dowéd. Niech z,, y,, 2, beds ciagi nieskoriczone liczb wy-
miernyeh, takie iz

imz, =z, limy,=vy, ime, =2, (107)
W myél definicji iloczynu, bedziemy mieli:

2y =lim (2, 4.), yz="Ulm (y,2,). (108)
Stad, kiadse '

Z Yo =t Yo 2, =0, dla n=1,23,...,
oraz
zYy=1u, yz=1, (109)
bedziemy mieli dwa ciagi liezb wymiernych u, i »,, takie iz
u=1Ilimu,, v == lim v,;

zatem, ?vobee (107), oraz w mysl defin;cji iloeczynu dwéeh liezb
rzeczywistych:
uz=lim (u,z,), 2v=1lim (z,v,). (110
 Lecz, w mydl (108) i wobee lseznodei iloczynu liczb wy-
miernych, mamy: ‘

UnZy=1,9,, dlan=1,23,.. .;

icm
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prawe strony wzordw (110) sa wige réwne, skad wnoslmy, ze

%z == I,

co, wobee (109). daje wzér (106), ktory cheielismy udowodnié.

IIl. Rozdzielno§é Mumy, dla wszelkich rzeceywistych x, y, &
(ot y) 2=as 4y | )
(—y) z=x2—y2 J
Dowé6d. Niech x,, y., 2., beds ciygi nieskonczone liczb wy-
miernych, takie, iz

limz, =, lmy,=y, limz, =2 (112)
Wobee (112) bedziemy mieli:
&* + Y= lim (.'l',, + yn)v xT—yYy = lim (xu - .%.‘)s
zz = lim (x,2,), yz="Um(y,2.);

stad, kladac

Ty Yo =th, B Y=l BET0uy Ya2 =0, (113)
n=1,23,..
oraz

gty=u x—y=1 w=0v, Y=w, (114)

bedziemy mieli ‘
w=Ulmu,, t= lim t,, v=limv,, w= lim w,,  (110)

nm=mo0 N=200 HemoQ n=00

zatem, wobec (112) i (115):

uz = lim (u,2,), tz=lim(t,2.), v-+w=/lim (v, ) l .
n=0Q 7n=00 =00 l 1
v — w = lim (v, — w,)- | (116)

Lecz w mysl (113) i wobec rozdzielnosei iloczynu liczb wy-
miernych:
Up 2y = Vp = Wy b2 = U — W, dla n=1,2,3,...,
skad, wobeec (116):
w=v-w l=v—w
co, wobee (114), daje wzory (111), c. b. d. 0.

IV. Prazy wszelkiem rzeceywistem x mamy
z. l=ua (117
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Doxyéd. Niech z, oznacza cigg nieskonczony liczh Wymier-
nych, zmierzajaey do @, i polézmy:
vo=1, dlan=12138...;
‘bedzie wiec ’ ’ e
Gy =2, dlan=123, ...,
a ze, wobec (118), firz ¥.=1, wige, w mysl definicji iloczynu, mamy
stad wzér (117). ¢. b. d. o. ‘
Wobee przemiennosei iloczynu, wazdr (117) daje
1. z=g,
przy wszelkiem rzeczywistem .
IV2. Przy wszellciem rzeczywistem x:
(=) e=—ux
. A (119)
Dowéd. Niech r, i iagi ni i
e » 1 u, beds ciagi nieskoficzone liezb Wwymier~
fﬂx: Ho=—1, dlan=1238.. .
bedzie wige,
limu, = —1;
stad, wobec definicji iloezynu:
(—e= lim u, z, ,
czyli o

(—1) &= lim (— z,), (120) ‘

n=ca

gdyz, wobec Wymierndéci wyrazéw z,:
W=D n=—s =123 )
Wobee lim z, =, o o
L, =&, oraz w mysl tw. 32 wzér j
wzor (119, ¢. b. d. o, 7 -
V. Pray wszelkiem raecaywistem g
z.0=0z=0,

Dowéd. Przyjmij .
Jmy w drugim ze wazors
otrzymamy, pray wszelkiem rzeczywistem z-r v

-1 e=1z—1, .

IV iloczynu oraz w mysl tw. 28:
0.2=0;

r=y=1:

skad, wobec wlasnogci

icm
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wobec przemiennoci iloezynu mamy zatem przy wszelkiem rze-

czywistem 2
20 =0.2=0,

co dowodzi prawdziwodei wlasnodei V.

Pojecie iloczynu liezh rzeczywistyeh mozemy z atwoscia uogol-
pié na dowolng (skohiczong) liczbe czynnikéw.

Niech =z, @y, . .. %, beda n danych liczb rzeczywistych.

Polézmy
Py =Ty Ty
Ps— P2 ¥
Pn= Pu-1 Ty
Wrory te wyznaczajs nam kolejno liezby py, ps, - - - Pu

Liczhe p,, otrzymang w ten sposéb, nazywamy dloczynem liezb rze-
czywistych ,, ¥y, .., 1 oznaczamy przez

Ty Xy - .. T

Opierajac sie na wlasnosciach przemiennosci, Iaeznodei i roz-
dzielnodei dla iloczynu dwéch czynnikéw, wyprowadzamy, droga
indukeji, wlasnosei te dla dowolnej (skoriezonej) liezby eczynnikéw

§ 31. Mnozenie nier6wnosci.

Twierdzenie 43, Jezeli x i y sq liceby rzecaywiste, takie i&

x>0 oraz y >0, (121)
to
zy > 0.
Dowéd. Niech x, oraz y, beds ciagi liczh wymiernych, takie iz
lime, ==, limy,=y. (122)

Wobec (121) oraz w mysl tw. 2, istniejs liczhy wymierne
u i v, takie iz
z>u>0, oraz y>v>0. (123)
Wobee (122) i (128), oraz w mysl tw. 14, musi byé
2, >u, oraz y,>v, da n>u,
skad, wobec prawidla mnozenia nieréwnosci dla liczb wymiernych:

@, y, > w, da n> g,
¥
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S

co, w mysl tw. 10, daje:
lim (2, y,) = uv,

zatem, wobec (122) oraz definicji iloczynu:
xy = up, (124
a 26 wobec (123) oraz prawidla mnozenia nieréwnosei dla liczb wy-
miernyeh, #o > 0, wiee nieréwnosé (124) daje: xy >0, ¢ b d o
Z dowiedzionego twierdzenia wynika natychmiast, wobec
wlasnosei V iloezynu:

Twierdzenie 43 Jeseli o 4 y sq liceby reeczywiste, tokie i
x=0 oraz y=0,

o
zy = 0.
Twierdzenie 44. Jeseli
. r>0 oz y<<O, ‘ - (125)
zy < 0.
Dowéd. Z zalozerr (125) wynika, ze
2>0,—y>0,
skad, w mysl tw. 43:
B(—y) > 0; ' (126)

lecz, w mysl wlasnosei I, II i IV» iloczynu:

= =a (= Dyl= (—1)] y=[(—1)a]y=
. =(=1) @) =—ay,
1 przeto nieréwnosé (126) daje:

—azy>0
skad: 2y << 0, ¢. b. d. 0.
Twierdzenie 45. Jeseli
. 2<<0 oraz y <0, (127)
zy > 0.

Dow6d. Z zalozen (127) wynika, ze
— >0, oraz—y>0

§ 3L Mnozenie nierdwnogei. 69

skad, w mysdl tw. 43:
(=) (—y9>0; (128)
lecz, w my$l wlasnogei I, II, IV i IV* iloczynu:
(=2)(—y)=[(—1) 2] [—Vyl=1 (ey) = ay;
nieréwnosé (128) daje wige: zy >0, c. b. d. o.

Twierdzenie 46. Illoczyn dwdch liceb rzeczywistych jest wiedy
i tylko wtedy zerem, jeeli conajmniej jeden = czynnikiw jest zerem,

Dowé6d. Wobec wlasnoéei V iloezynu, wystarczy udowodnié
tylko, #e jezeli iloezyn dwéeh liczb rzeczywistych jest zerem, to
conajmniej jeden z czynuikéw jest zerem. Zalézmy wige, ze liczby
rzeczywiste # i y sa takie, iz

ayp = (.

Gdyby zadna z liczb x, y nie byla zerem, to zachodziloby
oczywidcie jedno z dwojga: albo liezby x, y bylyby jednego
znaku (obie dodatnie, lub obie ujemné), albo tes licaby x, y bylyby
réznych znakéw (jedna z nich dodatnia, druga ujemna).

W pierwszym przypadku mieliby§my, w mysl tw. 43, wzgled-
nie tw. 45H:

ay >0,

w drugim zag — w mysl tw. 44:
xy < 0,

w kazdym wiee z tych praypadkdéw zy == 0, whrew zalozeniu.

Musi wiee conajmniej jedna z liczb x, y byé zerem. Udo-
wodniliémy wiec nasze twierdzenie.

Opierajac sig na prawie Iacznosei mnozenia, mozemy dowie-
dzione twierdzenie drogs latwej indukeji uogélnié na dowolng, skox-
czong liczbe czynnikow:

Tloczyn skonczonej liezby, liczb rzeczywistych jest wtedy
i tylko wtedy zerem, jezeli conajmniej jeden z czynnikéw jest
zerem.

Twierdzenie 47. Jegeli x, y, 2 sq liceby rzeceywiste takie, 2
x>y, a8 z2>0, (129)
to
xd >y,
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Dowéd. Z zalozenia (129) wynika, w mysl tw. 30:
z—y>0;
stad, wobec z >0, oraz w myél tw. 43:
(z—y 2>0,
skad, wobec rozdzielnosei iloezynu (drugi ze wzoréw (111)):
xz — y2 >0,
.czyli w my$l tw. 30:
xz > yz, ¢ b. d. o
Twierdzenie 47°. Jedeli
x>y, oraz z2<0, (130)
to
xz < Yz
W samej rzeczy, wobee (130), mamy:
x>y, oraz-—z >0,
skad, w mysl tw. 47:
z(—2)>y(—2)
czyli (w mysl wlasnosei iloczynu):
—xz > — Y2
co daje, w mysl tw. 31:
zz < yz, ¢ b d. o
Twierdzenie 48. Jedeli

x> y=0, (131)
oraz

¥ >y =0 (132)
to

xzx' > yy'

Dow6d. Z zalozen (131) i (132) wynika w mysl tw. 47:
o' > yx, oraz z'y > y'y,
sllqd, zluwagi,. ze wobec przemiennosei iloczynu, ya' = a'y, oraz
¥'y =yy', wnosimy o nieréwnosei
zx' > yy', e b d. o
Zanwazymy, e z zalozen

x>y oraz 2’ >y >0

icm

§ 81. MnoZenie nieréwnodei. 1

RS-

nie wynika @z’ > yy. Np. mamy
‘ —2>—3, oraz HB>1>0,
leez — 10 < — 3.

Oznaczmy symbolem
‘ sgn @
(czytaj signum z) liezbg +4-1,—1 lub O, zaleznie od tego, czy jest
z>0,<0, ezy = 0. W mysl tw. 43 ~ 46, mamy, jak latwo widzieé,
dla wezelkich rzeczywistych x i y:
8gn (Ty) = 8gn . sgn y.

(Jezeli bowiem jedna z liczb x, y (lub obie) jest zerem, to
obie strony naszej réwnofci sy rowne zeru; jezeli obie liczby =, ¥
s jednego znaku, to obie strony sg = -} 1, jezeli wreszcie liezby 2, ¥
sy rézuyeh znakéw, to obie strony sy = —1).

7 definicji symbolu | # | wynika, dalej, natychmiast, Ze przy
wazelkiem rzeczywistem 2 mamy:

: | @ | =sgna.
jakotez
z=sgnx | x|

Jest wige, wobec przemiennofci i igeznosei iloczynu, przy
wszelkich rzeczywistych « i y:

| zy | =sgn (®y). xy =sgna. sgny. ». ¥ =
=(sgna x). (sgny. Y)= |- |y].

Mamy wiec

Twierdzenie 49. Przy wszelkich rzeczywistych = i y zachodei
wadr:

leyl=1=l-1y]-

Twierdzenie to wyrazamy, méwise, ze modud iloczynu jest
iloceynem modutdw. Uogélnienie na dowolng skoficzong liezbe czyn-
nikéw jest natychmiastowe.

§ 82. Twierdzenie 50. Jeteli ciqgi liceb raeczywistych 2, Yn
sq zbiegne, to
tim (., y,) = limx,. Lim y,. ' (133)

=]
Twierdzenie to wyrazamy krécej, méwige:

Grawicq iloczymi jest iloczyn granic.
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Dowdd. Zaloimy, ze ciagi =, 1 y, sa zbiezue, ze wiec

limz, = x, limy, =y, (134)

=00 HE=0
gdzie » 1 y sy lieaby rzeczywiste (skoniezone). Niech & oznacza do.
wolny dany liczbg dodatnia, za$ w — liczhe wymierny dodatnig < ¢
W omysl tw. 40 istniejé liezba wymierna M taka, iz
|2, | <A, dla 2=1,2 3., .; (135)
oznaczmy, dalej. praez N lezhe wymierng, spelniajace nierdwnoge

[y <N (136)
Wobee (134) i w mysl tw. 36, dla liezby wymiernej

=
. "TWIN (187)
istnieje takie g, iz
[, —2 | <n |y -y [ <#u dla 2> u (138)
Wobece rozdzielnodei i przemiennosei iloes j
b przemiennosei iloczynu, mamy, dalej,
Fullh @Y =2, ()= y) +y (x, — ),
ktora, wobee (135), {136), (1331 ier
ktora, 35} (136), (138 oraz twierdzet 8
1 iloezynu, daje, w mysl tw, 48: erisel o motdle sy
By lfn —
Jdl b=yl stal =yl 41yl |2 —=| < My+ Ny
a n > u, skad, wobee t137) 1 z uwagi, 26 w < g: ,
[ %,y —2y | <e dla n> u,

co, wobee tw. 836, dowodzi. se

Lin (2, y,) = xy,

n=03

skad, wobee (134, otrzymujemy wzér (133). ¢. b, d. o

Dowiedzione twierdzen; je si w ‘
ior zenle daje sle nogdlnié, d j i
o . , , ? Fo ' )
dukeji, na dowolng skotiezony liezhe ciqtrc'); % lebme] in
gbw,

§ 33. Dzielenie.

pout Niech a i 1') bedy dwie dane liezby rzee
ow1.ad‘am. Ze istnieje jedna i tylko jedn
spelniajaca réwnanie )

zywiste, praytem b F+= 0.
a liczba rzeczywista x,

bx = a. (139)

icm
§ 83, Dzielenie. 73

Zalésmy, ze dwie rézne liczby rzeczywiste ' oraz x” spel-
niajy réwnanie (139) i ze np.

xl

1 (140)

(\’ >
Wobece b==0 mamy albo 5> 0, albo tez b<0. Jezeli b>0,
to, wobec (140) i'w mysl tw, 47, bylaby
bt < b,
jezeli zas b <0, to, wobec (140) i w mysl tw. 4%, hyloby
by’ > b,

wiee w kazdym razie bx'==hs”, gdy tymezasem z zalozenia, ze
liezby &' i o spelniaja réwnanie (139), wynika, e b’ = bx".

Dowiedliémy wiee, ze istnieje conajwyzej jedna liczba rzeczy-
wista 2, spelniajgea réwnanie (139).

Udowodnimy obeenie, ze liczba taka istnieje.

Mozemy oczywiseie zalozyé, ze b >0, gdyz, w razie b<0
wystarezyloby pomnozy¢ obie strony réwnania (139) przez — 1
(przez co przejdzie ono na réwuowazne mu réwuanie — br = — a,
w ktérem wspélezynnik przy z bedzie juz dodatui).

Niech r oznacza liczbe wymierna, taks, iz

0<r<bh (141)

(liczba taka istnieje, wobee >0 i w myél tw. 2) i niech a, ib,
beds dwa ciagi liczb wymiernych, takie, iz

lima, == a, limb,=D. (142)
W mysl tw. 14 i wobee (141) i (142) bedzie
b,>r, da n>y, (143)

,

288 wobec (142) i w mysl tw. 40 istniejy liezby wymierne Mi N,
takie, iz
la,| <M, |b | <N, dla n=123,... (144)
Polézmy

z,=0, dla n=p, oraz z,= ‘Z", dla n>p;  (145)

ciag , bedzie wige ciggiem nieskofieczonym liczb wymiernych. Po-

wiadam, ze ciag x, bedzie zbiezny.
Niech & oznacza dowolng dang liczbe dodatnia, zas w — liczbe
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74 Rozdzial II1. Dzialania arytm. na liczbach rzeczywistych.

wymierng < & W mysl tw. 39 i wobee (142), dla liczby (wy-
miernej)
I
(e T (146)
istnieje liczba » taka, iz
| @, —a. | <% oraz [b,—b,| <% dla n>v n >o (147)
Wobee (145) mamy dla n>p i n' > p, dla liczb . wymier-
miernych z, i z, toisamosé
PP B by —bua __ay bw —b)+ b, (@, — ay)
b b, b, b b, b,
skad, w jednej chwili:
lag | by—bu |10 ]| an—a,.|
T80 11 bw | » (148)
dla n>p, n' > p.
Oznaczm_.y przez 2 liczbe wigkszg od piv. Dla n > 11 o/ > 1
beds tembardziej liezby » i n’ obie wieksze od p i od » i przeto
w mysl (148) oraz wobec (144), (147), (148) i (146) bedzie ’

| < My < Nng_
72 -

skad, wobee w < g:

|, — i | <

! Ty — Ty

w, dla n>4 n' >4,

|2, — 20 | <g dla >4 0 >4
co, WPI;{;ilm;v;h 89, dowodzi, ie ciag x, jest zbiezny.
limz, =« (149)

n=0a

— hbedzie to wiee liczba rzeczywista skoneczona,
Wobec (145) mamy:

b,, z, =a,, dla »n> u,
skad, wobec (142):

.Z.Zi (b, z,) =lim a, = a. (150)
Z drugiej strony, wobee (142) i (149), w mysl tw. 50:
“liw; (bo ) =lmb,. limz, = bx. (161)

Wrzory (150) i (151) dajs w jednej chwili:

bx = a.

icm
§ 38. Dzielenie. 5

Dowiedli$my wiec, ze réwnanie (139) spelnia jedna i tylko jedna
liczba rzeczywista x: liczbg te oznaczamy przez z (lub a:bd) i na-

zywamy ilorazem liczby a przez liczbe b. Symbol

e
b

ma wiee oznaezons (skoficzons) wartos¢é przy wszelkiem rzeczy-
wistem a i wszelkiem réinem od zera, rzeczywistem b. W mysl

e a . . s
definicji symbolu 5 1 wobec przemiennofci iloczynu, mamy zawsze

b, =% b=a (162)

W szezegdlnosei, - b jest oznaczony (skonezong) liczba rzeczy-

wista, przy wszelkiem réznem od zera, rzeczywistem b: nazywamy ja
odwrotnodcig liezby b. Kazda wige, rézna od zera, liezba rzeczywista
posiada oznaczong odwrotnosé. W mysl (162) (dla a==1) mamy:

1 1
b. b-—"-——-?;. -—17 (153)

przy wszelkiem rzeczywistem b == 0. Wobeec (153) oraz twierdzei 44
i 46 wnosimy natychmiast, ze liczby b oraz lb sg zawsze tego sa-

mego znaku.
§ 34. Twierdzenie 51. (Odwracanie nieréwnoéci). Jedeli
2>y>0, (154)

to
LY (155)
z Y

Dowéd. Zaldimy, ze liczby rzeczywiste z, y spelniajy nie-
réwnosé (164), oraz, ze mamy:

1 1
ol 1566
=y (166)

Liczby i i [l/ 81, jak wiemy, odpowiednio tych samych znakdw,
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6 Rozdziat III. Dziatania arytm. na liezbach rzeezywistych,

co liezby x i y, zatem, w mysl (164), obie dodatnie. Wobec (154)
i (166) oraz w mys$] tw. 47 i 48 mielibysmy wige nieréwnodé:
' 1 1
T >y
z ¥
skad, wobde (153
1>1,
co niemozliwe.” Zalozenie, ze zachodzi nieréwnosé (156), doprowadza
zatem do sprzecznosei. Mamy wige nierdwnosé (155) c. . d. o

Twierdzenie 52. Przy wszelkiem rzecaywistem a oraz wszel-
kiem rzeczywistem b= 0 mamy:

(167)
Dowéd. Polézmy
a., =ua; (168)
wobee (158) oraz wlasnosci iloczynu, hedzie, w mysl (1563):

. 1 _ 1
bx_b,(a.»b)‘-(b. b) ca=1.a=aq,

eo dowodzi, 7 liczba r spelnia réwnanie
be=a,
a ze, jak wiemy, réwnanie to posiada jedyne rozwiszauie, lktérem

. a
t
Jes b

wiee mamy:

e="
[)7
skad, wobee (158), ofrzymujemy wzér (157), ¢. b. d. o
W ten sposéh dzielenie przez liczbe rzeczywisty (rézng od
zera) mozemy zawsze zastapi¢ mnozeniem przez jej odwrotnosé.
W szezegblnosei waor (157) daje, dla b=, wobec (153):
a '
a

=1 (169)

przy «wszelkiem rzeczywistem o =F0; dla b= 1. waér (167) daje:
. )
=@

— przy wszelkiem rzeczywistem g

icm

§ 84. Wlasnoéci odwrotnodei. 11

Niech a, b, ¢, d beds dane liczby rzeczywiste, przytem b =0
i d == 0: liezby % oraz % beds wige oznaczone w zupelnodei; po-
16zmy
‘Z . ; = . (160)
Wobec przemiennosci i lacznosei iloezynu oraz w mysl (157)
i (163), wzér (160) daje:

a ¢\ __ 1 1y _
hdz = bd . (b . d)—bd(a.»bf) . (c.—t—i«)-—

:a(b‘ 1;) ¢ (d.al--)—_—ac.

skad

(bd) x = ae, (161)
a e, wobec hd =0 (co wynika z zalozen H==0, d==0 i tw. 46)

' . ac
réwnanie (161) posiada jedyne rozwigzanie, ktérem jest z = i
wige, wobec (160) mamy:

a ¢ __ ac

R 162

b d b’ (162)

Wzér (162), wyprowadzony dla wszelkich rzeczywistycha, b,c, d,
gdzie b==0 i d =0, przedstawia prawidlo mnozenia utamkéw.
W szezegdlnosel, dla o =c¢=1 wzér (162) daje:
1 1 _ 1
b d T bd
t. j. odwrotnosé iloczynu jest iloczynem odwrotnosr.
Niech teraz a, b, ¢ i d beds dane liczby rzeczywiste, przy-
tem b, ¢ i d réine od zera. Polézmy:

a ¢ :

LA 163

btd " (163)
W mysl definicji ilorazu, bedzie, wobec (163):

4 = a‘

5 w= g

a ¢ ¢ 8_oad (164)
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8 Rozdzial TIL Dziatania arytm. na liezbach rzeezywistych.

Lecz w myél (157) i (158) (oraz wobee przemiennodei i lgcz-
noéei mnozenia):
d ¢ . 1 1 E) ( 2 g e
,E_d..a;__d.?.c.g.m-—(o.c .d.d)a:——.z:,
ad

wobec (164) mamy wige z = i skad, wobec (163):
a ¢ ad .
Wazér (165) przedstawia prawidéo dzielenia utamkdw.
Wobee (158) mamy, dla b= 0:
sgn b ! =1
gnb.sgn =1,
skad
11
T T sgn
1 przeto, wobec (157):
sgn’ =s n(a lr)zs na.sgn 1 =sgna 1 sena
B T SEN Ay g gl =8 e sgnb ~ sgn b’
ezyli
sgn |y = igifl” dla b=0. (166)

Z uwagi, ze | x | = sgnx . x, znajdujemy, wobec (166) i (162):
al_a o0 sna_asgne  |a|
b ’ b %N T b sgnb b sgnb_ [b ]’
czyli

2

al

| = .
i 1
| I’

przy wszelkich rzeczywistyeh a i b, gdzie b == 0.
Udowodnilismy wiee, e modut ilorazu jest ilorazem modutéw.

R

_ N 3.5. Zalézmy teraz, e z, i y, sa dwa ciagi nieskonczone
zbieine liezb rzeezywistych. Polézmy
limz, =2, limy, =y (167)
— beda to liezby rzeczywiste skofiezone.
Zaléimy dalej, ze wszystkie wyrazy y, jakotez liczba y = lim v,
83 réine od zera. Oznaczmy

—.—xﬂ «
W= dla n=1,2,3,... (168)

icm

§ 8b. Twierdzenie o granicy ilorazu. 79

Wobee zalozenia, ze y =k 0, liczba —g jest, jak latwo widzieé,

dodatnia. W mysl (167) i wobee tw. 36, mamy:

%1, dla n>p,

gkad, z uwagi, 2e y, =y — (y — ¥a), znajdujemy w mysl tw. o mo-
dule réznicy:

.

2

’ ‘, da n> (169)

Y

ol dla n>p

lym =yl —ly—wl>lyl—

ezyli
[ 41>

Niech, dalej, & oznacza dowolng dang liczbe dodatnig. W mysl
tw. 36 i wobec (167), dla liczby dodatniej

te
C TEE D (110)

istnieje liczba », taka, iz
|z, —a | <q oraz |y.—y| <z da n>» (171)
W myél (168) i z uwagi, ze y, =0 (r=1,2,8...) oraz y == 0,
mamy: :
%, @ _ty—42 _@—2)ytly—y)

x
¥y Y - Y Y.y Yy
skad, w myél twierdzen o module sumy, ilgezynu i ilorazu:

<=l lyltlv—ml-lel g9
[9. 11y

Niech A4 oznacza liczbe wigkszg od g i od ». Wzér (172) daje,
dla n> A, wobec (169) i (171) oraz w my$l (170):

h;;'l<q.|y?1/+n.lwl
\“g‘-'?/l

uw, —

n

| x

Loy — —

Uy —

ezyli

u”——:{<e, dla n >4,
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30 Rondzial 1L Dzinlania arytm na liezbach rzeczywistych.

co, w mysl tw. 36, dowodszi, ze

, x
limou, =
¥

1=00

ezyli, w myél (168) i (167):

lim. x,

lm ="

e Yy oM Y,
N=00

Udowodnilismy wiec

Twierdzenie 53. Jezeli cigyi liczh rzecaywistych », iy, sg
hiesne, przytem y, == 0 (n = 1.2,3,...) oraz lim y, == 0, t0 mamy wedr:
o0

lime i,
lim ™ =""% |
wma ¥ liM Y,

Ne=00

Twierdzenie to wyrazamy krécej, mowige, 2e gramicq ilorazu
jest iloraz gramic.

Udowodnimy jeszeze

Twierdzenie 53% Jeteli ,> 0 oraz lim 2, =0, to lim * =—+-oco,

n=00 nmoo Xy,

Dowéd. Niech 4 oznacza dowolng dang liczbe dodatnia: bedzie

wige, wobec lim 7, =0, w mysl tw. 14, z, << i, dla n= u, skad,

. U |
w mysl tw. Hl: = dla % = u, co dowodzi, w my$] tw. 14, ze
1

’Z'le + oo, ¢. b. d. 0. Podobniez udowodniliby$my
Twierdzenie 54. Jedeli lim | o, | = oo, to lim 1o 0.

Cwiczenia.

1) Udowodnié, ze dla kazdego ciagu nieskonczonego liezb rzecaywistych w,:
lim (— ) = —lmu,  lm(—w,)=—7j,, "
)=, () B v,

2) Udowodni¢, e dla kazdych dwdel ciagéw liczh rzeczywistych ty i va:

f,-,?o (o 00) = lam U lim ny bm (u, 4 0,) = lim U - lim vy,

e (YD n =00 -

n=0a o =00 ne=oo n=00

3) Udowodni¢, e dla kazdego ci i i

‘ agu liczb rzecaywis i kazdej
liczby rzeczywistej ¢ > 0 mamy : C ) yvistyeh 1““7*&91

bim (cu,) = climu,, Wm lcw,)=climu,,
n o n=o00 nwta nemz0

icm

§ 86, Twicrdzenio o granicy ilorazu. 81

& Okazaé, 26 nie dla kaidych dwdch cingdw %, i #. zachodai nierGwnosc:

Him (g V) == Ui . li002 0y, |
n=00 N=00 =0

=(—1)p, va=—1 (=1, 2, 8, ...), bedzie lim (4. va)=-+41,

n=o0

[Np. dla #
Vi . Tom g = (1) (— 1) =—1].

n=00 ne=00
) Okazaé, Ze przy wezelkich rzeczywistych ¢ i 0z
la—bl +atb a dlae>=0
Ty = { b dla a<<b.
8) Dowiosd, %o jeteli cing #» zmierza do zera, zaf ciag ta pozostaje ogra-
aiezonym (niekoniceznie bedae zhiesnym), to
lom 2 ta = 0.

N==o0

Z twierdzenis tego rubimy czesto uytek przy obliczaniu granic).
Ll b y ] bl

ROZDZIAL IV.

Potegowanie liczb rzeczywistych.

§ 36. Yloczyn n czynnikéw, z ktérych kazdy jest rowny
liczbie rzeczywistej x, nazywamy n-ta potega licaby z 1 oznaczamy
przez a". Przez x' rozumiemy samy liczhe . "W ten sposéb symbol 2™
jest okreslony dla wszelkiej liczby rzeczywistej « i wszelkiej liczby
paturalnej 7.

Liczbe @ nazywamy podstawy, va$ liczbg n — wykladnikiem
potegi 2"

Z tw. 48 wynika, ze jezell

x> Yy = 0:
to przy wszelkiem naturalnem » mamy:
x>y

Twierdzenie 55. Przy wseclhiem raceayristen d == — 1 oraz
wseelkiem naturalvem n mamy: :

(14 dp =14 nd. (1)

Dowdd. Nieréwnosé (1) jest, przy danem rzeczywistem d =—1,
oezywideie prawdziwa dla # = 1. Zaloimy; ze jest ona prawdziwa
przy pewnem naturalnem n. Wobee d=—1 mamy 14 d=0,
zatem wobec (1) 1 w mysl tw. 47:

(1 4+ dyt =1 +nd) (L+d) @)
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