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iCﬂI ROZDZIAZ IL

Ciagi nieskoriczone i ich granice.

§ 9. Jezeli kazdej liczbie naturalnej (& j. caltkowitej dodatniej) n
jest podporzadkowana pewna liczha rzeczywista w, to mdéwimy,
2¢ mamy okreslony cigg nieskosiczony u, o wyrazach rzeczywistych ).

Przyklady.

1) Jezeli polozymy przy wszelkiem naturalnem =:

WUp == 2"’

to otrzymamy cigg nieskonezony, ktérege pierwszemi wyrazami sg
u =2, u, =4 u, =8 u, =16, #; = 32, .
2) Polézmy przy wezelkiem naturalnem »:
Un = n? — n -} 41;
olrzymamy ciag nieskonezony, ktérego pierwszemi wyrazami sg liezby:
41, 43, 47, 53, 61, 71, 83, 97, 118, 131, '

(Ciag teu jest godny uwagi z tego wrzgledu, Ze pierwsze 40 jego wy-
razéw sg liczbami pierwszemi (Euler). Lecz juz u,, jest liczba zloZong, pe-
dzielng przez 41).

8) Jedeli przy wszelkiem naturalnem # oznaczymy przez %. sumg cyfr
liczby # w ukladzie dziesietnym, otrzymamy oznaczony w zupelnosci cigg nie-
skoniezony. Bedzie tu np. t,y = 1, #,4,, = 15.

4) Jezeli przez u, oznaczymy liczbe dzielnikéw naturalnych hczby n

(wlaczajac 11 %), to otrzymamy.ciag nieskonczony, kidrego pierwszemi wyrs-
zami beda:

uy, =1, u, =2, u; =2, “47—'31 uy =2, u, =4, u, =2, u, =4, u, = 3,

Uy =4
5) Wzér
1\n
() (ot )

okresla cigg nieskonczony, ktdrego pierwszemi wyrazami sg liczby:

9 Gi 625
%, =2, u, = T =gy

1) Dla odrésnienia ciggu nieskoficzonego %. od #-g0 wyrazu U, tegoi
ciagu, niektérzy autorowis pisza (ua) lub {u.}, gdy eheldzi o eiuy nieskoiczony,
za$ poprostu u., gdy chodzi ¢ n-ty wyraz tego ciagu. :
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. u 1 .
6; Umowa: u, = 1, ttnyy = ~23+;; (m=1,23 . . . .) wyznacza
n

ciag nieskonezony liczh wymiernych, ktorego piorwszemi wyrazami sg:

u—1u—3~(-—17u—577

TR T g BT T Aoy
7) Umowa: w, =9, =1, tppo=tty thuta n=1,2,3, . . .} wy-
znacza cigg nieskoniezony liezb naturalnych, ktdrego pierwszemi wyrazami sa
liczby: I )

1,1, 2,8, 5, 8 13, 21, 34, 55, 89, 144, .

8) Niech x oznacza dana lezbe rzeczywista. Oznaczmy przy kazdem danem
naturaluem 7 przez v najwicksza liezbe calkowity, spelniajaca nierdwnosé
Vn

Vn s aes .
— =X z1) i poléZmy tn = T (m=1,28 . . .) Otrzymamy omaczony

10

w zxAxpehméci (dla kaidej danej liczby rzeczywistej ) ciag nieskoniczony %.. Jest

to ciag t. aw. preyblider deiesigingch liczby x. Mamy tu oczywicie, w mysl
Uy 1

definicji liczh vy, ——13—}— > r, zatem stale:

1
u,,ﬁ:c(u,,—]-fo:(n:l, 2,8, .. .)

s 1
W szezegdlnosel np., dla =3 bedziemy mieli, jak latwo widzied:
u, = 0,3; u, == 0,83; u, = (,388; u, = 0,3333; .

, 9) Podamy teraz pewien przyklad ciggu nieskoriezonego liezh wymiernych
wazny teoretycznie. ’

Ka%dgz liezbg naturalng # mozemy oczywikcie, i to w jeden tylko sposdb,
przedstawié w formie

7 == 21-1 2m—1), 1)

g(?zie l~i m 8 licgjt)y naturalne (Liezba ! — 1 hedzie tu wyktadnikiem naj-
WI?kS.Ze] potegi ‘dW(.J]kI, przez ktdrg # jest podzielne, zaé liczba 2m — 1 bgdz'ie
najwiekszym dzielnikiem nieparzystym liczhy n).

) Qtoz wyznaczmy dla kaidego naturalnego 7 liczhy naturalne ! i m
spelniajace réwnanie (1) i poléimy: '

Up = -,
m

g(!dllﬁl}l uwagl jest tu, Ze kazda liczba wymierna dodatnia figuruje w na-
- TR P . [y
szym ciggu nieskoficzenie wicle razy, W samej rzeezy, kazdy licsbe wymicing,

. ]) Pozostawiamy czvtelnikowi latwy dowdd, ze dla kazdej danej skoriezo-
ne 2 . . . 3 T L - )
€] llezby rzeczywiste] 2 istnieja przy kaidemn naturalnemn » liczby calkowite 2,

. . v
spelniajace nierdwnoéd - <T@ uraz, 2o wiréd nieh jost § jwi
ja 08¢ Tin == @ vraz, do wirdd nich jest jodna najwieksza.
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dodatnig w moZemy na nieskonczenie wiele sposobow przedstawié w postaci
ulamka w = Ijm gdzie ! i m sa liczby naturalne: wyznaczajsc zad liczhg »
ze wzoru (1) bedziemy mieli oczywgifeie #, == w. (Wige np: dla w == 3/5 otrzy-
mujemy # == 36).

Gdybysmy cheieli otrzymaé ciag nieskonezony rs, w ktérym kazds liezha
wymierna figuruje nieskoiiczenie wiele razy, wystarczyloby poloZyé przy wszel-
kiem naturalnem n:

Tga—2 == 0, Vgn—1 == Up, V3p == — Uy .

Pierwszymi wyrazami tak okreflonego ciggn bylyby liczby:

0,1, —1,0,2 —20 5 —508-305 -5 - - .- @

Chege wreszeie otrzymaé cisg nieskofiezony, w ktérym kazda liczba
wymierna figurnje raz i przytem raz tylko, nalezaloby z ciggu {2) pousuwaé
te wyrazy, ktére co do swej wartofei réwne sg ktéremukolwiek z wyrazow
poprzedzajacych: otrzymalibySmy w ten sposdh oznaczony w zupelnosei ciag
nieskonezony :

1 1 1 11 1

0,1, —1,2—2%—%53—3 AL L. .

- Sl

Dowiedliémy wice, 3o 2bidr wszystkich liczb wymiernych mozna ustawid
w pewien ciag nieskonczony. Pouiewaz kaidy wyraz ciagu nieskofiezonego ma
swoje oznaczone miejsee w tym ciagu, & wige i swdj numer (wskaznik), wiec
mozemy teZ powiedzied, 2 zbiér wszystkich liczb wymiernych daje sig ponu-
merowad w ten sposéb, izby kaida liczba wymierna nosila swéj oznaczony
numer i seby kazdemu numerowi odpowiadala jedna i tylko jedna liezba wy-
mierna. O zbiorach, ktéryeh elementy dadza sie w ten sposéb ponumerowad,
mowimy, Ze sa preeliczalne. UldowodniliSmy wige nastepujace

Twierdzenie 5. Zbidr wszystkich liczb wymiernych jest przeliczalny.

Zbiory nieskonczone, ktére nie sa przeliczalnymi, nazywamy nieprze-
liczalnymi. W jednym z pézZniejszych paragratféw udowodnimy. Ze zbior wszyst-
Kich liezb rzeczywistych jest nieprzeliczaluy (§ 16).

§ 10. Niech u, oznacza dany ciag nieskonczony. Zaliczmy do
klasy @ kazdg liezbg rzeczywistg, ktora jest mniejszg od nieskon-
czenie wielu (réznych co do miejsea, lecz niekoniecznie eo do war-
todei) wyrazdw ciagu w.; wszystkie za$ pozostale liezhy rzeczywiste
zaliczmy do klasy &. Oczywistem jest, e kazda liczba klasy &
jest mniejsza od kaidej liezhy klasy &. Okreslilismy wige pewien
(wlagciwy lub niewlaseiwy) przekrdj liezb rzeczy wistyeh [e, 8],
ktéry, jak wiemy z § 8, wyznacza pewua {skonezong lub nieskon-
czong) liezhe rzeczywisty I (hedaca niemniejsza od kazdej liezby
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klasy @ i niewigkszg od kazdej liczby klasy 8). Liczbe 7 nazywamy
granica gérng (limes superior) cisgu », i oznaczamy symbolem

. i 1,
lub, jezeli niema watpliwosei, ze wskasnikiem zmiennym jest
poprostu przez lim u,.

Podobniez, zaliczajac do klasy &, kaszds liczbe rzeczy wists,
ktéra jest wigksza od nieskorczenie wielu réznych co do miejsca
wyrazéw ciagu u, za$ do klasy @ — wazystkie pozostate liczby
rzeczywiste, utworzymy oznaczony w zupelnosci przekrdj (wlasciwy
lub niewladciwy) [@;, @,], kibry wyznacza pewng liczbe rzeczy-
wisty I: liczhg te vazywamy gramicg dolng (limes inferior) ciagu w,
i oznaczamy przez
‘ lim u,

Kazdy ciag nieskonezony u, o wyrazach rzeczywistych posiada
wige oznaczong granicg dolna i oznaczong granice gérng, ktore sa
liczhami skoficzonemi lub nieskoficzonemi.

Jezeli dla danego ciagu u, mamy.

lim u, = i, v,
=00 n=0Q
to wspélng warto$é granicy dolnej i gérnej 0zZnaczamy przez
lim u,

n=00
1 nazywamy granicg ciagu u,, a o ciagu w, méwimy, ze zmierza do
granicy g=lim u,. Zeby wyrazié, ze ciag nieskoficzony u, zmierza
do granicy g, pisze wielu nowszych autoréw:

U —> g5 (1)
wzbr (1) oznacza wige to samo co réwnodé

lim w, = g.
=03

Ciag, ktéry posiada granice skonezons, nazywamy zbiednym.

Z definicji granicy wynika natychmiast, ze 2Zaden cigg wie-
skoriczony mie moze posiadaé dwdch rdénych granic. (Natomiast nie
kfizdy clag m'eskorllczony posiada granice, gdyz granice dolna i gdirna
clagu niekoniecznie sy réwne).

§ 11, Jezeli granies ciggu nieskonezonego u, jest -4 colub — co--
. )

to przyjeto moéwié, zg wyrazy jego u, slajo sic wraz 2 n wieskoriczone
(dodatnio lub ujemnio), chociaz w rzeczywistodel zaden z wyrazéw

iom
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uwagnego ciggu nie jest nieskohczonym. W tym sensie wyraz ,nie-
skoficzony“ ma zupelnie inne znaczenie niz w wyrazeniu ,zbiér
nieskoficzony“: w tem ostatniem ma on znaczenie aktualne, tutaj

" za8 — polencjalne.

Np. zbiér wszystkich liezb naturalnych w samej rzeczy jest
nieskofezony, gdy tymezasem wyrazy ciagu u, = n tylko stajg sie,
dla dostatecznie wielkich n, wigksze od kazdej danej naprzéd liczhy
(G. Cantor, a za nim A. Pringsheim nazywajs nieskotiezonosé
aktualng nieskonczonodcia wlasciwa, zas potencjalng — niewlaiciwa).

Jezeli granies ciggu nieskonczonego u, jest liczba 0, to md-
wimy, Ze wyrazy u, tego ciagn staja sie nieskoriczenic mafe, gdy
wskeznik # warasta nieograniczenie. W znaczeniu powyzszem liczhy
nieskoriczenie male majg charakter potencjalny (podobnie jak nie-
skoficzono$ei potencjalne): nie posiadaja one natomiast zadnego
charakteru akiualnego, #adnej analogji z.nieskonczonodcis aktualna,
hedse jedynie dogodnym sposobem wyrazania sie.

Nieskonezenie male przyjeto tez nazywad ,nieskonczonostkami®
dla odréznienia od nieskoficzenie wielkich (,nieskoniezonosei®). Nie
potrzebujemy tu chyba nadmieniaé, ze podobne okreslenia, jak: ,Nie-
skofczenie mala jest to wielko$é, mniejsza od kazdej danej wiel-
kosei“ (ktére mozna spotkaé jeszeze w przestarzalych podreczni-
kach), nie majg zadnego sensu.

§ 12. Twierdzenie 6. Niech u, oznacza dany cigg nieskon-
czony, x — dang licebe rzeczywista skonczong lub nieskorczong. No
to zeby bydo

lim u, = g, @)

potrazeba i wyslarcea, by dla Eazdej liceby rzeczywistej a < x nie-
réwnodé
‘ u,>a (3)
zachodzita dla nieskoniczenie wielu réinych wartosci wskainika n, oraz
2eby dla kaddej liceby reeczywistej b > x nierdunodc
L u, > b 4)
zachodzitn conajwyzej dla skonczonej liceby résmych wartosci wskasnikan.
Dow6d. Udowodnimy, e warunek nasz jest konieczny. Za-
16zmy wige, e zachodzi wzér (2) i nlech a oznacza liczbe rzeczy-
wisty < 2. Gdyby nieréwnosé (3) zachodzila conajwyzej dla skoi-
czonej liezby roéznych wartosei n, to w przekroju (&, &], wyzna-
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czajacym liczhe (2), musieliby$my (w mysl definicji gérnej granicy,
§ 10), zalicayé liczbe a do klasy @, skad mielibysmy a = z, whrew
zalogeniu, ze a < x. Nieréwnoéé (3) musi wige zachodzié dla nie-
skoniczenie wielu réznych wskaznikéw n.

Niech, dalej, b oznacza liczhg rzeczywisty > z. Gdyby nie-
réwnodé (4) zachodzila dla nieskoriczenie wielu réznych n, to
w przekroju [@, &), wyznaczajseym liczbe (2), musieliby$my (w mysl
definicji gérnej granicy) zaliczyé¢ liczbg & do klasy @, skad mieli-
byémy & <z whrew zalozeniu, e b> . Nier6wnodé (4) moze
wige zachodzié conajwyzej dla skoniczonej liczby rdinych, wartodci
wekadnika #.

Udowodniliémy wige, ze warunek nasz jest konieczny. Oka-

zemy obecnie, ie jest wystarczajacy.

' Zalézmy wige, Ze x jest liczba rzecaywista, skoniczons lub
nieskonezons, taks iz dla kazdej liczby rzeczywistej ¢ < z nie-
réwno$é (3) zachodzi dla nieskonczenie wielu réznyeh #, zad dla
kazdej liezby rzeczywistej b > x nieréwnosé (4) zachodzi conajwyzej
dla skoniczonej liezby réznych n. Powiadam, ze warunki powyzsze
okreélajg liczbe ©# w zupelnodei. Zaléimy dla dowodu, ze liezba
rzeczywista (skonczona lub nieskoficzona) y 4= # réwniez posiada
te wlasnosé, ze dla kaidej liczby rzeczywistej o < y nieréwnodé (3)
zachodzi dla nieskoficzenie wielu réznych #, za$ dla kaidej liezby
rzeczywistej b > y nieréwnoéé (4) zachodzi conajwyzej dla skon-
czonej liczby réinyeh n. Skoro liczby # i y sg rézne, wige mamy
up. &<y ech w oznacza liczbe wymierns, taks iz x < w < y.
W my:l naszyeh zalozen, wobec w > x, nier¢wnodé u, > w zachodzi
conajwyzej dla skonczoneJ liczby réznyeh n, gdy tymezasem, wobec
w <y, ta sama nieréwno$é u, > w zachodzi dla nieskonczenie wielu
roznych n, skad sprzecznodé. Istnieje wiee conajwyzej jedna liczba
rzeczywista. (skoficzona lub nieskoniczona) z, taka iz dla kazdej
liczby rzeczywistej a < z nieréwnoéé (3) zachodzi dla nieskofczenie
wielu réznych n, zaé dla kazdej liczby 1zeczywistej & > = nie-
réwnosé (4) zachodzi conajwyiej dla skohczonej liczby roznych .
Lecz, jak okazalimy w pierwszej czgdei naszego dowodu, liezba
tim u, spelma powyisze warunki: kazda liczba spelmajqca te wa-
runki jest wige réwna lim w, Dowodzi to, ze warunki nasze s
wystarczajace na to- izby zachodzila réwnos’é (2).

Twierdzenie nasze udowodnilismy wige w zupelnoei. Ana-
logicznie udowodnilibygmy:

icm
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Twierdzenie 7. Na to zeby bylo

lim u, ==,
potrzeba i wystarcea, itby dla kaidej liceby rzeceywistej a > x nie-
réwnosé
u,<a

zachodzita conajwydej dla skoticzonej liczby rdénych wartoéci wska-
nika n, oraz Zeby dla kaidej liceby rzeczywistej b < x nierdwnosé

u, <b
zachodzita dla nieskohczenie wielu réznych n.

Zalétmy, e w danym eciggu u, wszystkie wyrazy, z wyjat-
kiem conajwyzej skonezonej ich liezby posiadaja pewns wlasnosé W.
Woéwezas, o ile istniejy w ciggn u, wyrazy, nieposiadajgce wla-
snofei W, to liezba ich jest skoficzona i przeto istnieje wérdd nich
wyraz o najwigkszym wskazniku: niech to bedzie wskasnik p. Kazdy
%z wyrazéw naszego ciagu o wskainiku wigkszym od p bedzie wige
posiadal wlasnoéé W. Mozemy wiec powiedzieé, ze w uwazanym
przypadku istnieje liczba calkowita p taka, iz wszystkie wyrazy u,
gdzie n > p, posiadaja wlasnosé W, co pozostaje oczywiscie praw-
dziwem i w przypadku kiedy wszystkie wyrazy ciagu u, posiadajs
wlasno$é W (wéwezas mozemy przyjaé p=0). Ogdlniej mozemy
powiedzied:

Jezeli wszystkle wyrazy ¢iagu u,, z wyjatkiem conajwyzej
skonezonej ich liczby posiadaja wlasnosé W, to istnieje taka liezba
rzeczywista (skoficzona) g iz wszystkie wyrazy u, gdzie 2> p,
posiadajg wlasnodé W. Kricej bedziemy to wyrazali, méwisc ze
wszystkie dostatecznie dalekie wyrazy ciagu u, posiadajq wlasnosé W,
albo ie wyrazy ciggu u, posindajg wilasnosé W dla n > u.

Jasnem jest, e jezeli wyrazy ciagu u, posiadajg wlasnoéé W,
dla n> u,, zas wilasnosé W, dla 2>y, to mozemy powiedzied,
Ze wyrazy ciggu u, posiadajs jednoczesnie obie wlasnodei W i W,
dla n > p (przyczem jako u mozemy przyjaé wigksza z liczh u, 1 gy,
lub ich wspdlng wartosé, jezeli sy réwne). Podobniez, jezeli wyrazy
ciggu u, posiadajg wlasnosé¢ W dla n>p,, za§ wyrazy ciagu o,
posiadajg wlasnosé W dla n> u, to mozemy powiedzieé, ze dla
n > u wyrazy u, i v, posiadajs jednoczednie wlasnosé W.
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Twierdzenie 8. Jezeli mamy nierdwnosé
u, <, dla n> g, ®)
to

lim u, << lim v, oraz lim u, < lim v,
n=00 =00 =00 =00

(zatem, o ile istnieja granice lim u, oraz lim v, to mamy

n=00 nE=00
lim u, <lim v,)
n=0Q n=00

Dowéd. Zalézmy, ze dla ciagéw u, i v, zachodzi nieréwnosé (b).
Gdyby bylo
A

to, w mysl tw. 2, istnialaby liczba wymierna w taka iz

lim w, > w > lim v,

W mysl tw. 6 (dla a = w) nieréwnosé
U, > w (6)
zachodzi wige dla nieskoficzenie wielu réznych n. W my$l tegoz
tw. 6 (zastosowanego do ciagu v, dla b = w) nierdwnosé
v, > w
zachodzi conajwyiej dla skonczonej liezby réznych n: mamy wiee
dla dostatecznie wielkich # stale
0, = w. ’ O]
Stad latwy wniosek, ze dla nieskohczenie wielu réinych n
mamy jednoczesnie nieréwnodci (6) i (7), zatem tes nierdwnodé
Uy > 0, N
whrew zalozeniu (5). Jest wiec
h;’: u, < Zﬁi v,
Podobniez gdyby bylo
tin ', > lin o,
to istnialaby liczba wymierna w taka iz
lim wu, >w> lim »

n=cc ne=o0

ne

icm
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W mysl tw. 7 (dla a =1w), nieréwnosé
u, <w
zachodzilaby wige conajwyzej dla skonezonej liezby réznych n: dla
dostatecznie wielkich » mielibySmy wige stale
u, = w; ®
z drugiej strony, w mysl tegoz tw. T (zastosowanego do ciagu v,, dla
b = w), dla nieskoficzenie wielu réinych = zachodzilaby nieréwnosé
v, < w. 9)
Dla nieskoficzenie wielu réznych n mieliby$my wiec jedno-
czeénie nieréwnosei (8) 1 (9), zatem tez nieréwnosé
U, >0,
whrew zalozeniu (5). Jest wige
m o, <lim v,.

n=00 %==00

Udowodnilismy wigc nasze twierdzenie.

Twierdzenie 9. Jezeli mamy
u, ==z, dla n>u,
to: ‘
lim %, =& oraz lz_m U, = ,

zatem teg lim u,— 2.

Dla dowodu wystarczy zauwazyé, e przy zalozeniach tw. 9,
liezba z spelnia warunki twierdzen 6 i 7.
Przez zestawienie twierdzen 8 i 9 otrzymujemy natychmiast

Twierdzenie 10. Jeteli mamy
u,<a, dla n>pu,

lim u,<<a oraz lim u,<a
=00 n=00
(zatem tez, o ile istnieje granica ciagu u, mamy lim u, < a). Je-
Zeli zas mamy
U, =b, dla n>p,
to
lm u,=>=0b oraz lim u,=b

#==00

H=00

(zatem, o ile istnieje gravica ciagu w,, mamy tes lim u, =b).
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Udowodnimy teraz

Twierdzenie 11. Dia kazdego ciggu nieskosiczonego u, mamy

lim u, = lim u, (10)

n=0a =00

Dowéd. Zalézmy, ze dla danego ciagu u, mamy:

lim u, < lim u,;

n=0a =00

w mysl tw,. 2, istnieje wiee liczba wymierna w taka iz

Clmou, <w < lim u, (11)

na=co

Kladae, w twierdzeniu 6, b = w, dochodzimy, wobec (11), do
wniosku, ze nieréwno$é
U, > w
zachodzi conajwyzej dla skoniczonej liezby réznych u, ezyli ze mamy
u, << w dla n > pu,
skad, w mysl tw. 10 (dla a =w):

lim u, < w,
=oo

whrew (11). Dowiedlismy wige, e musi zachodzi¢ nieréwnos¢ (10).

§ 13. Twierdzenie 12. Kaidy cigg nieskoriceony niemalejgey
posiada granice (skofczong lub nieskonezong).

Dowé6d. Niech u, oznacza dany cisg nieskohczony niemale-
jaey, t. j. taki iz

Upgy = Uy, dla =1, 2, 3, . (12)

Zalétmy, e ciag u, nie posiada granicy. W myél defiviéji granicy
oraz w mysl tw. 11 jest wiece :

tim u,<lim u

rywry n=00

'my

1 przeto, w mysl tw, 2, istnieje liczba wymierna w taka iz

hln u, <w<lim u, (13)
Wobec tw. 6 istnieje taki wskaznik p, iz
Uy > W (14)

(gdyz, wobec (13) oraz tw. 6, meréwnosé %, > w zachodzi dla nie-
skofiezenie wielu rézoych n).

§ 14 Warunek dla granicy ciggu. 23

Wobec (14), bedzie tembardziej (skoro nasz ciag jest niema-
lejsey):
w,=wu, dla n> p,

skad w mysl tw. 10:
lim u, =w,

wbrew (13). Ciag u, musi wige posiadaé granice, c. b. d. o.
Analogieznie udowodniliby$my:

Twierdzenie 13. Kaidy ciag nieskoriczony nierosngcy posiada
granice.

Ciag niemalejacy lub nierosngcy nazywamy monotonicenym.
Oba wige dowiedzione twierdzenia mozemy polaczyé w jedno:

Kazdy ciag monotoniczny posiada granice.

Okazemy obecnie, ie gramica ciggu rosngcego jest wigksza od
katdego z wyrazdéw ciggu. W samej rzeczy, niech wu, oznacza ciag
rosngey, t. j. taki iz

Upys > Uy, dla n=1,2,3, .... (15)

W mysl tw. 12 ciag u, posiada granice. Z zalozenia ze cigg
jest rosngey, wynika natychmiast, ze przy waezelkiem danem k
mamy dla n > k stale u, = u,,, skad, w mysl tw. 10:

lim U, = uH.],

a poniewaz, wobec (15), mamy u,,, > %, wigc mamy
lim u, > t,

#=00

c. b.od o

Podobniez udowodnilibyémy, e granica ciagu malejacego jest
mniejsza od kaddego @ wyrazéw ciggu.

§ 14. Twierdzenie 14. Na to 2eby grawica ciagu liczb raecey-
wistych u, byta liczba rzeczywista (skotczona lub nieskonczona) =,
potrzeba i wystarcza izby dla kazdej liceby rzeczywistej a < x nie-
réumnosé

u, > a, {16)
208 dla kaddej liczby rzeczywistej b> x nierdwnosé
u, <b (10

byta prawdziwg dla wszystkich dostatecznie dulekich wyrazéw ciggu.
Dowéd. Zalézmy, ze mamy:
lim U, —=ur (18)

n=00
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oraz e @ jest liczby rzeczywists <a. W mysl tw. 2 istoieje liczba
wymierna a,, taka iz
a<a <z (19)

Wobec (18) oraz definicji granicy, bedziemy mieli tembardziej:

lim u, ==z
=00
1 przeto, w mysl tw. 7 oraz wobec a; <, nieréwnosé

U, < ay

bedzie zachodzila conajwyzej dla skonczonej liezby réznyeh n, skad
wynika, ze bedzie
u, == ay, dla n > p,

co, wobec (19), daje nieréwnosé
u, > a, dla u > p.

Podobniez udowodnilibys$my, wychodzae z zalozenia (18) i opie-
rajae sig na tw. 6, Ze dla kazdej liczby rzeczywistej b > z nierdw-
nosé (17) jest prawdziwg dla wszystkich dostatecznie wielkich #.

Dowiedlismy wige, ¢ warunek nasz jest konieczny.

Zalézmy teraz, ze warunek nasz jest spelniony. Dla kazdej wige
liczby rzeczywistej a < z nieréwnos¢é (16) zachodzi dla wszystkich
dostatecznie dalekich wyrazéw ciagu u,: w kazdym wiec razie nie-
réwnosé (16) zachodzi dla nieskoinczenie wielu réznyeh wskazni-
kéw n. Z drugiej strony, jezeli b jest liczba rzeczywists > x, to
w myél paszego zalozenia, nieréwnosé (17) musi byé prawdziwa
dla wszystkich wskaznikéw n z wyjatkiem conajwyze] skonezonej
ich liezby: wnosimy stad, ze nieréwnosé przeciwna, t.j. nieréwnobé

U = b

1, tembardziej, nierdwnosé
u, >0
zachodzi conajwyzej dla skonezonej liczby wskaznikow n. Sa wiece
spelnione warunki tw, 6, skad wnosimy, ze
% U, = . (20)
Podobniez, opierajac sie na naszych zalozeniach 1 na tw. 7.
udowodnilibyémy, ze '
bim u, = x. (21)

n=0

§ 14. Wnioski z warunku dla granicy ciggu. ' 26

Wzory (20)'1 (21) dowodzs, wobee definicji granicy, ze za-
chodzi wzér (18). Warunek nasz jest wige wystarczajacy.

Twierdzenie nasze udowodniliémy zatem w zupelnosei. Jako
natychmiastowy wniosek, otrzymnjemy stad:

Twierdzenie 15. Istnienie i wartosé granicy ciagu nieskoriczo-
nego nie zalesy od porzadku jego wyrazdw.

Dla dowodu twierdzenia 15 wystarczy zauwaiyé, e, zmie-
niajae porzadek wyrazéw danego ciggu nieskofezonego u,, nie zmie- .
nimy przez to faktn, ze warunki twierdzenia 14 (w stosunku do
danej liczby #) zachodzg lub nie zachodza.

Wobee twierdzen 6 i 7 mogliby$my twierdzenie analogiczne
do tw. 15 wypowiedzie¢ dla gérnej i dla dolnej granicy ciagu
nieskonczonego, jak réwniez moglibydmy wypowiedzieéd -twierdze-
nie, e nie emienimy gramicy (dolnej, gornej) ciggu nieskonczonego,
odrzucajgc w nim, dodajge, lub zmieniajgc dowolng skoficzong liczbe
wyrazow. :

Twierdzenie 16. Jeseli lim u, = i jedeli n, (k=1,2, 3,.. )

a=00
oznacza ciag nieskoriczony rosnacy liczh naturalnych, tc mamy tez
lim u, = x.

ResoC

Twierdzenie to otrzymujemy natychmiast z twierdzenia 14,
zwazywszy, ze jezeli nieréwnodé u, > a, waglednie u, < & jest praw-
dziwg dla wszystkich wskaZnikéw n z wyjatkiem conajwyzej skon-
czonej ich liczby, to tembardziej nieréwnosé u, > a, waglednie u, <b
bedzie prawdziwg dla wszystkich wskainikéw k z wyjatkiem co-
najwyzej skonczonej liczby.

Twierdzenie 16 mozemy wyslowi¢ jeszcze w ten sposch: Jeteli
= ciagu nieskoniczonego, kidrego gramica jest liceba x, usuniemy do-
wolng skonczong lub nieskoriczong liczbe wyrazéw i jezeli pozostady
ciag bedzie nieskornczonym, to liczba x bedzie réwnied jego gramicg.

Twierdzenia analogiczne do tw. 16 nie zachodza dla gérnej
i dolnej granicy ciggu nieskonezonego (Np. dla ciagu u, = (—1)"
mamy lim u, =1, za§ lim wuy,_, =— 1).

Warunki tw. 14 sa oczywiscie spelnione, jezeli u, = z, dla
n=1,23 ....5d

Twierdzenie 17. Jeieli wszysthie wyrazy ciggu nieskornczonego u.,
sa réwne liczbie rzeczywistej x, to lim u,= 2.

n=00
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Jako latwy wniosek z tw. 14 udowodnimy jeszeze

Twierdzenie 18. Jeseli u, i v, s¢ dwa ciggi nieskonczone liczb
raeczywistych, takie ié
lim »,=— z oraz lim v, =,
gdzie z jest liczbg rzeceywista skonczong lub nieskoriczong, i jedeli po-
' togymy:
Wony = Uy o, =1, dlan=1,23,....,
to bedzie
lim w, = 2. (22)
Dow6d. 7 zalozen naszych oraz z tw. 14 wynika, ze dla
kazdej liczby rzeczywistej a <« kazda z nieréwnosei

W, >a oraz v,>a

jest prawdziwsg dla wszystkich n z wyjatkiem conajwyiej skoriczonej
liezby réznych n. Wynika stad natychmiast, wobec definicyj ciagu w,,
ze i nieréwnosé

w,>a
jest prawdziws dla wszystkich n z wyjatkiem conajwyiej skofczonej
ich liczby. Podobniez wnosimy, ze dla kaidej liczby rzeczywistej

b > x nieréwnosé
w, < b

jest prawdziwg dla dostatecznie wielkich ». W mysl tw. 14 mamy
wiee wzor (22), ¢. b. d. o.

8 15. Niech x oznacza dang liczbe rzeczywists skonczons.
W myél tw. 3 istnieje liczba wymierna <.: poniewai zas dla
kazdej liczby wymiernej w istnieje liczba calkowita < 1w, wige dla
kazdej liczby rzeczywistej skonezonej « istnieje liczba catkowita < a.
Podobniez wnioskujemy, ze dla kazde] liczby rzeczywistej skon-
eczonej x istnieje liczba calkowita > x.

Niech wige %' i k" beds liczby ecatkowite, takie iz

E<ax<k' ' (23)
Niech % oznacza najwigksza liczbg calkowity w ciagu
oE4+1, 42, ...k,

§ 15. Liczby rzeczywiste jako granice liczb wymiernych. 27

dla ktérej
<z

(bedzie rzeczywidcie k <<k, gdyz k” > ). Bedzie wige juz
E+1>2

i, tembardziej, dla kazdej liczby calkowitej I >k bedzie > x. Liczba k
jest wiee najwigksza liczbg calkowits, nie wigkszg od =

Dowiedlismy wiec, e dla kaidej liczby rzeczywistej skoriceonej
istnieje najwicksza liczba calkowita, nie wicksza od z: liczbg te ozna-
czamy (wedlug Liegendre’a) przez Ex i caytamy entier z.

Niech, dalej, g oznacza dowolng liczbg calkowits > 1, zas n —
dana liezbe calkowitg = 0. Nieréwnoséé (23) mozemy przepisa¢
w postaci:

kg <z< k?q

Oznaczmy przez k, najwigkszg liczbe calkowita w ciggu
Ko, Eg+1,. ... kg,
dla ktérej zachodzi nieréwnosé

k
—<x 24
= (24)
(bedzie oczywidcie k, < k”’g"). Bedzie wige
k.41
St D> 26
% (26)

i, tembardziej, dla kazdej liczby calkowitej I >k, quzie}>x:
liezba k, jest wige okreslona w zupelnosci jako najwigksza liczba
calkowita k, spelniajsca (przy danych s, g i #) nieréwnosé gﬁ ==
(Przytem bedzie oczywiscie k, = Ex).
Polézmy:
u,:%, dla n=1,2, 8, ... (26)

Powiadam, ze
lim u, = z.

W samej rzeczy, niech a oznacza jakakolwiek liczbe rzeczy-
wists < z. W myél tw. 2 istniejs liczby wymierne w i «/, takie, iz
a<w<w <a €0)
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Obierzmy liczbe naturalng p, tak wielks izby bylo
9>

(28)

w —w

[jest to zawsze mozliwe, gdyz g jest liczbg calkowita > 1, =za$

- — liczbs wymierns dodatnig )]
w—w

Wobee (28) bedzie tembardziej, dla kazdej liczby naturalnej n > p:
s L
I
zatem:
w — ! S>> w (29)
: g
Wobec (26), (26) i (27) mamy:
1k 1
U, - '"'",r“-‘ >z >
r g )

skad, wobec (29):
U, > w — -};,>w
g

i przeto, wobee (27), tembardziej:
%, > a.

Dowiedliémy wige, ze jezeli a oznacza jakskolwiek liczbe rze-
czywista <, to bedzie
u, >a dla n>p.

7 drugiej strony, niech b oznacza liczbg rzeczywisty > .
Wobec (26) i (24) mamy stale

Uy =T
i tembardziej
u, <b dlan=1,23, ...
Warunki twierdzenia 14 ss wige spelnione: mamy wige
lim u,= = (30)

L <}
c. b. d. 0. Mozemy wige wypowiedzieé nastgpujgce:
1) Drogg indukeji fatwo dowiesé, ze przy wezelkiem naturalnem # mamy
g* > n: nieréwno#é ta jest bowiem (wobec zaloienia g > 1) prawdziwg dla
#=1; jeseli zaé jest prawdziwg dla », to mamy stad "+ > gn > 2n = n -
+4n>n--1, co dowodzi, ze nieréwnodé nasza jest prawdziwg i dla n 4 1.
1

soae s . 1 .
Jegeli wiec obierzemy p > by to bedzie g» > by

§ 15. Rozwinigeia liezb rzeczywistych na ulamki niesk. 29

Twierdzenie 19. Katda liczba rzeceywista jest granica ciagu
nieskoriczonego liczb wymiernych?).
Polézmy
o=k, oraz c,=k,—gk,,, dla n=1,2, 3,. .. (81)

Liczby ¢, (n =1, 2, 3, . . .) beds oczywidcie wszystkie eal-
kowite. Powiadam, ze stale

0<c=g—1 dlan=1,223, ... (32)
W samej rzeczy, wobec (24)i (25) mozemy napisaé dla n=>1
k, <z< k1

- == P

co, w mysl tw. 1, daje:

skad, wobee (31), w jednej chwili:
<9,

czyli, wobec calkowitosci obu stron:
,<g—1 (33)
7 drugiej strony, poniewaz k, jest najwigksza liczbg calkowits
dla ktérej zachodzi nieréwnosé (24) i z uwagi, ze mamy (dla n=>1)
réwniez ’

s,
czyli
k = I < z,
g
wnosimy, ze musi byé
k.g=<k,
czyli, wobec (31):
¢, =0.

Dowiedliémy wige, ze przy wszelkiem naturalnem n zachodzs
nieréwnoéei (33) i (34); co dowodzi prawdziwodei (32). Liczby c,
(n=12, 8, ....) sa wige cyframi w ukladzie o zasadzie g.

") Twierdzenie to pozostaje prawdziwem i dla liezb -+ oraz — oo, gdyi
w myél tw. 14 sprawdzamy z latwodcia, Ze lim n =} oo, za§ lim (— #) = — oo,
Ne00

=00
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Wazér (26) mozemy wobee (31) przepisaé w postaci:

ol

—ak k. — gk,_
=k + 9°+ IR

—"0+01+ + +9

lub, w postaci alamka przy zasadzie g
Uy == (Coy €1 Cg-++Culyr (35)
Wazory (30) oraz (35) dajg wige wzdr:

x = lim (o €1 Cy--Co)yy (36)

ktéry bedziemy pisali w postaci;
& ==(Coy €1 Cp Cgo---- ) (37)

1 symbol, stojacy po prawe;j strbnie, nazywali utamkiem nieskoriczonym
pray zasadzie g. [Wzor (37) jest wige, ex definitione, réwnowazny
wzorowi x = lz'm(c., + —;1—-}-;’1 Ce —}~§§)J W razie g =10
bedziemy pisali poprostu z = ¢, ¢ ¢5 G-...

Dowiedlismy wige, ze kazda liczha rzeczywista daje sig przed-

stawié w postaci ulamka nieskonezonego przy kaidej calkowitej,

wigkszej od jednosci zasadzie g.

Wzér (37) nazywamy rozwindgeiem liczby x na ulamek nie-
skorczony pray zasadzie g. Liczbe wymierng (co, ¢, €...¢,), na-
zywamy n tym reduktem uwazanego rozwinigeia. W mysl, (24), (25),
(26) i (35) mamy:
N CO - NN I~ L (N

e, + -gl—",.dla n=1,2,3... (38)

Powiadam, ze w uzyskanem przez nas rozwinigeiu (37) mamy
nieskoficzenie wiele cyfr ¢, réznyeh od g — 1.

Zalézmy, dla dowodu, e w rozwinigciu (37) mamy conajwyiej
skofiezong liezbg eyfr ¢, réznych od g — 1, mianowicie, ze dla n > p
stale ¢, =g — 1. W myél (26), (24) i(26) (dla n =p +m) mamy:

Ypt =2 < Uy + - ﬂ_m, dlam=1, 2, 3, . (39)

b

§ 15. Rozwijanie liczh rzeezywistych na ulamki niesk. 31

Lecz, wobes zalozenia, ze ¢,—=g— 1 dla n>p, mamy, pﬁy
naturalnem m:

Um =0t T +°A+§%—$+ k=
= ,,+ o
skad po latwej redukeji:
Uppm = p~{~gp—97+; dlam=1,23 ...
Nieréwnosé (39) mozemy ch przepisaé: w postaci:

u,+ g’ Sm<u+ L, dlam=1,23, ... (40

Polézmy
u, + 7;;: w 3 (41)
— bedzie to liczba wymierna niezalezna od m, przytem w mysl (40).
bedzie z < w: w mysl tw. 2 istnieje wiee liczba wymierna w’ taka iz
‘ z<w<w
Nieréwnosei (40) daja wige, wobee (41):

w-——g—%;(w’dla m=1, 2, 3, ...

Stad, w jednej chwili:

gp%>w——-w’, dla m=1.2,3 ...
czyli, przy wszelkiem naturalnem m:
1
(w — w)g”

mn

g™ <
co jest oezywiscie niemozliwe (gdyz, jak wiemy, stale g™ ==m).

Dowiedliémy wige, ze w rozwinieeiu (37) nieskoniczenie wiele
cyfr jest réznych od g — 1.

Ulamek nieskonezony przy zasadzie g, w ktérym nieskoficzenie
wiele cyfr jest roznych od g — 1, nazywamy rozwinigciem normalnem
przy zasadzie g. Udowodnilimy wige, ze kazda liczba rzeczywista
daje si¢ rozwingé na ulamek normalny przy kazdej danej catko-
witej wigkszej od jednosci zasadzie.
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Okazemy obecnie, e kaida liczba rzeczywista daje tylko jedno.
rozwinigeie na ulamek normalny przy kazdej danej, catkowitej,
wigkszej od jednofei zasadzie g. Niech wige

@ ==(Cyy C1 Cgeres)y (42)

oznacza rozwinigeie liezby rzeczywistej ¢ na ulamek normalny przy
zasadzie g. Znaczy to, Ze mamy
z == lim (o €1 C3.-.Cply (43)
=00
przyczem ¢, jest liczba calkowity, zad ¢, (n =1, 2, 3, . . ) sg cyfry
przy zasadzie g, wiréd ktérych jest nieskonczenie wiele réznych
od g — 1. Udowodnimy, ze zachodzs nieréwnosci (38).

Poniewaz wéréd cyfr c, jest nieskonczenie wiele réznych od
g—1, wige przy danem naturalnem 7 istniejs wskasniki p > n, dla
ktéryeh ¢, g— 1, ezyli ¢, << g — 2: niech p, oznacza najmniejszy
z nich. Bedzie wiee

Py >'m, 0raz ¢, =g — 2,

Dla p > p, bedzie

Uy = (6oy € CaeeeCp)y =

=(omor - - ot g':;ti+ +”°”’+"°+;:'¢;+ A=

g!’u—l
1
= (cﬂa Cy .- cn)u'i’ n+1 + %gm—l +9 g™ + gm+1 + -+ g
1 1 1 1 1
= (Coy €1 +++ Cn)y + 7 —E;q—g,ﬁ (cos Cl-v-f«‘u’)ri—'é;—gm
czyli
< 1 1
ty < (€gy €1 ... 0, g o dla p > p,.
skad, z uwagi, ze, wobec (43), lzm u, =, oraz w mysl tw. 10,
znajdujemy
T=(C5 €10..0,) —]—1—1~
(1} n/g gn ‘qpo
i przeto
1
2 < (e €1-..0,), + 7 (44)

Z drugiej strony, dla p > » mamy oczywifcie

U, = (g, €...0,),

§ 15. Rozwijanie liczb rzeczywistych na ulamki. 33

(gdyz cyfry c,,q, Coysy....c, sa nieujemne). skad, w mysl tw. 10:
- = (PN A (45)

Nieréwnosei (44) 1 (45) daja nieréwnosé (38), ¢. b. d. o.

Dla n =1 nieréwnosé (38) daje:

P ;1sm<co+"‘ ;H-,

skad, wobee 0 <¢, <g—1:
a=z<c-t+1,
co dowodzi, ze
¢y = Ea.
Zsalbzmy teraz, ze liczha x daje dwa rézne rozwinieeia nor-
malne przy zasadzie g¢:
z=(BEx, ¢ ¢5...),, oraz = (Ba, ¢; ¢5...), (46)
i zaldzmy, ze pierwsza cyfrg, w ktdrej sie te rozwiniecia roéznia,
Jest k-ta, ze wige
=c.dla n=1,2... k—1, 288 ¢,F ¢, 47
Polézmy, przez skrécenie (dla n=1,2,3,..):
(B, ¢y cg...0), = t,, (B, & ¢;...c0), = us;
jest wige, w mysl (47):
Uy = Uy |~ cg';, Uy = Up_q + % (48)
W myél (38) bedzie:
Uy Sm<uk-|—$;, oraz u, <z < u,+ ;,‘,
skad w jednej chwili:
uk<u;+:g1~,‘ oraz u, <, —}—7;,‘,
co daje:
—1<g(u,—u) <1,
czyli wobec (48):
—1<e—6 <1,
co, wobec calkowitodei liczby ¢, — ¢, doprowadza do wniosku, ze
musi byé ¢, — =0, czyli ¢, = ¢,, whrew (47).
Dowiedliémy wiee, ze zadna liczba rzeczywista nie moze dawaé

dwoéch réznyeh rozwinieé na ulamek normalny przy danej zasadzie g.
Mozemy wige wypowiedziec:
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Twierdzenie 20. Kasda liczha reeczywista & daje jedno i tylko

jedno rozwiniecie normalne na utamek nicskohczony, przy kazdej danej,

catkowite], wigkszej od jednosci zasadzie g:
2= (cpy €1 Cg Cg.-+),

Mamy przytem ¢, = Bur, za$ dla n=1, 2, 3,... zachodzs nie-
réwnosei

1
(€05 €1+ Ca)g =T < (Coy 61---cn)y+§; :

Z drugiej strony, kazdy ulamek nieskohczony przy zasadzie ¢
(normalny lub nie) przedstawia pewna liczbe raeczywists (skohezong).
Niech bowiem ¢, oznacza jakakolwiek liczbe catkowits, zas ¢, —
jakikolwiek ciag nieskofczony cyfr pray zasadzie g, t. j. ciag liezb
catkowityeh ¢,, gdaie

0, <g—1dan=123,... (49)

Ciag nieskonezony

Uy == (Cg, €1 C3.-.C,), (50)

bedzie niemalejacy (gdyz oczywiscie w, —u,_, = c% = 0), zatem,
w my$l tw. 12, bedsie posiadal granice. Polézmy

lim u,=— w. (61)

Niech k& oznacza dang liczbe naturalng, Mamy proy wszelkiem.
naturalnem » >k, wobee (50) i (49):
ztk<u,,..u,,+g +g ,_+ +€~:—%——

1 1
:uk—-]— k_"7i<uk+'1g'
g 9 g

czyli
< u, < ah, -glk, dla >k,

skad, wobec (1) i w mysl tw. 10:

1
=z <u, -+

k7

co dowodzi, se x jest liczba rzeczywista skoficzonsy. Wobece (50)
i (b1) mozemy wige napisaé rozwiniecie:

N (P N
Udowodnilidmy wige nastgpujsee

§ 16. Nieprzeliczalno&é zbioru liezb rzeczywistyeh. 35

Twierdzenie 21. Kaidy ulamek nieskoriczony przy zasadzie
calkowitej g >1 przedstawia pewna licebe rzeczywisty (skoriczong) =,
praytem, jezeli u, oznacza k-ty redukt uwadanego ulamka, to

u,‘Sx_<_u,,+%, dla 2=1,23...

§ 16. Opierajac sie na twierdzeniach paragrafu poprzedzajgcego, okazemy
cbecnie, 2e zbiér wszystkich liezb rzeczywistyeh jest nieprzeliczalny (jak to
zapowiedzielidmy w koden § 9). Udowodnimy mianowicie

Twierdzenie 22. Majac jakikolwiek dany ciag nieskonrczony liczh rzeczy-
wistych u, (n==1, 2, 8,...), mozemy zawsze okreslic liczbe rzeczywista, nie bedg
Zadnym z wyrazéw ciggu ..

W samej rzeczy miech

Uy, Uy, Uy o ev e -

hedzie dany ciag liczb rzeczywistych.
Niech
= o, o P e (62}

oznacza rozwiniecie normalne liczby #. na ulamek dziesigtny (n=1,2,3,..).
Polézmy teraz przy wszelkiem naturalnem %:
6, =0, ieli >0,

zab - (63}
6, =1, jeteli =0,

Ciag nieskoticzony ¢» bedzie przez powyZsze warunki okreslonym w zu-
pelnodei, przyczem, wobec (53), wnosimy natychmiast, 2e liezby ¢ (n =1,2,8,..)
beda cyframi w ukladzie dziesigtnym. W my$l tw. 21 ulamek nieskodczony
dziesietny

0,¢,¢,¢5.... (54
hedzie przedstawial pewna liczbe rzeczywists skofiezong: oznacamny ja przez x.
Rozwiniecie (54) jest oczywiscie normalne, gdyZ, wobec {58), mamy stale:

cn:‘:B m=1.23,..).
Powiadam, Ze liczba @ nie jest z Zadoym z wyrazéw ciggu #a (n=1,2,3,.. ).
Istotnie, gdyby bylo przy pewnem #n-—=p:
L= Up,

to, z uwagi, 2e wobec (52), u, daje rozwiniecie normalne

P L (65)

mielibyémy dla liezby 2 dwa rozwiuiecia normalne, (54 i (55), ktére sie roinia
w p-tej cyfrze, gdyz, w mydl (33), mamy w kazdym razie
ok .
Liczba = dawalaby wiec dwa rdZne rozwinigeia na ulamek normalny

przy tej samej zasadzie, whrew tw. 20. Dowiedliémy wiee, Ze liczba z nie jest
zadnym z wyrazow ciagu %, (n=1,2,3,. L)y e bodoo.
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36 Rozdzial II. Ciggi nieskohczone i ich graniee.

7 udowodnionego twierdzenia wynika natychmiast, Ze nie istnieje taki
cigg nieskoticzony, ktéryby zawieral kaidg liezbe rzeczywisty. Zbiér wezystkich
liezk rzeczywistych nie daje sie wige ustawié w Zaden cigg nieskofiezony, a wige

nie ‘est przeliczalny i(gdy tymeczasem, w mysl. tw. B, zbiér wezystkich liezb ,

wymiernych jest przeliczalny). Zatem:

Zbidy wszysthich liced rzecaywistych jest micprzeliczalny.

§ 17. Twierdzenie 23. Na to, seby ciqg nieskoriczony u, by
ehiesny, potrzeba i wystarcza by dla kaidej liczby wymiernej do-
datniej € istnialy liczby wymierne a i b takie, i&

0<b—a<e
oraz it przy pewnem naturalnem p:
a<u,<b, dlan>p.

Dowéd. Zaléimy, e ciag w, jest zbieiny (§ 10), ze wige mamy
limu, =z, gdzie z jest liczbg rzeczywisty skoficzong. W myél
tw. 3, dla danej liczby wymiernej ¢ istniejy liczby wymierne a i
takie iz

a<zx<b oraz b—a<g
w mysl tw. 14 wnosimy stad, ze kazda z nieréwnosei
u, > a oraz u,<b ‘

bedzie prawdziwa dla wezystkich dostatecznie dalekich wyrazéw
ciagu u,. Dowiedliémy wigc, ze warunek nasz jest konieczny.

Zaldimy teraz, ze warunek nasz jest spelniony.

Gdyby ciag u, nie posiadal granicy, to w myél tw. 11 (oraz
definicji granicy) byloby

bim o, < fim u,
I, w mysl tw. 2, istnialyby liczby wymierne w i w' takie iz
timu, <w <w <limu,. (56)

n=00

Polézmy
w—w=—¢ (67)
— bedzie to liczba wymierna dodatnia; w mysl naszych zalozen
istnieja wige liczby wymierne a i b, takie, iz
0<b—a<e, (58)
oraz iz

a<u,<b dla n>p. (59)

zm
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Wobec (59) oraz w mysl tw. 10 znajdujemy:

a<<limu, oraz limu, =5,

A==00

n=00

zatem, wobec (56): .

a<w<w <b,
co daje, w jednej chwili:
b—a>w —w,
zatem w mysl (57):
b—a>e,

whrew (58).

Dowiedliémy wiec, 3e ciag u, posiada granice lim u,. W mysl
naszego warunku istniejs w kazdym razie liczby wymierne a i b
takie, iz dla wazystkich dostatecanie dalekich wyrazéw cisgu u, za-
chodzi nierdwnosé

a<u,<b
co daje, w mysl tw. 10:
a <limu, <b,

=00

co dowodzi, Ze granica lim u, jest liczbs skohczons, ezyli ze ciag u,

n==00

jest zbiezny. Warunki nasze sa wige wystarczajace dla zbieznoSei

ciggu u,.
Twierdzenie nasze udowodniliSmy zatem w zupelnosel.

ROZDZIAL III.

Dzialania arytmetyczne na liczbach rzeczywistych.

§ 18. Niech z i y beda dwie dane liczby rzeczywiste, u, 1 v, —
dwa ciggi nieskonczone liczb wymiernych takie, iz

limu,=wx, limv,—y 1

(ciagi takie istniejs zawsze, w mysl tw. 19). Powiadam, ze ciag
nieskofiezony

w,=u,+v, m=12,3...) @)
jest zbiezny.

=
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