CZESC PIERWSZA.

Liczby rzeczywiste i zespolone.

ROZDZIAL 1.
Przekroje i liczby niewymierne.

§ 1. Jednem z podstawowych pojeé, na ktéryeh opiera sig
Analiza wspélezesna, jest pojecie przekroju (wprowadzone przez
R. Dedekinda w r. 1872).

Przekrojem zhioru wszystkich liczb wymiernych nazywamy
kazdy podzial zbioru wszystkich liczb ‘wymiernych na dwie klasy
41 B, taki, iz kazda liczba klasy 4 jest mniejsza od kasdej liezby
klasy B. Przekrdj taki oznaczaé bedziemy przez [4, B]; zhiory 4
i B nazywaé bedziemy odpowiednio klasa dolng i gérng przekroju
(4, Bl . '

Np. jezeli do klasy 4 zaliczymy wszystkie liezby wymierne
wjemne oraz liczbg 0, zaé do klasy B — wszystkie liezby wymierne
dodatnie, to otrzymamy, jak latwo widzieé, przekréj [4, B] zbioru
wszystkich liczb wymiernych. W przekroju tym klasa 4 posiada
element najwigkszy (ostatni), mianowicie liczbg 0, za$ klasa B nie
posiada clementu najmniejszego (pierwszego), gdyz dla kazdej liczby
wymiernej dodatniej w istnieje oczywidcie liezba wymierna doda-
tnia, mniejsza od w, np. w/2. .

Podobniez otraymamy przekrdj [4, B), jezeli do klasy 4 za-
liezymy wszystkie liczby wymierne mniejsze od liczby 10, zaé do
klasy B — wszystkie pozostate liczhy wymierne. W tym przekroju
w klasie 4 nie bedze, jak latwo widzied, liczby najwiekszej, zato
w klasie B bedzie liezba najmniejsza (mianowicie liczba 10).
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] Rozdzial 1. Przekroje i liczby niewymierne.

§ 2, Nie moze sig oczywicie w zadnym przekroju [4, B]

(zbioru wszystkich liczb wymiernych) zdarzyé, izby w klasie B 4

istniala liczha najwigksza, a zarazem zeby w klasie B istniala liczba
najmniejsza: wynika to natychmiast z uwagl, ze migdzy kazdemi
dwiema liczhami wymiernemi (réznemi) istniejg liezby wymierne
posrednie. Istnieja natomiast przekroje [4, B}, w ktérych w klasie 4
niema liezby najwigkszej, ani tez w klasie B niema liezby najmniej-
szej: o przekroju takim méwimy, ze wyznacza fukg.

Damy przyklad przekroju [4, B], wyznaczajgcogo luke.

Zaliczmy do klasy B kazda liczbe wymierna dodatnig, ktdrej kwadrat
jest > 2, zaé do klasy 4 — wszystkie pozostale liczby wymierne: umows ta
wyznacza oczywidcie pewien przekrdj.

Powiadam, #e w naszym przekroju w klasie B niema liezby najmniej-
szej. Niech howiem  oznacza liczbg klasy B, a wige liczb¢ wymierna dodatnis,

takg, iz

0wt >92 ' 1)
Poléimy
= E_ﬂ
2w

— bedzie to oczywisecie liczba wymierna dodatnia, przyczem bedzie, wobec (1):

Gun?

Liczba u jest wiec liczba klasy B: 2z drugiej strony jest ona mniejsza
od w, gdyz, wobec (1):

W — 2= "2 < 0 gad ut> 2

wr - 2

W~ U = —
2w

Od kazdej liczhy klasy B istnigje wiee w tejze klasie liczba mniejsza,
‘co dowodzi, e w klasie B niema liczhy najmniejszej.

‘Okazemy teraz, e w klasio A niema liczby najwigkszej. Zauwazymy w tym
celu przedewszystkiem, #e niema liczhy wymiernsj i, spelniajacej rdwnanie

0% == 2,

Gdyhy howiem taka liezba wymierna istniala, to moglibyémy ja praed-
stawi¢ w postaci ulamka nieprzywiedlnego p/y. W ulamku tym, jako nieprzy-
wiedlnym, przynajinniej jedna z liezb p i ¢ musialaby byé nieparzysta, z réw-

nania zag
Y
(7) =2
Pt = 2¢ (2)

co wskazujé, e p jest liezha parzysty i mozemy polodyd p = 2§, gdzie ¢ jost
liezby eatkowita. Réwnanie (2) daje wobec togo (po podzieleniu obu stron przoz 2):

mamy

2=

§ 8. Pojecie liczby mniejszej i wickszej 3¢

co dowodzi, Ze i ¢ jest liezba parzysts. Liczhy p i g bylyhy wige obie jedmé-
czefnie parzyste, whrew zalozeniu, e ulamek pjy jest nieprzywiedlny. Zalodenie,.
e istnieje liezba wymierna w, spelnisjnca réwnanie w® = 2, doprowadza wiee
du sprzeeznosei. .
dJezeli wige w0 oznacza liczhe wymierns dodatnia, nsleiges do klasy 4
W uwazanym przokroju. a wige taka liczhe wymierna dodatnia, dla kiérej nie
Jest 1 >> 2, to twohee dowiedzionej niemozliwosei réwnania #? = 2) musi byé
wr < 2, [t3]
Gdyby bylo w <1, o liczha 1 bylaby vesywiicie liezba klasy 4, wigk~
szg od w. Zalézmy wice, ze w0 == 1. Poldumy
o = 4e:v
w2

— bedzie to liezha wymierna dodatnia, praytem bedzie wubee (3):
2 (1wt — )2
B — 2= ST TTEA N -2 .
G 3 - 0, gkad »* < 2
Liezba » nalezy wiee do klasy 4. Z drugiej strony jest ons wigksza od
w, gdyz, wobec (3) i zalodenia, Ze ©w == 1, mamy:
w (2 — Y
-—;,—;l_ g >0
DowiedliSmy wige, e w klasie 4 niema liczby najwiekszej. Uwazany
przekrsj 14, B] wyznacza wige luke, e b. d. 0. e

P — =

Symbole, sluzace do oznaczania przekrojéw, dajaeych luki,
nazywamy (wedlug Dedekinda) liczbami niswymiernemi.

Liezhe, ktéra jest wymierns lub niewymierns nazywamy liczbg -
rzeczywisiq.

Dwie liczby niewymierne uwazamy jako réwne (Iaczae je zna-
kiem =) wiedy i tylko wtedy, jeseli oznaczajs ten sam przekréj.

§ 3. Ustalimy teraz pojecie liczby mniejszej i wigkszej dla
liczb rzeczywistych.

Niech wige ¢ i, bedy dwie dane liczby rzeczywiste. Jeseli
chie sa wymierne, to wiemy z arytmetyki, ktéra jest mniejsza
a ktira wigksza. Mozemy wiee dalej zalozyé, ze conajmniej jedna E
z liezb @1 ¢, jest niewymierna. Rozrdznimy dalej dwa praypadki:
1) tylko jedna z naszych liezb jest niewymierna, i 2) obie nasze
liczby s34 niewymierne. ST

W pierwszym przypadku zalézmy, np. ze ¢ jest liezby nie-
wymierng, zad ¢, liezby wymierng = w. Niech [A, B| oznaeza
przekrdj, odpowiadajaey liezbie ¢. W przekroju tym liczba wy-
mierna w nalezy do jednej i tylko jednej z klas 4 i B; jezeliw:
nalezy do 4, to uméwimy sie uwaza¢ liezbe ¢ jako wigkszg od w
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(piszac @ > w lub w < @), jeieli zas w nalezy do klasy B, to be-
dziemy uwazali liczbe @ jako mniejsza od w (pi_szqc'(p < w lub w > ®).
Zalésmy teraz, ze liczby ¢ i ¢, sy obie niewymierne 1 niech

[4, B] oraz [4,, B;] beds odpowiednie przel.iro_)e. Gdyby klas.y A

i 4, skladaly sig z tych samych liezb Wymlerny.ch, to oczyvvlécle

klasy B i B, tes bylyby identyczne iliczbom ¢ i @, odpowiadalby

ten sam przekréj. Liczby ¢ i @, jako symbole sluzgce do ozna-
ezenia tego samego przekroju, bylyby wige (w mysl umowy kOIfl-
cowej z § 2) réwne, czyli ¢ = ;. Jezeli wige liczby ¢ i ¢, nie
sg réwne, to klasy 4 i-4, nie mogs sig skladaé z tych samych
liczb wymiernych: w jednej z tych klas jest wige liczba wymierna,
ktérej niema w drugiej. Zalésmy np., ze w klasie 4, mamy liczbg
wymierng w,, ktérej niema w klasie 4. Liczba u, jako nie nale-
igea do klasy 4, musi wige w przekroju [4, B] nalezeé do klasy

B: wynika stad, ze kazda liczba klasy 4 jest mniejsza od w;,

7 uwagi, ze w, nalezy w przekroju [4, B;] do klasy .4; wnosimy

stad dalej, ze kazda liczba klasy 4, jako mniejsza od pewnej liczby

klasy 4,, jest tembardziej liczby klasy 4, (Gdyz, w myé} definicji
przekroju [4, B,], liczba wymierna, mniejsza od pewnej liczby klasy

4, nie moze mnalezeé do B,). Wszystkie liczby klasy 4 sa wiee

zarazem. liczbami klasy A4, ezyli klasa A jest czescis klasy 4,.
 Dowiedlismy wiee, ze jezeli @ i ¢, ss dwie rézne liczby nie-

wymierne, zaé (4, B] i[4,, B,] — odpowiednie przekroje, to z klas

Ai A, zawsze jedna jest czedcia drugiej. Jezeli klasa A jest czeécis

klasy 4,, to uméwimy si¢ uwazaé liczbe ¢ jako mniejszg od liezby
¢, (piszac ¢ < ¢, lub ¢, > ¢), jeteli zas klasa 4, jest czescig klasy

4, to bedziemy uwazali liczbe @, jako mniejsza od ¢ (piszac ¢, < ¢

lub ¢ > ¢@,). Niemoze przytembyé jednoczesnie klasa 4 ezgéeis klasy

4, 1 Klasa 4, czefciy klasy 4, gdyz wowezas klasy 4 i 4,, a wiee

- 1 przekroje [4, B] i[4,, B,], bylyby identyczne, whrew zalozenin,

ge liezby ¢ i @, sg rdzne. '

‘ - Kazde wige dwie rézne liezby rzeczywiste @ i ¢, dadzg sie,
w myél powyzszych uméw, polsezyé jednym i tylko jednym z dwéch
znakéw > oraz <.

. '§ 4. Twierdzenie 1. Jeseli dla liczb rzeceywistych ¢, @, i ¢
2mhodag nierdwnosci ‘

o P < py oraz @y <L @y, 4)

fo mamy: .

¥ < Py )

§ 4. Przechodniodé znaku < 5

Dowéd. Zaléimy, ze ¢,, ¢, i @, sa dane liczby rzeczywiste,
dla ktérych zachodzg nieréwnoci (4).

Jezeli wszystkie wrzy uwazane liczby sg wymierne, to nierw-
noéé (5) zachodzi oczywiscie.

Jezeli wszystkie trzy liezby ¢,, @, i @ sa niewymierne, to
OZII&CZmy przez

{Ala Bl]? [‘42q Bz]y [A87 BB]

odpowiadajaee tym liczbom przekroje. Wobee (4) oraz przyjetej umowy
co do Iaczenia liczb niewymiernych znakiem <, klasa A, jest
czgfcig ) klasy A, klasa za$ 4, jest czedeis klasy A,. Poniewas zag
czg8é czesel danego zbiorn sama jest czescis tego zbioru, wiee klasa
4, jest czefeig klasy Ay, skad wynika nieréwnosé (5). ,

Pozostaja wiee do rozpatrzenia przypadki kiedy jedna lub dwie
z liezb @y, ,, i @y 53 wymierne. .

Zsjmiemy si¢ przypadkiem, kiedy jedna tylko z naszych liezb
jest wymierna.

Jezeli liczba @, jest wymierna, za$ g, i ¢, niewymierne, to
oznaczmy przez [d,. B,] oraz [4;, B;] przekroje, odpowiadajace
liczbom @, i @;. Liczba wymierna @,, jako muiejsza od g, MUSI
w przekroju [4,, B,] naleze¢ do klasy 4,. Lecs, w mysl (4), klasa
4, jest czefeig klasy Ay liczba ¢, mnalezae do 4,, nalezy wiec tez
do 4y, skad, wobec umowy co do Iaezenia znakiem << liczby wy-
miernej i liezby niewymiernej, otrzymujemy nieréwnosé (5).

Jezeli liczba @, jest wymierna, za$ ¢, i @, niewymierne, to,
oznaczajae przez [4,, By] i [4; B;) odpowiadajgce liczbom o, i g,
przekroje, wnosimy, wobee (4), %e @, nalesy w przekroju [4; Bi]
do klasy, By, za$§ w przekroju [4,, By,] — do klasy 4. Klasa 4,
nie jefi<wige czefciy klasy 4, (gdyz zawiera liezbg ¢,, ktérej niema
w klasie 4,) i praeto klasy 4, i1 4,, a wiee i przekroje [4,, Bi]
i [Ag, Bi] sg rézne. Licaby ¢, i @, sa wiee rézne, a ze, z drugiej
strony, jak dowiedlismy w § 8, w przekrojach [4,, B,] i [4;, B,l,
ydpowiadajgeych dwom réznym liczbom niewymiernym, z klas 4,

4, zawsze jedna jest czescig drugiej, wige, skoro Ay nie jest czg- -
gcig 4, to 4, musi byé czeicig 4, skad (wobec @, 3= ¢,) znown
wynika nieréwnogé (B).

Jezeli liczby ¢, i @, sa niewymierne. za$ liczba g, wymierna,

to oznaczmy przez [4,, B,]i [4,, B,] przekroje, odpowiadajace

) Mamy tu na mysli ezebej wladeiwe, t. j. réine od calodei.
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liczbom ¢, i @, Powiadam, ze @, nalezy w przekroju [4,, B,
klasy B,. W samej rzeczy, gdyby liczba ¢, nalezala do klasy
to, z uwagl, ze wobec (4), klasa 4, jest czedciy klasy 4,, w
kaloby, %e ¢, nalezy do klasy 4,, gdy tymeczasem z zaloz
@ < @y wynika, ze @, nalezy do klasy B,. Dowiedlismy wie
¢, nalezy do klasy B, skad wynika nieréwnodé (B).

Zajmiemy sie wreszeie przypadkiem, kiedy dwie z nas:
liczb sg wymierne, a jedna tylko niewymierna.

Jezeli liczha ¢, jest niewymierna, za$ @, i @3 wymie
i[4;, B,] oznacza praekrdj, odpowiadajacy liczbie ¢, to, wobec
liczba g, nalezy do klasy B,. Tembardziej wige ¢y nalezy do klasy
(gdyz, gdyby ¢, nalesalo do 4,, to z uwagi, 2e wobec defir
przekroju, kazda liczba klasy 4, jest mnuicjsza od kazdej lic
klasy B;, mielibysmy ¢y << @,, whrew (4)). Wynika stad, ze za
dzi nieréwnosé (5).

Jezeli liczba @, jest niewymierna, zad ¢, i ¢; sy wymic
1 [4,, B,] oznacza przekrdj, odpowiadajgey liczbie @, to z zalc
nia (4) wynika, ze @, nalezy do klasy 4, za$ @, do klasy
Poniewsz zas, wobec definicji przekroju, kasda liczba klasy 4, m
byé mniejsza od kaidej liczby klasy B,, wige mamy znowu r
rownosé (5).

Jezeli wreszcie liczha gy, jest niewymierna, za§ ¢, i @, v
mierne 1 [dg, By] oznacza przekrdj, odpowiadajagcy liczbie gy,
wobee (4), liczba ¢, nalezy do klasy 4,. Tembardziej g, nale
do d [gdyz, gdyby ¢, nalezalo do klasy By, to, wobee definicji pr
kroju, musialoby byé ¢, <<¢,, whrew (4)]. Wynika stad, ze zno
zachodzi nierdwnosé (B).

Twierdzenie nasze udowodnilismy wige we wszystk¥ah v
sliwych przypadkach. ‘

Whiosek 1. Jezeli mamy » (> 2) liczh rzeczywistych g,, @,
9., dla ktérych zachodzy nieréwnosei:

Pr <Py Po<Pgson ... Pom1 < P

to mamy
P < Pa.

Dowéd. Wniosek nasz jest w mysl twierdzeuia 7, prawdsi:
oezywiscie dla n==13. Zalézmy, ze jest on prawdziwy dla 2 lic
rzeczywistych i miech @y, @ . ... .. Puy Poia bedy dane n-
liczb rzeczywistych, dla ktérych zachodza nieréwnodei:

121 < Psy P2 < Psy + + -+ Pu < P (Pu< Pt

icm

§ 5. Gestosé zbioru liczb wymiernych T

Nierownosei (8) poeiagaja za sobs tembardziej nieréwnosei (6):
z zalozenia wige, ze wniosek nasz jest prawdziwy dla n liczb, wy-
nika nieréwnosdé (7). Wobec (7) i (8) mamy wige
P < @, oraz @, < oy,
co, w mysl twierdzenia 7, daje:
P1 < Pups
i dowodzi prawdziwodei naszego wniosku dla n -} 1 liezb, Stad,
przez indukejg, wynika prawdziwosé naszego wniosku przy wszel-
kiem n=23, 4, 5, . . ..
Whniosek 2. Z nieréwnosei
Pr=Qs P2 =P - - - Pt S, S
wynika zawsze nieréwnosé :
1= 9.,
przyczem, jezeli w jednej przynajmniej z nieréwnodei (9) jest wy-
kluczony znak réwnodei, to z zalozen (9) wynika nieréwnosé
P < @,
Dowdd nie przedstawia zadnych trudnosei.
Dla wyrazenia, ze dla liezb rzeczywistych @,, @, i @y zacho-
dzg jednoczesnie nieréwnosei
P1 < @, Oraz @y < @y,
bedziemy pisali poprostu
0 <@y < g
i bedziemy méwili, ze liczha ¢, lezy migdzy liczbami @, i @,
§ 5. Twierdzenie 2. Miedey kaddemi dwiema réénemi liczbami
raecoywistemi lesy mieskoRiczenie wiele liczb wymiernych. .
Dowé6d. Niech ¢, i @, beds dane liczby rzeczywiste, oraz
@, < @;. Jeseli obie one sg wymierne, to twierdzenie nasze jest
prawdziwe oczywiscie. ‘ '
Zelézmy, ze jedna z naszych liezb, np. liczba @, jest wy-
mierna, a druga @, — niewymierna W przekroju [4,, B,], odpo-
wiadajacym liczbie @, liczba ¢, nalezy, wobee zalozenia @, < @,
do klasy 4, Lecz w klasie 4, niema liczby najwigkszej (gdyz
przekrdj [4, B,] wyznacza luke): istnieje wige w tej klasie liczba
wymierna w, wigksza od @. Mamy wige dla liczby w nieréwnodei:
P <w <@,
dowodzace, .76 w lezy miedzy ¢, 1 p,. Podobniez udowodnilibysmy
istnienie liczby wymiernéi, lezacej miedzy @, i@, W razie gdyby
@, bylo niewymierne, zaé @, wymierne,
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Zal6zmy teraz, ze liczby @, i @y 83 obie niewymierne i niec
[4,, B;] i [4;, B,] beds odpowiednie przekroje. Wobec zalozeni
@, <y, klasa A4, jest czedcia klasy 4,, lecz nie naodwrét: w kls
sie A4, istnieje wige conajmniej jedna liczba, ktérej niema w klasi
4,, czyli ktéra nalezy do klasy B,. Jezeli w jest taks wlagni
liczby (cczywiseie wymierns), to mamy
P <w < @,
Dowiedliémy wige, 26 w kazdym razie miedzy dwiema rés
nemi liezbami rzeczywistami lesy liezba wymierna.
Niech teraz ¢, i p, beds dwie dane liczby rzeczywiste (¢, < ¢,
i niech w’ oznacza liczbg wymierng (ktorej istnienia dowiedlifmy’
taky iz
o <w <@, (9
W mysl tego coémy dowiedli, oraz wobee w’ < ¢, istniej
liczba wymierna " taka iz

w <w’ < g, (10)
Mamy wige, wobee (9) i (10)
o <w' <w' < g, (11)
Migdzy réznemi liczbami wymiernemi w' i w*’ lezy, jak wiemy,
nieskoniczenie wiele liczb wymiernych. Jezeli w oznacza liczbe wy-
mierng, taky iz '
w<w < w",
to, wobec (11) i twierdzenia 1, mamy:
P <w < @,

Dowiedlismy wige, ze migdzy kazdemi dwoma réznemi licz-
bami rzeczywistemi lezy nieskofczenie wiele liczb wymiernych,

§ 6. Twierdzenie 3. Dia kasdej liceby reczywistej @ i kaddey
liczby wymiernej dodatniej ¢ istnieja liceby wymierne a i b takie i3
a< @<b oraz b—a<e

Invemi slowy: Kazda liczba rzeczywista daje slg zamkngé
migdzy dwiema, jak chege bliskiemi liczbami wymierneni.

Dow6d. Jezeli liczba ¢ jest wymierna, to twierdzenie nasze
Jest prawdziwe oczywicie. Wiystarezy wige przeprowadszié dowéd,

§ 7. Ciagloéé zbioru liezh rzeczywistych 9

zakladajse ze @ jest licabs niewymierng. Niech {4, B] oznacza
odpowiadajaey liczbie @ przekréj zbioru wszystkich liezb wymier-
nych i niech & bedzie dang liczba wymierng dodatnig. Oznaczmy
przez u iv jakiekolwiek dane liczby wymierne, nalesace odpowiednio
do klas 4 i B. Obierzmy liczby calkowite k, 1 k,, spelniajsce
nieréwnosei
2
by < 2% toraz ky > 22
€ )
W my4dl tych nieré6wnodei bedzie

k—‘; <u oraz _k%e >,
co dowodzi, e liczba k,e/2 nalezy- do klasy A, zas liczba kye/2
do klasy B.

Oznaczmy przez k najwigkszs, liezbg calkowits = ciagu ky, &, + 1,
ky+2, ..., &y, dla ktérej ke/2 nalezy do klasy 4: bedzie oczywidcie.
k <ky, gdyz kye/2 nalezy juz do klasy B. Liczba (% -+ 1)e/2 bedzie
wige juz nalezala do klasy B. Bedziemy wige mieli :

ke (B+ Le
zatem, kladse : '

ke . (k4D

a = “*2—, b= ‘—‘?i
otrzymamy dwie liczby wymierne a i b takie iz
a<gp<b
oraz
b—a= —;— <e

Udowodnilismy wiec nasze twierdzenie,

§ 7. Rozszerzymy obeenie pojecie przekraju, stosujse je do
zbiorn wszystkich liczb rzecaywistych, zamiast tylko do zbioru
wszystkich liezb wymiernych.

Przekrojem [@, @] zbioru wszystkich liezb rzeczywistych na-
zywamy kazdy podzial zbioru wszystkich liezb rzeczywistych na
dwie klasy @ i & taki, iz kazda liczba klasy & jest mniejsza od

kazdej liczby klasy @.
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W zadnym przekroju liezb rzeczywistych [&, @] nie moze sig
zdarzyé izby w klasie @ istniala liczba najwigksza, a jednoczesnie
zeby w klasie & istniala liczba najmniejsza: w myél twierdzenia 2
istnialaby bowiem wéwezas liczba wymierna, jednoczegnie wigksza
od najwigkszej liczby klasy & i mniejsza od najmniejszej liczby
klasy &; liczba taka nie moglaby nalezeé ani do klasy & ani do
klasy &, whrew zalozeniu, ze [&, @] jest przekrojem zbioru wszyst-
Fkich liezb rzeczywistych

TUdowodniony wlasnoéé wyrazamy méwige, e zhiér wezystkich
liezh rzeczywistych nie posiada skokdw. (Zbiér wszystkich liezb
wymiernych réwniez nie posiada skokéw, natomiast w zbiorze
wszystkich liczb calkowitych kasdy przekréj daje skok).

Okazemy obecnie, Ze zhidr wszystkich liezb rzeczywistych nie
posiada luk.

Zalézmy, dla dowodu, ze przekrdj [&,, &B,] zbioru wszystkich
liczb rzeczywistych wyznacza luke. W klasie @, niema wige liczby
rzeczywistej najwiekszej, zaé w klasie &, niema liczby rzeczywistej
najmniejszej.

Utwoérzmy zbiory 4, i B, liczb wymiernyeh, zaliczajac do 4,
kazda liczbe wymierng, nalezaes do klasy &,, za§ do B, — kazda
liezhe wymierna, nalezacs do klasy &, Latwo widzied, ze kazda
liczba zbioru 4, hedzie mniejsza od'kazdej liczby zbioru B,: po-
dzial zbioru wszystkich liczb wymiernyeh na zbiory 4, i B, wy-
znaeza wige przekrdj [4,, B,] liczb wymiernych.

Powiadam, ze przekrdj [4,, B,] wyznacza luke. W samej rzeczy,
niech a oznacza jakakolwiek liczbe zbioru liczb wymiernych Ag:
poniewas ten ostatni jest czeseig zbioru liczh rzeczywistych @, wige
liczba a nalezy tez do @, Lecz w klasie @, niema liczby najwigkszej
(gdyz przekrdj [@,, B,] wyznacza, jak zakladamy, luke): istnieje wige
w zbiorze @, liczba rzeczywista o wigksza od a. W myél tw. 2-go
migdzy liezbami a i e istnieje liczba wymierna w: jako mniejsza
od liczby @, naleigeej do klasy @, liczha w sama nalezy do tej
klasy, a poniewas jest jednoczedénie wymierns, wige nalezy do A4,.
Dla kazdej danej liczby a zbioru 4, istnieje wieec w tym zbiorze
liczha wigksza, co dowodzi, ze w klasie 4, niema liczby najwigkszej.
Podobniez dowiedliby$my, ze w klasie B, niema liczby najmniejsze;.
Praekrdj zbioru liczb wymiernych [4,, B,]. jako dajacy luke, wy-
znacza wige pewns liczhg niewymierng ,. Liczha ¢, (w mysl umowy
co do Igczenia znakiem > i < liczby niewymiernej i liczby wy-
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miernej) jest wiekszg od kazdej liezby klasy 4, — zatem od kazdej
liezby wymiernej klasy &, i mniejszs od kazdej liczhy klasy B, —
zatem od kazdej liczby wymiernej klasy &,.

Jako liczba rzeczywista, liczba ¢, sama musi nalezed w przekroju
[€h, &B,] do jednej z klas @, i &y. Rozréinimy dalej dwa przypadki:

1) @, nalezy do klasy &, Powiadam, ze Zadna liczba rzeczy-
wista klasy &, nie jest wiekszg od @,. W sam3j rzeczy, gdyby
liczba rzeczywista @, nalezgea do klasy &, byla wieksza od ¢, to,
w mysl tw. 2-go, miedzy liczbami ¢, i ¢ istnialaby liczba wy-
mierna w: liczba w, jako mniejsza od ¢, nalezalaby w przekroju
{@, &) do klasy @&, a wigce tez bylaby liczby zbioru 4, whrew
temu, e kazda liczha wymierna wigksza od ¢, nalezy w przekroju
{4y, By} do klasy B,. Dowiedlimy wige, ze w klasie @, niema liczby
rzecxywistej wigkszej od g, cuyli Ze @, jest najwigkszs liczbg rzeczy-
wistg, klasy @,, wbrew zalozeniu, ze przekrdj [, &,] wyznacza luke.

2) @, nalezy do klasy &,. W tym przypadku w klasie &,
niema liezby mniejszej od ¢, gdyz gdvhy ¢ bylo taks liczbs,
to w my$l twierdzenia 2-go, istnialaby liczba wymierna wigksza od ¢
i zarazem mniejsza od g,; liczba ta, jako wigksza od @ nalezalaby
Jjeszeze do klasy &, a wige i do zbioru B, gdy tymezasem kazda
lieczba wymierna mniejsza od ¢, nalezy w przekroju {4,, B,} do
klasy 4,. Dowiedliémy wiee, ze w klasie &, niema liczby mniejszej
od @, czyli ze @, jest najmniejsza liczby klasy &, znown whrew
zalozeniu, ze przekrdj [@,, &,] wyznacza luke.

Zalozenie, ze istniejy przekroje zbioru wszystkich liezb rzeczywi-
stych, dajace luki. doprowadza wige w kazdym razie do sprzecznosci.
UdowodniliSmy zatem. ze zbiér wszystkich liczb rzeczywistych nie
posiada luk. Mozemy wige teraz wypowiedzieé nastepujace:

Twierdzenie 4. Zbidr wszystkich liczb rzeczywistych nie posiada
skokow ani luk. Inaczej wyrazamy to méwiae, ze 2bidr wszystkich
liczb reeczywistych jest ciagly.

W kazdym wiege przekroju [@, &) zbiorn wszystkich liczb
rzeczywistych zachodzi jedno z dwojga; albo w klasie @ istnieje
liczba najwigksza, a w klasie & niema liczby najmniejszej, albo tez
w klasie @ niema liczby najwigkszej, a zato w klasie & istnieje
liczba najmniejsza: tertium non datur.

Kazdy przekrdj [@, @] zbioru wszystkich liczb rzeczywistych
wyznacza wiee pewng liczbe rzeczywists, ktéra jest albo najwigksza
liczha klasy @, albo tez najmniejszg liczby klasy &.
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Dowiedzione twierdzenie wskazuje zarazem, Ze pojecie liezby
rzeczywistej nie moze by¢ rozszerzone w ten sam sposéh, w jaki
zostalo rozszerzonem pojecie liczby wymiernej.

§ 8. Oprécz przekrojéw zbiorn liczb rzecaywistych [&, @],
w ktéryeh zadna z klas @ i & nie jest préing (t zw. przek.rojéw
wilasciwych albo istotnych) wprowadzimy jeszeze dwa przekroje nie-
wiéasciwe, w ktérych jedna z tyeh klas jest pusts (a do drugiej na-
lezg wszystkie liezby rzeczywiste).

Przekréj [@, @], w ktérym klasa & jest pusts, oznaczaé be-
dziemy symbolem —+ oo (lub poprostu co), za$ przékrédj (@, @], w ktd-
rym klasa & jest pusts — symbolem — co. Symole co i — oo
nazywaé hedziemy liczbami rzeczywistemi nieskofezonemi?), miano-
wicie + oo — liczbg nieskonczong dodatnia (lub nieskoncezonobeia,
dodatnig), za§ — co — liezba nieskonezona ujemng (lub nieskoriczo-
noscig ujemna). Wszystkie inne liczby rzeczywiste, dla odréznienia,
od liczb + oo i — oo, nazywaé bedziemy liczbami rzeczywistemi
skonczonemi. Zreszta, o ile nie bedzie wyraznie zastrzezone, e bie-
rzemy tez pod uwage liczby nieskonczone, bedziemy przez liczbe
rzeczywisty rozumieli liczhg skodezons.

Liczbg + oo bedziemy uwazali jako wigksza od kazdej innej
liezby rzeczywistej, liczbe — oo zad jako mniejszg od kazdej innej
liezhy rzeczywistej. Dla kaszdej skoficzonej liczhy rzécaywistej a
zachodzi wige nierdwnosé.

— oo <<+ oo (12)

i naodwrdt: jezeli liczba rzeczywista x spelnia nieréwnogé (12), to
jest skoncezong,

Wobece wprowadzenia liczb nieskotiezonych mozemy teraz po-
wiedzie¢, ze kazdy przekréj [@, &3] zbioru liczh rzeczywistych (wla-
seiwy lub niewlasciwy) wyznacza pewns okreslons w zupetnosei
liczbe rzeczywists, ktéra jest niemniejszg od kazdej liczby klasy &
1 niewigkszg od kazdej liczby klasy &. Zauwazymy tez, ze twier-
dzenia 1 i 2 pozostajg prawdziwe i dla liczh nieskoficzonych.

!} Znaku ® wiywa jako symbolu liezby nieskoficzenie wielkiej (w innem
jednak niz my tutaj znaczeniu) juz Wallis w r. 1655 (nesto enim o notu nu-
meri infiniti*); w wiekach §rednich symhol 0 byt uzywany dla oznaczania liczby
fysige: miwione wiwezas cresto fysige zamiast bardeo wiele {(Zob. Encyclopédie
des Sciences mathématiques T. I, wol. 1, i 184 odsylacz 201),
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