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CZESC 11

Przestrzenie rzutowe i przestrzenie Mibiusa!

" ROZDZIAR IX.
Punkty i proste w przestrzeniach rzutowych

80. Spolrzedne jednorodne i punkty niewlasciwe. W wielu rozwa-
zaniach geometrii analitycznej osiaga sie wieksza ogdlnosé i harmonie,
jezeli zwykle spélrzedne kartezjanskie zastapié przez tzw. spélrzedne
jednorodne, ogélniej — spélrzedne rzutowe.

Punkty przestrzeni C, sa to uklady » Liczb

(y17 Yoo oo e yn)'
Przyporzadkujmy uvkladowi takiemu ukiad n+-1 liczb

]'Syl! y2’ ""yn

oraz wszystkie uklady do niego proporcjonalne, a wiec majace postad
Ay Ay, A Y -..y Ay, gdzie 1 oznacza jakakolwiek liczbe rézng od zera.

Liczby A, A+yqy, A* Y, .., Ay, nazywamy spdlrzednymi jednorodnymi
(zwyklymi) punktu y=(yy, ¥, .., y,) przestrzeni C, .

Spétrzedne te sa wige okreélone jedynie z dokladnoscia do czynnika
A==0 i te ich wlasnog¢é mamy na mysli, nazywajae je jednorodnymi.
Punkt o spéhzednych jednorodnych zy, 2y, ..., «, (gdzie 2,40) oznaczaé
bedziemy przez '

{2 21, T, .-, 2, )

Jest on identyczny z punktem {u-2,, p-%;, u°% ... y-z,} dla
kazdego u==0, w szczegblnosei wiee z punktem

‘v
\

1 A. F. Mobius, matematyk niemiecki z XIX wieku.
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Niech teraz L bedzie dowolng prosta w przestrzeni C,. Wezmy pod
uwage dowolny jej punkt a=(ay, @y, ..., a,) i niech a=[ay, ay, ..., a,]
bedzie dowolnym wektorem majacym kierunek prostej L. W mysl
Nr 14 prosta L jest wowezas identyczna ze zbiorem punktéw p(¢) postaci

p(t)=a-+t- (a)=(a,+t- ay, Gyt 0y, ..., Gy Ft-ay)=
={1, a,+t-0a;, axtt-a,, s Gt eay}

Dla t==0 punkt p () wyraza sie réwniez jak nastgpuje:

, %-\—al, %g—}-az, ...,%’-{—a,,}.

Zauwazmy, ze gdy |t| wzrasta nieograniczenie, punkt p (¢) oddala sie
nieograniczenie od a, za$ jego spdlrzedne daza odpowiednio do liczb
0, q, s, ..., a, Uklad liezb 0, a, ay, ..., a, nie miat dotychczas geo-
metrycznego odpowiednika. Biorac jednak pod uwage wspomniane
oddalanie si¢ nieograniczone punktu p(f) przy |i| wzrastajacym nie-
ograniczenie, jest intuicyjnie zrozumiale, jezeli uklad ten uwazaé bedzie-
my za punkt w nieskoficzonosel, czyli za tzw. punkt niewladciwy prostejL.

Punkty niewlasciwe sg to wiee uklady zlozone z n--1 liczb postaci
{0, ay, ay, ..., a,}, gdzie a;, @y, ..., @, nie wszystkie znikaja, przy czym
identyfikujemy uklady proporcjonalne wobec okolicznosei, ze prosta L
nie ulegnie zmianie, jesli wektor a zastapimy przez jakikolwiek wektor
réwnolegly, a wige przez wektor postaci [u - oy, g+ @y, ..., f* a,], gdzie u==0.

W rezultacie na kazde] prostej L lezy dokladnie jeden punkt nie-
wladciwy; pozostate punkty nazywaja sie wlasciwymi.

Proste réwnolegle majg punkt niewlasciwy wspdlny, za$ nier Swnolegle
— punkty niewlasciwe rézne.

Z tego wzgledu pojecie punkiu niewlasciwego prostej w przestraent C,
nie réini sie w swej istocie od pojecia kierunku tej prostej (okredlonego
w Nr 14). Prosta uzupelniona przez swdéj punkt niewlasciwy nazywa
sie prostq rzutowq.

Rézni sie wiec ona od prostej kartezjanskiej (lub euklidesowej)
jednym punktem dodatkowym, ktéry ja w pewnym sensie zamyka,
upodobniajace jg jakby do okregu o «nieskonczenie wielkim» promieniu.

CWICZENIE. Przez punkt a przestrzeni C, przechodza proste L i L’, ktérych
punktami niewlasciwymi sa odpowiednio {0, Qs Agy oevs an} i {0, B Bss o-vs ﬁ,l}.
Znalezé punkty niewlasciwe dwusiecznych obu katéw wyznaczonyeh przez L i L.

b

81. Przestrzenie rzutowe. Przestrzen C,, uzupelniona przez wszystkie
punkty niewlasciwe prostych w niej lezacych, nazywa sie n-wymiarowq
przestrzeniq rzutows; oznaczad jg bedziemy przez P,

icm

[Nr 81] Przestrzen rzutowa a-wymiarowa 203

Uzycie tutaj wyrazu «przestrzei» stanie sie uzasadnione dopiero
woéwezas, gdy w tak powiekszonym zbiorze punktéw wprowadzone
zostang pewne pojecia geometryczne. Poznaliémy juz (w Nr 1) jeden ze
sposobéw nadawania trefci geometrycznej abstrakeyjnemu zbiorowi
dowolnych przedmiotéw. Sposéb ten polega na wprowadzeniu odleglosei,
co doprowadza do pojecia przestrzeni metrycznej. Nie jest to jednak
jedyny sposéb «geometryzacjy zbioru abstrakcyjnego. Inng droga
péjdziemy w przypadku przestrzeni rzutowych, ktérych nie bedziemy
traktowaé jako metryczne, lecz poprzestaniemy na wprowadzeniu w nich
pojecia prostej i pochodnych od niego pojeé przestrzeni liniowych,
czyli hiperplaszezyzn (rzutowych). Pézniej jeszeze pojecia te uzupelnimy
przez wazne pojecie dwustosunku.

Zauwazmy przede wszystkim, ze P_,=("_, i Py=C\, gdyz ani C_,,
ani C, prostych nie zawierajg. Przestrzen P_, jest wiec zbiorem pustym,
zad przestrzen P, sklada sie z jednego punktu postaci {z,}, gdzie z,
jest liczha rézng od zera, ktérej wartosé jest przy tym bez znaczenia.

Zakladajac, ze okreslone juz zostaly proste w przestrzeni P,, nazywa-
my prostymi w przestrzeni P, ;:

1) zbiory punktéw, jakie otrzymuje sie z prostych w C, przez uzu-
pelienie ich punktami niewlasciwymi,

2) zbiory punktéw postaci {0, 2y, Ty, ..., T}, gdzie zbiér ukiadéw
liczb {wy, @y, ..., %, ), Tozpatrywanych jako punkty przestrzeni P,
tworzy w P, prosts.

Z definicji tej wynika natychmiast, ze przez kazde dwa rézne punkty

‘przestrzeni P, przechodzi dokladnie jedna prosta rzutowa.

7 podanej definicji prostych wynika, e punkty niewladeiwe plaszczyzny
rzutowej P, tworza prostq niewlasciwg. Zauwazmy, ze kazde dwie rézne
proste lezace na plaszezyznie P, maja dokladnie jeden punkt wspélny;
pod tym wzgledem wlasnosci plaszezyzny rzutowej P, sa prostsze od
wlasnodci plaszezyzny kartezjanskiej C,, ktérg uwaza¢ mozemy za
identyczng z plaszczyzng euklidesows By,

Uwaga. Jak juz bylo wspomniane, punkty na prostej rzutowej sa
uporzadkowane podobnie jak punkty na okregu kola. Dwa punkty
wladciwe prostej rzutowej rozeinaja ja jakby na dwa odcinki, z ktérych
jeden jest odcinkiem w sensie elementarnym, drugi sklada si¢ z dwéeh
promieni spojonych (w «nieskoriczonoéeh) punktem niewlasciwym.

Nieco trudniej jest wyobrazié sobie sposéb rozmieszezenia punktéw
na plaszezyznie rzutowej. W tym celu weimy w plaszezyZnie trojkat
A (abc) (rys. 57), ktérego wnetrze oznaczmy cyfrg 1 i przedluzmy
jego boki, uzupelniajac je punktami niewlasciwymi. Otrzymamy podziat
plaszezyzny rzutowej P, na cztery obszary (a nie na siedem, jakby sie
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w pierwsze]j chwili zdawalo), z ktérych jednym
jest wnetrze tréjkata 1, drugi 2 rozpada sig
/ na rysunku na czefci oznaczone przez 2, i
B 2,, trzeci 3 — na czeéel oznaczone przez 3,
i 8, wreszcie czwarty 4 — na czgsci ozna-

a ¢ . .
7 st 3 czone przez 4; i 4,. Rozpadanie sie np.
* / 4, \ *  obszaru 2 na dwie czesci 2, i 2, jest jednak
Rys. 57. jedynie pozorne, gdyz biorage w czedci 2,

dowolny punkt a,, zas w czesci 2, dowolny punkt a,, widzimy, Ze odeinek
prostej rzutowej L faczace] te punkty, zawierajacy punkt niewlagciwy, lezy
catkowicie w obszarze 2. Kazdy z obszaréw 2, 3, 4, jest jakby tréjkatem
ograniczonym przez trzy odeinki, z ktérych dwa zawierajs punkty
niewlagciwe. Kazde dwa z tych tréjkatéw przylegaja do siebie wzdiuz
boku zawierajacego punkt niewlasciwy. Schematycznie mozemy uklad

I 4 a
2 z 4
2 <
Rys. 58.

tych trzech tréjkatéw przedstawié jak na rysunku 58, pamigtajac,
ze punkty a i ¢, wystepujace na rysunku dwukrotnie, winny byé zidenty-
fikowane, podobnie jak wyznaczone przez nie odcinki. Identyfikacje
te mozemy zrealizowaé, wycinajac z papieru figure, przedstawiona na
rysunku 58 i po odpowiednim zgieciu, sklejajac boki, podlegajace
identyfikacji. Otrzymana figura nazywa sie wstegg M dbiusa (rys. 59).
Jest ona jednostronne w tym
sensie, Ze poruszajac sie po niej
" mozna bez przechodzenia przez
je] krawedz przedostaé¢ sie =z

jednej strony papieru na druga.
W ten sposéb widzimy, ze po
usunieciu z plaszezyzny rzutowej
. P, wnetrza tréjkata 1 powstaje
figura, ktéra z pewnego punktu widzenia (topologicznego) ma postaé
wstegi Mobiusa. Plaszezyzna rzutowa jest wiec w pewnym sensie
jakby rezultatem uzupehienia wstegi Mobiusa przez tréjkat, ktérego
brzegiem jest krawedZ tej wstegi. Mozna okazaé, ze w tréjwymiarowej

przestrzeni C, uzupehienie takie zrealizowaé sig¢ nie daje.

Mozna jeszcze w inny sposéb wyobrazié sobie, czym jest ptaszczyzna
rzutowa. Latwo zauwazyé, ze punkty niewlasciwe prostych lezacych

Rys. 59.
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w przestrzeni Cy tworza, plaszezyzne rzutows niewlasciwg przestrzeni P,.
Punkty te uwaza¢ mozemy za kierunki prostych przechodzacych przez
punkt 0=(0, 0, 0)={1, 0, 0, 0}. Kaidej takiej prostej L odpowiadajs,
dwa punkty powierzchni kuli (czyli sfery) 8, o srodku O i promieniu 1,
w ktérych prosta L przebija S,.

Pare punktéw takich nazywamy antypodyczng.

Jasne jest, ze kazdemu punktowi sfery S, odpowiada dokladnie jeden
punkt stanowigcy z nim pare antypodyczng i ze kazdej parze antypody-
cznej odpowiada wzajemnie jednoznacznie kierunek prostej L, czyli
punkt niewlasciwy przestrzeni P,. To pozwala nam uwazaé w pewn}im
sensie plaszczyzng rzutows za figure, jaka otrzymuje sie ze sfery S,
przez identyfikacje kazdej pary punktéw antypodycznych.

C‘WICZEI.\TIE. Wykonaé¢ z papieru model wstegi MoObiusa i model ten
rozcigé cigeiem réwnoleglym do jego krawedzi. Czy figura otrzymana bedzie
wstega Mobiusa? Rozciaé ja po raz drugi cieciem réwnoleglym do krawedzi.

82. Geometria przestrzeni rzutowych. Kolineacje i przeksztalcenia
rzutowe. Wszelkie wlasno$ei rozpatrywane w geometrii przestrzeni
kartezjanskich opieraly sie na pojeciu odleglodci. Geometria przestrzeni
kartezjanskich jest to po prostu teoria niezmiennikéw izometrii, tj.
przeksztalcen wzajemnie jednoznacznych, zachowujacych odlegtogé. Dla
przestrzeni rzutowych odlegtoéé nie jest okreslona, podstawe za$ do
wprowadzenia w nich pojeé geometrycznych stanowi jedynie zdefiniowane
w nich pojecie prostej. Z tego wzgledu jest rzeczg zrozumials, ze podobng
role, jaks graly izometrie w przestrzeniach kartezjanskich, graé beda
w przestrzeniach rzutowych te przeksztalcenia wzajemnie jednoznaczne,
przy ktérych proste przechodzg zawsze na proste. , <

Przeksztalcenia te nazywajg sie kolineacjami (zob. rozdziat VI, Nr 59).

Jasne jest, Ze przeksztalcenie odwrotne wzgledem kolineacji jest
réwniez kolineacja, jak réwniez, ze superpozycja dwéch kolineacji jest
kolineacja. W szczegélnosei wynika stad, ze kolineacje, przeksztalcajq-
ce dang przestrzer rzutowq na siebie, tworzg grupe.

Nalezy jednak wyraZnie zaznaczyé, ze pojecie kolineacji staje sie
bezuzyteczne w przypadku, gdy wymiar przestrzeni rzutowej jest
réwny 1, poniewaz kazde przeksztalcenie wzajemnie jednoznaczne
przestrzeni P; na siebie podpada pod pojecie kolineacji. Z tego wzgledu,
moéwiage o kolineacjach mamy na mysli zawsze przeksztalcenia przestrzeni
P, o wymiarze n>1.

Dla kazdej figury A4 lezgcej w takiej przestrzeni P, nazywaé bedziemy
przeksztalcenie f figury A na figure A’, lezaca w pewnej (na ogdl innej)
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przestrzeni P, o wymiarze m=n, rzutowym, jezeli istnieje kolineacja,
@ przeksztalcajaca przestrzen P, na podzbiér przestrzeni P, taka,
ze p(z)=f (z) dla kazdego zeA. : ‘

Zalozenie, ze wymiar m jest nie mniejszy od n, nie jest przy tym
istotnie krepujace, zawsze bowiem mozemy przyja¢, ze P, jest pod-
zbiorem przestrzeni rzutowej o dowolnie wysokim wymiarze m—-F,
dopisujac k zer do spéhrzednych kazdego punktu {z, 2, ..., @} eP,,
czyli identyfikujac go z punktem postaci {0,0, ..., 0, %, 2y, ..., ,}
przestrzeni P, .. W szezegdlnodei tak okreslone przeksztalcenia rzutowe

-samej przestrzeni P, (gdzie n>>1) pokrywaja si¢ z kolineacjami, za$ prze-
ksztalcenia rzutowe prostej (rzutowej) sa takimi jej przeksztalceniami
(na prosta), ktére daja sie rozszerzyé do kolineacji przestrzeni rzuto-
wej, zawierajacej te prosta i majacej wymiar wigkszy od jednogei.

Jasne jest przy tym, ze przeksziatcenia rzutowe danej prostej na siebie
tworzg grupe.

W rozdziale X (Nr 92) wprowadzimy pewne pojecie (pojecie dwusto-
sunku), ktére scharakteryzuje przeksztalcenia rzutowe proste] w sposéb
wewnetrzny, tj. bez potrzeby rozpatrywania przeksztalcert przestrzeni
o wymiarach wyzszych.

Przez geometrie przestrzeni P,, czyli przez geometrig rzutowq rozu-
mie¢ bedziemy teorie niezmiennikow praeksatatcert rautowych, czyli nauke

. 0 tzw. wlasnosciach rzutowych.

Podobnie jak w przestrzeniach metrycznych figury przystajace trak-
tujemy zawsze jako identyczne pod wzgledem geometrycznym, tak w prze-
strzeniach rzutowych za identyczne z punktu widzenia geometrii rzutowej
uwazamy figury, z ktérych jedna otrzymuje sie z drugiej przez do-
konanie pewnego przeksztalcenia rzutowego.

W szezegélnosdel podzbiér przestrzeni P, bedacy obrazem rzutowym
przestrzeni P, nazywaé bedziemy k-wymiarowq hiperplaszczyzng rzutowsg
praestrzeni P, (podobnie mutatis mutandis okredliliémy w Nr 10 k-wymia-
rows hiperplaszezyzne przestrzeni C,).

Poniewaz przeksztalcenie ¢, przyporzadkowujgce kazdemu punktowi
{21, 2, ..., 2,} przestrzeni P, _; punkt niewladciwy {0, zy,2,, ..., 2,}
przestrzeni P,, jest — jak latwo zauwazyé — rzutowe, wiec punkty
niewlasciwe przestrzeni P, tworza (n—1)-wymiarows hiperplaszezyzne
rzutows, zwang (n—1)-wymiarows hiperplaszczyzng niewlasciwg prze-
strzeni P,,.

CWICZENIE. Okazaé, ze jezeli a,, @y, ..., a, saliczbami stalymi, to przeksztalce-
nie f przestrzeni P, na siebie, okreslone przez wzdr

H{zos 245 s @ })= {0, Bty - @y ooy @y 0y - 2}
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jest kolineacja. Czym jest przeksztaleenie

) f w zakresie punktéw wlaseiwyeh,
a czym w zakresie punktéw niewlasgciwyeh?

83%. Réwnanie prostej rzutowej w przestrzeni P,. Udowodnimy
nastepujace

Twierdzenie. Prosta rzutowa L lgcz
a:{a,o, a;]_, feey an} i
punktow postaci

qea w preestrzent P, dwa rééne punkty
b={bg, by, ..., b,} jest identyczna z zbiorem E

P p) = {%-agtp-by, A-aytu-by, ..., Aea,+u-bl,
gdzie A @ u sq to parametry liczbowe jednoczednie nie znikajqee, przy czym
para liczb A, p jest przez punkt p (1, p) wymaczona 2 dokladnoscig do
proporcjonalnoscei.

Dowdd. Wobec a=b, uklady liczb ay, ay, ..., a, oraz by, by, ... b,
nie s3 proporcjonalne, a wiec jezeli 4 i u jednoczesnie nie znikaja,
to nie wszystkie liczby A-a,+u-b, dla i=0,1,....n sa réwne zeru,
czyli p(A, p)eP,. Zauwazmy dalej, ze zbiér E nie ulegnie zmianie,
jezeli uklady {ag,ay, ..., a,} i {by, by, ...,b,} zastapimy przez propor-
cjonalne uldady {a-ay, a-ay...,a a} i {B:by B-by...,B-b,},
gdzie a i B sg réine od zera, poniewai wystarczy jednoczeénie zastapié

A
A przez - 1 u przez ‘:7;, by otrzymadé ten sam punkt co poprzednio.

Dowéd identycznosei zbioru E z prosts L przeprowadzimy metods
indukeji wzgledem wymiaru # przestrzeni. Dla n réwnego —1 lub 0
twierdzenie jest spelnione «w préznies, gdyz ani w P_,, ani w P,
nie istnieje para punktéw réinych. Zalézmy wiec, ze n>>0 1 ze w prze-
strzeniach rzutowych o wymiarze mniejszym od = twierdzenie jest
prawdziwe. Rozpatrzymy kolejno trzy nastepujace przypadki:

1° Oba punkty a i b sq wlasciwe. Zalozyé wiec mozemy, ze ay=>by=1.
Jesli A+u =0, to

p LN B L
.“1_{_/1—1—-'“.61’ A_l_[u'a/z_rl_{—’u bg’-“:;.-_—f—[t_t an"rz_'_lu bn)

y) )}
= M 1 ]. * b
Yy a—;—( Z—}—y) ’

O przy zmiénnym A1 u przebiega (na mocy twierdzenia z Nr 10) wszystkie
punkty wladciwe prostej L. Jezeli natomiast A+p=0, to

{A-@g+pby, A-ay+p-by, ..

A
e

o Araytueb,={0, b—ay, bo—as, ..., b0y}

co jest punktem niewlasciwym prostej L.
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2° Jeden z punktéw a i b jest wlasciwy, drugi zaé niewlasciwy. Mozemy
wiec zalozyé, ze np. ag=1 i by=0. Dla A==0 mamy wowezas

p(4 ,u):(al—}—% by, az-{—’% Dyyens an—[—% ) b,,) =a+%‘ - (by, Dgye-nr bu),

co przy zmiennym 1 i u przebiega (na mocy Nr 14) wszystkie punkty
wladciwe prostej przechodzacej przez a i majacej kierunek wektora
[b1, b, -..» b,], ti. posiadajacej {0, by, by, ..., b,} za punkt niewlasciwy,
a wiec identycznej z L. Dla 1=0 mamy zas punkt

p(0, w)={0, p-by, p-by, ..., pb,}=b,
czyli punkt niewlasciwy prostej L.

3° Oba punkty a i b sq niewladciwe, czyli a={0, a,, dy, ..., @y} i b=
={0, by, by, ..., b,}. Zgodnie ze sposobem okreslenia przestrzeni P,
przypadek ten rézni sie od przypadku prostej iaczacej w P,_, punkty
{ay, @g, ..., a,} i {by, by, ..., b,} jedynie dopisaniem do ukladu spéirzed-
nych kazdego punktu liczby zero na poczatku. Stad lacznie z zalo-
geniem indukecyjnym prawdziwosei twierdzenia w przestrzeni P,_,
wynika, ze i w tym przypadku punkt p(4, ) przy zmiennych A i u
przebiega wszystkie punkty prostej L.

Pozostaje okazaé, ze spélezynniki 4 i y sa przez punkt p (A, u) wyzna-
czone z dokladnoscia do proporcjonalnosci. Ze zastapienie pary liczb
A, u przez pare proporcjonalng nie wplynie na zmiane punktu, jest
oczywiste. Jezeli za$§ p(4, u)=p(A', u’), co wyraza istnienie takiego
a0, ze Aa,tu-b)=a (A -a;+p-b,), czyi ze (i—a-i')-a,=(a-p'+
—u)-b; dla 1=0,1,...,n, to wobec a==b wynika stad, ze Al—a-A'=
=p—a-u'=0, czyli proporcjonalno§é ukladéw A, u oraz ', ',

Twierdzenie jest wiec udowodnione.

Podobnie jak przez C,, ; oznaczyliémy podzbiér przestrzeni C,, utworzo-
ny przez punkty postaci (¥,, y, ..., %;, 0, ..., 0), tak przez P, ; dznaczaé
bedziemy podzbiér przestrzeni P, zlozony z punktéw postaci {w,, 2;, ...
oy 4, 0, ..., O}, Dla k=n jest wiec P, ,=P,. Zauwazmy, ze (dla k=n),
przyporzadkowujac kazdemu punktowi w={w,, z,...,2,}eP, punkt
#'={xg, &1, ..., %, 0,..., 0}eP,, mamy przeksztalcenie hiperplaszezyzny
P, na P, ,, przy czym jesli a={ay, ay, ..., a,} i b={by, by, ..., b;} sa
dwoma réinymi punktami przestrzeni P, to punktom postaci {1-a,+
+u-by, Araytpeby, ..., A-a+p-b,} odpowiadaja punkty postaci {1-a,+
+u-by, Ara, b, ..., Aa,+up-b,}. Wmysl udowodnionego twierdzenia
znaczy to, ze przeksztalcenie jest kolineacjs, a wige (dla k>1) prze-
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ksztalceniem rzutowym. Wynika stad, ze P, , jest k-wymiarowq hiper-
plaszczyzng (rzutowaq) w przestrzeni P,. Jasne jest, ze pozostaje to praw-
dziwe réwniez dla k=1. To pozwala nam wypowiedzie¢ nastepujacy

Wniosek. Zbiér P, ,, gdzie Lk<n, jest k-wymiarowq hiperplaszcayzng
rzutowq w przestrzent P .

(LJVVIE?ZENIE. Znalezé dla kazdego punktu niewlasciwego z przestrzeni P,
punkt z przeciecia hiperplaszezyzny P, , ., z prostq laczaca punkt x z punktem
az{l, 0,0,...,0, 1} ¢ P,. Okazaé, ze przeksztalcenie f(x)=2z niewlasciwe] hiper-
plaszezyzny (n—1)-wymiarowej przestrzeni P, na P, ,_; jest kolineacja.

847. Przeksztalcenia liniowe. Pojecie kolineacji jako przeksztatcen
wzajemnie jednoznacznych zachowujgcych proste (wprawdzie nie
rzutowe, lecz euklidesowe) spotkaliSmy juz w przestrzeniach karte-
zjanskich. Poznaliémy tam (w Nr 57) tzw. przeksztaleenia afiniczne,
o ktérych nastepnie stwierdziliémy (w Nr 59), ze sg one kolineacjami.
W myél twierdzenia z Nr 57, przeksztalcenia afiniczne przestrzeni C,
na siebie dajg sie arytmetycznie okredlié jako przeksztalcenia przypo-
rzadkowujace kazdemu punktowi (zy,,,...,%,) e C, taki punkt
(T1s Tas +vy Ty) €0, 28 Ty=ag 40y 523+ + @y 02, dla j=1,2, ..., 2.
gdzie spélezynniki a;; sa stale, a wyznacznik |a,;|(i,j=1,2,...,n)
jest réiny od zera. Zauwaimy teraz, ze to samo przeksztalcenie
daje sie réwniez potraktowaé jako przeksztalcenie przestrzeni rzutowe]
P, na siebie. Wystarczy mianowicie przyjacé:

(1) @y=zy 1 Zj=ag; @y+ay,; T+...Fa,; 2, da j=I1,2,.., 7,

by otrzymaé przeksztalcenie przestrzeni P, na siebie, pokrywajace sie
w punktach wlasciwych {1, 2y, 2y, ..., 2,}=(2y, Z,, ..., ®,) z danym prze-
ksztatceniem afinicznym. Istotnie, wzory (1) przyporzadkowujs kazdemu
punktowi {wy, 2y, ..., z,} ¢ P, punkt {Zy, %, ..., Z,} ¢ P,, gdyz wobec
nieznikania wyznacznika |a, ;| (¢, j=1, 2, ..., n) nie znika tez réwny mu
wyznacznik spélezynnikéw prawej strony wzoréw (1), a stad wynika,
ze wszystkie liczby 7y, Zy, ..., %, znikajg jedynie w razie znikania wszy-
stkich liezb g, @y, ..., 2,, co dla {2y, 2y, ..., Z,} & P, nie zachodzi. Poza
tym zastapienie ukladu liezb zy, 2y, ..., %, przez ulklad proporcjonalny
powoduje zastgpienie ukladu liczb %, Zy, ..., 7, przez ukiad propor-
cjonalny. Mozemy wiee m6wié o praekszialceniach afinicznych, W szcze-
gélnosci za§ o izometriach przestrzeni P, na siebie. Przy tych prze-
ksztalceniach punkty wiasciwe przechodza na whasciwe, a niewlasciwe
na niewlasciwe.

14 K. Borsuk. Geometria analityczna
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Naturalnym uogélnieniem przeksztalcen afinicznych sa praekszialcenio
liniowe przestrzeni P, na siebie, okreslone arytmetycznie przez wzory:

(2) Ty=ao,j Tty i Tyt oot Ty gdzie 7=0,1,...,7,
w ktérych spétezynniki a, ; sa stale, a wyznacznik |a,; [(, §=0, 1, ..., m)
jest réiny od zera.

Podobnie jak dla wzoréw (1), stwierdzamy, ze wzory (2) okrelaja
przeksztatcenie przestrzeni P, na siebie. Obecnie jednak punkty nie-
wlasciwe (scharakteryzowane przez zalezno$é x,=0) nie przechodza na
ogét na punkty niewtasciwe. Zachodzi to jedynie w razie znikania wszy-
stkich splezynnikéw @y g, @s, .-, Gy Poniewaz jednak przeksztalcenie
liniowe okredlone przez wzory (2) nie ulegnie zmianie o ile wszystkic
spélezynniki a, ; pomnozymy przez stala réing od zera, wige obierajac

za te staly liczbe L mozemy w tym przypadku nadaé przeksztatconiu
0,0 .-
liniowemu (2) postaé (1).

W ten sposéb okazalidmy, ze przekszialcenia afiniczne przestrzeni P,
dajg sie scharakteryzowaé jako przeksztalcenia liniowe, przy ktdrych
wszystkie punkty niewladciwe przechodzq na niewlasciwe,

Zauwazmy dalej, ze superpozycja przeksztalcenia liniowego okredlone-
g0 przez wzory (2) oraz przeksztalcenia okreslonego przez wzory:

(8)  @'=0yr To+ Gy Tyt e Ay 0@, gdzie k=0,1,...,m,

jest przeksztalceniem, ktére kazdemu ukladowi liezb zy, 2, ..., %,
przyporzadkowuje uklad liczb @, 2, ..., z,, gdzie
, n n ki3 n
wp= D i (Z“w’ ‘ xi):Z (Z @i, j° CZJ.A-) "
J=0 =) =0 J=0

n
Spétezynniki a; = " a, ;- 8; , tworza wyznacznik |a; , | (5,k=0,1, ..., n)
k=0
réwny iloczynowi wyznacznika |a,;|(¢,7=0,1,...,m) == 0 przez
wyznacznik |@,  |(j, k=0, 1,..., n). Jesli wiec ten ostatni jest réiny
od zera, to réiny od zera jest i wyznacznik |a;,|(, k=0, 1, ..., n),
co oznacza, ze superpozycja dwéch preeksztalced liniowych przestrzent
P, na siebie jest przeksztatceniem liniowym.

Wiadomo z teorii réwnan liniowych, ze réwnania (2) mozemy rozwigzaé
wzgledem %y, @y, ..., %,, otrzymujae wzory postaci (3), gdzie x,==x,.
W tym przypadku jest wige a; ,=0%, skad wynika, ze wyznacznik
2; . | (4,k=0,1, ..., n) jest odwrotnodcia wyznacznika | a5 1(6,5=0,1,..., n),
a wiec jest rézny od zera. Widzimy wiec, Ze odwrécenie prze-
kszatcenia liniowégo przestrzeni P, na siebie jest przekszialceniem liniowym.
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Oba ostatnie wyniki moina lacznie wypowiedzieé jak nastepuje:
preeksziateenia liniowe preestrzeni P, na siebie stanowiq grupe.

Niech teraz L bedzie prosta w przestrzeni P,, przechodzacsy przez
dwa rézne punkty a=f{ay, ay,...,a,} i b={by, by, ...,b,}. Z uwagi na
twierdzenie z Nr 83 prosta L jest identyczna ze zbiorem punktéw posta-
ci p(4d, w)={Aag+p by, A-aytu-by, ..., 1a,+u-by}, gdzie 11i p jedno-
czednie nie znikaja. Jasne jest, ze przy przeksztatceniu linjowym okres-
lonym przez wzory (2) punkt p(4, p) przejdzie na punkt postaci
{ArGgd-p-Dy AGytpDy, oony A@ytp “b,}, a wiec na punkt przebiegajacy
proste, L wyznaczons, przez punkty @={a@y, &y, ..., @,} i b={bg, by, ...,b,}.

W ten sposdb okazalidmy, ze przeksztalcenia liniowe sq kolineacjami,
a wiec dla n>1 sg rzutowe.

Zgodnie jednak z definicja, plaszezyzny rzutowej P, zbiér jej punktéw
niewladciwych uwazamy za identyczny z prostg P, identyfikujae punkt
{0, 2y, 2} = punktem '{asl, @b ePy. Jezeli teraz | jest przeksztalceniem
liniowym prostej P;, przyporzadkowujacym punktowi {a;, z,} punkt
{2y +agxy, bya;+-byzs}, gdzie a,b,—anb,=4=0, to przyporzadkowujac
kazdemu punktowi {zg, 2y, @y} ePy punkt {zg, G32-+ayTs, by%y+byts},
otrzymamy przeksztalcenie liniowe plaszezyzny P, na siebie, a wige
kolineacje, ktéra w punktach prostej niewlasciwe]j (utozsamionej z P;)
nie réini sie od f.

W ten sposéb okazaliémy, ze przeksztalcenie f jest rzutowe.

7 uwagi na rozpatrzony poprzednio przypadek przeksztalcen liniowych
przestrzeni o wymiarach wiekszych od jednosci, mozemy wypowiedzieé
nastepujace

Twierdzenie. Kaide przekszialcenie liniowe przestrzeni P, ma siebie
jest rzutowe. ! -

CWICZENIE. Znaleté talkie przeksztalcenie liniowe plaszczyzny rzutowej P,
na siebie, by punkty {1, 0,0}, {0, 1,0}, {0,0, 1}, {1, 1, 1} przeszly odpowiednio-
na punkty {1, 1, 0}, {1, 0, 1}, {L 2, 1}, {1, 1, 2}.

85 Zastosowanic przeksztalcen liniowych. Wprowadzajac pojecie
przeksztalcenia liniowego, doszliémy do arytmetycznego okreglenia.
pewnej klasy przeksztalceri rzutowych. Arytmetyczny charakter tego
pojecia czyni je bardzo przydatnym wrozwazaniach, w ktérych potrzebne:
jest konstruowanie przeksztalcen rzutowych, spelniajacych pewne z géry
dane warunki, Z tego punktu widzenia rola przeksztalcen liniowych
przypomina nieco role tzw. izometrii elementarnych, okreglonych w Nr 9,
ktérymi postugiwaliémy sie w geometiii przestrzeni €', zanim poznaliémy
analityczng postaé ogélnych izometryj (w Nr 50). W rozdziale XTI
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(N 96 i 97) okazemy, ze pojecia przeksztatcenia liniowego i przeksztat-
cenia rzutowego pokrywaja sig. Na razie jednak rola przeksztalced
linjowych bedzie jedynie pomocnicza. Jako pierwsze ich zastosowanie
udowodnimy twierdzenie nastepujace, ktére uwazaé mozna do pewnego
stopnia za odpowiednik twierdzenia (z Nr 9) o izometriach elemen-
tarnych:

Twierdzenie, W przestrzeni P, dany jest uklad zlozony z k~+1 punktéw
Doy Prs -++» Dr Lstnieje takie przeksztolcenie liniowe f prazestrzeni P, na
siebie, ze f(p,)eP,,; dla 1=0,1,..., k.

Dowéd.r Niech
Pi={@s 0y @ity evs @ dla 1=0, 1,...,k.
Wezmy pod uwage uklad k+2 punktéw przestrzeni €, ;:
Go=(0, 0,...,0), Gur1=(®,0, B,1, -+, @;,n) dla =0, 1,.... k.

W mysl twierdzenia z Nr 9 istnieje izometria [ przeksztalcajaca
przestrzen C, ., na siebie w taki sposob, ze
(4:) f(Qi)EO)H—l,L' dla ’b=0, 1,...,]{3.

W szezegélnodcl jest wiec f(g,)=4q,; izometria f jest zatem okre§lona
przez wzory postaci:

n

(5) T= ) a2 dla i=0, 1,...,m,
J=0

gdzie

{ai‘jl(‘ii jZO, 15 AR 'ﬂ)#:o

Przeksztalcenie (5) moina tez interpretowaé jako przeksztalcenie
liniowe przestrzeni P, na siebie. Wobec (4) przy przeksztalceniu tym
kazdy z punktéw p; przechodzi na punkt nalezacy do zbioru P, , co
wlaénie bylo do okazania.

n, 1’

Z udowodnionego twierdzenia wynika w szezegélnosei, ze dla kazdego
ukladu k4-1 punktéw przestrzeni P,, gdzie k==n, istnieje przeksztalcenie
liniowe przestrzeni P, na siebie, przy ktérym punkty te przechodzg na
punkty lezace W k-wymiarowej hiperptaszezysnie (rzutowej) P, ;.
Przeksztalcenie odwrotne przeksztalca woéwezas zbiér P, na pewns
k-wymiarows hiperplaszezyzne rzutows, lezaca w P, i przechodzacy
przez punkty dane. Pozwala to nam wypowiedzieé nastepujacy

! Dowdéd ten zawdzieczam p. R. Sikorskiemu.
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Wniosek. Przez kaidy uklad k-1 punktéw przestrzeni P, (gdzie k<n)
przechodzi co najmniej jedna k-wymiarowe hiperplaszczyzna  rzutowa
lezgea w P,

OWICZENIE. Okreglié przeksztalcenie liniowe przestrzeni P,, przy ktérym
zbiér punktéw {2, @y, ..., 2,} spelniajacych réwnanie
Ago+ 412,44+ A,2,=0
przechodzi na zbiér punktéw spelmiajacych réwnanie
Byzy+ Bz, +...+ Bz, =0,
przy czym zakladamy, Ze nie wsaystkie spélezynniki A, Ay, ..., 4,, jak réwniez
nie wezystkie spélezynniki By, By, ..., B, znikajs. Wywnioskowaé stad, ze zbior

punktoéw spehiajacych pierwsze réwnanie jest (n—1)-wymiarows hiperplaszezyzng
rzutows, przestrzeni P,.
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ROZDZIAL X.
Hiperplaszezyzny w przestrzeniach rzutowyeh

86=. Podzbiory liniowe przestrzeni rzutowyeh. Przenoszac definicje
podang w Nr 16 na przestrzenie rzutowe, nazywamy zbiorem liniowym
w przestrzeni P, kazdy zbi6r AP, o tej wlasnodei, ze kazda prosta
(rzutowa) laczaca dwa réine jego punkty calkowicie w nim lezy.

Kazda hiperplaszezyzna rzutowa przestrzeni P, jest oczywideie
zbiorem liniowym. Jasne jest, ze czedé wspélna dowolnie wielu zbioréw
liniowych jest zawsze zbiorem liniowym. Wynika stad, ze dla kazdego
podzbioru E przestrzeni C, istnieje dokladnie jeden najmniejszy nadzbiér
liniowy, a mianowicie czedé wspélna wszystkich podzbioréw liniowyeh
przestrzeni P,, zawierajacych E. Nadzbiér ten oznaczaé bedziemy
przez P (E). Jedli E sklada sie ze skoficzonej liczby punktéw 9y, Prs -5 Py
to zamiast P (H) pisaé tez bedziemy P (pg, Py, +. -5 Pp)-

Zbiér ten nazywaé bedziemy wyznaczonym przez punkty 2, Py, -- -5 D,
lub tez zlgczem punktéw pg, Py, ..., P, (por. rozdzial II, Nr 16, str, 38).

Zauwazmy od razu, ze kolineacja f przesirzeni P, na siebie przeksztalca
zbiory lindowe na liniowe, w szezegblnogei zag jest

(1) fIP (B)]=P[}(B)].

Istotnie, f[P(H)] jest zbiorem liniowym zawierajacym J(E), a wiec
P[{(E)]f[P(£)]. Kolineacja odwrotna f_, przeksztalea zbidr liniowy
P[{(E)] na zbiér liniowy f_,[P(f(E))], zawierajacy B, a wigc P(E)C
CI[P(HE))], skad [P (B)|CP[}(E)] i ostatecznie f[P(E)|=P[}(B)].

Jako odpowiednik twierdzenia z Nr 16 o zbiorach liniowych w prze-
strzeniach - kartezjanskich, udowodnimy dla przestrzeni rzutowych
nastepujgce

Twierdzenie. Jezeli a,={a;, 0,5, ..., a; .} dla i=0,1, ..., k sq punktami
przestrzens P, to zbidr P(ay, ay, ..., a,) jest identyceny ze zbiorem T
tych punktow praesirzeni P, ktére daje sie preedstawic w postaci '

I k k
@) '{Z:)tra[,o, Dt » ti'a'i,w}:
i= ==={)

=0

gdzie ty, 1y, ..., t, sq spblezynnikams liczbowymi.
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Dowéd. Kazdy z punktéw ay, ay, ..., @, nalezy do zbioru 7, gdyz
punkt @; otrzymamy w postaci (2), przyjmujac t;=¢’ dla j=0, 1, ..., k.
Zauwazmy dalej, ze zbiér T jest liniowy; bo jezeli b={by, by, ..., b,} i
c=={Cy; Cy, -+, €y} 88 rOZnymi punktami zbioru 7, ezyli jedli istnieja

k

takie uklady liczb g, uy, .., uy, i g, vy, ..., v Be b= D upa,, i
=0
k
c;= Z v; 4, ;dla j=0, 1, ..., n, to w my$l twierdzenia z Nr 83 dla kazdego
7==0 N

punktu p-?_:{xﬂ, y, ..., Z,} prostej L laczace] b i ¢ istnieja takie liczby
k
Aip, de w=Abyfu-c;=) (A-u~+uwv)a, co po podstawieniu

=)

ty=A-u;tp-v; pozwala punkt p przedstawié w postaci (2). Wynika
stad, ze Play, @y, ..., 0, )T

Pozostaje do okazania, ze kazdy punkt p e P, postaci (2) nalezy do
P (tgsttyy - .., ). Jest tak oczywidcie dla tych punktéw postaci (2), ktére
majs jeden tylko ze spélezynnikéw fy, by, ..., %, réiny od zera, gdyz
punkty te s identyczne z punktami ay, ay, ..., a;. Zalézmy wiee, Ze
przynaleznodé do P(ay, @y, ..., @) zostala juz okazana dla wszystkich
punktéw przedstawialnych w postaci (2) o spélezynnikach #;, wsréd
ktérych liczba réznych od zera nie przekracza liczby naturalnej I=k
i niech p bedzie punktem postaci (2) o spélezynnikach i, 2y, ..., %,
wéréd ktorych znajduje sig I41 réinych od zera. Ze wzgledu na sy-
metrig zatozenn przyjaé mozemy, ze spélezynnikami tymi sai Bos By oees by

!

, 2}, gdaie ay= " b, =1 g ;4 Dtiag Je-
I= =1
1 .

zoli wezystkie liczby y,= > 1, a;; znikaja, to ;=1 ay; & wobec tego

czyli ze p={w, &y, ...

i==1

p=oeP (@, ty, ..., @;). Jezeli za§ nie wszystkie liczby y; znikajg, to
uklad {yg, Y1¥. .., ¥} jest pewnym punktem g przestrzeni P,, nalezgcym
ze wzgledu na zalozenie indukeyjne do zbioru P(ag, ay, ..., a;). Jezeli
q=a,, to réwniez p=q=a,eP (ag, @y, .:-; &), jezeli zad qa=a,, to punkt:,
p={ty tgo+Yo to Go1+Yu> -+ to"GontYa} l6Zy ma prostej laczacej
punkty a, i g, a wiec nalezy do P(ag, @y, .., &) W ten sposéb dowdd
twierdzenia zostal zakonezony.

CWICZENIE, W praestrzeni rzutowej P, dane sa punksy: a,={1, 0, 2, 1, 3},
=11, 2,1, 0, 1), ap={0,1, —1, 1, =L}, a,={0,2,5,—1,2}, ,={LLLL1}
ay={0, 6, 1, 1, 8}. Znalez¢ punkt przeciecia zbioréw Plag ay, @) i Plag, ay as).
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872, Liniowa zaleino&é punktéw w przestrzeni P,. O punkecie p zbioru
P(E) méwimy, ze jest liniowo zalezny od zbioru K.

Uklad punktéw ag, @y, ..., @, nazywa sie lniowo miczaleiny, jezeli
zaden z tych punktéw nie jest liniowo zalezny od pozostatych.

Jasne jest, ze na mocy tych okreslett liniowa zaleznodd ¢ liniowa niezalez-
n08¢ punktéw sq mezmienntkami rautowyms, gdyz, jak stwierdziliémy wNr
86, kolineacja f przeksztalca kazdy zbiér postaci P (Z) na zbiér P[f(E)].
Dla celé6w geometrii analitycznej wazne jest arytmetyczne scharakte-
ryzowanie liniowo niezaleznych ukladéw punktéw przestrzeni P, przez
nastepujace

1 :
Twierdzenie. Aby uklad zlozony z punktéw a;={a;g, ¢;y, ..., @ ,}, gdzic
1=0,1, ..., k, byl liniowo niezalezny, potrzeba i wystarcza, by macierz

(@) (3=0,1, ..., k; §=0,1,...,m)
byla rzedu k+1.

Dowéd. Zanwaizmy przede wszystkim, Ze liniowa niezaleznodé punktéw
g, Oy, - .., &, jest rtéwnowazna temu, ze z warunku

k
(3) Dhra,=0daj=0,1,...,n

=0

wynika znikanie wszystkich spélezynnikéw A, 4y, ..., A,.
Istotnie, jezeli istniejg liczby Ay, 4y, ..., 4,, nie wszystkie znikajace,
dla ktérych zachodzi (3), a mianowicie, jesli np. 4,=0, to wynika stad, ze

01-—2( ) ‘a;; dla j=0,1,...,n. Wobec twierdzenia z Nr 86 wno-

=0
simy stad, Ze ageP(ay,a, ..., ;). A wiee punkty ay, ay, ..., a, 89 liniowo
mezaleine. Na odwrét, jesli punkty te sg liniowo zaleine, na prayklad
@oeP(ay, @y, ..., @), to w mysl tegoz tw1erdzema z Nr 86 istnieja spblezyn-

niki ¢y, 8y, ..., t, takie, zeao_{Zt "y, Zt gy e Zt am}, czyli Ze

f=1 f==1

przy pewnym # =0 jest to-ao,j=2ti-ai‘, dla §=0,1,...,7n, co przy
i==1

podstawieniu 2g=ty i A,=—t;dlai=1,2,...,k daje zaleznogé postaci (3).

Zauwazmy dalej, ze wynikanie z wa,runku (3) znikania wszystkich
spélezynnikéw 1, 4y, ..., A, daje sie réwniez mterpretowaé jako liniowa
niezaleznodé ukladu Wektoréw 0=[0y s By 1y e By ), gdzie 1==0, 1,... k,
lezaoych w  przestrzeni C,,,. W Nr 20 udowodmhémy ]ednak
ze niezaleznoé tych wektoréw jest réwnowazna warunkowi, by rzad
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Liniowa zaleznosé punktéw w przestrzeni Pn 2117

macierzy (g, ;)(e==0, 1,..., k; j=0, 1, ...,
dowdd twierdzenia jest zakoticzony.

%) byt réwny k+1. Tym samym

Wniosek 1. Kazdy poduklad lniowo niezaleinego ukladw punktéw
przestrzent P, jest liniowo niezalezny.

Wniosek 2. Aby wuklad punkibw a;={a;q, a;y,...,a;,} ¢ P,, gdzie
1==0, 1, ..., k, zawieral poduklad zlozony z I punktéw liniowo niezaleinych,
potrzeba 1 wystarcza, by rzqd macierzy (o, ;) (=0, 1, ..., & j=0,1,..., n)
byt nie mniejszy od 1.

Wniosek 3. 4dby punkty wlasciwe ag, a4, ..., a, przesirzeni P, byly
lintowo miezaleine w sensie prayjetym w przesirzeni P,, potrzeba i wystar-
cza, by byly liniowo niezalezne w sensie prayjetym w przestrzeni C,,.

Istotnie, mozemy przyjaé, ze a;={a;q ;1. ..., &}, gdzie a;,=1,
czyli  @;=(t;y, Gyp, ..., ;). Liniowa niezalezno§é ukladu punktéw

Mgy Qy, -+, 0 W Przestrzeni C, jest (na mocy Nr 18) réwnowazna liniowe]

niezaleznogei ukladu wektoréw [a,a,], [ayas], -.
Nr 20) warunkowi, by macierz

—
., [@g@,], czyli (na mocy

e Q11— @1 Wya— @ +oo By n— Gon
Qo1 — M1 22— 00,3 o Gan— Qo,n

Qp1— Go1 Bg2— QA2 v Qg Ao

miata rzad réwny k. Rzad tej macierzy jest oczywiscie o jednosé nizszy
od rzedu macierzy

1 e (e e Qun
0 a;1—ap1 Gro—Qop -0 Ay—Qon
0 ay1—Qo1 O22—@2 .- G207 A0,n

..........................................

Dodajac do kolejnych wierszy tej macierzy wiersz pierwszy, mo-

zemy przejéé, bez zmiany jej rzedu, do macierzy (a;,)(@=0,1,..., k;
j==0, 1,
? Otrzyman;z w ten sposéb wniosek 3 czyni zbytecznym zaznaczanie,
czy niezaleino$é liniows, ukladu punktéw wiagciwych rozumiemy w sensie
przyjetym w przestrzeni €, czy tez w sensie przyjetym w przestrzeni P,
skoro dla punktéw wlasciwych pojecia te okazaly sie réwnowazne.

Whiosek 4. W preestrzeni P, istnieje uklad zlozony z n-1 punktéw
liniowo niezaletnych, natomiast ukiad rawierajacy wiecej iz n—+1 punktow
nigdy nie jest liniowo niezaleiny.
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Istotnie, punkty a,={8],d.,..:, 8i}, gdzie ¢=0,1,...,n, tworzg
uklad liniowo niezaleiny, gdyz wyznacznik [801(2, §=0,1, ..., m) jest
réwny jednodci. Natomiast rzad macierzy spéirzednych jakiegokolwiek
ukladu punktéw przestrzeni P, nie moze przekraczaé m-1, poniewaz
macierz ta ma tylko n-+1 kolumn.

Biorac pod uwage, ze linjowa niezalezno$é jest niezmiennikiem rzuto-
wym, otrzymujemy stad

Wniosek 5. Wymiar przestrzens rzutowej jest niezmiennikiem prze-
ksziatcen rzutowych.

Wniosek 6. Jezeli punkty o, a,, ..
niezaleine, to P(ag, @y, ..., @,)=P,.

Istotnie, niech @ ={a,q, @y, ..., a;,} 1 miech p={2, &y, ..., @}
bedzie dowolnym punktem przestrzeni P,. Wobec wniosku 4 uklad
zlozony z punktéw ag, @y, ..., a,, p jest jui liniowo zaleiny, a zatem.
istniejg liczby A, 4y, ..., A, ¢, nie wszystkie réwne zeru i takie, Ze
7n

., @, przestrzent P, sq lintowo

z A a; -t-2;=0 dla §=0, 1, ..., n. Poniewaz {=0 znaczyloby, ze punkty
=0

Gy, Gyy -vs Oy 88 linlowo zalezne whrew zalozeniu, wige musi byé #==0,
n

s A .
skad wynika, ze m,=2(——f—) ‘a;; dla j=0, 1, ..., n, cona mocy twier-
i=0 b

dzenia z Nr 86 znaczy, ze peP (@, dy, ..., @,).

Wniosek 7. Nie isinteje praekszialcenie rzutowe przestrzeni P, na jej
czesé wlasciwg.

Istotnie, jesli przeksztalcenie rzutowe ¢ przeksztalea przestrzen P,
na podzbiér E, to biorac uklad liniowo niezaleiny ag @y, ..., 6,8P,,
otrzymamy po przeksztatceniu ¢ uklad punktéw ¢(ay), ¢(ay), ..., ¢(a,)
liniowo niezalezny. W mys$l wniosku 6 jest P ((p(ao), (@), ..., (p(an))::
=P,. Ale zbiér F jest liniowy, wiec P (p(ay), ¢(ay), ....¢(a,)) C B, skad
wynika, ze E=P,.

Wniosek 8. Jeieli punkty ag, ay, ..., a, preesirzent P, sg liniowo nie-
zaleine, to P(ay, ay, ..., a,) jest k-wymiarows hiperplaszczyzng rzutowq.

Jest to przy tym jedyna k-wymiarows hiperplaszczyzne przesirzemi P,,
zawierajaca te punkty.

Wobec wniosku 4 jest k<mn, a wiec — na mocy wniosku z Nr 85 —
istnieje w P, hiperplaszezyzna k-wymiarowa H, przechodzaca przez
p}mkty Gy, Gy, .., G Zatem P(ag, ay, ..., a,) jest podzbiorem liniowym
hiperplaszezyzny H, skad z uwagi na wniosek 6 wynika réwnoéé

H=P(ay a,, ..., q,).
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Wniosek 9. Uklad punkiéw ag, y, ..., a, preestrzent P, jest liniowo
niezalesny wiedy 1 tylko wiedy, gdy w P, nie istnieje hiperplaszczyzna
rautowa o wymiarze mmiejszym od k, zawierajaca wszystkie te punkty.

Wniosek 10. Jezeli punkty ag, ay, ..., @, s@ liniowo niezaleine, 2as
punkt a,,, nie nalezy do Plag, ay, ..., @), 1o punkty g, Gy, ..., Gy, Gy
sq lintowo miezaleine. :

Wniosek 11. Kazdy podzbiér liniowy preestrzeni P, jest hiperplasz-
c2Yang.

Jest on bowiem identyczny ze zbiorem P (a, ¢y, --., @), gdzie punkty
gy @y, - -, @, tworzg mozliwie najliczniejszy uklad liniowo niezalezny,
zlozony z punktéw tego zbioru.

Biorac dalej pod uwagg, Ze (na mocy twierdzenia z Nr 85) kazdy
uklad k-1 punktéw przestrzeni P, daje sie, przy pomocy przeksztalcenia
liniowego calej przestrzeni P, na siebie, przeksztalci¢ na uklad lezgey
w P, ., mozemy wypowiedzie¢ nastepujacy

Waiosek 12. Dia kadej k-wymiarowe] hiperplaszczyzny rzutowej H
praesirzens P, istnieje takie przeksztalcenie liniowe | przestrzens P, na
siebie, ze f(H)=P, ;.

Wniosek 13. Kazdy liniowo niezaleiny uklad punktéw preestrzeni P,
daje sig uzwpelnic do lintowo niezaleznego ukladu zlozonego z n+1 punktéw.

Istotnie, jezeli dany uklad skiada sie z punktéw a, ay, ..., &, gdzie
k<n, to P(ag a, .-, a,) jest podzbiorem wiasciwym przestrzeni P,.
Biorge dowolny punkt @, eP,—P (a, ..., a;), otrzymamy uklad
@y, Gy, -, G, Nie lezgey w k-wymiarowej hiperplaszezyinie, a wiec
(w my$l wniosku 9) liniowo niezalezny.

GWICZENIA. 1. Uklad zlozony z punktéw
ap={1,0,0,2}, @,=1{0,1,2, 3}, a,={0,3,2,1}

nzupelnié¢ do ukladu liniowo niezaleznego czterech punktéw przestrzeni Pg.

2. W plaszezyinie rzutowe] wyznaczone] w P, przez punkty

{1,1,1,1,1}, {0, 1,23, 4}, {0, —1, 2, —3, 0}

smalezé uklad liniowo niezalesny zlozony z trzech punktow wlasciwych.

3. Okazaé, ze cze$é wspblna k-wymiarowej i I-wymiarowe]j hiperplaszezyzny
przestrzeni P, jest hiperplaszczyzna o wymiarze nie mniejszym od k+I—n.

88=. Hiperplaszezyzny Kkartezjanskie a hiperptaszezyzny rzutowe. Hi-
perplaszezyzny k-wymiarowe przestrzeni P, okreslilismy w Nr 82 jako
podzbiory przestrzeni P, bedace obrazami rzutowymi, a wige (dla
k>1) obrazami, dajacymi sig otrzymaé przez kolineacje przestrzeni P,.
Nasuwa sie przypuszezenie, ze hiperplaszezyzny k-wymiarowe rzutowe
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przestrzeni P, nie lezace calkowicie w zbiorze punktéw niewlasciwych,
dajg sie tez okredlié jako hiperplaszezyzny k-wymiarowe przestrzeni
C,, uzupelione przez punkty niewlasciwe lezacych w nich prostych.
Okazemy, ze tak jest istotnie. Zaczniemy od dowodu dwu lematéw:

Lemat 1. Jezeli uklad ay, ay, ... @, punkiéw preestrzeni P, jest liniowo
‘niezalesny, to biorqe punkt a; réiny od a, na kaidej # prostych laczqeych
ay 2 a; (gdzie 1==1, 2, ..., k), otrzymamy liniowo niezaleiny wklad punktow
Gy )y gy vy B

Dowéd. Niech a,={a;q, @55, ..., ;) dla i=0,1, ...,
dzenia z Nr 83 istniejg dla t=1, 2, ...,

k. Wobec twier-
k takie liczby 4,1 u,, ze

={A a0 G, 05 A Bo, 1 Gty s it Go, bt G b
przy czym wobec a; %a, jest 4,40 dlai=1, 2, ..., k. Macierz spélrzednych

, r ' r »
punktéw ay, a,, 4,, ..., @, ma wige postaé
(4)
Qy, 0 Qo, 1 Ay, 2 o, \
Moo G0 Aty 1@ 1 Aytto, o+ py 01 2 Aty n (301
lgao,o—i‘ltgaz,o Aoy, 1 tota 1 )-2“0,2‘}‘/42“‘2,2 Azao,n'l"//ﬂza/z,n
Mootmay  Aoatumry  Aoet e Mot il n

czyli powstaje z macierzy (a,;)(1=0,1,...,%;7=0,1,...,n) spblrzed-
nych punktéw ay, ay, ..., a, przez pomnozenie kolejnych jej wierszy,
poczynajac od drugiego, przez liczby uq, us, ..., u, i dodanie do nich
pierwszego wiersza, pomnozonego kolejno przez liczby 1, A, ..., 4.
Poniewaz—jak wiemy z teorii wyznacznik6w—operacja ta nie wptywa na
rzad macierzy, wiec rzad macierzy (4) jest réwny rzedowi macierzy
(@;:)(2=0, 1, ...,k ; §=0, 1, ..., ), czyli rtéwny k- 1. Wobec twierdzenia
z Nr 87 pu:akty g, @ ', ..., @, 8 zatem liniowo niezalezne.

Lemat 2. Jezel E jest podzbiorem liniowym przestrzens O, to uzu-
pelniajac go punktami wiewlasciwymi ledacych w nim prostych otrzymamy
podzbidr liniowy preesirzens P,

Dowéd. Oznaczmy tak uzupehiony zbiér przez K. Idze o okazanie,
ze prosta rzutowa L, laczaca dwa réine punkty a,, a, & £, lezy w zbiorze
E. Jest to oczywiste w przypadku, gdy co najmniej jeden z punktéw a,,
a, jest wladciwy. Mozemy wige ograniczyé sie do rozpatrzenia przypadku,
gdy oba punkty a, i a, sg niewlaéciwe. Wezmy pod uwage dowolny punkt
ag ¢ B. Punkty ay, a;,a, s4 wéwezas liniowo niezaleine; zatem (ze
wzgledu na wniosek 8 z Nr 87) zbiér P=P (ay, a,, @) jest dwuwymiarows,
hiperplaszezyzna rzutowa, a wige zbiorem, ktérego wilasnodei rzutowe 89
identyczne z wlasnodciami rzutowymi plaszezyzny P,. W zbiorze P leig,
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proste L, i L, laczace a, 'z a; i a,. Poniewaz punkty a, i a, sg rézne,
wiec proste L, i Ly majad jedynie a, jako punkt wspélny. Jesli wiec na
L, wezmiemy punkt a, 1ozny od a, i a,, zaé na L, punkt a, réiny od «,
i ay, to punkty a, i a beda wladciwe i réine. sznacza]ac one pewng
prosta, L', ktéra lezy w P (rys. 60) i nie
przechodzi przez punkt a, w przeciwnym
bowiem razie musialaby si¢ ona pokrywaé
zaréwno z Ly, jak i L,, co wobec L;-Ly=(a,)
jest niemozliwe. Niech teraz p bedzie dowol-
nym punktem prostej L, a L, prosta
laozaca @, i p. Punkt p jest jej punktem
niewladciwym. Proste L’ i I, jako lezace w
zbiorze P przecinajs sie w pewnym punkcie
p" réznym od a, Jezeli p=p’, to p jest
punktem niewlagciwym prostej L', a wiec nalezy do E. Jeli za$
p=kp’, to p’ jest punktem wiadeciwym prostej L', a wiec p" ¢ E. Prosta
L, jest wyznaczona przez punkty a, i p’, a poniewaz punkt p jest jej
punktem niewlasciwym, wiec i w tym przypadku p ¢ B. W ten sposdb
okazali$émy, ze kazdy punkt p prostej L lezy w zbiorze K, co whasnie
bylo do udowodnienia.

Twierdzenie. Jezeli P jest k-wymiarowa hiperplaszczyzng lezgeq w P,
i zawierajacq praynajmnie; jeden punkt wlasciwy, to jej punkty wlasciwe
tworzq k-wymiarowq hiperplaszczyzne C w C,, ktéra uzupelniona przez
punkty niewladciwe prostych lezgeych w C daje zbidr P.

Dowéd. Niech @, bedzie punktem wlaciwym hiperplaszezyzny P.
Wobec wniosku 13 z Nr 87 mozemy do a, dolaczyé punkty a,, @, ..., @,
nalezace do P tak, by uktad ag, a, ..., a, byl liniowo niezalezny. Niech
L, oznacza prosty laczaca a, z punktem a; dla i=1,2,..., k. Wezmy
pod uwage na prostej L, punkt wlasciwy a; rézny od a,. W my$l lematu 1
uklad ay, a,, . . ]est liniowo niezalezny, a wiec W my$§l wniosku 8 z
Nr 87 Jest P =P (ay, a, a;). Ale punkty ag, e 1, ey O sa liniowo
niezalezne w C,, wiec wobec wmosku 6 z Nr 19 zbiér E=C(ay, o 1, s )
jest k-wymiarows hiperplaszezyzna w C,. W mysl lematu 2,
uzupehiajac £ punktami niewlasciwymi prostych w nim lezgcych,
otrzymamy zbiér E liniowy w P,. Jest wéwezas P (ag, @ 1, ., a,)CECP,
skad wynika, ze B=P. A wiec zbiér E jest identyczny ze zbiorem c
punktéw wiagciwych hiperplaszezyzny P. Zbiér C jest zatem k-wymiaro-
we, hiperplaszézyzng w O, spelniajacy teze twierdzenia.

Rys. 60.

CWICZENIE. W C, dane sa dwie 3-wymiarowe hiperplaszezyzny przez réw-
nania;:
2y +2yt+ayFoy=0 i @, + 22y + 323+ 4w, =0.
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Znalezé trzy liniowo niezalezne punkty niewlasciwe prostych, nalezgcyeh do
obu tych hiperplaszezyzn.

89=. Przeksztaleenia liniowe, okreslone w skonezonym ukladzie punktéw.
W Nr 49 okazaliémy, ze przeksztalcenie izometryczne dowolnego zbioru
ECC, na dowolny zbi6r przystajacy B CC, zawsze daje sig rozszerzyé
do izometrycznego przeksztalcenia calej przestrzeni C, na siebie.
W szezegblnosci dowolnie dany uklad U punktéw pg, ps, ..., P, przestrzeni
O, mozna bylo przez izometrie f calej przestrzeni C, na siebie prze-
ksztalcié w dowolny izometryczny z nim uklad V punktéw gy, gy, - -5 @
przy czym wobec lematu 2 z Nr 49 w przypadku, gdy punkty
Po> Pis> ++-» P & liniowo niezalezne, izometria f jest jednoznacznie wyzna-
czona przez swe wartodei g,=f(p,) w punktach p,, gdzie i=:0,1, ..., n.
Zajmiemy sie obecnie dowodem twierdzenia, ktére uwazaé mozna za
pewien odpowiednik twierdzenia z Nr 49 udowodnionego dla przestrzeni
C,. Role izometrii przejma w nim przeksztalcenia liniowe, a zaloZenia
co do ukladéw U i V ulegng pewnej zmianie. Zaczniemy od dowodu
lematu nastepujacego:

Lemat. Niech ay, ay,:.., Gy, bedeie takim ukladem n—+2 punktéw
przestrzent P, %e skreslente w nim ktéregokolwiek z punkiéw pozostawia
zawsze uklad liniowo niezaleiny w P,. Istwieje wéwczas dokladnie jedno
przeksztalcente liniowe ¢ przestrzeni P, na siebie, pray . Ltérym punlty
Vgs Vs oees Uy Uiy, gdzie v)={6],6,..., 6l} dla 1=0,1,...,n oraz
vi={L 1, ..., 1}, preejdq odpowiednio na punkty ag, y, ..., Gy, Gpyy.

Dowéd. Niech a;={a;q, a;3,...,0;,} dla i=0,1,..., (n+1). Aby
przeksztatcenie ¢(x)=2% okreélone przez wzér:

Zj=00,j* Tot01,; Ty oo Fap, ;o 2y dlaj=0,1,...,n

spelnialo teze lematu, potrzeba i wystarcza, by réiny od zera byt
wyznacznik |a; ;| (i, j=0, 1, ..., n) oraz by istnialy réine od zera liczby
Ags Ags o vvs Ayy Anyy1, SPemiajace warunki:

(5) (L[.jzli‘ ;. j dla ’l:, :7:0, 1, T (]

i Z @, j=Ant1" Gnia,; dla §==0, 1, ..., n. Poniewaz uktad A, 4,,

=0
mozemy zastapié zawsze przez uklad proporcjonalny (gdyz uklad
spélezynnikéw a,; jest wyznaczony jedynie z dokladnofeia do
proporcjonalnoéei), wiec nie zmniejszajac ogélnogei mozemy od razu
zakozyé, ze liczba A, jest réwna 1. Ostatnie zaleinogei przyjma wéwozas
postaé:

N
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=

(6)

O = Cpt1, 5 dla 7=0, 1, ey M

1

i

Uklad réwnan (wzgledem niewiadomych a, ; oraz 1,) zlozony z réwnan
(8) i (6) jest oczywidcie réwnowazny ukladowi zlozonemu z réwnan (5)
oraz réwnan:

(7) Z Air oy y=ayyq; dla §=0,1,...,n.
=0
Réwnania (7) wyznaczaja jednoznacznie liczby Ay, 4y, ..., 4,, gdyz wy-

znacznik |a,;| (1, 7=0, 1,...,n) jest rézny od zera, wobec liniowej
niezaleznodci punktéw ay, a4, ...,a,. Gdyby ktéras ze znalezionych liczb

Ags Ay ooos Ay 1. Ay, byla réwna zeru, to zaleznosei (7) znaczylyby,
ze punkty ay, @, ..., @,, @,,; sa liniowo zalezne, whrew zalozeniu. A wige
liczby Ag, Ay, ..., A, sa wszystkie rézne od zera. Z réwnari (6) znajdujemy

w 8poséb jednoznaczny spétezynniki a, ;, przy czym zachodzi zaleznoéé
loss1 (5, =0, 1, ..., m)=A¢-Ay- ... -4,- la; ; 16, §=0, 1, ... m)==0.
W ten sposéb dowdd lematu zostal zakoriczony.

Twierdzenie. Jezeli ay,ay, ..., @y, Gpey & by, by, ..vy 0, 0,00 S0 takimi
ukladami punktéw praestrzeni P, 2e po skresleniw kidregokolwiek punktu w
ktérymkolwiek z nich pozostanie z ukladu tego wklad liniowo niezaleiny,
to istnieje dokladnie jedno przekszialcenie lintowe f przestrzent P, na
siebie takie, e f(a,)=b; dla i=0,1,...,n,n4+1.

Dowdd. W myél lematu istnieja przeksztalcenia liniowe ¢ i ¢ prze-
strzeni P, na siebie, jednoznacznie wyznaczone i takie, ze ¢ (v})=a, oraz
w(@)=b, dla 1=0, 1, ..., (n+1), przy czym oznaczenie v zachowuje
sw6j poprzedni sens. Oznaczajac przez g_, przeksztalcenie odwrotne do
@ i prayjmujac f(z)=v-p_, (z) dla kazdego z & P,, mamy przeksztalcenie
liniowe f takie, ze f(a;)=v-p_1(a;)=p (@})=b; dlai =0, 1, ..., (n+1).

By stwierdzié, ze przeksztalcenie f jest jedyne, przypudémy, ze f*
jest jakimkolwiek przeksztalceniem liniowym przestrzeni P, na siebie
spelniajacym warunek f*(a,)=b; dla =0, 1, ..., (n+1). Wéwezas
o (") =f*(a;)==b;, skad (wobec jednoznacznosci przeksztalcenia v)
Fro@)=yp(@), a wiee [*@)=[*pp_@)=yp_(@)=f(2) dla Kaidego
@ e P,. W ten sposéb dowéd twierdzenia jest zakoriczony.

GWICZENIA. 1. Skonstruowaé przeksztalcenie liniowe plaszezyzny P, na
siebie, przy ktérym punkty
{1,0,0}, {0,1,1}, {0,0,1}, {1,1,3}
przejds, odpowiednio na punkty e
(1,10}, {11}, {1,—L—1}, {1,2 3}
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2. Skonstruowaé przeksztalcenie liniowe przestrzeni Py na siebie, przy ktdrym
punkt {1,1, 1, 1} przechodzi na siebie, plaszezyzny zaé o réwnaniach:
2y=0, =0, 2,=0, z;=0
przejda odpowiednio na (uzupelnione punktami niewlasciwymi) plaszezyzny,
ktérych réwnania w przestrzeni O maja postacé:

Ty Fag=1, y—@p=1, wy—my=1, 2@—yt+xs=1.

90°. Réwnanie (n—1)-wymiarowej hiperplaszezyzny w P,. Przenoszac
na przestrzenie rzutowe wyniki Nr 23 udowodnimy nast¢pujace

‘Twierdzenie. Hiperplaszczyzny  (n— L)-wymiarowe rzutowe, leZqce w

preestrzens P, sq identycene ze zbiorami punktéw {xg, 2y, ..., %} P,
spelniajqcych réwnanie postact
(8) Ay-tg+Ay 2+ ...+ 4, 2,=0,

pray czym uklad spélezynnikdéw Ay, A4, ..., A, jest przez hiperplaszceyzne
wyznaczony 2 dokladnodciq do pr oporcyonalno.s‘cz

Dowédd. Jezeli w réwnaniu (8) znikajs wszystkie spélezynniki 4,
préez A4, to charakteryzuje ono (n— 1)-wymiarows hiperplaszezyzne nie-
wlasciwg przestrzeni P,. Jesli za§ nie wszystkie 4,, gdzie i>0, znikaja,
to w zakresie punktéw wladciwych (dla ktérych przyjaé mozemy xzy=1)
réwnanie (8) przybiera postaé:

Ayt A, 2+ ...+ 4, 2,=0,

co — jak wiemy z Nr 23 — jest réwnaniem dowolnej (n—1)-wymiarowe]
hiperptaszezyzny w C,. Punkty niewladciwe, czyli kierunki prostych
lezacych w tej hiperplaszezyZnie, sg to (na mocy Nr 24) kierunki prosto-
padie do wektora [4;, 4, ..., 4,] czyli punkty {0, z, z,, ..., ,} takie, ze
Ay-w+Ay-zt ... +4,-2,=0; to za§ — wobec z,=0 — jest réwnowazne
zaleznodci (8). Poniewaz — w my§l twierdzenia z Nt 88 — hiperplaszezy-
zny (n—1)-wymiarowe przestrzeni P,, réine od hiperplaszczyzny
niewlaéciwej, sg identyczne z (n—1)-wymiarowymi hiperplaszczyznami
przestrzeni C, uzupelionymi przez punkty niewlasciwe zawartych w
nich prostych, wige tym samym dowdd twierdzenia jest zakonczony.

Wniosek. Jeieli punkty a;={a;y, a;1,...,a,,}, gdzie i=1,2,...,n,
tworzg uklad liniowo niezalezny, to réwnamie (n—1)-wymiarowej hiper-
plaszozyzny rautowe] przechodzace] praez te punkty ma postad:

Ty Ty Ly ... Ty
Ao A1y Ao .. @1 n
(9) @0 Qo1 Goz ... Qgp |==0

........................

icm
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Istotnie, wobec liniowej niezaleznosei punktéw a,, a,, ..., a, 1 twier-
dzenia z Nr 87 co najmniej jeden ze spélezynnikéw rozwiniecia tego wy-
znacznika wedlug wyrazéw jego pierwszego wiersza jest rézny od zera, a
wige réwnanie (9) nie jest tozsamoscig. Jest to zatem réwnanie pewnej
(n—1)-wymiarowej hiperplaszezyzny, ktére jest przy tym spelnione przez
kaizdy z punktéw a,, a,, ..., @,. W mysl wniosku 8 z Nr 87 hiperplaszczy-
zna ta jest jedyna.

OWICZENIE. Znalezé punkt przeciecia prostej, przechodzacej przez punkty
{1,1,1,1,1} i {1,0,1,0, 1} przestrzeni P,, z 3-wymiarowa hiperplaszczyzna,
wyznaczong przez punkty:

{1,0,0,0,0}, {0,1,2,3,4}, {0,1,—2,8, —4}, {0,8,2,1,0}.

91*. Uklady (n—1)-wymiarowych hiperplaszezyzn w przestrzeni P,.
Niech beds dane w przestrzeni P, hiperplaszezyzny (n—1)-wymiarowe
H,, H,, ..., H, okre§lone przez réwnania:

(10) A2t 4,2+ + A, 2,=0, gdzie 1=1,2,..., k.

Zauwazmy, ze istniejg w przestrzeni P, punkty nie nalezqce do Zadnej
z tych hiperplaszczyzn. Jezeli k=1 oraz 4,; =0, to punktem takim jest
{8is, 8iv, ... 8]0}, Zaléimy wiec, ze k>1 oraz ze istnieje punkt a, nie
nalezacy do zadnej z hiperplaszezyzn Hy, Hy, ..., H,_;. Jezelia e P,—H,,
to jest to punkt o zadanej wlasnosel. Jezeli zad a ¢ H,, to biorac dowolny
punkt b e P,—H,, widzimy, ze prosta L laczaca a i b nie lezy w zadnej
z hiperplaszezyzn Hy, Hy, ..., H;, a wigc kazda z nich przecina w co
najwyzej jednym punkcie. Biorac jakikolwiek punkt p prostej L, réiny
od kazdego z punktéw przeciecia L z hlpe1'p}asyczyzna,m1 H,H,, .., H,
otrzymamy punkt o zadanej wlasnosei.

Zbiér punktéw nalezgeych jednoczednie do wszystkich hiperplaszezyzn
Hy, Hy, ..., H, jest liniowy, a wigec na mocy wniosku 11 z Nr 87 jest on
pewns hiperplaszezyzng. Wymiar jej wyznacza nastepujace

Twierdzenie. Wymiar hiperplaszczyzny H, bedgeej czedcig wspdlng
wszysthich hiperplaszczyzn okreslonych przez réwnania (10), jest réwny
n—-1, gdeie 1 oznacza rzqd macierzy (4,,)(=1,2,...,k;j=0,1,...,n).

Dowéd. Wobec wniosku 2 z Nr 87, istnieje wéréd punktéw p,=
{4y, Ay, -4y 0}, gdzie i=1, 2, ..., k, uklad | punkt6éw liniowo niezalez-
nych, np. uklad zlozony z punktéw p, p,, ...,p,, & wéwezas wszystkie
pozostale punkty p, .y, P, 19 ---» P; 5% juz od ukladu tego liniowo zalezne.
Znaczy to, ze dla kaidego 1>>1 istniejg liczby Ay, Ay, ..., 4, takie, ze

A= Z A4, 4, dlaj=0,1,
=l
15 K. Borsuk. GGeometria analityczng
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Wynika stad, ze kazdy punkt z={zg, 2y, .-+, x,}, speliajacy réwnania
(10) dla 1==1, 2, ..., ], spehia te réwnania réwniez dla ¢==1-4-1, [+2, ..., k,
czyli ze hiperplaszezyzna H okrelona jest przez uklad réwnan (10),
gdzie i=1,2, ..., .

Zmieniajac ewentualnie porzadek réwnan (10) i kolejno&é spolrzed-
nych, mozemy bez zmiany og6lnosei zalozyé, Ze réiny jest od zera minor

A=|A,, |G j=n—I+1, 0142, .., ).

Przyjmujae:
lfci dla ¢=0, 1,...,n—I,

11 Joox
( ) I@ZZ A1M1,+z’_;$j dla 7 En——H—l,

J=0

zauwazmy, ze otrzymane W ten sposéb przeksztalcenie przestrzeni P,
na siebie jest rzutowe, gdyz wyznacznik jego spélezynnikéw jest réwny
A, a wiee rézny od zera. Jasne jest jednak, ze przy tym przeksztalceniu
zbiér H punktéw spetiajacych réwnania (10) przejdzie na zbior punktow
{Bgs Bpy «o.. Ty}, KkbOrych spohzedne z, zmikajg dla izn—I+1,
czyli na hiperptaszezyzne P, ,_,. A wigc zbiér H jest (n—1)-wymiarows,
hiperplaszezyzng, co bylo do okazania.

Uwaga. Teza twierdzenia pozostanie réwniez prawdziwa, gdy niektére
z réwnani (10) sa tozsamosciami (tj. gdy wszystkie ich spélezynniki
znikajg). Istotnie, dopisanie réwnan tej postaci nie wpltywa ani na zbiér
H, ani na rzad macierzy (4, ;).

Z vdowodnionego twierdzenia wynika nastepujacy

Whiosek 1. Jezeli H,, H,, ..., H, sq (n—1)-wymiarowyms hiperplaszczy-
znami przestrzens P, 1 jezeli (10) jest réwnamiem hiperplaszczyzny H,
dla i=1,2, ..., k, to rzgd macierzy (4,;)(@=1,2,...,k;7j=0,1,...,n)
jest niezmiennikiem rzutowym wkladw tych hiperplaszczyzn.

W szezegblnodel, jesli rzad ten jest réwny &, to Hy, H,, ..., H;, nazywaja
sie hiperplaszczyznami liniowo niezaleznymi.

A wiee (dla —1=m<n) cze$¢ wspblna n—m liniowo niezaleznych
hiperplaszezyzn (n—1)-wymiarowych jest m-wymiarows hiperplasz-
czyzng. Poniewaz P, ,, jest czeéciy wspblng n—-m hiperplaszezyzn (n—1)-
wymiarowych o réwnaniach x,=0, gdzie m<i=n, wige wobec wniosku
12 z Nr 87 otrzymujemy stad dalej nastepujacy

Wniosek 2. Aby podzbiér przestrzeni P, byl m-wymiarowy hiperplasz-
cayang (gdzie —1=<m<<n), potrzeba @ wystarcza, by byl on czedciq wspdl-
ng lintowo niezaleinego ukladu n—m hiperplaszcayzn (n—1)-wymsarouwych.

icm
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Wniosek 3. Jezeli H jest czedciq wspdlng k hiperplaszczyzn (n—1)-wy-
miarowych o réwnaniach (10), to na to, by hiperplaszczyzna (n—1) wymiaro-
wq o réwnaniu Ag-xy+Ay -2+ + A, 2,=0 zawierala H, potrzeba v

k

wystarcza, by istnialy licsby Ay, Ay, ..., A, takie, ze ) di Ay =A;dla
=1
7=0,1,...,n.

Inaczej méwiac (n— 1)-wymiarowe hiperplaszczyzny, przechodzace przez
H, sq identyczne z tymi, ktérych réwnamia sq kombinacjami liniowyms
réwnan (10), nie znikajgeymi tozsamosciowo.

Dla dowodu oznaczmy przez n—! wymiar hiperplaszezyzny H i niech
gy Qgs -- -, Gn_, bedzie ukladem n—I+41 punktéw liniowo niezaleznych,
nalezaeych do H. Niech a;={a;q a5, ..., @;,} dla i=0,1,..., (n—1I).
Poniewaz rzad macierzy (a,;)(#=0,1,...,1;5=0,1,..., n) jest réwny
n—1+1, wiee w myél dowiedzionego twierdzenia punkty {yo, ¥1; .-, Yn}
gpelniajace réwnania

@0 Yo+ a1 Yyt oo 0 =0 dla =0, 1,..., (n—1I)

tworzg, hiperplaszezyzne H' o wymiarze réwnym n— (n—I+1)=I—1. W
hiperplaszezyZnie tej lezy punkt {4, 4, ..., 4,}, jak réwniez wszystkie
punkty p={4;0, A;1, ..., 4;,} dla i=1,2,..., k. Ale rzad macierzy
(4;)(6=1,2,....,k;7=0,1, ...,m) jest w myél twierdzenia réwny I,
a wiee H'=P(p;, Das ---> D;), skad ~— wobec twierdzenia z Nr 86 —
otrzymujemy wniosek 3.

Whiosek 4. Woprzestrzeni P, czescig wspding hiperplaszczyzny k-wymiaro-
wej i l-wymiarowe] jest zawsze hiperplasuczyzna, kibrej wymiar jest nie
mmniejszy od k-+Hl—n.

Istotnie, w mysl wniosku 2 hiperplaszezyzna k-wymiarowa jest
czefcig wspblng uldadu n—Fk hiperplaszezyzn (n—1)-wymiarowych, zas
hiperplaszezyzna l-wymiarowa jest czescia wspllng uktadu n—I hiper-
plaszezyzn (n—1)-wymiarowych. Ich czeéé wspélna jest wiee przecieciem
ukladu 2n—k—! hiperplaszezyzn (n—1)-wymiarowych, a wiee, w mysl
ostatniego twierdzenia, wymiar jej jest nie mniejszy niz

n—(2n—k—l)=k-+1—n.

W przypadku, gdy cze$¢ wspélna k-wymiarowej i l-wymiarowe]
hiperplaszezyzny jest hiperplaszczyzna, ktérej wymiar jest wieksza z
dwoéch liczb —1 i k-l—n, méwimy, ze hiperplaszczyzny te znajduja
sie wzgledem siebie w polozeniu ogdlnym (por. Nr 34, str.7 5).


pem


228 ROZDZIAY: X. Hiperplaszczyzny rzutowe

GWICZENTIA. 1. Znaleié w przestrzeni P, ukiad zlozony z trzech 3-wymiaro-
wych hiperplaszezyzn, ktéryeh czedcia wspolng jest prosta wyznaczona przez
puirkty

(1,1,1,1,1}i {0,1,2,3,4}. .

2. W przestrzeni P, dane sa trzy hiperplaszezyzny o réwnaniach:
Tty 2+ 2yt 2, =0, X204 3225+ 2, =0, Ly+-Tp—Fy= 0.

Okazaé, ze ich cze$é wspolna L jest prosta i znaleZé réwnanie 3-wymiarowej
hiperplaszezyzny, ktéra praechodzi przez proste L i Py ;.

icm

ROZDZIAL XI.
Stosunek anharmoniezny i przeksztalcenia rzutowe

927, Stosunek anharmoniczny czwérki punktéw. Niezmiennikiem o
podstawowym znaczeniu w calej geometrii rzutowej jest tzw. stosunek
anharmoniczny czterech punktéw polozonych na prostej czyli dwustosu-
nek tych punktéw.

Niech L bedzie prosts rzutows w przestrzeni P,, wyznaczong przez
dwa réine punkty a={ay, ay, ..., a,} i b={by, by, ..., b,} i niech p i g
beda dwoma innymi punktami prostej L, réznymi lub nie, lecz nie
pokrywajacymi sie jednoczeénie ani z a, ani z b. Wobec twierdzenia z Nr 83
istniejg liczby 4,1 u1,, oraz 4,1y, takie, ze:

R © op={A,-ag by Ayartp, by, 11,.au+ﬂp-bn},
g={4, @+, by Ayt by oo, Ay Oty bl

przy czym oba iloczyny A,-u, oraz 2,-u, nie znikajg jednoczesnie.
Przez stosunek anharmoniczny lub dwustosunek czwérki (uporzad-
kowanej) punktéw a, b, p, g rozumiemy liczbe

M /)

@) (@ b; p, q) T f
przy tym w przypadku, gdy mianownik 2,-u, jest zerem (co zachodzi
wtedy, gdy p=>b albo gdy g=a), za warto§é tego dwustosunku przyjmu-
jemy liczbe oo («nieskoriczono§éy), ktéra uwazaé moina, interpretujac
liczby jako punkty osi liczbowej O, za punkt niewlasciwy tej osi.

Dwustosunek (a, b ; p, q) jest wiec zerem jedynie wtedy, gdy a=p
(tj. gdy u,=0) lub gdy b=q (tj. gdy 2,=0), jest zas oo, gdy a=¢g (tj-
gdy 2,=0) lub gdy b=p (tj. gdy p,=0), wreszcie jest jednodeia, gdy
liczby 4, 4, sa proporcjonalne do 4,, &, czyli gdy p=q.

A wiec, jeseli dwustosunek (a,b ; p, q) ma wartosé skoriczong, rééng od
014 1, to wszystkie punkty a, b, p, ¢ sq rézne i na odwrdt. ,

Zauwazmy, ze gdy zastapimy spélrzedne day, ay, ..., @y 1 bg, by, +.05 by
przez jakiekolwiek liczby do nich proporcjonalne, stosunki 4,:u,
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i 2,:p, ulegaja pomnozeniu przez jedna i te samg liczbg, a wige wartodé
wyrazenia
byt
Ay
pozostaje niezmieniona.
Duustosunek zalezy wiec jedynie od czwbrki punktéw a, b, p, g

Jezeli przestrzen P, poddamy przeksztatceniu liniowemu /, przyporzad-
kowujacemu kazdemu punktowi z={, %y, ..., x,} ¢ P, punkt f(z)=
=F={T, By, ..., Ty} & P, za pofrednictwem wzoréw:

Ty, j - X001, 5 Xyt oo G- Ty gdzie j=0, 1,..., 7
to czwérka a, b, p, q przejdzie na czwérke @, b, B, §, przy czym:
p={A,-a,+u, ~50, Aptypa, by ey A
g={2,- agtu, Doy Ay ey, by, oy Ay
skad wynika od razu, ze
(@, b: p, 9)=(a, b; P, D).

A wiec stosunek anharmoniczny jest niezmienpikiem przeksatatcert linio-
wych.

Z chwila, gdy okazemy, ze przekstnalcema hmowe sg identyczne
z rzutowymi (Nr 96 i 97), bedzie tym samym dowiedzione, ze stosunelk
anharmoniczny jest niezmiennikiem rzutowym.

CWICZENIE. Funkcja homograficzng zmiennej liczbowej ® nazywa si¢ funkeja

y=1(2) okreslona przez wzoér:
Az-+ B

f(z‘)—%ﬁ, gdzie 4D —BC =+ 0.

Okazaé, ze jezeli z;, @y, o5 =, sa réznymi llczbarrn i jezeli Cx; 4+ D==0 dla
i=1, 2, 3, 4, to:

(), (@a); (@), (w4))=((f @)y (7 (a))s (F (@), (F (20)))s

czyli ze wartodé dwustosunku jest niezmienniliem przeksztalcenia homograficznego.

93. Elementarny sens dwustosunku. W przypadkﬁ, gdy wszystkie
Punkty @, b, p, q 53 wiadciwe, stosunek anharmoniczny ma prosty sens
Intuicyjny. Wéwezas mozemy przyjad, ze ag=by=1, czyli ze:

a=(ay, @, ..., a,) e Oy, b=(by, by, ..., 0,) e 0y i 4,4, ==04,4u,.

icm
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Zatem:

Ap ) Ay Hq
Pn= ‘a . b’ - s .b.
! At s 1 Aty Aty

Wynika stad ze:

My
77 oy, g — = b—
p=e 2'p’l‘/ip (b—a), = zq‘lﬂ“q (b—al,
Ap Aq
.p l ___I_Iup ( a) q )vq"l_ﬂq ( a)

co przy uzyeiu terminologii wprowadzonej w Nr 14 daje sie wypowiedzied
jak nastepuje:

—_— —  —

Wektory [ap), [aql, [bp], [bq] majq wegledem wektora [ab] odpowiednio
miary

map) =2 mag =it mibp)=—r T mib) =~
}“p"i—ﬂlj Z‘(I + HMq lp‘iﬂup lq +,Ulq
‘ Sl
Stad wynika, ze
(01, =700,
: m(a ) M(bp)

Biorac dalej pod uwage, ze miara wektora w, lezacego na proste] L,
—_—

wzgledem wektora a==[ab] réwna jest ilorazowi diugosci w przez o(a, b),
zaopatrzonemu w znak - lub — zaleznie od tego czy zwrot w jest zgodny
ze zZwrotem a, czy przeciwny, widzimy, ze dwustosunek czwoérki punktow

+ wlagciwych daje sie przedstawié wzorem

((L, b; 2 ‘_7)=:1:9

przy czym znak ,—” bierzemy ’
- @ £ ¢ 2
wtedy, gdy wiréd wektordw ap, (44, 2<0

O

bq, ag, bp dokladnie jeden ma Rys. 61.
zwrot przeciwny do pozostatych ,
(rys. 61), za$ we wszystkich innych —s————5———¢ 2
przypadkach (rys. 62) bierzemy (o.p:69)>0 :

znak ,,+" Rys. 62.

W przypadku, gdy L=P,, mamy:
“'—_'{1: al}z(a’l); b={1, b1}:(b1)§ p::{l, x1}=(m1)3 FI={1: ?/1}'2(3/1)3


pem


232 ROZDZIAL XI. Stosunek anharmoniczny i przeksztatcenia rzutowe

icm
- - > -+
i raiary m (ap), m (bq), m (aq), m (bp) sa wowezas proporcjonalne do réznic:
@y =%y, b= G—Yi, bi—
tak, ze
: ' ay—y) * (b1—y,)
(3) a,), (b); (,), :Ll*;_l._-,l_.
(( 1) ( 1 ( 1) (yl)) (“1—?/1) . (bl_xl)
Wracajae do przypadku ogélnego, zauwazmy, ze przestawienie w czwor-
ce a,b, p,q punktéw e i b powoduje przestawienie liczb 4 i u, a wiec
dwustosunek przechodzi wéwozas na swa odwrotnosé, czyli
1
(4) a, b; p, ) =-————.
(@ 00,0 (b, a; p, 9)
Podobnie przestawienie punktéw p i ¢ powoduje przestawienie liczb
Al u, skad
‘ 1
(5) a, b: ) ):__...._...___....
@52 0=
W przypadku, gdy punkty p={zg, 5, ..., &} i ¢={ye, ¥, ..., Y} &
rézne, liczby z; nie sa proporcjonalne do liczb y;, skad 4,- u, — 4, -, ==0.
Przyjmujae:

—Z¢L=/*L4,> ,Ll:” /,p }'h=}‘rp ;L_Lh:_l]n
mamy dla ¢+=0,1,...,n

Ay @ittty Y=y 1,2y 11,) -
' Ib x4, Yi=—(4, 'H:,—/’Lq '/-‘p):bia

a wige
a={Z, B ta Yo Ao Bt iy Yas - os A o« Lty Yuls
b={7, @yttt Yo o Bty Yo - Tty Yub-

Poniewaz przy tym M:M, wiec wynika stad, ze

Ao iy Ay g
(6) (@b;p,9)=(p, ¢; a,b).
Zauwazmy, ze przy trzech réinych punktach a, b, p, danych na prostej

L istnieje dla kazdej liczby & dokladnie jeden punkt g polozony na
prostej L taki, ze (a, b ; p, )=0.

. ., Ay
Istotnie, zaleznoéé _LLL';@ wyznacza stosunek a =0- A , & tym

. P lu‘ll “ 4 M »
samym okregla jednoznacznie punkt

q={1,1—a0—[—‘u,1-bo, Ayrantpey by ooy Ay agtp, by}
Jezeli 6=0, to 1,=0, a wige g=b, jezeli za§ d=oo0, to ,==0, czyli g=aq.
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CWICZENTA. 1. Okazaé, ze jezeli punkty a, b, p. ¢ polozone na jednej prostej
sg rézne, to

(@, p; b, 9)=1—(a, b; p, q).
Korzystajac z te] zaleznosci oraz ze wzoréw (5) i (6), wyrazié¢ za pomoca liczby

d={a, b; p, q) wartodé dwustosunku czwoérki punktéw a, b, p, ¢ przy wszystkich
permutacjach tych punktéw.

2. Niech a i b beds réznymi punktami wlasciwymi prostej L. Okazaé, ze dla
kazdego punktu wlasciwego pelL stosunek pojedynczego podziatu » punktéw a i b
przez punkt p (zdefiniowany w Nr 10) jest réwny (a, b; ; Poo), gdzie peo 0zZnacza
punkt niewlasciwy prostej L.

3. W plaszezyZnie P, dane sa 3 punkty: a,, a,, a,, wladciwe i mespolhmowe
Oznaczmy przez L, prosta laczacs a, i a,, przez L, prosta laczaca a; i as, za§ przez
L, prosty laczaca a, i a,. Niech p;,q; el dla i=1, 2, 3 i niech g; bedzie punktem
niewlasciwym. Przy tych zalozeniach okazaé, ze:

1° Na to, by punkty py, Py Ps byly spolliniowe, potrzeba i wystarcza, Zeby bylo

(@15 @i D3y Q) * (@1, Q35 Py Ga) * (Bas g3 Py Q) =1L

Jest to tzw. twierdzenie Menelausa.

2° Na o, by proste laczace a; z p; (gdzie 1=1, 2, 3) przechodzily przez jeden punkt,
potrzeba i wystarcza, by tenze iloczyn byl réwny —1.

Jest to tzw. twierdzenie Cevyl.

4%, Stosunek anharmoniczny czwérki prostych. Pekiem prostych
nazywa sie zbiér wszystkich prostych rzutowych polozonych w jednej
plaszozyznie i przechodzacych przez jeden punkt, zwany wierzcholkiem

peku.
Udowodnimy nastegpujace

Twierdzenie Pappusa. Niech L,, Ly, Ly, L, bedq prostymi nalezqcyms
do jednego peku IT, przy czym Ly==L,, © niech Ly 1 Ly nie pokrywajg sie
jednoczesnie z Zadng =z prostych L, i L,. Wéwczas prosta L, nie naleigea
do peku IT, lecz leigea w jego plaszczyinie, przecing proste Ly, Ly, Ly, L,
w punktach py, Py, Py, Py, ktorych dwustosunel (py, Pa; Ps, p,) nie zalezy od
polozenia prostej L.

Dowéd. Poniewaz pojecie peku prostych
II (rys. 63) jest oczywiscie pojeciem rzuto-
wym, za§ stosunek anharmoniczny jest
niezmiennikiem przeksztalcer liniowych,
wiec mozemy bez uszczerbku dla dowodu
uprzednio poddaé przestrzen dowolnemu
przeksztalceniu liniowemu.

Stosujac twierdzenie z Nr 85 mozemy
zalozyé, ze plaszezyzng peku jest P, , Rys. 63.

1 G. Ceva matematyk wloski z poczatku XVIII wieku.


pem


234 ROZDZIAL XI. Stosunek anharmoniczny i przeksztalcenia rzutowe

Tub — co na jedno wychodzi — plaszezy-
ML b H |~ zna Py, za$ wierzcholkiem peku punkt
" {0,0, 1} (rys. 64). Proste L; maja wowezas
/r: réwnania postaci
/ﬁ L.
T . 4, x4+ B, 2,=0, gdziei=1, 2,3, 4,
- RS B P
zad prosta L ma réwnanie
Riys. 64. A-xy+B-xy=u,

Wezmy teraz przeksztalcenie liniowe plaszezyzny P, dane przez wzér:
F({m0s @1, @a})={0, 21, A -2+ B- 21+

. Przeksztalea ono punkt p?={B,, —A4,, 0} przecigcia prostej L, z prosta
P, na punkt p,={B,—4,, A-B,—B- A} przeciecia prostej L; z prosta
L. Poniewaz dalej, w mysl zalozenia co do prostych L, jest p)==p),
za$ Y i p) nie pokrywaja si¢ jednoczegnie ani z p, ani z pf, wiec wobec
niezmienniczogei dwustosunku przy przeksztalceniach liniowych mamy:

(D1 Do 5 Pas )= (DY, DY 5 D5 P)-

Prawa strona ostatniej réwnosci nie zalezy od polozenia prostej L.
Tym samym dow6d twierdzenia Pappusa zostal zakonezony.

Twierdzenie to pozwala wprowadzié pojecie stosunku anharmonicznego
czterech prostych nalezacych do jednego peku za pomoca, nast@pﬁj@cej
definicji: C

Definicja. Niech L, L,, Ly, L, beds prostymi nalezacymi do jednego
peku I7, przy czym L, ==L,, i niech L, i I, nie pokrywajg si¢ jednoczeénie
. aniz Ly, aniz L,.

Wéwoezas  stosunkiem anharmonicznym lub  dwustosunkiem czworks
(uporzadkowanej) prostych L., Ly, Ly, L, nazywamy liczbe (Ly, Ly; L, L,),
réwng stosunkowi anharmonicznemu czwérki punktéw py, Pa, s D
w ktérych dowolna prosta L nie nalezaca do peku I7, lecz lezaca w jego
plaszezyznie, przecina proste Ly, Ly, Ly, L.

CWICZENIA. 1. Obliczyé dwustosunek czterech prostych, danych w plasz-
czyinie P, przez réwnania:
2y +2,=0, 2—wy=0, @4 22,=0, 2z, 5x,==0.

2.. w pla,s.zezyinie C, dane sg dwie rézne proste L, L,, przecinajace sig w punkcie
c. Niech Iy i L, beda dwusiecznymi katéw utworzonyeh przez proste L i L,. Obli-
czy¢ wartodé stosunku anharmonicznego (L, Ly; Ly, Ly).
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3. Niech Ly, Ly, Ly, L, beda réinymi prostymi plaszezyzny C,, przecinajacymi
sie w punkcie c¢. Niech a;; bedzie katem, o ktéry prosta L; nalezy obréeié
w plaszezyZnie (zorientowane]) C,, by przyjela polozenie L;. Okazaé, ze

' sin a5 - 8in @
(Lys Ligs L, Ly) = 2%
Sin @y 5 * Sin a4

95%. Czwoérki harmoniczne i czworobok zupely. Czwérka punktéw
a, b, p, ¢, lezacych na jednej prostej (i podobnie ezwoérka prostych naleza-
cych do jednego peku), nazywa si¢ harmoniczng, jezeli stosunek anhar-
moniczny tych punktéw (i podobnie: tych prostych) jest réwny —I.

Méwimy wéwezas takie, ze punkty a, b, p, ¢ sq harmonicznie spragéone
lub ze para p, q dzieli harmonicznie pare a, b.

Podobnie méwimy o harmonicznie sprzezonej czwoérce prostych lub

o harmonicznym dzieleniu jednej pary prostych przez drugsa.

Poniewaz —1 jest rézne od 0, 1 i oo, wiee w mysl Nr 92 wszystkie
punkty (i podobnie wszystkie proste) caworki harmonicznej sg rézne.

7 wiasnoéei (4), (5) i (6) dwustosunku, ustalonych w Nr 93, wynika,
e wraz z czwérka a, b, ¢, d harmoniczne sg réwniez czwoérki, jakie otrzy-
mamy, przestawiajac wyrazy w ktérejkolwiek z par a,b lub p,q, lub
przestawiajac obie te pary, a ponadto, ze dla trzech réinych punktéw
a, b, p zawsze istnieje dokladnie jeden punkt ¢ taki, iz czworka a, b, p, g
jest harmoniczna. '

Taki punkt ¢ nazywamy harmonicznie spraezonym 2z p wegledem pary
a, b.

W szezegélnoei punktem harmonicanie sprzezonym z punktem niewkasci-
wym p wegledem pary punkiéw wlasciwych a i b jest drodek q odcinka ab.

Istotnie, jesli:

(L"-"{l, Oy, Bgy ooy a’n}: b:{l, b]_: bza ] bn}; 29:{0» bl_afl: ba_‘azz rees bn“‘an}a

1
|
] 2.
oraz q:{l, ali_bl, az—l—ba e a”—gbn}, to (@, b; P, q)= - =—1.
- - 5 (=1
2

Innym przykladem czwérki harmonicznej jest czworka punktéw
prostej C, postaci (z), (—2), (1) i (2?), gdzie O==z==1. Istotnie, korzy-
stajac ze wzoru (3), znajdujemy

(1) (—z—a?) _

- (@) (== (), @)= i = &

Wobec niezmienniczoéei dwustosunku wzgledem przeksztatcen linio-
wych, czwérki harmoniczne przechodzg przy tych przeksztalceniach na
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czworki harmoniczne. Okazemy wiecej, mianowicie ze czwérki harmoni-
czne zachowujg sie niezmienniczo wzgledem dowolnych przeksztalcen
rzutowych.

W tym celu wprowadzimy pojecie tzw. czworoboku zupeinego (rys. 65),
przez co rozumiemy figure lezaca w plaszezyinie rzutowej i utworzong
przez cztery proste, zwane bokami czworoboku, z ktérych zadne trzy
nie naleza do jednego peku.

Proste te przecinajg si¢ parami w
szedciu  punktach, zwanych wierzchol-
kami czworoboku.

Kazdy z bokéw czworoboku prze-
chodzi przez trzy jego wierzcholki.
Wierzcholki te wyznaczajs poza

tym trzy proste, zwane przekginyms
- czworoboku.

Udowodnimy nastepujace
Riys.- 65.

Twierdzenie. Kaide dwa wierzcholki czworoboku, lezqce ma jednej jego

preekaines, © dwa punkty przeciecia tej praekainej przez pozostale przekgine
dzielg sie harmonicznie.

Dowéd. Niech Ly, Ly, Ly, L, beds bokami czworoboku, a p; ; wierzchol-
kiem, ktéry jest punktem przeciecia prostych L, i L,. Przekgtnymi sa:
prosta L laczaca py, i py 4 prosta L' laczaca p, 4 i p,, oraz prosta L
laczaca pys i py 4. Idzie o okazanie, ze np. para punktéw p; ., 9y, dzieli
harmonicznie pare punktéw q,, ¢,, gdzie ¢, jest punktem przeciecia L i L/,
a q, — punktem przecigcia L i L". '

Poniewaz zaréwno pojecie czworoboku zupelnego, jak i pojecia jego
wierzchotkéw i przekatnych maja oczywidcie charakter rzutowy, zad
warto$é stosunku anharmonicznego jest niezmiennikiem przeksztalcen
liniowych, mozemy bez uszezerbku dla dowodu poddaé uprzednio
plaszezyzne P, dowolnemu przeksztalceniu liniowemu,

Stosujae twierdzenie z Nr 89 mozemy znalezé przeksztalcenie liniowe,
przy ktérym punkty p;s, Pys, Pog Psa (2 ktérych zadne trzy nie sg
spéiliniowe, gdyz zadne trzy spoéréd prostych Ly, L,, L, L, nie nalezs, do
jednego peku) przejds odpowiednio mna punkty {1,0,0}, {1,1,0,},
{1, 0, 1,} {1, 1, 1}. Mozemy wigc od razu zalozyé, ze

271,2:{1’ 0, 0}, Py 3={1, 1, 0}, P2,4.={1: 0, 1}, fpa,4:{1: 1, 1}.
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Punkty te sa wierzcholkami kwadratu 4 . Tas P %
(rys. 66), punkt ¢, $rodkiem odcinka - - y
; .
Prs Pss 2za$ punkt g, — punktem 2 P P

niewlagciwym przekatnej L. Okazaliémy
jednak uprzednio, ze taka czworka
P19 Paa 91> I jest harmoniczna. W ten

sposéb dowéd twierdzenia zostal zakon- Foa Fa P
czony. v N
Udowodnione twierdzenie pozwala

przy uzyciu samego tylko linialu Rys. 66.

znalezé dla trzech danych (réznych) punktéw a, b, p prostej L punkt g
harmonicznie sprzezony z p wzgledem pary a, b. W tym celu punkt c,
dowolnie wybrany poza prosts L, 1a-
czymy prostymi L, L, L, z punk-
tami a, b, p (rys. 67). Bierzemy dalej
na prostej L, dowolny punkt d,
rézny od p i ¢, i lgczymy go pro-
stymi L, i L, z punktami a i b. Proste
L,iL, przetna L, i L, odpowiednio ;
w punktach o’ ib’. Prosta L' Iaczaca 3 L Z“ /L’; Z A
a' i b’ przetnie L w szukanym punkcie
g, gdyz z konstrukeji wynika, Ze
proste L, L,, L,, L, tworza czworobok zupelny, ktérego dwa wierzchotki
a i b lezg na prostej L, bedacej przekatna, zad pozostalymi przekatnymi
sa proste L, i L', przecinajace I odpowiednio w punktach pig.

Niech teraz f bedzie przeksztalceniem rzutowym prostej L CP, na
jakakolwiek prosta L, lezaey w jakiejkolwiek przestrzeni rzutowej P,
(gdzie n=2). W my§l definicji przeksztalcenia rzutowego, podanej w Nr
892, istnieje wéwezas kolineacja @, przeksztalcajaca P, na podzbiér P,
tak, ze f(x)=g¢(z) dla kazdego x ¢ L. Przy przeksztalceniu ¢ plaszczyzna
P, przejdzie na pewna plaszezyzne PCP,, przy czym wszystkie proste,
uzyte w podanej konstrukeji punktu ¢, harmonicznie sprzezonego z p
wzgledem pary punktéw a i b, przejda na proste lezace w plaszezyznie P.
W szezegblnosei wige proste ¢ (L,), ¢(L,), ¢(L,), ¢ (L,) tworzyé beda w P
czworobok zupely, ktérego przekatna jest prosta @(L), przechodzaca
przez wierzchotki f(a) i f(b) i przecigta przez dwie pozostale przekatne
w punktach f(p) i f(g). Wynika stad, Ze czwérka punktéw f(a), {(b),
f(p), f(g) jest harmoniczna. Mozemy zatem wypowiedzieé nastepujacy

Rys. 67.

Whriosek. Crzwérki harmoniczne sq niezmiennikami przeksztalcen rzuto-
wych.
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(GWICZENTA. 1. Na prostej L dane sa dwie pary punktéw a,b i ¢, d, pray
czym a==b i c#=d. Zbadag, kiedy istnieje para punktéw p, ¢, dzielaca harmonicznie
zaréwno pare a, b jak i pare c, d.

2. Na prostej L dane sg trzy résne punkty wiasciwe a, b, ¢ takie, Ze

1
o(a, D)=0(b, c)=§ o (a c).

Opierajac sig na tym, ze punkt niewladciwy prostej L jest harmonicznie
sprzezony z b wzgledem pary a, ¢ oraz na ostatnim twierdzeniu, podaé¢ z pomocs
samego liniatu konstrukeje prostej réwnoleglej do L i przechodzace] przez dany
punkt plaszezyzny.

96. Przeksztalcenia rzutowe prostej .a przekszialecenia liniowe. Pod-
stawowe znaczenmie czwérek harmonicznych dla geometrii rzutowej
przestrzeni P, pochodzi stad, ze niezmienniczodé ich jest dla przeksztal-
cen rzutowych charakterystyczna. Zachodzi mianowicie nastgpujace

Twierdzenie (Darboux i von Staudta). Kazde przeksztalcenie ¢
prostej rzutowej Py na jej podebidr, przy ktérym kazda czwirka harmoniczna
przechodzt na czwérke harmoniceng, jest liniowe.

Dowéd. Poniewas czwérki harmoniczne skladajg sie z punktéw réznych,
wige przeksztalcenie p musi byé wzajemnie jednoznaczne. Niech

’UO*:{I, 0}, ’Z)1={0, 1}, 1)2*-:-{1, 1}.

Punkty @(v,), ¢@,), ¢(v,) sa wszystkie rézne, a wigc w mysl twier-
dzenia z Nr 89 istnieje takie przeksztalcenie liniowe y prostej P, na siebie,
e yo(v,)=v, dla =0, 1, 2. Funkcja f(p)=v¢(p) przeksztalca wéwezas
prosta P, na jej podzbiér w taki sposéb, ze czwérki harmoniczne przecho-
dzg na czwérki harmoniczne oraz ze f(v;)=v, dla ¢=0, 1, 2. Twierdzenie
bedzie wiee udowodnione, gdy okazemy, ze przeksztalcenie f o tych
wiasnoéciach musi byé tozsamoscia, tj. ze spelia warunek f(p)=p dla
kazdego p & P,.

Poniewaz przeksztaicenie wzajemnie jednoznaczne f przeksztalca punks
niewlaciwy v, prostej P; na siebie, wige kazdy punkt wlasciwy {1, z} ¢ P,
przejdzie przy przeksztalceniu f na punkt wlasciwy {1, z}. Pozostaje do
okazania, ze funkeja g(z)=z zmiennej rzeczywistej » jest tozsamoscia,
ozyli ze g (x)=x. Ot6z wobec f(vy)=v, i f (v,)=1v, mamy:

(8) 9(0)=0 oraz g(1)=L.

12

Dia dowolnych liczb z==y (skoficzonych) punkty

{1,93}, {1:?/}: {L al"'—i:ﬂ}, 1
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tworza, czwérke harmoniczng, skad wynika, ze czwoérke harmoniczng
tworzg tez punkty

(L 9@}, (1 9} {1, g(ﬁgﬂ)} o,

a wiec ze

9 g(wgy) =% [9()+9®)]

dla wszelkie] pary liczb (skoriczonych) z, y (dla =y jest to tozsamosé).
W szezegélnosei dla y=0 wynika stad i z zaleznosci (8), ze g(%):%g(x)

1
przy wszelkim rzeczywistym «. A wige réwniez g(’f—;—y) =71>g(9;—}—y), co

Iacznie z (9) daje

(10) - g(@+y)=g(x)+g(y) dla wszelkich rzeczywistych z i y. .
Podstawiajac do (10) y=-—=, wnioskujemy stad i z zaleznosci &8), ze

(11) g(—x)=—g(x) dla wszelkiego rzeczywistego z.

Ponadto, droga bezposrednio widocznej indukeji wynika z (10), ze
dla kazdego naturalnego 7 i rzeczywistego # zachodzi zaleznosé g(n - x)=
1
=n-g(z), skad dalej g(%‘) =-g(z), a wigc dla dowolnych naturalnych
n/
. . m m L
m 1 n oraz rzeczywistego x mamy g(;m):;z -g (z). Zaleznodé ta lacz-
nie ze wzorem (11) prowadzi do wniosku, Ze przy wszelkim wymiernym w
oraz rzeczywistym x mamy g(w-x)=w-g(x), co w szezegblnosel przy
podstawieniu x=1 i uwzglednieniu (8) daje

(12) g(w)=w dla kazdego wymiernego w.

Wezmy teraz pod uwage dowolng liczbe » rézng od 01 1 oraz punkty
(2), (—z), (1), (x?). Na mocy wzoru (7) wyprowadzonego w Nr 95 tworza one
czwoérke harmoniczng, skad wobec zaleznosei (8) i (11) wnioskujemy, Ze
((g @)), (—g@)); (1), (gi(xz)))z—-l, skad na mocy wzoru (3) z Nr 93:

[9@)—1]. [—9 (@) —g@]=—[g @—g@)]. [—g@)—1],

czyli g (2%)=[g (z)]2. Wynika stad, ze funkcja g (z) przybiera dla argumen-
téw dodatnich wartoéci dodatnie, a wige — wobec zaleznogei (10) — jest
rosngca. Jezeli teraz x jest dowolng liczba rzeczywista, to dla kazdej
pary liczb wymiernych u i v takich, ze u<<zx<v, jest wobec (12)
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u%g(z¢)<g(x)<g(v)=

skad wynika od razu, ze g (x)=x, co bylo do okazania.
Z udowodnionego twierdzenia wynika nastepujacy

_Wniosek 1. W zakresie przeksztalcer prostej P, na siebie przeksztalcenia
limiowe sq tdentyczne z rzutowyms.

Istotnie, w koticu Nr 84 okazaliémy, ze przeksztalcenia liniowe prostej
P na siebie sg rzutowe. Z drugiej strony, wiemy z wniosku z Nr 95, ze
kazde przeksztalcenie rzutowe prostej P, na siebie przeksztalca czwérki
harmoniczne na czwérki harmoniczne, a wiec na macy twierdzenia,
Darboux i von Staudta jest liniowe,

Wniosek 2. Jezeli | jest przeksztalceniem prostej P, na jej podzbidr,
pray ktbrym czwdrki harmoniczne przechodzg zawsze na czwdrki harmoniczne
i istniejq trzy réine punkty py, Py, P, takie, ze f(p,)=p, dla i=1, 2, 3,
to f(p)=p dia katdego pe P,.

Istotnie, wobec ostatniego twierdzenia i wniosku 1, przeksztalcenie
f jest liniowe, a jak wiemy z twierdzenia z Nr 89 — przeksztalcenie
liniowe przestrzeni P; na siebie jest jednoznacznie wyznaczone przez
swe wartosci w trzech réinych punktach.

Niech teraz f bedzie przeksztalceniem rzutowym czwérki punktéw
Py Py, D3, Py lezacych na pewnej prostej rzutowej L. W myél Nr 82
mozemy zatozyé, ze f jest kolineacjs okreflona w pewnej przestrzeni
P,, gdzie n>1, przy czym LCP, i f(P,)=L'CP,, gdzie m=n. Na
mocy twierdzenia z Nr 85, istnieje takie przeksztalcenie liniowe ¢ prze-
strzeni P, na siebie, ze ¢(L)=P,,, jak réwniez takie przeksztalcenie
liniowe v przestrzeni P,, na siebie, ze y(L')=P,,;. Wobec Nr 92 mamy
wiee:

(13) (1 Do 3 D3, Pa)=(2(D1), @ (D) ; @(Ds), P(py),
(14) (f (P1), 1(pa); (p3), f(P4))=(‘Pf(p1): P (pa); wf(p3), w.f(ptl))'

Oznaczmy przez ¢_; przeksztatcenie odwrotne wzgledem @i przyjmijmy
(@)=vyfp_,(x) dla kazdego z ¢ P,.

Przeksztalcenie g jest kolineacjs przeksztalcajace przestrzen P,
podzbiér przestrzeni P,,, przy czym

gle@)]=v|f(@)] dlai=1,2,3,4.

Poniewaz punkty ¢(p;) leza na prostej P,y zad punkty v[f(p,)] na
prostej P,, ;, wiec g (P n,1)=Pp,. Wobec wniosku z Nr 95, przy puek-
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ksztatceniu g czwérki harmoniczne przechodza na czwérki harmoniczne,
skad z uwagi na ostatnie twierdzenie wnioskujemy, ze przeksztalcenie
prostej P, , (ktérej punkty, podobnie jak i punkty prostej P,, ; majace
postaé {zg, 2;, 0, ..., 0}, mozemy identyfikowaé z punktami {z,,a,}
prostej P;) na prosta P, jest liniowe. Stad wynika (z uwa,gl na Nr 92)
zaleznoé:

(# (1), 2P); @ (s), @) =(w (1), v (Da); vF(®s), v (D),
co lacznie z (13) i (14) daje zaleznogé:
(D1 P2 > D> P)=(F(P1)s T (02) ; T (03)s F(2d)),

ktérg mozemy wypowiedzieé w postaci nastepujacego wniosku:
Wniosek 3. Stosunek anharmoniczny fjest niezmiennikiem rzutowym.

CWICZENIA. 1. Przeksztalcenie rzutowe ]‘ proste] P, na siebie nazywa sie
inwolucjg, jezeli f[f(x)]=x dla kazdego zeP;.

Wyznaczyé wszystkie inwolucje prostej P,, przeksztalcajace dany punkt o
na dany punkt o'. Czy istnieje wéréd nich taka, ktéra ponadto przeksztalca
dowolnie dany punkt b4a w dowolnie dany punkt b’$a’?

2. Okazaé, ze jezeli f jest inwolucja (por. éwiczenie poprzednie) przeksztat-
cajaca prosta P; na siebie, przy czym istnieja dwa punkty a i b takie, ze f(a)=
f(b)=b, to dla kazdego a==x==b jest (a, b; x, f(x))=-1.

97. Przeksztalcenia rzutowe przestrzeni P, a przeksztaleenia liniowe.
Okazalismy w Nr 96, ze klasa przeksztalcen rzutowych przestrzeni P,
na siebie nie rézni sie od klasy przeksztalcen liniowych. Uogélnimy
obecnie ten rezultat na przestrzenie rzutowe o dowolnym wymiarze,
wyrazajac analityczng postaé przeksztalcenia rzutowego przy pomocy
twierdzenia nastepujacego:

Twierdzenie. Klasa przekszialcern rzutowych przestrzeni P, na siebie
jest identycena z klasq preekszialcest lintowych przestrzeni P, na siebie.

Dowéd. Poniewaz w my$l twierdzenia z Nr 84 kazde przeksztalcenie
liniowe przestrzeni P, na siebie jest rzutowe, wige pozostaje do okazania,
ze kazde przeksztalcenie rzutowe ¢ przestrzeni P, na siebie jest liniowe.
Oznaczajac podobnie jak w Nr 89 przez o} dla 1=0,1, ..., n punks
{@, 24, ..., x,} majacy jedynie spélrzedng «, r6zng od zera oraz przyjmu-
jac vi,={1,1,..., 1}, otrzymamy uklad n+2 punktéw, z ktérych
zadne n-}1 nie sg liniowo zalezne. Poniewaz liniowa niezalezno§é punktéw
jest niezmiennikiem rzutowym (ob. Nr 87), wiec réwniez w ukladzie
punktéw @(v}), @ (@), ..., (¥,.;) Zadne n+41 nie sa liniowo zaleine.
Wobec twierdzenia z Nr 89 wynika stad, ze istnieje takie przeksztatcenie
liniowe y przestrzeni P, na siebie, ze po(v})=v} dla 1=0, 1, ..., (n--1).

16 K. Borsuk. Geometria analityczna
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Przeksztalcenie f(x)=wo(z) jest wiec kolineacja przeksztalcajaca P,
na siebie i spetniajacg warunlki

(15) fh)=vi dlai=0,1,..., (n+1).

Pozostaje dowiedé, ze Lkazde przeksztalcenie rzutowe f przestrzeni P,
(n=1, 2, ...) na siebie, speiajace warunek (15), jest tozsamosciowe,
czyli ze f(z)=« dla kazdego « & P,, przez to bowiem bedzie okazane,
ze przeksztalcenie ¢ jest odwrotne wzgledem przeksztalcenia liniowego
w, a wiec réwniez liniowe.

7 uwagi na wniosek 2 z Nr 96 jest tak w przypadku n=1. Wystarczy
wiee przeprowadzié dowdd dla n>>1 przy zalozeniu, Ze jest to prawdziwe
dla przestrzeni rzutowyeh o wymiarze mniejszym od n. Wobec
P, vy, ..., v _1)=P, , 4 oOraz zaleznoéei (1) z Nr 86 funkeja f prze-
ksztalca P, ,_; na siebie. Ponadto prosta L laczaca, punkty ), 10,1, prze-
chodzi na siebie. Prosta ta przecma P, ., w punkcie v} ={1,1,...,1, 0},
skad wynika, ze f(vi)=v,. Punkty przestrzeni PMM1 réZniQ sig od
punktéw przestrzeni Pn_1 jedynie dopisaniem spélrzednej 0 na ostatnim
miejscu, przy ozym punkty op, o] vP_y, v odpowiadajs punktom

Ty eves
vi7L, oY, L, w7 Stad 1z zalozenia indukeyjnego wnioskujemy, ze

f(x)=x dla kazdego x ¢ P, ,_;.

Poniewaz punkby v, v!,,, vy prostej L sa rézne i przechodza przy
przeksztalceniu rzutowym f na siebie, wige wobec wniosku 2 z Nr 96
otrzymujemy stad zaleznodé:

(18) f(z)== dla kazdego = ¢ L.

Dla kazdego punktu wladciwego s—{l 845 v, 84} € Py—L oznaczmy
przez L(s) prosta przechodzacs przez si v, a wigc bedacs zbiorem pun-
ktéw postaci

DA @)={2 A sy, A8, ovy o8y, A-Sptpul,

gdzie A4 i w nie znikajg jednoczesnie. Oznaczmy dalej przez H (s) hiper-
plaszezyzne (n—1)-wymiarows o réwnaniu
8y Xy—2,=0.
Dla punkbtu przecigeia L(s) z H(s) mamy s,-A—A-s5,—u=0, skad
1=0, a wiec jedynym punktem wspdlnym L(s) i H(s) jest punkt s.
Prosta L (s) przechodzi przez punkt niewladciwy o ¢ L i przez punkt

{1,885 ...,8,1,0} ¢ P, ;. Poniewaz punkty te przeksztalcaja sie
na siebie, wiec

an HL(s)=L(s).
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Hiperptaszezyzna H(s) przechodzi przez punkty niewlasciwe
vy, vy, ..., v,_nalezace do P, ,_, oraz przez punkt v (s)={1,1,...,1,s,} e L.
Poniewaz punkt ten jest wlasciwy, wigc punkty o}, v}, ..., v}_y, v(s) sa
liniowo mniezalezne. Stad na mocy wniosku 8 z Nr 87 otrzymujemy:

H(s)=P(v}, v}, ..., v} _1, v(s)).

Ale punkty o, v}, ..., v, ; jako nalezace do P, , ;, oraz punkt v(s)
jako nalezgcy do L, przechodza przy przeksztalceniu f na siebie. Stad i
z uwagi na zaleznogé (1) z Nr 86 otrzymujemy

(18) H(H (8))=H (s).

Poniewaz jak okazaliémy, jedynym punktem przeciecia prostej L(s) i
hiperplaszezyzny H (s) jest s, wiec z (17) 1 (18) wynika, ze f(s)=

W ten sposéb dowiedlimy, ze kazdy punkt wladciwy ¢ przestrzeni P,
przechodzi przy przeksztalceniu f na samego siebie (jeé]i seP, , 1+L,
to wynika to z (16)). Biorac dalej pod uwage, ze f przeksztalea kazda
prostg na siebie wzajemmnie jednoznacznie, wnioskujemy stad, ze i kazdy
punkt niewlasciwy musi przy przeksztalceniu f przejsé na samego siebie.
Tym samym dowéd twierdzenia zostal zakonczony.

Wniosek. W zakresie przeksztalcest przestrzeni kartezjadiskich o wymiarze
wiekszym od jednosci na siebie klasa preekszialcest afinicznych jest identyczno
z klasg kolimeacsi.

Juz w Nr 59 okazalismy, ze kazde pueksztaiceme afiniczne jest koli-
neacjy. Z drugiej strony, niech f bedzie kolineacja przeksztalcajaca
przestrzen O, na siebie. Przy przeksztalceniu f zbiory liniowe przechodzg,
zatem na zbiory liniowe, skad wynika natychmiast, ze uklady punktéw
liniowo niezaleine przechodzs na uklady liniowo niezalezne. Wynika
stad dalej, ze proste réwmnolegle, tj. przecinajace sie¢ w punkcie niewladci-
wym, przechodzg na réwnolegle, zas$ nieréwnolegle — na nieréwnolegle.
Jezeli wiec punktowi niewladciwemu kazdej prostej L C €, przyporzadku-
jemy punkt niewlasciwy prostej f(L)CC,, to otrzymamy kolineacje
przeksztalcajacy cala przestrzen P, na siebie, a wiec w my$l ostatniego
twierdzenia, pewne przeksztalcenie liniowe, przy ktérym punkty nie-
wihadciwe przechodza na punkty niewladciwe. W Nr 84 okazalidmy, ze
przeksztalcenie takie jest afiniczne.

CWICZENIA. 1. W plaszezyinie P, dane sg dwa uklady prostych:
Ly, Ly, Ly, L, i L|,Ly Ly, L},

przy czym zadne trzy sposréd prostych L; ani zadne trzy spofréd prostych I;
nie nalezg do jednego peku. Okazaé, ze istnieje dokladnie jedno przeksztatcenie
rzutowe plaszezyzny P, na siebie, przy ktérym L; przechodzi na L; dlai=1, 2, 8, 4.
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2. W przestrzeni Py dane s cztery proste:
L, laczaca {1, 0,0, 0} z {
L, taczaca {1, 0, 1, 1} z {
L, taczaca {1, 1,1, 0} 7 {
L, taczacs {0, 1,1, 0} z {0, 1,1,
(zy istnieje przeksztalcenie rzutowe przestrzeni P; n
przechodzi na Ly, Ly na Ly i Lyna L,?

o

siebie, przy ktérym L,

08. Przeksztalcenia perspekiywiczne. Orientowalno$é i nieoriento-
walno§¢. Zwiazek miedzy pojeciem przeksztalcenia rzutowego a operacja
rzutowania (znang z geometrii elementarnej) wynika z rozwazania na-

stepujgcego:
Niech H i H' beda dwiema (n—1)-wymiarowymi hiperplaszezyznami
w przestrzeni P, zag c={co, Cis v ens cn} niech bedzie punktem, ktéry nie

lezy na zadnej z nich.

Przyporzadkowujac kazdemu punktowi ¢ H punkt 2 bedacy rzutem
punktu z ze érodka ¢ na H, czyli punktem przecigcia H' przez prosty
laczace punkty ¢ i =z, otrzymamy tzw. preekszialcenie perspeltywiczne
hiperplaszezyzny H na H'.

Jest ono oczywiscie kolineacja. W przypadku, gdy n—1>1, cayli
gdy n>2, wynika stad, Ze jest to przeksztalcenie rzutowe. Tak jest
jednak réwniez i w praypadku n=2 ,w6wczas bowiem H i H’ sg prostymi,
przy czym czwérkom harmonicznym, lezacym na H, odpowiadaja przy
omawianym przeksztalceniu czwoérki harmoniczne, jak to wynika
natychmiast z twierdzenia Pappusa (z Nr 94). A wiec rzutowosé prze-
ksztalcenia perspektywicznego jest w tym przypadku wnioskiem z
twierdzenia Darboux i von Staudta z Nr 96.

Zachodzi pytanie, czy podobnie jak dla przeksztalced afinicznych
réwniez i w zakresie ogélnych przeksztalcen rzutowych mozna moéwié
o przeksztalceniach zachowujacych lub zmieniajacych orientacje prze-
strzeni. W Nr 84 okazaliémy, ze przeksztaleenie afiniczne daje si¢ wyrazié
przez wzory postaci:

T;=0; Tty ; T+ A0, %, da j=0,1,...,n,

.gdzie spelione sg warunki ay,=1 oraz a,,=0 dla i=1,2,...,n.
Wyznacznik |a,,;| (,§=0,1,...,n) jest w tym przypadku réwny
wyznacznikowi |a,,| (i, j=1, 2, ..., n), ktéry nazwalismy w Nr 57

wyznacznikiem przeksztalcenia afinicznego i ktérego znak okreslal, czy
przeksztalcenie zachowuje orientacje, czy ja zmienia. Nasuwa sie
‘przypuszezenie, ze podobnie wéréd ogdlnych przeksztalcen rzutowych
wyodrgbnié mozna dwie klasy, zaleznie od tego czy warto$é wy-
znacznika |a,;|(i, j=0, 1, ....n) jest dodatnia, czy ujemna.
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Okazuje sie jednak, ze wyodrebnienie tych klas mozliwe jest tylko
wéwezas, gdy wymiar n przestrzens jest liczbg nieparzystg. Istotnie, w tym
przypadku znak wyznacznika |a;;|(i, j=0,1,...,7) stanowi wlasnogé
danego przeksztalcenia rzutowego, gdyz zastapienie spélezynnikéw a;;
przez liczby proporcjonalne (co, jak wiemy z Nr 84, nie powoduje zmiany
samego przeksztalcenia) nie wplywa na znak wyznacznika spélezyn-
nikéw, wprowadzony czynnik wystapi bowiem przy wyznaczniku
w potedze n-+1, a wiec w potedze parzystej. Natomiast w przypadku,
gdy wymiar n przestrzeni jest liczba parzysta, znak wyznacznika
la;;| (3,j=0,1,...,n) nie jest przez przeksztalcenie okrelony, gdyz
pomnozenie wszystkich spélezynnikéw przez staly ujemng nie zmieni
wprawdzie przeksztalcenia, ale spowoduje zmiane znaku jego wy-
znacznika na przeciwny.

Te réznice we wiasnoéciach przestrzeni rzutowych o wymiarze parzy-
stym i nieparzystym ujmujemy méwiac, ze przestrzenie rzulowe 0 wWymiarze
nieparzystym sq orientowalne, natomiast przestrzenie rzutowe o WYMLarze
parzystym nie sq orientowalne.

Tak np. prosta rzutowa P; jest orientowalna w przeciwiedstwie do
plaszezyzny P, Nieorientowalnodé plaszezyzny P, jest w Scistym
zwigzku z jej jednostronmoscia, stwierdzong w Nr 8l. Bardziej ogélne
ujecie tych pojeé nalezy do topologii.

CGWICZENTA. 1. Dowiedé, ze dla kazdego przeksztalcenia rzutowego j pla-
szezyzny P, na siebie istnieje punkt p e P, tald, ze f(p)=p.

2. Dowiefé, ze dla kazdego przeksztalcenia rzutowego f przestrzeni Py, na
siebie istnieje punkt p taki, ze f(p)=p.

Natomiast dla kazdego naturalnego n istnieje przeksztalcenie rzutowe f prze-
strzeni P,,_, na siebie speliajace warunek f(p)=+p dla kazdego peP 1.

3. Czy kazde przeksztalcenie rzutowe 3-wymiarowej hiperplaszezyzny P,
jest superpozycja dwoch przeksztalceri perspektywicznych?

99. Spélrzedne rzutowe. Podobnie jak w Nr 54 interpretowaliémy
izometrie réwniez jako przejécie do innego ukladu spéhrzednych prosto-
katnych, za§ w Nr 60 przeksztalcenie afiniczne jako przejscie do ukladu
spéhrzednych ukosnokatnych, tak i przeksztalcenie rzutowe mozemy
interpretowaé jako wprowadzenie nowych — ogélniejszych od poprzed-
nich — spélrzednych, tzw. spélrzednych rzutowych. Niech mianowicie

F (@ Tyy oevs ) =1{Tgs Tps + - - z,}

bedzie przeksztalceniem rzutowym ' przestrzeni P, na siebie, okre-
glonym przez wzory

(19) T=0g, Tot0y 5 Byt A 8, dla j=0,1,..., 7
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Zalozenie, ze przeksaztalcenie f okredlone przez wzory (18) jest rzutowe,

wyraza sie przez nieznikanie wyznacznika |a,; | (4, =0, 1, ..., n).
Wprowadimy definicje nastepujaca;:
Definicja®. Liczby @y, @, ..., #, prayporzadkowane kazdemu punktowi

p={%y, @y, ..., T,} przez wzory (18), gdzie la; ;1(, =0, 1, ..., n)==0,
nazywaja sie spélrzednymi rzutowyms punkiu p.

Spélrzedne rzutowe wyrazié mozemy przez zwykle spélrzedne je-
dnorodne Zy, Zy, ..., &, punktu p, rozwigzujac réwnania (19) wzgledem
Zgy By « v, T, Otrzymamy wzory postaci:

Ty=0Oy- Do+ 1 Byt . oAy o2y, gdzie 1==0,1, ..., n.

Wynika z nich, ze — podobnie jak spélrzedne Zy, z, ..., &, — nowe
spélrzedne @y, zy, ..., %, 84 okreslone jedynie z dokladnodeia do czynnika
réznego od zera, czyli ze sa jednorodne.

Zalézmy w §zczeg61noéci, ze dla kazdego ¢ przynajmniej jeden ze
spélezynnikéw @, 4, @;,, ..., @, , jest rézny od zera. Réwnanie

&i,0+£i-£,1'yl+az’,2'y2+'- Gy =0

okre§la wowezas w przestrzeni C, pewna (n—1)-wymiarows, hiperpla-
szcz}zrzn@ H,, tzw. hiperplaszczyzne podstawowq nowego ukladu spélrzed-
nych.

eréli punkt p={Z, Z,, ..., &,} jest wladciwy, to mozemy prayjaé 7y=1,
a wiec

=00+ Byt T, dla i=1,2,...7.

W mysl Nr 27 wyrazenie po prawej stronie mozemy napisaé w postaci
Z,-.-gi(p), gdzie o;(p) oznacza zaopatrzons odpowiednim znakiem (za-
1e?nym od tego, w ktdrej z pélprzestrzeni wyznaczonych w C,, przez H,

. le.zy punkt p) odleglo$é punktu p od hiperplaszezyzny H,, zag spé.lczynj
ml;T 2; zalezy na ogét od 4, lecz nie zalezy od polozenia punktu .

waga ta rzuca pewne &wiat intuicyj ;

rzutowsgmh' P atlo na sens intuicyjny spélrzednych

W.szezegdlnodei w przypadku plaszezyzny mamy trzy proste podstawo-
we H 0 H,, H, nie przechodzace przez jeden punkt (gdyz wyznacznik
[G;;1(3, §=0, 1, 2) jest rézny od zera), a wige tworzace tréjkat. Spélrzedne
r‘zutowe 83 wige w tym przypadku liczbami proporcj onalnymi (z pominig-
ciem znaku) do odleglodei punktu »' od prostych tworzgcych ten tréjkat.

Z tego powodu spélrzedne rzutowe nazywa si¢ czasem w tym przypad-
ku spélrzednymi tréjkatnyma. ‘

Wracajac do przypadku ogblnego widzimy, ze wprowadzenie spélrzed-
nych rzutowych jest jedynie inng interpretacja wzoré6w o]«:reéiajeycych
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przeksztalcenie rzutowe. Z tego powodu geometria rzutowa, bedaca
teorig niezmiennikéw przeksztalcenn rzutowych, moze byé réwniez
ujeta jako teoria tych wlasnosci figur, ktére wyrazaja sie jednakowo we
wszystkich ukladach spéhrzednych rzutowych. Wynika stad, ze w zakre-
sie badai geometrii rzutowej ogélne spéirzedne rzutowe s calkowicie
réwnouprawnione z dotychezas uzywanymi spéirzednymi jednorodnymi,
a czesto wladciwy ich dobér znacznie upraszeza rachunki. Z tego
wladciwie juz kilkakrotnie robiliémy uzytek (por. dowody twierdzed
w Nr 94 i 95), nie méwigc wprawdzie o zmianie spélrzednych, lecz po-
stlugujac sie réwnowaznmym mu pojeciem przeksztalcenia rzutowego
przestrzeni, ktérego dokonywalismy na wstepie do dowodu.

GWICZENIA. 1. Znalezé réwnanie prostej niewladciwe] plaszezyzny P, w
uktadzie spéhrzednych rzutowych, wiedzac, ze w ukladzie tym punkt {1, 0, 0} ma
jako nowe spélrzedne liczby 1, 1, 1, zas prostymi podstawowymi sa boki trojkata
o wierzchotkach {1, 1, 0}, {1, 0, 1}, {1, —1,—1}.

2. Znalezé spoélrzedne rzutowe punktu {1,1,1, 1} w ukladzie spéirzednych,
ktérego plaszezyznami podstawowymi sg cztery plaszezyzny zawierajace cztery
ciany sympleksu o wierzchotkach

{1,1,0,0}, {1,0,1,0}, {1,0,0,1}, {1, —1,—1, —1},

jeéli poza tym zalozymy, ze punkt {1, 0,0, 0} ma w nowym ukladzie jako spél-
rzedne liezby 1, 2, 3, 4,
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ROZDZIAY X1II.
Twory algebraiczne w przestraniach rzutowych

100. Granica ciggu punktéw przestrzeni P,. O ciggu punktéw
p={x;, &7, ...,x)} ¢ P,, gdzie »=1,2, ..
méwimy, ze jest zbieiny do punkiu pP={xl, 20, ..., 20} e P, lub ze
pu?kty p.” datq do p°, jezeli istnieje ciag liczb A'==0 taki, 7e dla
kaidego =0, 1,...,n cigg liczb A"-2" jest zbiezny do ;.
Punkt p° nazywa sie wéwezas granicq ciggu p". Piszemy to:

PO=Ilim p" lub 2" 0.
P00

Ciag posiadajacy granice nazywa sig zbiesny.

Ciag punktow p” e P, ma co najwyiej jedng gramsce. Istotnie, gdyby
pré'cz I.)un_ktu p° granicy ciggu p” byl réwniez punkt P={l !, ..., y%},
to istnialby ciag liczb u”==0 taki, ze " -x{->y; dla kazdego i=0, 1, ..., n.
Wiréd liczb %9 co najmniej jedna, np. y?, jest rézna od zera. Wobec

Lim 3" af=af, i lm g 2f=vy,54=0
700 PeroO

A Ziy .
mamy — ——', gkad otrzymujemy
I Yiy

700 P00 M

zy=lm 3" z"=lim — -x,;"=%-yi dla kazdego ¢=0, 1, ...,
70

co znaczy, ze uklady liczb x), xl, ..
czyli ze po=¢P.

Czgsto uzyteczny jest nastepujacy warunek charakteryzujacy granice:
. Aby cigg punkiéw p” e P, dazyt do punktu PP={2, 29, ..., x0}, potrzeba
v wystarcze, by punkty p” dawaly sie przedstowié w postacs:

21yl Yl ..., ¥ sa proporcjonalne,

K VR T 1 y . g .
p={a}, 2, ..., 7))}, gdzie o>t dla i=0,1,...,n.

. :I:lmimi)e ].est, ?e warunek jest dostateczny. Jest'on tez konieczny,
" S PSS AR . o

]" «iv o:nem P —.{mo, Zy, ..., & }—>pP, to istnieja liczby 2"==0 takie, 7o
A-Z]—). Oznaczajac przez o) liczbe 17 - z, otrzymamy p'={x), 7, ..., }
gdzie «}—a? dla i=0, 1, ..., n. v "
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Nie kazdy ciag jest zbieiny. Np. ciag p'={1, (—1)",0,..., 0} nie ma
granicy, a wiec jest rozbieiny. Zauwazmy jednak, Ze z kaidego ciggu
punktéw p" przestrzens P, wyjaé moina ciag zbieiny, czyli istnieje
ciag rosngey wskaZnikéw vy, ¥y, ..., ¥, ... tfaki, Ze ciag punktéw
P, P2, ., P, ... jest juZ zbiezny.

Istotnie, jezeli p'={x,a7,...,2}}, to dzielac wszystkie spéhrzedne -
punktu p” przez te z nich, ktérej warto$é bezwzgledna jest najwieksza,
mozemy doprowadzié punkt 9" do postaci, w ktérej wszystkie spélrzedne
sg co do wartodci bezwzglednej nie wieksze od jednosci, przy czym co
najmniej jedna z nich jest réwna jednosci. Mozemy wige od razu zalozyé,
ze spbhrzedne 27,z ,...,z) spelniajs ten warunek dla »=1,2,...
Co najmniej w jednym z ciagéw =z}, 2%, ..., 2%, ... wystepuje nie-
skoficzenie wiele jedynek. Nie zmnmiejszajac wiec ogdlnosci, mozemy
zalozyé, ze ciggiem takim jest ciag xj, czyli Ze istnieje ciag rosnacy
wskaznikéw »] taki, ze w’og =1. Wéwezas lim x};g’:mg, gdzie a0%=1.

J=>o0

Ciag %113 jest ograniczony (gdyz wyrazy jego sg co do wartosei bez-
wizgledne] nie wieksze od 1). A wige w mysl znanego twierdzenia Bolzano!-
Weierstrassa? mozemy z ciagu »? wyjaé ciag rosnacy »} taki, ze istnieje
lim 'c'llJ =x9. Nastgpnie z ciagu »} mozemy wyjaé ciag v} taki, Ze istnieje
o0
lim x’;}:zg itd. Jasne jest, ze po n takich krokach dojdziemy do ciggu
J oo
rosngcego wskaznikéw v;=»" takiego, ze istnie¢ bedzie lim 2}/ =2 dla

Jo0
kazdego =0, 1, ..., n. Poniewaz x0=1, wiec {0, 2!, ..., z0} jest
punktem przestrzeni P,, bedacym granica ciggu wyijgtego p'/, ktérego
istnienie wlaénie mieliémy udowodnié.

Te moznosé wyjecia ciagu zbieznego z kazdego ciggu punktéw prze-
strzeni nazywamy zwarfoscig tej przestrzeni. A wiec przestrzert P, jest
waria.

Zauwazmy teraz, ze jezell p’, p°¢ C,, czyli jezeli wyrazy ciagu
zbieznego p" oraz jego granica p° sg punktami wiadciwymi przestrzeni P,,
to wprowadzone w tym Nr pojecie granicy pokrywa sig z pojeciem
granicy wprowadzonym w Nr 52. Istotnie, w tym przypadku mozemy
zalozyé, 7e o, =x0==1. Jezeli wigc p jest granica ciagu punktéw w obecnie
przyjetym sensie, to istnieje ciag liczb A'==0 taki, ze A"-2’—2? dla
i=0,1,...,n, skad wynika w szczeg6lnoici, przy podstawieniu =0,
zalezno$é lim A"=1. Stad lim 27=x?, a wigc punkty p” dazg do p° réwniez

P00 100

1 B. Bolzano, filozof i matematyk praski (1781—1848).
* K. Weierstrass, matematyk niemiecki (1815—1897).
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w sensie przyjetym w przestrzeni C,. Na odwrét, jesli p"->p° w prze-
strzeni C,, to -, dlai=1, 2, ..., n, a wiec wystarczy przyjaé 4,=zy=
=a)=1, by stwierdzi¢, ze ciag p" dazy do p réwniez w przestrzeni P,

Tak wprowadzone pojecie granicy w przestrzeni P, mialo dotychezas
charakter czysto arytmetyczny. Aby stwierdzié, Ze nalezy ono do geo-
metrii rzutowej, musimy jeszeze okazaé, Ze zachowuje sig ono niezmien-
niczo wzgledem przeksztaleen rzutowych przestrzeni P, czyli ze zachodzi
nastepujace

Twierdzenie. Jeseli | jest preekszialceniem rzutowym przestrzeni P, na
siebie, zad p" ciggiem punktéw przestrzeni P, zbieznym do pewnego punlitu
e Py, to lim f (p")=[(2°).

P00
Dowéd. Niech f({zg, @y, ..., €,})={Tg, &, ..., &,}. W myél twierdzenia
z Nr 97 mamy wéwczas

By=lg 5+ Ty Oy 5 Byt oy g T

Jezeli teraz p'={a], z], ..., 2 }>{2), ®}, ..., 20}, to istnieja liczby 2’

rézne od zera takie, ze A" -z’ ->x, dla 1=0, 1, ..., n. Wowczas
7 i 2

A Zy=ag ;- (A2y) + ag e (Az)) e (A",
Qg 520y 4 T .—}—an,j-mf}:xﬁ?,

co oznacza, ze ciag [ (p")={z], &, ..., z,} dazy do f(p°)={Z}, &J, ..., zl},
o dowdd czego wlagnie chodzito.

Jezeli teraz podobnie jak w Nr 58 przeksztalcenie f przestrzeni P,
nazwiemy cigglym, gdy z lm p"=p° zawsze wynika lLim f(p")=f(p%,

1->00 P00

za$  homeomorficznym, gdy ponadto f jest przeksztalceniem odwra-
calnym, przy czym przeksztalcenie odwrotne f., jest réwniez ciagle, to
ostatnio udowodnione twierdzenie orzekaé bedzie, ze kazde przeksztal-
cenie rzutowe przestrzeni P, jest ciagle; poniewaz zad przekszbalcenie
odwrotne jest réwniez rzutowe, a zatem réwniez ciggle, wiec wynika
stad dalej, ze kazde przeksztalcenie rzutowe przestrzens P, na siebie jest
hemeomorficzne.

Widzimy wiec, ze grupa przeksztalcerl rzutowych stanowi podgrupe
grupy homeomorfizméw.

Teorie niezmiennikéw grupy homeomorfizméw przeksztalcajacych P,
na siebie nazywamy topologiq przestrzeni P,.

A wiec kazdy niezmiennik topologiczny jest tym bardziej niezmienni-
kiem rzutowym.

W szezegblnodei odnosi sig to do pojecia zbioru zamknigtego, ktéry —
podobnie jak w Nr 58 — definiujemy jako zbiér zawierajacy granice
kazdego z lezacych w nim clagéw zbieznych,

icm
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CWICZENIA. 1. Okazaé, ze kazda hiperplaszezyzna w przestrzeni P, jest
zbiorem zamknigtym.
2. Dla nastepujacych ciagéw punktéw plaszezyzny P:
p":{l, ”, 1'2}, q”={1, v, (—1)" - vg}, = {l, v, (—1)" - 1.2}

zbadaé, czy istnieje granica, a jezeli tak — to ja znaleZé.

101. Twory algebraiczne w przestrzeni P,. Twory algebraiczne w
przestrzeni kartezjaniskiej C , okre§lone byly w Nr 63 przez réwnania postaci
@ (&g, Zgy - - -, 2,)=0, gdzie (@, 2, ..., ¥,) bylo wielomianem. Poniewaz
w przestrzeni P, punkt p={=,, 2y, ..., %,} daje si¢ réwniez przedstawi¢
w postaci {A-my, A2y, ..., A-2,}, gdzie 1 jest dowolng liczbg réing od
zera, widzimy, Ze réwnanie ¢(xg, Zy, ..., &,)=0 okreslaé¢ bedzie w prze-
strzeni P, zbiér punktéw jedynie wtedy, gdy wraz ze spelniajacym je
uktadem lezb g, 21, ..., £, spemiaé je bedzie kazdy uklad postaci
Mgy A%y, ..., Aok, gdzie A==0. Aby ten warunek byl zapewniony,
ograniczaé sie bedziemy w przestrzeni P, do rozpatrywania réwnanh
algebraicznych postaci @(xg, @y, ..., £,)=0, ktérych lewa strona jest
wielomianem jednorodnym?! i przyjmiemy definicje nastepujgca:

Definicja. Tworem algebraicznym stopnia =k w przesirzeni P, nazywa sig
zhbiér zlozony ze wszystkich punktéw {zy, 2y, ..., z,} & P, speliajacych
réwnanie

1) @ (2, Xy o ves 2 )=0,

gdzie @ (2, 2y, ..., T,) jest wielomianem jednorodnym stopnia=%.

Twér algebraiczny stopnia <k, nie bedacy tworem algebraicznym stopnia
=k—1, nazywa sie tworem algebraicznym k-tego stopmia.

Za jedyne twory stopnia 0 uwazamy zbiér pusty i cala przestrzen P,.

W mysél twierdzenia z Nr 90, twory stopnia pierwszego sg identyczne
z (n—1)-wymiarowymi hiperptaszczyznami. ‘

Zauwazmy, ze twory k-tego stopnin przesirzeni Py sq identyczne z jej
podzbiorams zlozonymi z k punktéw.

Istotnie, jesli @ (zy, 2;) jest wielomianem jednorodnym k-tego stopnia,
to istnieje liczba I taka, ze 0=Sl<k i Ze @(%, %1)=2%, ¢* (0 1)
gdzie @'(zy %) jest wielomianem jednorodnym stopnia k—I, nie-
podzielnym przez w,. Wéwezas ¢'(0, 1)==0. Wiadomo z algebry, ze

! Qgraniczenie to, jakkolwiek doéé naturalne, nie jest jednak w dziedzinie
rzeczywistej niezbedne, gdyz np. réwnanie niejednorodne 2} +a}=0 okrefla
w przestrzeni P, hiperplaszezyzne (n—2)-wymiarows, bedaca przecieciem hiper-
plaszezyzn o réwnaniach ;=0 i z,=0. Dopiero po przejéciu do dziedziny zespolonej
(w czefci II1) okaze sie, ze warunek jednorodnosei wielomianu jest niezbedny.
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wielomian ¢t (1, ;) ma co najwyzej k—I pierwiastkow a; 4, @5, ..., @y~
Jezeli 1==0, to p=g¢! i punkty {1, a,,}, gdzie i=1,2,...,1, sa jedynymi
punktami spelniajacymi réwnanie @(zg, ;)=0. Jedli za§ 1>0, to
réwnanie @(z, ©;)=0 spelniaja jedynie punkty {0, 1}, {1, @y}, ...,
{1,a,,-,}. W kazdym wiec razie twor stopnia =k w przestrzeni P,
zawiera co najwyzej k punktéw.

Natomiast réwnanie

(@1 %g— 0,1 %)+ (@y 0 To—ag 2 %y) «oe (@ By— g 1 %,)=0

jest jednorodne k-tego stopnia i okresla w P, zbiér zlozony z & punktéw
p;={ay:; @, ;} dowolnie danych.

Zauwazmy dalej, ze kaidy twér algebraiczny w przestrzeni P, jest
zbiorem zamknietym.

Istotnie, jezeli punkty p" spelniaja réwnanie (1) i dazg do punktu
pO={xl, 29, ..., 20} e P, to punkty te mozemy przedstawié¢ w postaci
p'={x}, 2, ..., @}, gdzie xj—>w). Wowczas jest g(aj, 2, ..., ,)=0,
skad po przejéciu do granicy (wobec ciaglodci wielomianu g) otrzymujemy
réwnosé @ (xl, 2, ..., x0)=0, $wiadczaca, ze p° tez nalezy do tworu.

W przypadku przestrzeni P, wyraz »twéry zastepujemy zwykle przez
wyraz krzywa, zad w przypadku przestrzeni Py — przez wyraz powierz-
chnia, a wiee méwimy o krzywych i powierzchniach algebraicznych
k-tego stopnia

Twierdzenie. Stopiert tworu algebraicznego w przesirzent P, jest nie-
zmiennikiem rzutowym.

Dowéd. Wystarczy okazaé, ze przy przeksztalceniu rzutowym f prze-
strzeni P, na siebie kazdy twor algebraiczny A CP,, stopnia =k przejdzie
na twér algebraiczny f(A4) stopnia=%k. Niech

H({2e @y, -, R} )={Tgs Ty, - -, T}

Przeksztalcenie odwrotne f_; ({Zg, Zy, ..., T,})={@p, Ty, ...,%,} jest tex
rzutowe, a wige — w mysl twierdzenia z Nr 97 — wyraza sie przez
wzory postaci
(2) T=Q0 3 Ty 0y 5 Byt oy 50 %y, dla §=0,1,..., 2.

Zbiér A punktéw p={z, @,,...,2,} spelniajacych réwnanie (1)
przejdzie przy przeksztalceniu f na zbiér 4 punktéw p={Zy, Fy, ...,E,}
takich, ze f_y(p)e 4, czyli p(f-(p))=0. Inaczej méwiae, réwnanie
tworu 4 otrzymamy, podstawiajac do réwnania (1) wzory (2). Otrzymane
réwmanie jest jednorodne, a stopied jego jest =k, zatem A jest tworem

algebraicznym stopnia =%, co bylo do okazania.
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Stwierdzony w ten spos6b charakter rzutowy pojecia tworu algebraicz-
nego k-tego stopnia nadaje sens pytaniu, czy dowolny zbiér E lezacy
w dowolnej hiperplaszczyznie rzutowej H przestrzeni P, jest wzgledem
H tworem algebraicznym, a jezeli tak, to jakiego jest on stopnia. Jasne
jest przy tym, ze jezeli E jest tworem algebraicznym k-tego stopnia
wzgledem H i jezeli przestrzen P, poddamy przeksztalceniu rzutowemu f,
przy ktérym hiperplaszezyzna H przejdzie na hiperplaszezyzne H'=f (H),
to zbiér B'=f(E) bedzie wrgledem H’ réwniez tworem algebraicznym
k-tego stopnia. Ta uwaga pozwala nam wypowiedzie¢ nastepujacy

Wniosek 1. Przeciecie tworu algebraicznego A stopnia k wzgledem
przestrzeni P, hiperplasaczyzng rzutowqg H jest tworem algebraicznym
stopnia = k wegledem H.

Istotnie, wobec wniosku 12 z Nr 87 mozemy przyjaé, ze H=P, ,, a
wige ze zbiér A.H jest scharakteryzowany przez réwnanie (1) i przez
réwnania ,,,=%, ,=...=2,=0, a wiec tylko réini si¢ formalnie
(dopisaniem do spélrzednych kazdego punktu n—I zer na kodeu) od
zbioru punktéw przestrzeni P,, okreslonego przez réwnanie jednorodne
stopnia == & postaci @ (%, 23, ...,2,, 0,0, ..., 0)=0.

Biorac pod uwage, ze zbiory ziozone z k punktéw prostej rzutowej sa
wzgledem niej tworami k-tego stopnia, otrzymujemy stad nastepujacy

Wniosek 2. Jezeli twér A CP,, jest stopnia <k ¢ istnieje prosta rzutowa
L, przecinajaca A dokladnie w k punktach, to A jest stopnia k.

GWICZENIE. Okazaé, ze krzywa, okreslona w plaszezyZnie P, przez réwnanie
zj+xd 423 =0, jest trzeciego stopnia.

102. Punkty niewlasciwe tworéw algebraicznych. Niech teraz H bedzie
(n—1)-wymiarows hiperplaszezyzna w przestrzeni C,, okreslong przez
réwnanie:

A+ Ay w4 44, 2,=0.

W Nr 88 okazaliémy, ze dolaczajac do H punkty niewlasciwe wszyst-
kich prostych lezacych w H, otrzymamy (n—1)-wymiarows hiper-
plaszozyzne rzutows H w przestrzeni P, ktérej réwnanie bedzie miato
postaé:

Ay mgt A4y . 44, 2,=0.

Punkty niewlasciwe, dolaczone do H, sg oczywiscie granicami ciggéw
punktéw, nalezacych do H. I na odwrdt, jesli punkty p={x), 2}, ..., 5},
nalezace do H, tworza, ciag zbiezny do punktu po={zf, !, ..., xl} e Py,
to punkt ten, wobec zamknigtosei H, nalezy do H. A wiee punkty nie-
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wladciwe hiperplaszezyzny H sa identyczne z tymi niewladeiwymi
punktami przestrzeni P,, ktére sa granicami ciaggéw nalezgcych do H.

Niech teraz A bedzie tworem algebraicznym w przestrzeni ¢, okreslo-
nym przez réwnanie

(3) ' (g, Tgy + o vy T,)=0,

gdzie @ jest wielomianem k-tego stopnia. Uogélniajac podane wyzej
scharakteryzowanie punktéw niewlasciwych hiperplaszezyzny H, na-
zwijmy punktami niewladciwymi tworu algebraicznego A punkty nie-
whaéciwe przestrzeni P,, bedace granicami ciagéw punktéw nalezacych
do A. Punkt niewlaéciwy tworu A nazywamy czasami Kierunliem
asymptotycznym tworn A. Zachodzi nastepujace

Twierdzenie. Dolgczajac do tworu algebraicanego A, okreslonego w
praestrzens C,, przez réwnamie (3) k-tego stopmia, wszystkie punkty nie-
wladciwe tego tworu, otrzymamy w preestrzens P, 2bidr zamkwigty A,
Etérego punkty spelniaje réwnanie

(4) w(Zg, X1y -ny B,)=0,

gdzie y(xg, Ty, ..., &,) jest wielomianem jednorodnym k-tego stopnia,
bedacym licznikiem funkcji wymiernej

(ﬁ Ty 5_”2)__"/’(”0: By o eey Tn)

I -
Zy Ty Zy Lo

Zbidr punktéw wiasciwych spelniajgeych réwnanie (4) pokrywa sig z A.
Dowéd. Jezeli x,==0, to réwnanie jest réwnowazne réwnaniu
(ﬁ, @3,...,@)———0, ktére jest réwnowazne przynaleinodei punktu
Zy %o %y

%, z—z, o %):{xo, &y, ..., Zy) do zbioru 4. Tym samym ostatnia czedd
twierdzenia jest udowodniona.

Niech teraz A* bedzie zbiorem wszystkich punktéw przestrzeni P,,
speliajacych réwnanie (4). Zbiér A* jest tworem algebraicznym stopnia
=k w przestrzeni P,, a wiec zbiorem zamknigtym. Wynika stad w
szezegélnodei, ze naleza do niego punkty niewladciwe tworu A4, czyli
ACA*. Aby zakonezyé dowod twierdzenia, pozostaje okazaé, ze zbidér
A jest zamknigty. W tym celu wezmy ciag punktéw p's ={a}, 2, . ated,
zbiezny do punktu p°={al,x?,...,xl}. Mozemy wiec zaloiyé, Ze
w;—>xd, dla ¢=0,1,..., n. Wobec zamknigtosci zbioru 4% jest p®e 4*.
Jedli p, jest punktem wlagciwym, to p°¢ .4, a wiec tym hardziej
pe A Mozemy wiee, zalozyé, ze p° jest punktem niewlageiwym.
Poniewaz p” e 4, wiec dla kazdego » istnieje w 4 taki ciag punktéw

icm
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U

pi={@} &} ;.. 2 ), gdzie j=1,2, ..., e lim a7 ;=] Istnieje wiec dla
j oo

kazdego =1, 2, ... taki wskaznik j,, ze ]x’,f:,y—x’,f |<1dlai==0,1,...,7

Wobec z)—x? jest woéwezas lima},; =2), a wige punkby pj, na-
VRO

lezace do A4, tworzg ciag zbiezny do punktu niewlaéciwego p°. Oznacza

to, ze p° jest punktem niewladciwym tworu 4, czyli ze 2°e 4. Tym

samym zamknigto$é zbioru 4 jest dowiedziona.

Uwaga. Nasuwa si¢ pytanie, czy zbiér 4 jest identyczny z tworem
algebraicznym 4%, okreslonym przez réwnanie (4). Ze tak moze nie by¢,
dowodzi nastepujacy przykiad. Przyjmujac ¢(z, )=, mamy
jako twér 4, okre§lony w plaszezyznie C, przez réwnanie @(zy, 2,)==0,
zbiér zlozony z jednego tylko punktu (0, 0). Wynika stad, ze i zbiér A
sktada sie tylko z punktu (0, 0). Natomiast wielomian (2, 2, %,) ma
teraz postaé x2-z2-tzi, skad wynika, ze zbiér A%, okreslony przez
réwnanie (4), sklada si¢ z dwéch punktéw: {1, 0,0} i {0, 1, 0}. Tego
rodzaju anomalie sprawiaja, ze algebraiczne scharakteryzowanie zbioru 4,
otrzymanego z tworu algebraicznego 4 w przestrzeni C,, przez dolaczenie
jego punktéw niewlaéciwych, nastrgeza pewne trudnosci. Trudnofei te
znikng z chwils, gdy odpowiednio rozszerzymy pojecie przestrzeni,
wprowadzajac punkty o spéhrzednych zespolonych.

CWICZENTA. 1. Znalezé punkty niewlaéciwe krzywej algebraicznej (trzeciego
stopnia), okre$lone] w plaszezysnie O, przez réwnanie xi-+xf=1. Naszkicowad
te krzywa.

2. Znaleté punkty niewlasciwe tworu, okreslonego w przestrzeni O, przez
réwnanie xf + 223 + 323 4-4x,=0.

3. Znalezc punkty niewlaéciwe kubiki kolistej jednobiezne] okreslonej w Nr 69,
str. 169.

103. Stozkowe zupelne. Stosujac ogélne rozwazania Nr 102 do okreslo-

9

x, . L.
nej w Nr 65 paraboli A o réwnaniu 2z;— d—':O, stwierdzamy, ze jej

punkty niewladciwe spelniaja réwnania

9

x3 .
2%‘5”1—E=:0 i 2y=0,

skad z,=0. A wigc jedynie punkt {0, 1, 0} moze by¢ punktem niewla-
$ciwym paraboli 4. Ze punkt ten jest istotnie gunktem niewladciwym

¥yl 2d _ 2d
tej paraboli, wynika z uwagi, ze punkty: p"={ 15—, v} { 1 —} lezg
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na niej i tworza ciag zbiezny do {0, 1, 0}. Parabola posiada wiec
dokladnie jeden punkt niewlasciwy, czyli jeden kierunek -asymptotycany.
Parabolg uzupelniong jej punktem niewladciwym nazywaé bedziemy
parabolg zupeing.
W rozpatrywanym przypadku réwnanie jej ma postaé

9

= x;
(O) ’ 2.%‘0 £y R‘:O

Jest to wiec krzywa stopnla drugiego.
22 2
Lp21=0,
“L+ a okre§lona. w Nr 66, jest krzyws
ograniczong, a wiec punkiéw niewladciwych nie posiada.
W mys$l twierdzenia z Nr 102 jest ona identyczna ze zbiorem punktéw

wiadciwych plaszezyzny P,, spelniajacych réwnanie

L‘hpsa o réwnaniu

z? 2l
(6) ;—1--——3: =0.
a4y

Poniewaz réwnania tego nie spelnia zaden punkt niewlagciwy, wige (6)
jest réwnaniem elipsy w plaszezyznie P,.
Punkty niewlasciwe okre§lonej w Nr 67 hiperboli o réwnaniu

@l 2] s oL % @
i 0—55 —1=0 spekiajg uklad réwnan: pri ——'——x02=0 i 2zo=0. Ist-
1 1

nieja doldadme dwa punkty spelniajace te “réwnania: {0, @y, a,} i
{0, —a1, as}. Kazdy z nich jest punktem niewlagciwym hiperboli, gdyz

) — 1 1
punkty p ={1, a, V' 1¥nE n- a2}={;b, ay* l/l—l—n——z, a,g} oraz punkty

. — 1
¢ ={1, —a,- V14n?, n-az}:{ﬁ, ~—a1-]/1 + por? wg} lezg na hiperboli,

przy czym p"—{0, ay, as} i ¢"— {0, — ay, as}.

A wiec hiperbola ma dokladnie dwa punkty niewladciwe, czyli dwa
kierunki asympiotyczne.

Warto zauwazyé, ze sa one identyczne z punktami niewlagciwymi
By Xy . X T , . .
prostych 0" i = _d_:’ ktére w Nr 67 nazwaliémy asymgpiotami
hiperbols.

Hiperbole uzupeiony jej punktami niewlagciwymi nazywaé bedziemy
hiperbolg zupelng.

W rozpatrywanym przypadku réwnanie jej ma postad

: 2 2
(7) s
(1,2_“";‘—‘2:0_0.
1 “2
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Jest to wiec krzywa stopnia drugiego.

W plaszezyznie €', parabole, elipsy i hiperbole obejmowali§my wspélna
nazwa stozkowych. W Nr 65, 66 1 67 badaliémy ich wlasnosci metryczne.
Okazalismy poza tym, ze wszystkie parabole s podobne, wszystkie
elipsy sa obrazami afinicznymi okregu kola, a wszystkie hiperbole sg
obrazami afinicznymi hiperboli réwnoramienne;j.

Poniewaz iloéé punktéw niewlasciwych tworu jest oczywiscie jego
wlasnodcig afiniczna, wiec z punktu widzenia geometrii afinicznej
istnieja dokladnie trzy rézne stozkowe: parabola, elipsa i hiperbola.

Inaczej jest jednak z punktu widzenia geometrii rzutowej. Zauwazmy
mianowicie, ze przechodzac od spélrzednych jednorodnych g, 2y, 2, do
spolrzednych rzutowych T, Ty, T, gdzie 2y=2,—%;, ¥1=%;+, Lo=T,
otrzymamy z réwnania paraboli zupelnej z,-x;—x3==0 réwnanie hiper-
boli zupelnej z?—z2—xi=0, ktére z kolei, przy prze]sclu od spol«
rzednych g, &4, 2y do spohzgdnych 1zutowych x v =71 w =7y, . » =y
przejdzie w réwnanie elipsy «,°— v =z ?=0. Mozemy wiec wy-
powiedzieé nastepujace

Twierdzenie. Z punkiu widzenia geometrii rzutowej nie ma réinicy
miedzy elipsami, parabolami zupelnymi oraz hiperbolami zupelnymi.

Wszystkie krzywe, bedace rzutowymi obrazami okregu, nazywac
bedziemy stozkowymi zupetnyms.

CWICZENTA. 1. Znalezé przeksztalcenie rzutowe plaszezyzny P,, przy ktorym
parabola o réwnaniu 2z, - &;—32% =0 przejdzie na okrag o réwnaniu z} +ai—ri=0.
Na Jak@ prosta przy tym przeksztalceniu przejdzie prosta niewlasciwa?

. Czy istnieje takie przeksztalcenie rzutowe plaszezyzny P, na siebie, przy
Ltorym dwie dane stozkowe przechodza na: 1° elipsy, 2° parabole, 8° hiperbole?

v 104. Kwadryki zupelne. Przechodzac do badania punktow niewlasciwych

powierzchni' drugiego stopnia, zauwazmy, ze elipsoida tréjosiowa

2 .2

o podanym w Nr 74 réwnaniu %+—Z+%— 1=0, jako powierzchnia ogra-
> 0
niczona, nie ma punktéw nievvlas’ciwych.J W my$l rozwazan z Nt 102 jest
ona identyczna ze zbiorem punktéw wiasciwych przestrzeni P,, spel-
niajacych réwnanie
x? al
(8) 1+ +_.,_xu
a? a3 aj
Poniewaz réwnania tego nie spemia zaden punkt niewlasciwy, wiec (8)
jest réwnaniem elipsoidy w przestrzeni Pj.
Punkty niewlasciwe okreflonej w Nr 75 hiperboloidy dwupo-

wlokowej o réwnanminu —+—-2—-2_1=0 spehiaja uklad réwnan
a

17 K. Borsuk. Geometria analityczna
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Zbiér punktéw spelniajacych te réwnania tworzy w plaszezyinie

niewlasciwe] (ktérej punkty postaci {0, 2y, z, ,2,} identyfikowad mozemy
@l oal g

z punktami {2,, z,, z;} & P,) stozkows, zupeha o réwnaniu % —=2_ "8,
: 1 g

Ze kazdy punkt p*={0, xd, 29, x‘;} tej stozkowe] (zupelnej) jest punktem

niewlaéciwym hiperboloidy, wynika z uwagi, ze dla kazdego naturalnego »

7 , .
punkt wladciwy p*':{]‘..j—%._l_.l_-x?, (1+;1.}).33;1’ zY, @(;} lezy na hiper-
1
boloidzie, przy czym lim p"=p?,

A wiee hiperboloide dwupowlokown ma nieskoriczenie wiele punketéuw
niewtasciwych, kidre w plaszezyinie niewlasciwej tworzq pewnqg stotkowq
zupelng. _

Hiperboloidg dwupowlokows, uzupelniong jej punktami niewlagciwymi
nazywaé bedziemy hiperboloidg duwupowlokowa zupelng.

W rozpatrywanym przypadku réwnanie jej ma postad

x? x? 22
9) — ==t —aj=0.
al afl a’b’

Jest to wige powierzchnia stopnia drugiego.

Punkty niewlasciwe okreélonej w Nr 76 hiperboloidy jednopowtlo-

. . x2 02 x? :
kowej, o réwnaniu —i——%-—g+1z0, spelniaja, uklad réwnan:
al Cl2 a’B
x? 2 2
1 2 3 9
—2—“—3‘“—2"[—%'3:0, x0=0
al “2 a’ﬁ

Podobnie jak w przypadku hiperboloidy dwupowlokowej, réwnania te
okreflaja w plaszezyZnie niewlasciwej pewng stozkows zupeha,.
Kazdy punkt p°={0, z?, 2), 20} spehiajacy te réwnania jest granicg ciggu

A | 7 . -
punktéw p ={1/72—1—-x?, (1—1)-:3‘1’, zy, xg} lezacych na tej hiper-
o » 2

boloidzie.

A wiec hiperboloida jednopowlokowa ma nieskoriczenie wiele punktéw
niewlasciwych, kidre w plaszczyénie niewladciwe] tworzgq pewnq stozkowq
2upeing. :

Hiperboloide jednopowlokows, uzupelniong jej punktami niewladci-
wymi, nazywaé bedziemy hiperboloidg jednopowlokowq zupelng.

icm
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W rozpatrywanym przypadku réwnanie jej ma postaé:

x? x? x|
o) 48 %o,
a? al a?
1 %
Punkty niewlagciwe okredlonej w Nr 77 paraboloidy eliptycznej
2 2 2 2
o réwnaniu m_:§+zo%_2xl=0 speliajg uklad réwnai ;;—{—;3~2m0~x1=0,
2 % : %

20=0.
Jedynym punktem speliajacym te réwnania jest punkt {0, 1, 0, 0}.
Jest on punktem niewlasciwym paraboloidy eliptycznej, gdyz jest
. . 1 ty g
granicg ciggu punktéw wiasciwych p'= { 1,92, v a,, 7)-%}:{;2, 1, . 7},
lezacych na tej paraboloidzie.
A wiec paraboloida eliptyczna ma dokladnie jeden punkt niewlasciuy.

Uzupelniajae ja tym punktem, otrzymujemy powierzchnie, zwang
paraboloidy eliptycang zupetng.
W rozpatrywanym przypadku réwnanie jej ma postaé

2 g2
2 3 P
(11) —5—]——2——-—?@0 xl——O.
@y @y

Punkty niewlagciwe okreflonej w Nr 78 paraboloidy hiperbolicz-
2 2
nej o réwnaniu le—'a—%+

2 =0 spelniajs réwnania:
2

3
2
@y

9 2
PV s Y3 -
Zxourl—-—E—I— °=0, z,=0.

3 Y3
Zbiér punktéw spemiajacych te réwnania tworzy w plaszezyinie
G _T T T
ay a3 ag’
Kazdy punkt p°={0, 29, 2{, 20}, lezacy na tych prostych, jest granica

i 22041

ciggu punktéw wilasciwych p"= {1, gz 0 ¥’ 23+1, v+ 9030} lezgcych

niewladciwej uklad dwéeh prostych o réwnaniach

na paraboloidzie hiperbolicznej.
A wiee paraboloida hiperbolicana posiada nieskoriczenie wiele punkidw
niewlasciwych, ktére w plaszczyinie niewladciwej tworzq duwie proste rzutowe.
Paraboloide hiperboliczng, uzupehmions jej punktami niewltadciwymi,
nazywadé bedziemy paraboloidg hiperboliczng zupelng.
W rozpatrywanym przypadku jej réwnanie ma postaé:
9 2
(12) 2397y 2, =0.

@; G
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W przestrzeni C; elipsoidy, hiperboloidy jedno- i dwupowlokowe oraz
paraboloidy eliptyczne i hiperboliczne obejmujemy wspdlna nazws
Fwadryk.

W Nr 74—78 badaliémy metryczne wilasnodei kwadryk. Okazaliémy
tam poza tym, ze wszystkie elipsoidy pod wzgledem afinicznym nie
réznig sie miedzy soba i ze podobnie ma sie rzecz dla hiperboloid jedno-
i dwupowlokowych oraz paraboloid eliptycznych i hiperbolicznych.

Natomiast powierzchnie nalezgce do réinych z tych klas zawsze
réznia sie pod wzgledem afinicznym. Istotnie, przy przeksztalceniu
afinicznym przestrzeni Py jej plaszezyzna niewtadciwa zostaje odwzoro-
wana sama na siebie. A wigc zbiér punktéw niewlasciwych powierzchni
przechodzi przy tym na zbiér punktéw niewlasciwych. Wynika stad, ze
elipsoidy, dla ktérych zbiér ten jest pusty, hiperboloidy, dla ktérych
jest on stozkows, paraboloidy eliptyczne, dla ktérych jest on jedno-
punktowy i paraboloidy hiperboliczne, dla ktérych jest on pary prostych,
sg pod wzgledem afinicznym rézne. Wreszcie, by stwierdzi¢ réznice
afiniczng miedzy hiperboloids jedno- oraz dwupowlokows, wystarczy
zauwazy¢, ze (jak okazaliémy w Nr 76 i 75) pierwsza z nich ma tworzace
prostoliniowe w przeciwienstwie do drugiej. W ten sposéb widzimy, ze
z punktu widzenia geomelrii afinicanej istnieje dokladnie pied réinych
kwadryk.

Inaczej przedstawia sie qpmwa z punktu widzenia geometrii rzutowej.
Zachodzi tutaj nastepujace

Twierdzenie. Z punktu widzenia geometrii rzutowey, wsréd kwadryk wzu-
petnionych ich punktami niewlasciwymi istniejo dokladnie dwa réine typy:
do pierwszego z nich nalezq elipsoidy, hiperboloidy dwupowlokowe zupetne
oraz paraboloidy eliptyczane zupelne, do drugiego — hiperboloidy jednopo-
wiokowe zupelne i paraboloidy hiperboliczne zupelne.

Dowéd. Przeksztalcenie rzutowe okreélone przez wzory:
(13) By==y, M==Ty, Lo==Ty, Ly3==Ty

przeksztalca elipsoide o réwnaniu 2 +x3+2—2x?=0 na hiperboloide
dwupowlokows, o réwnanin #?—?—#2—x?=0. Natomiast przeksztalce-
nie rzutowe, okreslone przez wzory:

Le=TyTTy,  Ty=By—Fy, L=y, Ly=Ty,

przeksztalca paraboloide eliptyczng o réwnaniu a2 T+ —y-2=0 na
elipsoide o réwnaniu 22 +2;—1=0, zad p‘uabolmdcg hiperboliczng
o réwnaniu mg—mgwxo-%:() na hiperboloide jednopowlokowa o réw-
naniu z}+4+23—zl—z2=0.
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W ten sposéb stwierdzona zostata rzutowa identycznosé elipsoid, hi-
perboloid dwupowlokowych zupemych i paraboloid eliptycznych zupet-
nych z jednej strony, zag hiperboloid jednopowlokowych zupelnych i
paraboloid hiperbolicznych zupelnych z drugiej strony. Uprzednio za$
juz wskazana réznica miedzy np. hiperboloida jedno- a dwupowlokows,
polegajaca na istnieniu tworzacych prostoliniowych dla pierwszej z tych
powierzchni a braku ich dla drugiej, ma oczywiscie charakter rzutowy.
W ten sposéb dowdd twierdzenia zostal zakonezony.

Wniosek. Przez kaidy punkt paraboloidy hiperboliczne] przechodzg duie
proste catkowicie na tej paraboloidzie leiqce.

Powierzchnie bedace obrazami rzutowymi kwadryk uzupelnionych ich
punktami niewlagciwymi nazywaé bedziemy kwadrykami  zupelnymi.

Sa to wiec powierzchnie algebraiczne drugiego stopnia.

Rozpadaja sig one na dwa réine pod wzgledem rzutowym typy:
kwadrylki zawierajgce tworzqee prostoliniowe i kwadryki nie zawierajqce
takich tworzqcych.

GWICZENTIA. 1. Znale#é przeksztalcenie rzutowe przestrzeni Py, przy ktérym
hiperboloida dwupowlokowa zupelna o réwnaniu z3—2x3—3x3—4x}=0 przejdzie
na sfere S o réwnaniu xf-+x3+ai—azi=0. Zbadaé, jakie punkty uzupehienia
hiperboloidy przejda przy tym na punkty lezace wewnatrz kuli, ktérej brzegiem
jest S. )

2. Okazaé, ze uzupehienie Py—II kwadryki II zupelne] rozpada sie, i to w jeden
sposéb, na dwa zbiory E;, E, niepuste i rozlaczne takie, ze E,\+1IT'i Ey,+11 9
zbiorami zamknietymi. Dowiesé, ze w przypadku, gdy kwadryka jest hiperboloida
jednopowlokowa zupelna lub paraboloida hiperboliczna zupelna, zbiory B, i H,
nie réznig sie pod wzgledem rzutowym. Czy tak jest réwniez w przypadku
pozostalych kwadrylk?

105. Tworzace prostoliniowe kwadryk. W Nr 76 okazaliSmy, ze przez
kazdy punkt wlasciwy hiperboloidy jednopowlokowej przechodzg co
najmniej dwie rézne tworzace. Jest tak réwniez i dla punktéw nie-
whagciwych, gdyz przeksztalcenie rzutowe, okreSlone przez wzory (13),
przeksztalca hiperboloide o réwnaniu 22—z —az}+22=0 na hiperboloide
o réwnaniu zl—xi—2;4z]=0, przy czym kazdy punkt niewladciwy
przechodzi na punkt Wlascwvy gdyz jezeli z,=0, to ZTy=u,=F0. Stad
i z uwagi na rzutows identycznoéé hiperboloidy jednopowlokowej
zupetej i paraboloidy hiperbolicznej zupelej wnioskujemy, ze przez
kazdy punkt paraboloidy hiperboliczne]j, danej np. przez réwnanie

(14) xi—ai—2g =0,
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przechodzg co najmniej dwie rézne tworzace. Kazda z tworzaeych wladei-
wych ma swéj punkt niewlasciwy na jednej z dwéch prostych, okre§lonych
w plaszezyZnie niewladciwej przez réwnania

(15) To=2xy lub Xy=—u,.

A wige kazda tworzaca prostoliniowa, przechodzaca przez punkt
wladciwy, jest réwnolegta co najmniej do jednej z plaszezyzn okredlonych
w (3 przez réwnania (15). Zauwazmy od razu, ze prosta réwnolegta
jednoczesnie do obu tych plaszezyzn ma jako punkt niewladciwy punkt
{0,1, 0,0}, a wiec jej punkty whasciwe sg postaci {1, 4, ¢, ¢;}. Ma ona
z paraboloida (14) jedynie punkt {1,c2—c2, ¢,, c5} wspélny, nie jest
wige tworzges. Wynika stad, ze kazda tworzaca prostoliniowa whaseciwa
musi byé réwnolegta do jednej i tylko jednej z plaszezyzn (15).

Gdyby teraz przez jaki§ punkt wladciwy paraboloidy (14) przechodzity
dwie tworzace réwnolegle do jednej z plaszezyzn (15), to w plaszezyznie,
w ktérej one leza, lezalaby ponadto jedna z tworzacych niewladciwych.
Plaszezyzna ta zawieralaby zatem trzy réine tworzace paraboloidy, a
wige — w myél wniosku 1 z Nr 101 — plaszczyzna ta bylaby zawarta
w paraboloidzie, whrew temu, ze lezace w niej proste o kierunku {O, 1,0, 0}
nie sg tworzacymi. A wiec przypuszezenie, ze przez punkt wlasdciwy
paraboloidy przechodzi wigcej niz dwie tworzace, doprowadza, do sprzecz-
nosei.

Przez punkt niewlasciwy {0, 1, 0, 0} przechodzg jedynie obie tworzace
niewlasciwe, za§ kazdy inny punkt niewltaéciwy paraboloidy (14) jest
postaci {0, 1, 23, 20}, gdzie 2’ —a0"=0. Przeksztalcenie rzutowe (13)
przeksztalca paraboloide o réwnaniu (14) na samg siebie, przy czym
punkt {0, 1, 23, 23} przechodzi na punkt wiasciwy {1, 0, ), 20}, Wynika
stad, Ze przez punkt ten przechodzs jedynie dwie tworzace prosto-
liniowe. Wobec rzutowej identycznosei paraboloidy hiperbolicznej
z hiperboloidg jednopowlokows otrzymane wyniki mozemy wypowie-
dzie¢ w postaci twierdzenia nastepujacego:

Twierdzenie. Przez kazdy punkt hiperboloidy jednopowtokowej zupelne;,
jak réwniez przez kazdy punki paraboloidy lhiperbolicznej zupelnej prze-
chodzq dokladnie dwie tworzqce prostoliniowe.

Twierdzenie to znacznie nogélnimy w rozdziale XIX. Obecnie zas zajmie-
my sie znalezieniem réwnan tych tworzgcych. W tym celu réwnanie (10)
hiperboloidy jednopowlokowej napiszemy w postaci

Ty Zo) (%1 Ty Z. 2
(h—l—_). 72 )= (B
Gy Gy Ay Gy 42 Qg
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Wiynika stad, ze dla kazdego punktu p={x,, &y, 2,, 5}, lezgcego na tej
powierzehni istniejs nie znikajace jednoczeénie liczby 1 i u takie, e

Ty oy [T soa (T Vo, (B
(16) /1-(&—14—5;)—# (%ero) i 2 (a3 fvo) # (al az)’

jak réwniez nie znikajace jednoczesnie liczby 4’1 u’ takie, ze

(%1 Pa\_ s %3 . 1.%_21 __’?_1__._{2.
an 4 '(a_i—{_@)_ﬂ (&-3_%) P (%_!_%)#M (061 as)’

Na odwroét, jesli zachodza, zwiazki (16) lub (17), to punkt {z,, 2y, 25, 24}
lezy na powierzchni. Ale réwnania (16) przedstawiajg dwie plaszczyzny
przechodzace przez punkt p powierzchni. Poniewaz punkty im wspélne
lezs, wszystkie na powierzchni, a ta nie zawiera plaszczyzny, wige wy-
znaczajs one pewna prosta L (A, u), ktéra jest tworzaca. Ale liczby 4 i g,
spelniajace réwnania (16), sg przez punkt p wyznaczone z dokladfaos’cisg
do proporcjonalnosei (gdyz nie wszystkie wyrazenia w nawiasach jedno-
czednie znikajg); zatem przez kazdy punkt powierzchni przechodzi
dokladnie jedna tworzaca L (4, u).

Wynika stad, ze pokrywajace powierzchnie proste L(4, ) tworzg
rodzine, w ktérej zadne dwie rézne tworzace nie przecinaja sie, czyli
kazde dwie réine tworzqce tej rodziny sq skosne.

Podobnie stwierdzamy, ze réwnania (17) okreélaja rodzing tworzacych
L'(¥, u') pokrywajaca powierzchnie, przy czym dwie réine proste tej
rodziny takie sq zawsze skosne.

Zauwazmy dalej, ze kazda prosta L (A, u) przecina kazdg p].".os’cad
L' (%', u'). Istotnie, réwnania (16) i (17) mozemy lacznie potraktowaé jako

Zy Xy T3 .
uktad czterech réwnan jednorodnych wzgledem x, a—l, &;, 03—3. Aby okazaé,
se ma on rozwigzanie niezerowe, wystarczy stwierdzié, ze jego wy-
znacznik jest zerem. Wyznacznik ten ma postaé:

—u A A —u —2u 24 A —u —u A 0 0
—A—p p Al _| O O u A —d. 0 0 u 2 _
WA =g 0 22 A=y 0 A 0 —u
M=y w X 22 0 u X A0 4o 0

w oA , A 0
=4-u- 2 —4- A, ,1=0.
g l#’ 0‘ e —p

Wiynika stad, ze kaéda prosta rodziny L(2, u) jest réina O'd kcczd'ej pro-
stej rodziny L'(A', '), gdyis proste nalezace do pierwszej rodziny sg
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wzgledem siebie skosne, zas proste nalezace do réinych rodzin przecinaja
sie. Poniewaz przez kazdy punkt powierzehni przechodza dokladnie
dwie proste, wiec proste L(A, u) i L' (X', u') obejmujq wszysthie tworzqee,
lezqce na hiperboloidzie jednopowlokowes zupelne;.

Zauwazmy dalej, ze przeksztalcenie rzutowe:

_ _ .o -
X =y, Tp==iy i+m0=2xo; ai~azo=x3
przeksztatea hiperboloide jednopowltokows o réwnaniu (10) na paraboloide

hiperboliczna, ktére] réwnanie (po zmianie znakowania, polegajacej na
opuszezeniu kresek) mozemy napisaé w postaci:

2 .2
HA ok

(18) — ——2 =2, 7.
a; o

Przy tym przeksztaleceniu tworzgca L (4, p), okredlona przez réwnania
(16), przejdzie na prosta, okreslong przez réwnania:

(19) A ——1—}———3):—-2' RE T BRTRY pet Ses-) B8y XE

@y Gy fro f Ay Uy &
za§ tworzgca L'(A, '), okredlona przez réwnania (17), przejdzie na
tworzaca, okreslong przez réwnania:

20 R Pt Yl Y, O, TP i K bet e PSRN,
(20) M (al a2) Mowg i) “1’|‘“2 JOUET
Wiynika stad ze réwnania (19) i (20) okredlaja wszystkie tworzace para-
boloidy hiperbolicznej zupelnej o réwnaniu (18), przy czym przez kazdy
punkt powierzehni przechodzi jedna tworzaca rodziny (19) i jedna two-
rzaca rodziny (20). Dwie tworzace nalezace do jednej rodziny sa zawsze
skoéne, dwie zad nalezgce do rodzin réznych przecinajg si¢ w jednym
punkcie.
Zauwazmy wreszcie, ze proste rodziny (19) saréwnolegle do plaszezyzny
o réwnaniu L—L—i—}—izo, a proste rodziny (20) — do plaszezyzny o réwnaniu
T %o
@y Gy

CWICZENIA. 1. Znalezé punkty niewlaciwe obu tworzgeyeh hiperboloidy
. Lo % oAy
jednopowlokowej lf 4‘1"’5‘”’@‘?0 przechodzacyceh  przez punkt {'l, 1,2, 3}.
2: Czy istnieja na paraboloidzie hiperbolicznej o réwnaniu 23— Qpyry = )
punkty, przez ktére przechodzg dwie tworzace prostopadle do siebie? i
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Zasada dwoistosei

106°. Spéhrzedne Pliickera. Dwoistosé w geometrii rzutowej. Prze-
strzen P, zostala okreélona w Nr 81 jako zbidr, ktérego elementami sa
uklady n-+1 liezb {2, 2y, ..., x,}, nie wszystkich znikajacych, przy czym
uklady proporcjonalne uwaza si¢ za identyczne. W geometrii przestrzeni
P, uklady te nazywamy punktami, a zwigzki analityczne miedzy nimi
interpretujemy w sposéb geometryczny. Okazuje sie jednak, ze taka
interpretacja geometryczna nie jest jedyng mozliwa. Réwnolegle do
niej mozna podaé druga interpretacje geometryczng, uzyskujac w ten
sposéb dla kazdego twierdzenia analitycznego o ukladach n+1 liczb
(z identyfikacjs ukladéw proporcjonalnych) podwéjne sformulowanie
geometryczne w postaci dwéch twierdzer, o ktérych méwimy, ze sa do
siebie dwotiste.

Poprzestaniemy tutaj na do§é pobieznym zapoznaniu sie z tg tzw.
zasadg dwotstodci geometrii rzutowe].

Dokladniejsze jej oméwienie znalezé mozina w ksigzkach po$wieconych
specjalnie geometrii rzutowej.

Liczby g, @i, ..., &,, nie znikajace jednoczesnie, ktérych ukladem jest
punkt p przestrzeni P,, nazwaliémy spélrzednymi jednorodnymi (ob.
Nr 80 str. 201). Punkt p o spéhzednych jednorodnych zy, zy, ..., %,
oznaczaé¢ bedziemy obecnie przez p(zg, Zy, ..., ¥,), UWazajac. przy tym
uklady proporcjonalne tych spélrzednych za punkty identyczne.
Wobec twierdzenia z Nr 90, kazda (n—1)-wymiarowa hiperplasz-
czyzna H w P, jest identyczna ze zbiorem punktéw p(g, i, - s Z,)s
speliajacych réwnanie postaci ugy:%y+u; 2+ .. +u, 2,=0, ktérego
spétezynniki wg, uy, ..., u, nie wszystkie znikaja, przy czym uklad tych
spélezynnikéw jest przez hiperptaszezyzne H wyznaczony z doktadnoscia
do proporcjonalnogei.

Otéz liczby ug, Uy, - .., 4, nazywaé bedziemy spélrzednymu Plickera
hiperplaszezyzny H i hiperplaszezyzne te oznacza¢ bedziemy przez
H (g, Uy «oey Ug)e
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W ten spos6b kazdy uklad n--1 liczb nie znikajgcych jednoczeénie
mozna interpretowaé badz jako punkt przestrzeni P, — gdy liczby te
uwazamy za spélrzedne w dotychezasowym sensie — czyli za spélrzedne
punktowe, badz jako (n—1)-wymiarows hiperptaszezyzne, lezacs w P,
— gdy liczby te uwazamy za spélrzedne Plickera.

Punkt p(ug, 4y, ..., u,) i hiperplaszezyzne H (ug, uy, ...
za twory dwoiste przestrzeni P,,.

y Wy) UWAZAMY

Zaleznogé

(1) o Loty By AUy 2, =0

oznacza W odniesieniu do punktu p(xg, 2y, ..., %,), ze punkt ten lezy
w hiperplaszezyinie H (ug, %y, ..., %,), W odniesieniu za$ do tej hiperplagz-
czyzny, ze ona przechodzi przez punkt p(z,, 2y, ..., z,).

Relacja dwoista wzgledem »lezenia w» jest »przechodzemie przez» i na
odwrdt.

Jezeli ustalimy wg, uy, ..., u,, to réwnanie (1) charakteryzuje ogél
punktéw p(z,, y, ..., ,), lezacych w hiperplaszezyznie H (uy, a4y, ..., %,);
jest to wigec w spélrzednych punktowych réwnanie (n—1)-wymiarowej
hiperplaszezyzny.

Jezeli za§ ustalimy z, 2y, ..., %,, to to samo réwnanie (1) charaktery-
zuje hiperplaszezyzny przechodzace przez punkt p(z, @y, ..., ,); jest
to wigc w spélrzednych Pliickera réwnanie zbioru hiperplaszezyzn
(n—1)-wymiarowych, przechodzacych przez punkt p(z, %y, ..., 2,).

Poniewaz przez zbiér tych hiperplaszczyzn punkt ten jest jednoznacznie
wyznaczony (jako jedyny wspélny im wszystkim), wige moina powiedzied,
ze réwnanie (1) jest w spélrzednych Pliickera réwnaniem punkiu
P=p(Zg, Ty, -+, Tp). '

Wynika stad, ze np warunek, by n+4-1 punktéw Py gy ovvs Uy ),
gdzie 1=0, 1, ..., n, lezaly w jedne] (n—1)-wymiarowej hiperplaszczyéﬂie,
wyrazajacy sie analityoznie — jak wiadomo z Nt 87 — przez znikanie wy-
znacznika |a,;|(4, j=0, 1, ..., n), bedzie przy interpretowaniu ukiadéw
liczb a;4, a; 5, ..., a; , jako hiperplaszezyzn H (@05 @1 - -5 @y ) OZNACZAL,
ze n~+1 hiperplaszezyzn (n—1)-wymiarowych przechodzi ’przez jeden
punkt. Oba te fakty geometryczne sg bowiem réinymi intefpretacjami
jfadnego i tego samego faktu analitycznego, a mianowicie istnienia ukladu
liczb  zy, @y, ..., %,, nie wszystkich znikajacych, spelniajacego ulklad
réwnan @i 0 XoF sy Tyt .0y, 2,=0 dla i=0,1,...,n. v

Idac dalej ta droga, zastanéwmy sie, jaki jest odpowiednik dwoisty
k-wymiarowe] hiperplaszezyzny, lezgcej w przestrzeni P,. Taka hiper-
plaszezyzne H mozemy okredlié jako zlacz (ob. Nr 86, str. 214) 7c-|~1
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punktéw liniowo niezaleznych p(a; g, @51, ... @;,), gdzie i=0, 1, ..., I,

czyli jako zbiér punktéw postaci p(xy, 24, ..., x,), gdzie
(2) @j==ty" Qg j+1by Gy i+ oo b oy dla §=0,1,..., %,
przy czym nie wszystkie spélezynniki &, ¢, ..., £, znikajs. Liniowa nie-

zaleznosé punktéw pla;q, a;y, --., @;,) jest réwnowazina (z uwagi na
twierdzenie z Nr 87) analitycznemu warunkowi, orzekajgcemu, ze rzad
macierzy (a;;) (¢==0, 1, ...,k j=0, 1, ..., n) jest réwny k+1.

Przechodzac do interpretacji dwoistej, mamy uklad k41 hiperplasz-
czyzn (n—1)-wymiarowych H(a;,, @;3, -, @;,)- Poniewaz rzad macie-
rzy (a;,)(E=0,1,...,k j=0,1,...,n) jest réwny k-+1=n+1, wiec na
mocy twierdzenia z Nt 91, czedé wspblna tych hiperplaszezyzn jest pewna
(n—k—1)-wymiarows hiperplaszezyzng H'. Punktom p(xy, 2y, ..., z,)
danym przez réwnania (2) odpowiadaja hiperplaszezyzny H (xg, 2y, ..., ,),
ktére na mocy wniosku 3 z Nr 91 sg identyczne z tymi (n— 1)-wymiaro-
wymi hiperplaszezyznami, jakie zawierajs H'.

A wiec odpowiednikiem dwoistym zbioru punktdw k-wymiarowej
hiperplaszczyzny H jest zbidr (n—1)-wymiarowych hiperplaszczyzn
przechodzqeych przez pewng (n—k—1)-wymiarowg hiperplaszczyzne H'.

Zbiér ten uwazaé mozna za wyrazenie hiperplaszezyzny H' z pomoca
hiperplaszezyzn (n— 1)-wymiarowych.

W tym sensie dwoistym odpowiednikiem k-wymiarowej hiperplaszczyzny
H, bedagcej zlgczem k+1 liniowo niezaleinych punktéw, jest pewna
(n—Ek—1)-wymiarowa hiperplaszczyzna H', bedqca przecieciem k4-1
lindowo niezaleznych (n— 1)~wymiarowych hiperplaszczyzn.

By uniknaé nieporozumien, zauwazmy, ze odpowiednikiem -calej
przestrzeni P, jest w tymze sensie ogét wszystkich (n—1)-wymiarowych
hiperplaszezyzn; poniewaz ich czgéé wspélna jest zbiorem pustym, wiec
za dwoisty odpowiednik cale] przestrzeni P, uwazaé musimy zbiér
pusty i na odwrdt.

Kazde twierdzenie geometrii rzutowej o przestrzeni P, jest zatem
jedns z dwéch geometrycznych interpretacji analitycznego twierdzenia
o ukladach n-1 liczb.

Tuierdzenie dwoiste do niego otrzymamy, przestawiajac wyrazy ,,punkt”
i,,(n—1)-wymiarowa hiperplaszczyzna” oraz zastepujac orzeczenie, ze
punkt lezy na hiperplaszezyznie, przez orzeczenie, ze hiperplaszezyzna
przechodzi przez punkt i na odwrét. Jezeli w twierdzeniu précz punktéw i
(n—1)-wymiarowych hiperplaszczyzn wystepuja jeszcze inne pojecia
geometryczne, nalezy przedtem znalezé dwoiste odpowiedniki tych pojec i
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przy przejéeiu do twierdzenia dwoistego zastapié te pojecia przez ich
dwoiste odpowiedniki.

W szezegSlnosei wiee przy przejéciu do twierdzenia dWOlSteg() hiper-
plaszezyzny k-wymiarowe zastapione zostans przez hiperplaszczyzny
(n—k—1)-wymiarowe (%ciflej — przez zbiory hiperplaszezyzn (n—1)-
wymiarowych, przecinajacych sie wzdluz pewnej hlperpiasacaymy
(n—k—1)-wymiarowej).

Zasadg dwoistodci nazywamy twierdzenie o geometrii rzutowej orze-
kajace, ze prawdziwoéé jakiegokolwiek twierdzenia nalezacego do
geometrii przestrzeni P, pocigga za sobg prawdziwo$é twierdzenia
dwoistego.

Przy podanym tutaj analitycznym ujecin geometrii rzutowe] zasada
dwoistosei wynika z tego, Ze oba twierdzenia dwoiste sg réwnowaine
jednemu i temu samemu twierdzeniu analitycznemu o ukladach
zlozonych z n-+1 liczb.

CWICZENIA. 1. Napisaé we wspoélrzednych Plitckera rédwnanie tworu zlozo-
nego z czterech liniowo niezaleznych punktéw przestrzeni Pg.

2. Czym jest figura dwoista (w przestrzeni P,) wzgledem figury zloZonej z
trzech wierzcholkéw i trzech bokéw (calych prostych) tréjkata polozonego w P,?

107%. Czworokat zupelny. W celu zilustrowania ogdlnyeh rozwazan
Nr 106, zajmiemy si¢ znalezieniem twierdzenia dwoistego wzgledem twier-
dzenia z Nr 95 o czworoboku zupelnym. Poniewaz w twierdzeniu tym jest
mowa o harmonicznych czwérkach punktéw, wiec przede wszystkim
nalezy znalezé dwoisty odpowiednik tego pojecia.

Okazemy w tym celu, ze okreflony w Nr 94 dwustosunek czterech
prostych- peku wyraza sie w spohrzednych Pliickera tym samym
wzorem, co dwustosunek czterech punktéw prostej w spélrzgdnych
punktowych tych punktéw.

Istotnie, jesli Ly, Ly, Ly, L, sg prostymi peku lezacego w Py, przy czym
Ly==Ly, za8 Ly i L, nie pokrywajg sie jednoczeénie ani z L, ani z Ly,
oraz jeSli Ly=H (ug, uy, us) i Ly=H (vy, vy, v,), to w mysl wniosku 3
z Nr 91 istniejg pary liczb {2, u} i {2, u'} takie, ze:

Ly=H (A-ugtp-vy, A-wugtp-vy, Aupgtpvy),
Ly=H (¥ ugtp' vy, X ug+u' vy, A -ug—pu'-vy).

By obliczyé dwustosunek (L;, L, ; Ly, L), nalezy przeciaé proste
Ly, Ly, Ly, L, przy pomocy prostej nie nalezgcej do peku i obliczyé
dwustosunek otrzymanej czwérki punktéw. Co najmniej jedna z prostych
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2y=0, 2,=0, 2,=0 nie nalezy do peku. Ze wzgledu na symetryczng
role spélrzednych mozemy przyjaé, ze jest nig prosta a;=0. Oznaczajac
przez p, punkt jej przeciecia z prostg L;, mamy:
21=10, o —u1};  pa={0, vy —v1};  Py={0, 2-uptp- v, — 2wy —pe-v,};
Ps=10, A" -uptp - vg,— A - uy—p' 04},
skad natychmiast

Aep
(D15 Pa s Pas Po)=7—
YRyt

co jest réwne dwustosunkowi punktéw:

PlAugtu-vy, A-uygp-vy, Aottgt-p-vsy),
Ao ovg, A ustpt - vs).

P (g, Ugy Ug)s PV, 1, Vo),
= (gt v,

Wynika stad w szczegélnosei, ze dwoistym odpowiednikiem czworki
harmonicznej prostych fjest czwérka harmoniczna punkiéw i na odwrét.

Cheae otrzymaé twierdzenie dwoiste do twierdzenia o czworoboku zu-
pelnym, nalezy ponadto znalezé dwoisty odpowiednik samego pojecia
czworoboku zupelnego, okreslonego w Nr 95.

Jest nim pojecie czworokata zupelnego,
bedacego figurg lezacyg w plaszezyZnie P, i
utworzong przez cztery punkty, zwane jego
wierzchotkami, z ktérych zadne trzy nie lezg
na jednej proste;j.

Taczac parami wierzcholki, otrzymamy
sze$é prostych, zwanych bokami czworokata
(rys. 68).

Przez kazdy wierzcholek przechodzg trzy
boki.

Boki te ponadto przecinajg sie w trzech punktach zwanych punkiami
przekatnymi caworokqta.

Stosujac teraz zasade dwoistodei do twierdzenia z Nr 95 otrzymamy
nastepujace

Rys. 68.

Twierdzenie. Dwa boki crworokqia zupelnego, przecinajgce sie w jednym
z punktéw praekqtnowych p, oraz dwie proste tqczqce p z dwoma pozostatymi
punktami przekatnowymsi, tworzq czwirke harmoniczng.

GWICZENIA. 1. Dowiesé twierdzenia o czworokacie zupelnym bez powoly-
wania si¢ na twierdzenie o czworoboku zupelnym.

2. Czym jest figura dwoista wzgledem figury lezgeej w przestrzeni P,, zlozonej
z ulkladu n-41 punktéw liniowo niezaleinych i wszystkich hiperplaszezyzn wy-
znaczonych przez jego poduklady wlasciwe.
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108%. Twierdzenie D esargues’a. Tréjkatem zupelnym nazywa sie figura,
zlozona z trzech punktéw nie lezgcych na jednej prostej czyli nie-
spétiniowyeh (wierzcholkéw) i trzech prostych wyznaczonych przez
pary tych punktéw (bokdw).

Jasne jest, ze figura dwoista w P, wzgledem tréjkata zupelnego jest
tréjkat zupelny. Udowodnimy nastepujace

Twierdzenie (Desargues’a). W plaszczyinie P, dane sq dwa tréylcqtz/
zupeine, majace odpowiednio jako wzemchollw, punkty o, te, g 4 a' a, a
za8 jako boki proste L, Ly, Ly 4 LI,L2, g, Pray CRYM OZNACZENLQ scg ta&
dobrane, Ze prosta L; nie przechodzi nigdy przez wierzcholek o, za$ prosta

L, praez wierzcholek o, dla i=1, 2, 3. Woéwczas réwnowaine sg sobie dwa
nastepujqce warunks:

1° Istnieje punkt ¢ spdlliniowy z kazdae parg
punktéw a;, a; dla i=1, 2, 3.

2° Istnieje prosta’ L naleiqea wraz = kasdg
z par prostych L, L/, gdzie i=1,2, 3, do
jedmego pekw.

Dowéd. Zauwazmy, ze twierdzenie orze-
kajace, iz z 2° wynika 1°, jest dwoiste
wzgledem twierdzenia orzekajacego, ze z 1°
wynika 2°. W myél wiec zasady dwoistoéei,
réwnowaznosé miedzy 1° i 2°, czyli twier-
dzenie Desargues’a, bedzie udowodniona juz
z chwily, gdy okazemy, Ze z 1° wynika 2°.
W tym celu rozpatlzymy kolejno  trzy
przypadki:

Przypadek pierwszy. Punkt ¢ jest jednym
z wierzchotkéw tréjkatéw, np. c=a; (rys.
69). Jasne jest wdwezas, Ze prosta L=L1'
spehia warunek 2°.

Przypadek drugi. Punkt ¢ jest rézny od
wszystkich wierzchotkéw, lecz lezy na
jednym z bokéw, np. ¢e L, (rys. 70). Jasne
jest, Ze warunek 2° spelnjony jest wéwezas
przez prosta L przechodzacy przez punkt
b, przecigeia prostych L, i L, oraz punkt
by przecigeia prostych Ly i L. Nie przesa-
dzamy przy tym, czy punkty b, i b, 83 wyzna-
czone jednoznacznie i czy sg rézne.

Przypadek trzeci. Polozenie tréjkatéw nie
podpada pod zaden z poprzednich dwéch
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przypadkéw, ale istnieje punkt ¢ spelniajacy 1° (rys. 71). Wéwezas dla
i=1, 2, 3 proste L, oraz L, sg rézne (gdyz w przeciwnym razie
zachodzilby przypadek drugi), za§ punkty ¢, a;, a,, a; sg liniowo nie-
zalezne. Stosujgc twierdzenie z Nr 89 mozemy poddaé plaszczyzne P,
odpowiedniemu przeksztalceniu rzutowemu i sprowadzi¢ ten przypadek
do przypadku, gdy:

c={1,0,0}, a;={0,1,0}, a,={0,0,1}, a;={1,1,1}.

Wobec warunku 1° istniejs wéwozas liczby a, B, y takie, ze
arl':-—{a, 1,0}, a,={B, 0,1}, (Ls’z{y, 1,1}

Woéwezas prosta Ly, ma réwnanie xy=mn,, prosta zas LI' — rownanie
2o+ (B—v)-2,—B-%,=0. Proste te sq przy tym rézne, a wiec jedynym
ich punktem przecigcia jest punkt by={g, p, f—y-1}. Prosta L, ma
réwnanie wy=mx,, prosta zas Lg' — réwnanie z,—a-2;+(a—y)-2,=0.
Poniewaz L2=§=L2', wiee jedynym ich punktem przecigcia jest punkt
by={—a, y—a—1, —a}. Wreszcie prosta L, ma réwnanie z,=0, zas
prosta La' réwnanie zy—a-2,—f-2,=0. Wobec La#La' ich jedynym
punktem przeciecia jest punkt by={0, §,—a}.

Aby zakoticzyé dowéd twierdzenia, wystarczy okazaé, ze punkty
by, by, b, 58 spolliniowe. Jest:to jednak réwnowazne znikaniu ich wyzna-
cznika:

g B Byl B0 —ytl
—a y—a—1 —a |=|—a y—1 0 =
0 B —a 0 B —a

:—aﬁ(y__]_)_aﬂ-(l——‘y)zo.

W ten sposéb dowdd twierdzenia Desargues’a zostat zakorczony.

Dodajmy, ze teza twierdzenia Desargues’ a pozostaje prawdziwa réw-
nies wtedy, gdy tréjkaty leiq w dowolnej przestrzeni P,. Aby to udowodnié
zauwazmy, ze zaréwno warunek 1° jak i warunek 2° pociaga za sobg
oczywidcie, ze oba tréjkaty leza w pewne]
hiperplaszezyznie 3-wymiarowej. Mozemy
wige nie uszczuplajac ogélnodei zatozyé,
7e oba tréjkaty leza w przestrzeni Py, nie
lezac jednak w jednej plaszezyzZnie.

Jezeli teraz spelniony jest warunek
1°, to proste L, L, lezs (wraz z punk-
tem ¢) w jedne] plaszezyinie, a wige
przecinajg sie w pewnym punkecie b,
(rys. 72). Wszystkie trzy punkty by, b, b,
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leia na prostej L przeciecia sie plaszezyzn obu tréjkatéow. A wiec z 1°
wynika 2°.

Jezeli natomiast spelniony jest warunek 2°, to plaszezyzny tréjke-
téw muszg przecinaé sie wzdhiz prostej L. Proste L; oraz L, leza wow-
czas w pewnej plaszezyznie I1,. Plaszezyzny Iy, IT,, II; sa parami
rézne, gdyby bowiem np. II;=II,, to plaszczyzna ta zawieralaby oba
tréjkaty, whrew zalozeniu. Niech ¢ oznacza punkt wspélny plaszezyzn
T, IT,, IT,. Wéwezas prosta przecigcia plaszezyzn I1; i IT, przechodzi
przez punkty ¢, ay i @, prosta przecigcia plaszezyzn II; i I, przez c,
ay i a,g', zaé prosta przeciecia plaszezyzn I7, i I1; przez ¢, a, i a«;. Warunek
1° jest zatem spelniony. Tak wiec z 2° wynika 1°.

(WICZENIE. Niech ay, Qg o0y @y OYAZ al', “2” ey a./: bedg dwoma liniowo
niezaleznymi ukladami punktéw przestrzeni P,. Czy prawds jest, ze jesli istnieje
punkt ¢ spélliniowy z kazda z par a;, @/, to istnigje prosta L, na ktorej praccinaja
sie proste L; ; oraz L ; (i=:4), gdzie L; ; jest prosta laczaca punkby ;, «;, zad
L j prosta laczaca a;, a;.

109°. Twierdzenie Paseala. Na stozkowe]j zupelnej 7' danych jest 6
réinych punktow py, Po, s, Doy Vs, Pe- Nazwijmy te punkty wierzchollkamsi
szesciokqta wpisanego w stotkowq T, a szedé prostych, z ktérych kazda
laczy dwa kolejne wierzcholki (przy czym wierzcholek p, uwazamy za
nastepujacy po p;) nazwijmy bokami tego szesciokqia.

Bok lgczacy wierzcholek p; z wierzcholkiem nastepnym (a wige z p,,;,
jezeli 1<(6, zas z p;, jezeli i=6) oznaczamy przez L,. Poniewaz zadne
trzy punkty stozkowej zupelnej nie sg spélliniowe, wiee wszystkie proste
L, sa rozne.

Dwa boki L, oraz L; nazywaja sie przeciwleglyms, jezeli wskazniki 7 i §
rézniy sie o 3.

Mamy wigc trzy pary bokéw przeciwlegtych: (Ly, L,), (Ly, Ls) oraz
(Lg, Lg). Udowodnimy nastepujace

Twierdzenie (Paseala). Trzy punkty preze-
ciecia par bokéw przeciwleglych szesciokqia
wpisanego w stotkowq leza na jednej prostej
(tew. prostej Pascala).

Dowédd. Stosujac twierdzenie z Nr 89,
mozemy, przez dokonanie odpowiedniego
przeksztalcenia rzutowego, sprowadzié pray-
padek ogdlny (rys. 73) do przypadku, gdy:
p={1, 0,0}, p,={0,1,0}, p,={0,0,1},
p={1, 1, 1}.

icm
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Pozostale punkty oznaczmy przez ps={aq, @y, s} i pg={bg, by, by}.
Réwnanie stozkowej przechodzace] przez nie daje sie napisaé w postaci:
Ao o @i+ Ary 2]+ Ay p 2]+240; %o 2+240 5 %o Byt 24, 5 7y 2,=0.

Ze spelnienia go przez punkty 9;, Ps, ps Wynika natychmiast, e
Ayo==4,;=A4,,=0, a wiec ré6wnanie ma postacé

A0,1 m0'3314410,2 x0~x2+A1’2 xy - 2y=0.

Spelienie go przez punkty p,, ps, pe daje uklad trzech réwnan linio-
wych jednorodnych wzgledem liczb A4, Ay, Ay, & poniewaz liczby te
nie wszystkie znikaja, wiec wyznacznik tego ukladu jest réwny zeru, czyli

1 1 1
(3) Uy @y Gy Gy Oy Ay |=
b by byrby by-by
=pDoby * (@1— @) Fa,Dobs - (@g—as) +aghiby(as—ay)=0.
Boki L; i L, maja odpowiednio réwnania
Zp=0 1 (@y—ay) To-+(ag—as)- 2+ (a3—ay) - 2,=0,
a wiec ich punktem przecigcia jest punkt g¢={a,—ay, a;—ay, 0}.
Boki L, i Ly majs réwnania
2g=0 1 (a3 by—asby) - @g+(Aaby—aobs) - 21+ (@eh1—a1bo) - 2, =0,
a wiec jako punkt przecigcia maja g,=1{0, a;-by—aq-by, @y by—ay-bs}.
Wreszcie boki Ly i Ly majg réwnania
Zo—2=0 1 byty;—by2,=0,
a wiec przecinaja si¢ w punkcie gy={b;, b, by}. Pozostaje okazaé, ze
punkty gy, s, g5 sa spolliniowe, czyli ze znika wyznacznik
y— 0y @y— 0y 0
0 Ay by—ay by Gy by—agby|=
by b by
=0, (@g— o) by by— 0y (A— ) by by— g (By—a¢) by - b1+
+ag- (@g—ag)-by-byt-ay- (ay—ay) by by—ay- (2—001) by -by=
=a, - (ay—a0) - bo-Dy+0y- (@g—a1) - by-by+g- (21 —0s) b1 by

To ostatnie wyrazenie znika jednak ze wzgledu na (3). W ten sposéb

twierdzenie Pascala zostalo dowiedzione.

CWICZENIE. W plaszezyinie P, danych jest 5 punktoéw: pi, P Par P Ps-
Okazaé, ze istnieje co najwyzej jedna stozkowa przechodzaca przez wazystkie te
punkty. Jesli stozkowa taka istnieje, to podaé konstrukeje, pozwalajaca przy
pomocy linialu znalezé punkty jej przecigcia z dowolnie dana prosta przechodzgca
przez ktérykolwiek z punktéw p;.

18 K. Borsuk. Geometria analityczna
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110%. Styezne do- stozkowej i twierdzenie Brianchona. W geometrii
elementarnej prosta majaca dokladnie jeden punkt wspdlny z okregiem
i lezaca, w jego plaszezy#nie nazywamy styczng. Przenoszac te definicje
na dowolne stozkowe, nazywamy styceng do stoikowej T'CP, kazds,
prostg plaszezyzny Py, majacs z 7' dokladnie jeden punkt wspdlny.

Jasne jest, ze pojecie to ma charakter rzutowy, a wige przy przeksztal-
ceniu okregu na stozkows, 7' zbidr stycznych do okregu przejdzie na zbiér
stycznych do stozkowej 7.

Niech teraz S bedzie okregiem w plaszezyZnie C, majacym drodek 0
i promien 1. Réwnanie jego w plaszozyZnie P, ma postaé:

(4) w2 al—ai=0.

Styczne sq identyczne z prostymi przechodzacymi w odleglodei 1 od
¢rodka 0, a wiec (z uwagi na Nr 27) z prostymi, ktérych réwnania w C,

. . Uy .
maja postad wy—+uy- 2y 2e=0, gdzie ———=—=——=-1, czyli postad
J& ¥ o F Uy By Xy g VTR =+ YL 1
ul+ul—ul=0. Wynika stad, ze w plaszezyZnie P, styczne do okregu
S sg identyezne z prostymi
(5) Uy LUy - XUy - 25=0,
ktérych spélezynniki w,, u,, 4, spelniaja warunek
(6) ol —ul=0.

Widzimy wiec, ze styczne do okregu S o réwnaniu (4) sg scharakteryzo-
wane spelnieniem réwnania (6) przez ich spélrzedne Pliickera. Poddajac
plaszezyzng P, przeksztalceniu rzutowemu f({zy, 2y, @y})={Z,, 3y, Ty},
gdzie zalezno$é miedzy spéhrzednymi z; i &, okreélona jest przez wzory:

(7) xiza;,(.-%oq‘—a,«,y?cl—{—a[,g-5&2 dla Z:O, 1, 2,

mozemy okrag S przeksztalcié na dowolnie dang stozkows 7'. Réwnanie
stycznych do 7' otrzymamy podstawiajac (7) do (5), przy zachowaniu
warunku (6). Otrzymamy:

2 2 2
Ug * Z Cl:o,j 'Ej+u1 ’ Z @y, ; -9@-+u2 . Z ag,j ‘Q—IJ:O,

=0 F=0) =0
czyli postaci uy * Zy+Uy - T+, 2,=0, gdzie
(8) U=, ;" UgF 0y, j* Uyt i Uy dla §=0,1, 2.

Rozwiazujac réwnania (8) wzgledem u, %y, u,, znajdujemy:
2
(9) W= ;U

i=()

. ciwleglych wierzchotkéw szeScio-
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a wiee warunek (6), charakteryzujacy styczne, przybierze postaé:
(10) (Z ao’j"L_Lj)2+ (Z al,j-'ﬁj)2~ (Z ag’j"b_bj)z’:o.
=0 J=0 J=0

Poniewaz réwnanie (3) jest wzgledem spéhrzednych uy, 44, u, Téwnaniem
okregu, wiec réwnanie (10) jest réwnaniem pewnej stozkowej otrzymanej
z tego okregu przez przeksztalcenie rzutowe, okre§lone wzorami (9).
Poniewaz jednak przeksztalcenie to jest zupelnie dowolne (gdyz dowol-
ne bylo przeksztalcenie rzutowe f), wige wnosimy stad, ze na to, by
zbiér prostych byl rodzing stycznych do pewnej stozkowej 7', potrzeba i
wystarcza, by ich spdlrzedne Pliickera spelnialy réwnanie pewnej (na
og6l innej) stozkowej T*.

Inacze] moéwiae, fworem dwoistym do danej stoikowej T jest zbidr
stycznych do pewnej stoikowej T*. Réwnanie w spéhrzednych Pliickera,
charakteryzujace zbiér stycznych stozkowej 7', nazywa sie réwnaniem
tangencjalnym tej stozkowe;j.

Jesli teraz zastosujemy zasade dwoistodei do twierdzenia Pascala
z Nr 109, to wierzcholkom p,, s, ..., P, szeéciokata wpisanego w stozkows
T odpowiadaé beda styczme Ly, L, ..., Ly do stozkowe] T'*, bedace
bokami tzw. szescioboku opisanego na T'*.

Zadne trzy sposréd tych bokéw nie przechodzg przez jeden punkd,
gdyz zadne trzy punkty sposréd wierzcholkéw nie byly spéiliniowe.
Bokom szesciokata odpowiadaja punkty ¢; przeciecia par kolejnych
bokéw szedcioboku L, i L, ;, przy czym L, uwazamy za identyczne z L.

Punkty ¢y, ¢, ..., ¢ Nazywamy wierzchotkams szescioboku opisanego.

Parze bokéw przeciwleglych
szedciokata odpowiada para prze-

boku (rys. 74).

Mamy wiec trzy takie pary:
(€1:€4)s (€5, C5)s (g, €g). Trzy proste
Ly, Ly, Ly, laczace pary wierz-
chotké6w przeciwlegtych, odpowia-
daja trzem punktom ¢y, s, g5
przeciecia par bokéw przeciw-
legtych szedciokgta. W mysl
twierdzenia Pascala punkty g,
s 05 leza na jednej prostej, a wiec dwoiste do nich proste £y, £y, Ly
przechodza przez jeden punkt. W ten sposéb zastosowanie zasady
dwoistodei do twierdzenia Pascala doprowadzilo nas do twierdzenia
nastepujacego:

Rys. 74.
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Twierdzenie (Brianchona). Trzy proste lgczqce pary przeciwleglych
wierzcholkéw szedcioboku opisanego na krzywej drugiego stopnia przecinajo
sig w jednym punkcie.

CWICZENIA. 1. Znale#é réwnanie w spélrzednych Pliickera zbioru styczanych

2
. 3 ml m2 9
do elipsy o réwnaniu —+——=2;=0.
ad a3
2. Okazad, ze jezeli kwadryka zupelna nie zawiera tworzacych prostoliniowych,

to przez kazdy jej punkt przechodzi dokladnie jedna plaszezyzna, kiéra ma z
ta kwadryks tylko ten punkt wspdlny (plaszczyzna styczna).

Znalezé réwnanie w spélrzednych Pliickera zbioru plaszezyzn styeznych do
powierzehni o3-—4wi—9ni—zuf =0.

3. Okazad, ze teza twierdzenia Pascala pozostanie prawdziwae rowniez whody,
gdy wiréd punktéw lezacych na stozkowej py, Pas --., Py dwa kolejne, np. py i
»y, pokrywaja sie, a role boku laczacego wierzchotki pg i 9y przejmmie styezna do
stozkowe] w punkeie p;.

4. Okazaé, ze jesli stozkowa przechodzi przex trzy wierzchotki trdjlkata, to
styczne do niej w tych wierzcholkach przecinaja sie z hokami przeciwleglymi
tréjkata w trzech punktach spélliniowych.

icm

ROZDZIAYL XIV.
Przestrzenie Mobiusa
111. Stery w przestrzeniach kartezjanskich. Przez sfere k-wymiarowq

rozumiemy figure izometryczna ze zbiorem punktéw przestrzeni C,,
okreslonym przez réwnanie

1) Vaitai+ .. fehn=r,
gdzie r jest dowolng liczbg rzeczywista.

Dla r<c0 zbiér ten jest pusty, zaé dla r=0 redukuje sic do jednego
tylko punktu bez wzgledu na wymiar %.

W tych przypadkach méwimy o sferach zdegenerowanych.

Jezeli r=0, réwnanie (1) jest réwnowazne réwnaniu
(2) 22 tad+ .. =t

Jezeli >0, to prosta przechodzaca przez poczatek ukladu przecina
sfere o réwnaniu (2) w dwéch punktach, skad na mocy wniosku 2
z Nr 63 wynika, ze sfery niezdegenerowane k-wymiarowe, lezace w 1,
s tworami drugiego stopnia.

Zauwazmy, ze sfery k-wymiarowe w O, sa identyczne ze zbiorami
punktéw, ktérych odlegloéé od stalego punktu a==(ay, as, ..., @z41);
zwanego srodkiem, jest stata.

Istotnie, wobec doskonalej jednorodnosci przestrzeni kartezjatiskich
(Nr 49), izometrie sfery S lezacej w (), ze zbiorem okreSlonym przez
réwnanie (1) mozna rozszerzyé do izometrii przeksztalcajace] cala
przestrzen C,, na siebie. Jezeli a=(a;, ay, ..., q; +1) jest punktem,
ktéry przejdzie przy tym na 0, to sfera S jest identyczna ze zbiorem
punktéw lezacych w odlegloei r od @, czyli ze zbiorem okreslonym
przez réwnanie

(3) V (@, —ay) 2+ (2g—ap)2+ . .. + (Tpy1—ar41)*=7.

7 drugiej strony, zbiér punktéw przestrzeni C;, lezacych w odle-
glodci » od punktu a, jest okrelony przez réwnanie (3). Przesuniecie
F@y, @, -- vy Tpay)= (X1 —ay, Tp— s, ..., Ty 1—0;yq) Przeksztalea ten zbibr
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na sfere okreslong przez réwnanie (1). W szezegdlnodel wige k-wymiarowe
sfery niezdegenerowane, lezgce w (), ;, 58 identyczne ze zbiorami
okre§lonymi przez réwnanie

(4) (=) 2 (g —a9) 2+ - . .+ (Tp 11— Wppe1) 2=

Niech S bedzie sfers k-wymiarows w przestrzeni C,, a wige zbiorem
przystajacym do lezace] w O, 1, sfery S, okreslonej przez réwnanie (1).

Okazemy, ze jezeli r=0, to punkt 0 jest jedynym érodkiem symetrii
dla §,. Jasne jest, ze 0 jest érodkiem symetrii, jezeli zad punkt c¢=
=(Cq, Cgy .., Cp) jest tez drodkiem symetrii dla S, to dla kazdego punktu
p e 8y punkt ¢g=2c—p, symetryczny do p wzgledem ¢, musialby tez na-
lezeé¢ do S,. Stad wynika od razu, ze ¢,=0 dla i>£k+1, ezylice O, ;4.
Niech teraz L bedzie prosta lezgca w C,, .14, przechodzacs przez 0 i c.
Prosta L przecina §, w dwéch punktach symetrycznych wzgledem 0,
a wiec bedacych postaci p i —p- (1 pokrywajacych sie, jezeli r=0). Ponie-

p+(—p)

waz ¢ jest drodkiem symetrii, wiee az——TzO, co bylo do okazania.

Wobec doskonalej jednorodnosei przestrzeni C, (Nr 49), istnieje
izometria f przeksztalcajaca C, na siebie i taka, ze f(S,)=8. Wynika
stad, ze réwniez S ma dokladnie jeden érodek symetrii.

A wige kaida sfera k-wymiarowa S miepusta ma dokladnie jeden $rodek
symetrii.

Nazywaé go bedziemy krétko srodkiem sfery S.

Odlegloé¢ $rodka od punktéw sfery S nazywa sig promieniem sfery.

Dla sfer pustych ani érodek, ani promien (ujemny) nie sa jednoznacznie
wyznaczone.

Zauwazmy, e kazda k-wymiarowa sfera niezdegenerowana zawiera
uklad zlozony z k-1 punktéw linjowo niezaleznych. Istotnie, liniowo
niezalezne punkty p,=r- (8, 6!, ...,06].,), gdzie i=1,2,..., (k+1),
spelniajg réwnanie (2). Wynika stad, ze k-wymiarowa sfera niezdegenero-
wana § wyznacza zawierajacy ja (k--1)-wymiarows hiperplaszezyzne
C(8) oraz ze wymiar sfery niezdegenerowanej jest jej niezmiennikiem
metrycznym.

Zauwazmy poza tym, ze figura podobna do sfery jest zawsze sfers
tego samego wymiaru. Na odwrét, dwie sfery niezdegenerowane tego

samego wymiaru sg zawsze podobne, przy czym spétezynnikiem podobieni-
stwa Jest iloraz ich promieni.

Twierdzenie. Czgs¢ wspéina sfery (n—1)-wymiarowej SCC, z hiperplasz-
cayang k-wymiarowq HCC, Wb ze sferq k-wymiarowqg S ledqeq w C
lecz nie zawartq w S, jest sferq (k— 1)-wymiarowaq.

nr

icm
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Dowdd. Mozemy ograniczyé sie do rozpatrzenia przypadku, gdy sfera
S nie jest zdegenerowana. Nie zmniejszajac ogélnosci rozwazan, przyjaé
mozemy poza tym, ze H=C0,, , i ze sfera S jest okreslona przez réwnanie:

(331-—0111)2—]—— (“32*“2)2+ oo +(xn‘an)2:7’2.

Wynika stad, ze H-S pokrywé, sie ze zbiorem punktéw lezacych w C,, 1
spehiajacych réwnanie:

(21— 0y) 24 (23— a0) 2. .. + (@p—ap)? = r—a%p1— ... — a2,

a wiec jest sfera (k—1)-wymiarows.

Niech teraz S’ bedzie sfers k-wymiarows lezaca w C, i nie zawarta
w 8. Mozemy znowu zalozyé, ze sfera S’ nie jest zdegenerowana, w przeciw-
nym bowiem razie twierdzenie staje sig oczywiste. Wobec tego zbiér
H'=C(8") jest hiperplaszczyzng (k-+1)-wymiarowa, przecinajaca: S
wzdhuz pewnej réznej od S’ sfery k-wymiarowej S”. Dowéd wiec twier-
dzenia bedzie zakoniczony z chwila, gdy okazemy, ze dwie rézne k-wymia-
rowe sfery S’ i 8", lezace w przestrzeni kartez] anskiej (k--1)-wymiarowej
Cyq1> Przecinajy sie zawsze wzdhuz pewnej -sfery (k—1)-wymiarowej.
Mozemy przyjaé, ze sfery S’ 18" okreslone sg przez réwnania

k1 : k41 R
Z (cal-——a[’)2=7"2 i Z (:c,-~a,;")2=1"" .
=1 =1

Dla punktéw ich czedci wspélnej spelnione jest woéwezas réwnanie
stopnia co najwyiej pierwszego:

Kt B A -
r 7 tH
2. 3 (@' —a)) - at D)\t —a/ ") — =0,
i=1 i=1

nie bedace tozsamoscia, gdyz sfery S’ i 8" sg rozne. Réwnanie to jest
wiec albo sprzeczne — a wéwezas cze$é wspllna sfer 81 8" jest pusta
czyli jest sfers (k—1)-wymiarows o promieniu ujemnym — albo jest ono
réwnaniem pewnej k-wymiarowe]j hiperplaszezyzny przecinajgeej 8”1 8"
wrzdhuz pewnej (k—1)-wymiarowe] sfery, bedacej ich czescig wspblng.
W ten sposéb dowéd twierdzenia zostal zakoriczony.

Wniosek. Prezeciecie sfery k-wymiarowej SCC, ze sferq l-wymiarows
S'CC,, b z hiperplaszczyzng l-wymiarowq HCO,, jest sferq o wymiarze
m=k+l—n.

Istotnie, hiperplaszezyzny H=C(S) i H'=C(8’) maja na mocy
twierdzenia z Nt 32 jako czeéé wspélng albo pewna hiperplaszezyzng H*
0 wymiarze [#>pk141+1—n=k-+[+2—n, albo zbiér pusty. W mys’%
ostatniego twierdzenia zbiory H*.S i H*.S' sg (I*—1)-wymiarowymi
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sferami, polozonymi w I*-wymiarowej przestrzeni H*, a wigc ich przecie-
cie jest sfers o wymiarze m=I*—23>=k-l—n, pray czym m>1*—2, gdy
sfery H*.S i H*.8' si¢ pokrywaja. Ale czesé wspélna sfer H*. S8 i H*. 8
jest identyczna z czeécig wspdlng sfer S 1 8’, a wiec spelnia ona teze
wniosku. .

Podobnie S-H=S-(H-H), a poniewaz H-H jest (w myél twierdzenia
z Nr 32) hiperplaszczyzng o wymiarze Zék—l—l—}—l—n__(lub zbiorem
pustym), wiee w myél ostatniego twierdzenia zbiér §-H jest sferg o
wymiarze m=1[—1>k-+l—n.

CWICZENIA. 1. Opierajac sie na ostatnim twierdzeniu okazad, ze jesli plaszexy-
zna Il ma z kwadryks @, nie zawierajacs, tworzacych prostoliniowych, co najmniej
dwa punkty wspélne, to I1-@Q jest stozkows. Wywnioskowaé stad, jakie krzywoe
mozna otrzymaé przecinajac plaszezyzne: 1° elipsoida, 2° paraboloida eliptyczng,
3° hiperboloidg dwupowlokows.

2. Okazad, ze przez n+- 1 punktéw liniowo niezaleznych przestrzeni ¢, przechodzi
doktadnie jedna sfera (n—1)-wymiarowa. Znalpzé jej réwnanie.

112. Hiperplaszezyzna jako graniczny przypadek sfery. Rozwazania
Nr 111 okazaly, ze w pewnych sytuacjach istnieje wyrazne podobienistwo
migdzy wiasnodciami sfer i hiperplaszezyzn. Na istote tego podobienstwa
rzuca pewne §wiatlo uwaga nastepujaca:

Niech § bedzie sfers (n—1)-wymiarows, przechodzgca przez punkt
a=(Gy, @y, ..., @,) i majacy Srodek w punkeie c=(c,, ¢y, ..., ¢,). R6wnanie
jej ma postaé:

(p—c)*=(a—c)®

Zachowujac punkt ¢ bez zmiany, zacznijmy przesuwaé érodek sfery
wzdtuz prostej iaczace] a i ¢, czyli zastapmy w réwnaniu ostatnim punkt
¢ przez punkt ¢, =a-+t- (c—a). Otrzymamy sfere S, o réwnaniu

[p—a'_t (c—a)]2=t2 . (C—a,)2,

ktére daje si¢ tez napisaé w postaci (p—a)i—2t- (p—a)- (c—a)=0, czyli

. (p—a)?
(dla t==0) w postaci (—p——%—)——(p—a)-(c—m)-—-o. Zauwazmy, ze przy |t|
wzrastajagcym nieograniczenie, tj. przy nieograniczonym oddalaniu sie
§rodka ¢, czyli nieograniczonym wzroécie promienia sfery, lewa strona
ostatniego réwnania dazyé bedzie do wyrazenia (@—c)- (p—a). To
uzasadnia uwazanie hiperplaszezyzny (n—1)-wymiarowej o réwnaniu

(a—c)- (p—a)=0

za sfere o nieskonczenie wielkim promieniu (za ktoérej &rodek mozna by
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uwazaé punkt niewlasciwy, lezaey na prostej laczacej punkty a i ¢, czyli
majace] kierunek prostopadly do tej hiperplaszezyzny).

Z tego powodu wyrazu sfera bedziemy w dalszym ciagu tego rozdziatu
uzywaé W znaczeniu szerszym niz dotychezas, obejmujac ta nazwa
précz sfer w dotychezasowym sensie réwniez hiperplaszozyzny, o
ktérych méwié bedziemy, ze sa sferami o promieniu mieskoriczonym.

Tak wigc prosta uwazaé bedziemy za jednowymiarows sferg o promie-
niu nieskonczonym, plaszezyzne — za dwuwymiarows sferg o promieniu
nieskonezonym itd. Ten sposéb méwienia pozwoli twierdzenie i wniosek
z Nr 111 oraz twierdzenie z Nr 32 objaé wspélnym sformulowaniem
nastepujacym:

Twierdzenie. Czedé wspdlna dwdch lezqeych w preestrzens G, sfer:
k-wymiarowej S i l-wymiarowej S’ (o promieniach skoviczonych lub nie)
jest sferq o wymiarze m=k-+Il—n.

Jezeli 8 nie jest podzbiorem S’ oraz l=n—1, to S8-8' jest sferq (k—1)-
wymiarowq.

CWICZENIE. Okazaé, ze przez kazdy uklad zlozony z n+1 punktéw przestrzeni
C, przechodzi co najmniej jedna sfera (n—I1)-wymiarowa. Kiedy sfer takich
jest wigcej niz jedna?

113. Razut stercograficzny. W przestrzeni C,.; wezmy pod uwage n-wy-

&

ry . .. T . .
miarows sfere S, o érodku c:(O, 0,...,0, ;) i promieniu -. Réwnanie
jej ma postaé

(5) xf—}—x;’+ v +xllz+xl‘t+1 . (x,1+1—~—7‘)=o.

Poczatek uktadu spétrzednych jest jedynym punktem wspélnym sfery
S, z n-wymiarows hiperplaszezyzng C, ., ,. Punkty (z;, 2, ..., %, 0)
tej hiperplaszezyzny identyfikowad bedziemy z punktami (z;, %y, - .-, %,)
przestrzeni C,,.

Punkt 5=(0,0,...,0,7) ¢S, nazywamy
biegunem.

Jasne jest, ze dla kazdego punktu p=/(z,,
Tgy onry Tpyyy) € 8,—(D) jest 0=z, ,<r. Przy-
porzadkujmy kaidemu takiemu punktowi
p (rys. 75) punkt p==c(p), w ktérym prosta
laczaca b i p przetnie C, ,, (czyli C,).
Prosta ta sklada si¢ z punktéw postaci b+t (p—b), a punkt p otrzymamy

Riys. 75.

woéwezas, gdy r-t- (2,,,—r)=0, czyli gdy = Stad

7"“xn+1-
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=0 By

* )_-b D S—————————.
(0 o) =t (W)=

v 3 o,
(%1, Ty s Ty, Bpyq) € 8= (D) pray-
z,) € U,, nazgywa sig¢ rzutem

Funkeja ‘o, ktéra kazdemu p==
porzadkowuje punkt o(p)=p=(@y, s, .-+,
stereograficznym stery S, na C,.

Rzut stereograficzny jest wiec analitycznie okreélony przez wzir:

r-X; .
,t=1,2,..., n.

(1) 0(ys%0y +ovs Engr) = (L1, Tas -+ %), gdzie z; =

¥ Zp+1
Na odwrét, kazdy punkt peC, przyporzadkowany jest przez o
dokladnie jednemu punktowi p & §,—(b). Istotnie, wzory (5) i (7) daja:

(L——%ﬁ‘—]) Zx2+mn+ (@pp1—17)==0,

=1

co w zakresie liczb 2,,; mniejszych od r daje na w,,, jedng tylko

wartosé:
n
P Z z2 L,
i=1 rep
Lpp1= n == 7~2+§)2'

72 +Z 171,;2

=1

1 - = -
7 zaleznoci (6) znajdujemy poza tym an;l_b "Xy TP (7’——-:&7,,4,1)“],

co po podstawieniu otrzymanej wartodei na w, ., daje:

bt
(8) p=0-1(p) ZW

gdzie ¢_, oznacza przeksztalcenie odwrotne wzgledem rzutu stereogra-
ficznego o.

1

CWICZENIE. W przestrzeni C, 4, dana jest sfera n-wymiarowa S o $rodku ¢ i
promieniu 7, punkt b & § oraz n-wymiarowa hiperplaszezyzna H o réwnaniu
A+ A4z + Ayt .+ A p1 T Ly == 0.

Przeksztatcenie f przyporzadkowuje kazdemu punktowi peS—i(b) punkt f(p),
w ktérym prosta laczaca b i p przecina H. ZnaleZé analityczng postad praelszial-
cenia f i przeksztalcenia odwrotnego f..,. :

114. Konformiezno$§é rzutu stercograficznego. Niech d= (@, @y, ..., G,)
bgdzw dowolnym punktem stalym przestrzeni ¢, (gd/m n>0), zad
pig dwoma réinymi punktami tej przestrzeni. Biorge A=p (p, ), mozemy

icm
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q przedstawié w postaci g=p-A4-a, gdzie a jest wersorem wektora pg.
Mamy wiec :

(9) 2=1; b2=r% (1)-b=p -b=0.

Okazemy, ze gdy oba punkty p i ¢ zblizajg sie do punktu g, a wiec gdy
ich odlegto$é 1 dazy do zera, to stosunek do 1 odleglodei punktéw p
i q takich, ze o(p)=p i o(g)=g¢, ma granice réing od zera i zaleing
jedynie od @ (a wige niezalezna od sposobu, w jaki p i ¢ daza do @).

Wiasnodé rzutu stereograficznego o, polegajaca na istnieniu takiej
granicy dla kazdego punktu d ¢ C,, wyrazamy méwiae, ze rzut stereogra-
ficzny jest przekszialceniem konformicznym zbioru S,—(b) na hiperplasz-
czyzne C,.

Wobec wzoru (8) mamy:

mb.pz_H—).,.z

b (A @) (B M)
R T

BT AW
Stad droga prostego rachunku, znajdujemy:
p—g=
A2 e (r2+7) - ()]
TP PP AT @ D) ’

skad po podniesieniu do kwadratu i uwzglednieniu zaleznodei (9) otrzy-
mujemy:

B+)-(p—b)—

o(p, 9*=

— L B (0 P 22 40) D)

P P R 2 (1) 5)° ’
czyli

e(p, 9)\*_ rt
7o) T PR A W) D)

co dla p i 7 dazacych do @, a wige dla 1 dazacego do zera, dazy do

o
(7_2_71_@2 Wynika stad, ze iloraz @(p’ Al dla p i ¢ dazacych do @ dazy

2 / , )

do PO co bylo do okazania.

Udowodniona wlasnogé pociaga za soba, ze przy rzucie stereograficznym
odleglosci punktéw wprawdzie ulegajs zmianom, jezeli jednak ograniczy-
my sig do dostatecznie malego otoczenia dowolnie obranego punktu, to
odleglogci wszystkich punktéw lezacych w tym otoczeniu zmieniajg sie
w przyblizeniu w tym samym stosunku. Tej okolicznofei zawdziecza
rzut stereograficzny swe zastosowanie w kartografii, gdzie chodzi
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o przedstawienie obszaru lezacego na pow'erzehni ziemi (bedacej w przybli-
zeniu sfera S,) za pomocy rysunku plaskiego. Blizsze badanie prze-
ksztalcer, konformicznych nalezy do geometrii réiniczkowej i teorii
funkeji analitycznych.

CWICZENIE. Okazaé, ze przeksztalcenie afiniczne przestrzeni ¢/, na siehie

jest konformiczne wtedy i tylko wtedy, gdy jest podobienstwem.

115. Przestrzenie Mobhiusa. Ze wzoru (7) wynika, ze odleglodé o(p, 0)
punktu p od poczatku ukladu spélrzednych wyraza sig wzorem:

oV au
T ——
Vr =z

" n e, s .
Z T2= Z a:,‘L2"‘7 ey ll/xn—H (r—®p1) =
l

i=1 r— x”"'l i=1

a stad wynika, ze ze zblizaniem si¢ punktu p do bieguna b punkt p od-
dala si¢ nieograniczenie od poczatku ukladu.

7 tego wzgledu jest rzecza intuicyjnie uzasadniong, a dla rozbudowy
pojeé geometrycznych celowa, uzupenié przestrzen kartezjanska C,
o wymiarze n>0 przez dodatkowy punkt p,., zwany punktem w nie-
skonczonodei, ktéry uwazaé bedziemy za obraz bieguna b.

Ugzupelnienie takie rézni sig (dla n>1) od tego, z ktérym mieliémy do
czynienia przy przejéciu od przestrzeni kartezjanskich €, do rzutowych
P,. Dolaczony punkt jest teraz tylko jeden i zamyka on niejako
przestrzen kartezjarisks, upodobniajac ja w pewnym. sensie do sfery
n-wymiarowej §,, ktérej tak uzupelniona przestrzen jest obrazem
wzajemnie jednoznacznyn. Otrzymang w ten sposéb przestrzed nazywamy
n-wymiarowg przestrzeniq Mobiusa; oznaczad ja bedziemy przez M.
Odnosi sie to do wymiaru n=1. W przypadkach n=—1 i n=0 przyjmu-
jemy M_,=c_; i My=c,.

Za proste w przestrzeni M , i ogélniej, za hiperplaszezyzny k-wymiarowe
w tej przestrzeni mozna by uwazaé proste i hiperplaszezyzny karte-
zjanskie, uzupelnione (jezeli wymiar tch jest dodatni) przez punkt w nie-
skoriczonosei.

Bardziej jednak celowe jest wprowadzenie zamiast pojecia hiper-
plaszezyzn ogélniejszego oden pojecia sfer k-wymiarowych, przy czym —
zgodnie z Nr 112 — za sfery w przesirzeni Mobiusa uwazamy sfery
przestrzeni kartezjaniskie] o promieniu skoficzonym oraz sfery o promieniu
nieskoiczonym, uzupelnione punktem w nieskonczonogci.

Zbiér ztozony z samego punktu p,, uwazamy (podobnie jak kazidy
inny zbiér jednopunktowy) za sfere zdegenerowang.

icm
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Mozemy tez uwazaé, ze przestrzen M, powstaje z przestrzeni P, przez
zidentyfikowanie wszystkich punktéw niewlaéciwych.

Wynika stad, ze prosta Mdhiusa M, nie rézni sie od prostej rzutowe]
P,, natomiast plaseczyzna M ibiusa M, (identyezna z punktu widzenia
topologii ze sferg S,) jest rézna od plaszezyzny rzutowej P,.

Wynika stad dalej, ze kazde przeksztalcenie f przestrzeni P, na siebie,
przy ktérym punkty niewlasciwe przechodza mna punkty niewladciwe,
uwazane byé moze za przeksztalcenie przestrzeni M, na siebie.

W szezegblnosel pozwala to nam méwié o przekszialceniach afinicznych,
a wiec 1 o przeksztalceniach izometrycznych przestrzeni M, na siebie.

CWICZENIE, Zauwazyé, ze w plaszezyinie Mo biusa M, hiperbola uzupelniona
punktem pee przybiera postaé proyrominajaca (z punktu widzenia topologii)
lemniskate (z Nr 70). Jakie otrzymamy w przestrzeni Mobiusa M, postacie
powierzchni, jezeli uzupelnimy kwadryki punktem poo?

116. Obrazy sfer przy rzucie stereografieznym. Przestrzenn Mobiusa
otrzymali$my, rozszerzajac przyporzadkowanie punktéw sfery S, i
przestrzeni C,, okredlone przez rzut stereograficzny, na biegun b sfery .
Otrzymanemu w ten sposéb zbiorowi punktéw M, nadalismy pewna
tredé geometryczng przez to, ze zdefiniowaliémy w nim klase podzbioréw
zwanych sferami. Okazemy obecnie, ze sfery te sa identyczne z tymi
podzbiorami przestrzeni M ,, ktére sa obrazami stereograficznymi sfer
lezacych w 8,. Dzieki temu geometria przestrzeni Mébiusa M,, oparta
na pojeciu sfer, sprowadza sie w pewnym sensie do geometrii sfery S,,.

Twierdzenie. Przy rzucie stereograficenym ogdl k-wymiarowych sfer
lesqeych w S, preechodzi na ogél k-wymiarowych sfer leiqcych w M,

Dowdéd. Jezeli § jest sferg k-wymiarows niezdegenerowans, lezaca na

8, gdzie 0<k<n, to S=0(8)-8,,, gdzie C(S) jest (k+1)-wymiarows hi-
perplaszezyzng wyznaczona przez S. Wéwezes C(S) jest (w mysl wniosku
z Nr 32) iloczynem n—F, ale nie mniej, hiperptaszezyzn n-wymiarowych
lezacych w (.. Kazda z nich przecina § wzdtuz pewnej (n— 1)-wymiaro-
wej sfery. Wynika stad, ze kazda niezdegenerowana sfera k-wymiarowa
lezaca w S, jest czeScia wspblng n—Fk, ale nie mniej, sfer (n—1)-wymiaro-
wych lezacych w S,.

Podobnie, jesli S jest sfera k-wymiarows niezdegenerowana, lezacs
w M, to badz S jest hiperplaszezyzng k-wymiarowa (uzupeniona punk-
tem p..), & wowezas jest — w mysl wniosku z Nr 32 — iloczynem n—k,
ale nie mniej, (n—1)-wymiarowych sfer (hiperplaszczyzn) przestrzeni
M, albo jest k-wymiarows sfers w C,. Wéwezas jednak S jest czedeis
wsp6lna hiperplaszezyzny (k-1)-wymiarowej C(S), bedace] iloczynem
n—k—1, ale nie mniej, hiperplaszczyzn (n—1)-wymiarowych oraz
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pewnej (n—1)-wymiarowej sfery w C,. Widzimy wige, Ze k-wymiarowe
sfery niezdegenerowane przestrzeni M, (gdzie O<k<n) 89 iloczynami
n—*k, ale nie mniej, sfer (n—1)- Wymmlowych

7 powyzszego wynika, ze dowéd twierdzenia bedzie zakonezony, gdy
okazemy, ze ogét sfer (n—1)-wymiarowych niezdegenerowanych, le-
zacych na sferze §,, przechodzi na ogél sfer (n—1)-wymiarowych nie
zdegenerowanych, lezacych w przestrzeni M,. Kazda sfera (n—1)-
wymiarowa S, lezaca na sferze S, danej przez réwnanie (5), jest przecie-
ciem S, z pewns hiperplaszezyzng n-wymiarows w C, 4, a wige okreglié
sie daje przez uklad dwdch réwnan, mianowicie réwnania (5) i réwnania
postaci:

(10) A0+A1 . x1+A2 . mz—l— “ee +A”"i"1 . x”’_*_]‘::()_

Rzut stereograficzny o(p) punktu p==(vy, g, ..., Tpyy)s s.]')c]'ni&jzy(,ey)
oba réwnania (5) i (10), dany jest dla p==b przez wzér (7), zad dla p==)
jest o(p)=1p.. By okazaé, ze punkty o(p) przy p przebiegajacym S
tworzg sfere (n—1)-wymiarowsa w przestrzeni M ,, zauwazmy, ze wobee
(8) zaleznosei (5) i (10) sg dla p==b réwnowazne warunkowi:

: PR
0+ IZ]-A 72 + 5= .Z,-I—A,,,H 7/'2...1_232—- s
ktéry mozna tez na,pisé;é w postaci:
(1) (AotAygs 1) o2 D) Ap Tk Ay - r2=0,

=1

Jezeli A,4-A4,,,-r=0, czyli jezeli hiperplaszczyzna (10) przechodzi
przez biegun, réwnanie (11) przybiera postad:

A0+Z Ay 2=0,

=1

a wige jest réwnaniem dowolnej hiperplaszezyzny (rn—1)-wymiarowej
w przestrzeni (. Uzupeliajac ja punktem p,, (na ktéry przechodzi bie-
gun b), widzimy, ze w tym przypadku rzutem stereograficznym sfery
(n—1)-wymiarowej S jest sfera (n—1)-wymiarowa przestrzeni M,
przechodzaca przez punkt p_..

Jezeli za§ Ag+4,,, 740, to réwnaniu (11) mozemy nadaé postad:

le2+ZAO+A,,+1 r

7=1

— A,
Ao’|’“ An-l—l -1

icm
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o
[22]
~1

Pokrewienistwa sferyczne

lub tez postaé

n

- -Ai -2 2
(12) Z(“‘"+2-(AO+A,I+1-7~)) -

=1

2
=——-—~—-—-—___. 2, 02

4 (dot+Ays-1)? [I_ZlA ri—d e Ay(dot Aduga- ”]

co jest réwnaniem pewnej sfery (n—1)-wymiarowej w przestrzeni C,.

Przy tym kazda sfera (n—1)-wymiarowa w przestrzeni (', daje sie

w taki sposéb otrzymaé, albowiem dla dowolnie danego punktu

. . a; ..
a==(ty, Ay, .. ., &, )C,, i dowolnego p>0, biorac 4 ,= ——;, gdziei=1,2,...,7n
>

oraz wyznaczajac 4,1 4, z ukladu réwnan

n

1 @
A0+A71+1 ‘ 7'2"2‘3 TZ'(ZF—Q'AO)292’
=1
osiagamy to, Ze réwnanie (12) okre§la w przestrzeni C, sfere (n—1)-
wymiarowsg, o §rodku a oraz promieniu g. W ten sposéb dowéd twierdzenia
zostal zakoriczony.

CWICZENIE. Sfera w C; o réwnaniu z3-+a3-+u,- (2;—1)=0 jest rzutowana
stereograficznie z bieguna b==(0, 0, 1) na plaszezyzne C,,. Czym jest rzut krzy-
wej przeciecia tej sfery z walcem o réwnaniu x3-+af —1=0?

117. Pokrewienstwa sferyezne. Przeksztalcenie wzajemnie jednoznaczne
f przestrzeni Mébiusa na siebie nazywa sie pokrewierstwem sferycznym,
jezeli zbiér f(A) jest sfera wtedy i tylko wtedy, gdy jest nig zbiér A.

Jasne jest, ze pokrewienstwa sferyczne stanowia grupe. Speliaja one
wzgledem przestrzeni Mébiusa podobng role, jak kolineacje wzgledem
przestrzeni rzutowych. Podobnie jak pojecie prostej bylo zasadniczym
elementem przestrzeni rzutowej, tak pojecie sfery stanowi zasadniczy
element przestrzeni Mobiusa.

Geometria przestrzeni P, (dla »>1) jest to teoria niezmiennikéw
kolineacji. Podobnie geometria przestrzeni M, jest to teoria niezmiennikéw
pokrewieristw sferycznych.

Twierdzenie. Wéréd przeksztalcert afmwznych jedynie podobietistwa sq
pokrewienstwami sferycanymi.

Dowéd. Poniewasz figura podobna do sfery jest réwniez sfera, wiec
kazde podobieristwo jest pokrewieristwem sferycznym. Pozostaje okazaé,
ze przeksztalcenia afiniczne, przy ktérych sfery przechodzg zawsze na
sfery, sa podobieristwami. Biorac pod uwage, ze kazde przeksztatcenie
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afiniczne jest superpozycja pewnego przesunigcia i pewnego przeksztalcenia

afinicznego, zachowujacego poczatek ukladu bez zmiany, wystarczy

okazaé, e przeksztatcenie afiniczne [(2y, @, ..., %n)=(Zy, Ty, ..., &,),

przeksztaltcajace sfere o réwnaniu

(13) m}’—}—x%—{—...»{—x}j:l

na sfere, a jej érodek 0 na siebie, jest pokrewienstwem sferycznym.
Ot62 przeksztatcenie odwrotne: f_ (g, Ty, ..., Zp)== (g, g, «.., T,) jost

woéwezas réwniez afiniczne oraz f-,(0)=0. A wiec f_; okreslone jest

przez wzory postaci

(14) =1 Ty 0 Byt e Gy Ty, gdzie i=1,2,..., 0.

Przy przeksztalceniu f sfera o réwnaniu (13) przejdzie na zbiér punktow

o réwnaniu:
n "

> (2w @) =1,

=1 j=1
ktére mozemy tez napisaé w postaci:

n "

DD aan] # w1
J k=1 i=1
Aby zbi6r ten byt sfera, potrzeba, by kazda plaszezyzna przecinata go
wzdtuz pewnego okregu (ktéry moze byé zdegenerowany). W szezegdl-
nodci przeciecie plaszezyzng I, 5, zawierajacy osie , 1 z, (gdzie a=p),
jest w tej plaszczyinie okreslone przez réwnanie:

n n n
B2 03 A2 T By D ey, B DAl =1,
=1 =1 =1
Jasne jest, ze poczatek ukladu jest §rodkiem symetrii krzywej okres-
lonej przez to réwnanie. Jesli wiec jest ona okregiem, to wszystkie jej
punkty majs od poczatku ukladu jednakows odleglodé p. Biorae kolejno
punkty polozone na prostych okreflonych w plaszczyinie II,, przez
réwnania x,=0, Z;=012,=1%; otrzymujemy:

ot 1 _ 2
n

= n n n n
2 2 " a2 2
Z ai, B Z a’x’, o a’i, u,+ Z d?’ p’+2 Z @iy Qi
=1

i=1 i=] i=i

3

i=1
skad
n n n
T2 U s e
et =2 a0 § D=0,
t=1 =1 I=1
co jednak, jak okazalidmy w Nr 56, znaczy, ze przeksztalcenie f.,,
a wiec i f, jest podobienstwen.

[Nr 118] Inwersja. 289

GWICZENIE. W przestrzeni C,, dane sa dwa liniowo niezalezne ullady punktéw:
Do Pis +-> P 1 ggs Q1> --+5 Q> Oraz istnieje stala 2 taka, ze o(p;, p;)=24"0(q; q;)
dla 4, j=0, 1, ..., n. Znaleté pokrewienstwo sferyczne | talie, by f(p;)=g¢; dla
=0, 1, ..., N.

o

118. Inwersja. Przykladem pokrewienstwa sferycznego, nie bedacego
przeksztalceniem afinicznym, jest tzw. inwersja czyli przeksztatcenie
przez promienie odwrotne.

Zachowujac oznaczenia z Nr 113 zalézmy, ze

(15) (p(xl, Ly evey Ly xu+1)::(x17 Lgy ooey Ty 7'_51:11-}-1)

dla kazdego (21, Zs; -.., Ty) £ Cpt1-

Przeksztalcenie ¢ jest izometrig przestrzeni C',,; na siebie, przypo-
rzadkowujace kazdemu punktowi p punkt symetryczny do niego wzgle-
-
dem n-wymiarowej hiperplaszezyzny o réwnaniu , =5 Przy prze-
ksztalceniu tym sfera S, przejdzie na siebie w taki sposéb, ze
@(b)=0 i @(0)=b.
Niech dalej

(16) p(p) =cpo_y(p) dla kazdego pe M,

Tak okreslone przeksztalcenie wzajemnie jednoznaczne y przestrzeni
M, na siebie nazywa sie inwersjq. _
Jest ono pokrewienstwem sferycznym, poniewaz kazda sfera § lezgca
w M, przechodzi w my$l twierdzenia z Nr 116 przy przeksztalceniu
0., na sferg o, (8) lezaca w S, ktéra izometria ¢ przeksztalca na sfere
@o—y(8). Rzub stereograficzny o przeksztalca te ostatnia na sfere u(S),
lezaca w M. . . )
Wzory (15), (6) i (8) pozwalaja znalezé postaé analityczng mwers)l ¢.
Otrzymujemy kolejno:
b p2+per?
e
-7 P? 2 (b+D)-r?
@o—y(p)=D" (1_7'2+f)2)+7’2+2—92 r= ritp?
— — 7 (b-+p) - r2 _pr
(17) ‘ p(P)=0qo—(P)=b~+ - [ 72 bl= 7

T—,Tz_f_jiz

dla punktu p & ¢,—(0). Natomiast punkt 0 przechodzi przy p.rzeksztal-
ceniu o, na siebie, za$ przy przeksztalceniu ¢ na punkt b, a wige (0)=

‘19 K. Borsuk. Geomelria analityezna
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o (b)=1p.., czego zreszta moina bylo sie spodziewad, gdyZ prawa strona
wzoru (17) przy p dazacym do zera wzrasta nieograniczenie. Natomiast
punkt p,, przechodzi przy przeksztalceniu o, na b, skad v (p.,) =0 @ (b)==
=¢(0)=0. Wynika stad w szczegdlnodci, ze inwersja nie jest przeksztal-
ceniem afinicznym.

Ze wzoru (17) wynika, ze punkt v (p) (dla p réznego od 0 i Poo ) lezy

na promieniu wychodzacym z 0 i przechodzgcym przez punkt p, przy’

SN2 o2yl o(0, & (7)) =
p())="* czylio(0, () 05

To jest powodem, dla ktérego inwersja nazywa sie tez przekszial-
ceniem przez promienie odwrotne.

Przy inwersji tej punkty sfery o drodku 0 i promieniu » przechodza na
siebie.

Dlatego méwimy, ze jest to inwersja wezgledem sfery o $rodkw 0 1§
promieniy r.

Zauwazmy wreszcie, ze ze wzordw (15) i (16) wynika, iz py (p)=p,
czyli Ze inwersja v jest swoim wlasnym odwrdceniem.

To mamy na mysli méwiae, ze inwersja jest inwolucjq.

Wynika stad, ze inwersja wraz z przeksztalceniem tozsamogciowym
tworzg grupe.

czym o (0, p)-o(0,

CWICZENIA. 1. Na jaka krzywa hiperbola o réwnaniu zi—z3—1==0 prze-
chodzi przy inwersji plaszcayzny M, wzgledem okregu o érodku 0 i promieniu 17

2. Znalezé réwnania i naszkicowaé krzywe, ktére otrzymamy =z parabol o
réwnaniach 2;,—a3=0 oraz 1+4-2—ax3=0, poddajac plaszezyzng M, inwersji
wzgledem okregu o érodku 0 i promieniu 1.

3. Okazaé, ze przy inwersji wzgledem sfery o érodku 0 i promieniu » sfera o
promieniu 7 pryechodm na siebie wtedy i tylko wtedy, gdy drodek jej lezy w
odleglosei Vi od punktu 0.

119. Wytwarzanie pokrewienistw sferyeznyeh za pomoey inwersji i
podohienstw. Okazemy obecnie, ze inwersje wraz z podobiedstwami
pozwalajg otrzymaé dowolne pokrewietistwo sferyczne przeksztalcajace
przestrzenn Mobiusa na siebie.

Zachodzi mianowicie nastepujace

Twierdzenie. Kaide pokrewieristwo sferycane, przekszialcajgee  prze-
strzelt Mébiusa M, (gdzie n>1) na siebie, daje sie otrz ymac praez super-
ponowanie z géry danej inwersji 1 pewnych podobierstw.

Dowéd. Niech f bedzie pokrewienstwem sferyeznym, przeksztal-
cajacym przestrzen M, (gdzie n>1) na siebie.

Zatézmy najpierw, ze f(p.)=p... Wowczas kazda prosta L lezaca
w przestrzeni C, staje si¢ po uzupehieniu przez punkt Py sfera jedno-

icm
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wymiarows w przestrzeni M. Sfera ta przy przeksztalceniu f przejdzie
na sferg jednowymiarows lezaca w M, i przechodzaca przez p... A wige
f(L) jest prosta w przestrzeni C,. Wynika stad, ze przeksztaleenie f,
rozpatrywane jedynie - w przestrzeni C,, jest kolineacja, a wiee (w mysl
wniosku z Nr 97) przeksztalceniem afinicznym. Stad iz uwagi na twier-
dzenie z Nr 117 wynika, ze f jest podobiedstwem.

Zalézmy teraz, ze f(p.)=a=+p.,. Oznaczmy przez ¢(p) przesuniecie
przestrzeni €, przy ktérym o przechodzi w 0. Przeksztalcenie to (jak
kazde podobiefstwo w przestrzeni C,) uwazaé mozemy za przeksztal-
cenie przestrzeni M, na siebie, przyjmujac g§(p..)=7... Przeksztalcenie
L{p)=wgf(p) (gdzie v jest inwersja okreslong w Nr 118) jest pokre-
wienstwem sferycznym, przy ktérym punkt p., przechodzi sam na siebie.
Zatem % (p) jest podobieristwem. A wiec przeksztalcenie f daje sig przed-
stawié w postaci f(p)=g_,ph(x), gdzie g., oznacza podobiefstwo
odwrotne wzgledem g. W ten sposéb dowéd twierdzenia zostat zakon-
czony.

CWICZENIE. W plaszezyZnie €'y dane sa dwa okregi o promieniach r; i 7,1 0
odleglosei érodkéw réwnej d. Kiedy istnieje pokrewieristwo sferyczne, prze-
ksztaleajace plaszezyzne M, na siebie, przy ktérym okregi te przechodzg odpowiednio.
na proste @;=0 i x,=0 (uzupemione punktem poc)?
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