16 Wstep

Jezeli funkeja f okredlona w zbiorze 4 ma wartoéei lezace w zbiorze
B, za§ funkcja g okredlona jest w zbiorze B i ma wartoci w zbiorze
C, to wzér

h(2)=g[f ()]
okresla w zbiorze A funkcje & o wartodciach nalezacych do O, zwang
superpozycjq funkeji f i g. Superpozycje te oznaczamy zwykle przez
gf, piszac krétko '(z)=gf (x).

Zbiér X, dla ktérego elementéw okreslone jest dzialanie (zwane
operacjq grupowg) przyporzadkowujace kazdej parze z,yeX pewien
element zoyeX, nazywa sie grupg, jezeli spelnione sa nastepujace
warunki:

1° Dla kazdych trzech elementéw z, y, zeX jest (zoy)oz=wo(yoz).

2° Istnieje element zyeX (tzw. neutralny) taki, e zoox=2 dla kaz-
dego zeX.

3° Dla kazdego x¢X istnieje element ZeX (tzw. preeciwny) taki, ze
Tox=12. '

Jezeli operacja grupowa jest przemienna, czyli jezeli jest stale zoy=
=yox, to grupa nazywa si¢ przemienng czyli abelowg.!

Podzbiér ¥ grupy X, ktéry przy ustalonej w X operacji grupowej
stanowl grupe, nazywa sig podgrupq grupy X. Tak np. zbiér liczb rze-
czywistych z dodawaniem jako operacja grupows jest grupa (abelows).
Zbiér liczb calkowitych stanowi jej podgrupe.

Grupe, ktérej elementami s przekéztaloenia wzajemnie jednoznaczne,
dla ktérych zaréwno zbiorem argumentéw jak i zbiorem wartosci jest
pewien ustalony zbiér A4, operacja za$ grupows jest superpozyocja,
nazywamy grupg przeksziatoeri. Rolg elementu neutralnego spekia
wéwezas przeksztalcenie tozsamodciowe, a role elementu przeciwnego
wzgledem f— przeksztalcenie odwrotne f_;.

! Od nazwiska Abela, znakomitego matematyka norweskiego z XIX wieku.
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Przestrzenie kartezjanskie

ROZDZIAL 1.
Punkty i wektory w przestrzeniach kartezjanskich

6. Punkty przestrzeni C,. Przez wprowadzenie spéirzednych prostokat-
nych nadaliémy przestrzeniom euklidesowym jedno, dwu i tréjwymia-
rowym postaé tzw. przestrzeni kartezjanskich €, 0, i O, ktérych
punktami sg odpowiednio uklady zlozone z jednej, dwéch i trzech liczb
rzeczywistych. Nasuwa sie przypuszezenie, ze zasieg metody anality-
cznej nie ogranicza sie do tych przestrzeni, lecz ze pozwala ona réwniez
na badanie przestrzeni, ktérych punktami sa uklady zlozone z wiekszej
ilodei liczb. Inaczej mdwige, ze geometria analityczna uprawiana byé
moze w przestrzeni o dowolnej liczbie wymiaréw. Za tak og6lnym
ujeciem przemawia kilka wzgledéw. Po pierwsze, rozpatrywanie od razu

- przestrzeni n-wymiarowej pozwala mna jednoczesne badanie trzech

przypadkéw elementarnych (n=1, 2, 3), zamiast rozpatrywania kazdego
z nich osobno. Po drugie, rozwéj fizyki okazal, ze przestrzenie o wigkszej
liczbie wymiaréw nie sa bynajmniej jedynie ciekawostka matematyczna,
lecz ze graja coraz bardziej istotng role w nowoczesnej fizyce teorety-
cznej. Po trzecie, tak ogélne potraktowanie przedmiotu pozwala ma
oswojenie si¢ w dziedzinie bardzo elementarnej z pojeciami i metodami,
ktére zaréwno w algebrze jak i analizie grajg znaczng role. Wreszcie,
po czwarte, pewné zwigkszenie abstrakcyjnosei rozwazah pozwala na
uzyskanie wiekszej ich przejrzystosei; w dziedzinie bowiem «wwykltychs
przestrzeni intuicja narzuca si¢ tak silnie, Ze utrudnia czgsto zrozumienie
logicznej strony rozwazan. ’ ‘
Przez C_, rozumieé bedziemy przestrzen, ktéra jest zbiorem pustym?®
(p. wstep, Nr 5); przez Cy przestrzen zlozona z jednego tylko punktu,
uwazanego za uklad pusty liczb. Wreszcie, dla n naturalnych, przez
n-wymiarewyq przesirzeds  karlezjariskq C, rozumieé bedziemy zbiér

1 tj. zbiorem, ktéry nie zawiera zadnego elementu. Oznaczaé go bedziemy przez 0.
2 K. Borsuk. Geometria analityczna ‘ﬁ‘m&

. %.{%
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wszystkich uporzadkowanych ukladéw? (%, %, ..., &,) zozonych z n

liczb rzeczywistych, zmetryzowany przez wzér Pitagorasa
: R
(1) Q((mll’ mzl’ LR wn,)3 (mlﬂi 932”, A %nﬂ))= Zj. (.%‘7;’—.%‘73”)2
=

Okazemy przede wszystkim, ze talk okre§lona liczba ¢ jest odleglodcia
w sensie ustalonym w Nr 1. Spelnienie dwéch pierwszych warunkéw
jest oczywiste, pozostaje wige stwierdzenie, ze ¢ spelnia nieréwnoéd
tréjkata. Niech w=(xy, 2y, ..., Zn)s Y=, Y2, o Yn), 2==(2y, Zgy -+, 2p).
Nalezy okazaé, ze (x, 2) < o(*, y)+o(y, 2), czyli ze

i(%i"—zi)zéi(%i—yi)z—i-i(yi—zi)z"l-zl/[ — i) I |Z.; Yi—21) ]

i=1 i=1 i=1 1=1

Przyjmujac o; =2;—y; oraz ﬁi:yiwzi,'nieréwnoéé te sprowadzamy do
nieréwnoéci

sz |/ (5 a5

i1 i=1

By udowodnié f@ ostatnia nieréwnoéé, wystarczy oczywidcie okazaé,
ze dla wszystkich ukladéw liczb rzeczywistych a;, a, ..., @, 1 By, Bos o B
zachodzi tzw. nieréwnogé Schwarza-Cauchy’ego®:

@ (apip=(S e (50

Dla dowodu nieréwnoei (2) wezmy pod uwage wyrazenie

n n n ) n
° O o2
(3) D (o t-Bi)2=t2+ 3 ai-2t- it Bi+ D) B
i=1 i=1 i=1 i=1.

1 Mamy do czynienia z ukladem uporzadkowanym n elementéw, jezeli lcaide;i
liczbie ¢ spodréd liezb 1, 2, ..., n przyporzadkowany jest element e;. Uklad taki
oznaczamy zwykle przez (e;, ey, ..., e,). Pojecie ukladu uporzadkowanego n ele-
mentéw nie rézni sie od pojecia funkeji, ktérej argumentami sg liczby naturalne

1,2,...,7m,a odpowiednimi wartosciami ey, €y, ..., €. '

2 Jezeli kazdej z liczb catkowitych i=Fk, k+1, ..., lerzyporza,dlcowana jest

liczba ;, to sume xp+x411+ ... -F2; oznaczamy przez Z 2. Jasne jest, ze przy
fe=le
1 I-m
Wszelkim catkowitym m jest Z = Z Lo
i=h i=k -m

3 H. A. Schwarz — matematyk niemiecki z XIX wieku. A. Cauchy — mate-

matyk franctuski (1789—1857).

[Nr 7] Punkty przestrzeni G, 19

Poniewaz w przypadku znikania wszystkich liczb o; nieréwnosé

Schwarza-Cauchy’ego jest speliona, wige mozemy od razu zalozyé,
n

ze Z a;>0. Biorac pod uwage, ze prawa strona réwnosci (3) jesf} tréj-
i=1

mianem kwadratowym, przyjmujacym przy wszelkich wartoéciach

zmiennej ¢ warto§ci nieujemne, wnosimy, ze wyréznik tego tréjmianu

n n
(>a3) - (X F)=0, co réwno-
=1 =1
wazne jest nieréwnosci (2), o dowdd ktérej chodzito.

Zauwazmy, 7e z przeprowadzonego dowodu wynika, ze réwnoéé

@ (S P =(5a0)- (3360

i=1 =1

n
jest niedodatni, czyli ze (Zai . ﬂi)z-—
i=1 '

zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje liczba ¢ spelniajgca warunki
a; t+f,=0 dla i=1,2,...,n lub tez (obejmujac przypadek trywialny
znikania wszystkich a,), gdy istnieja spélezynniki 2 i 4 nie znikajace
jednoczesnie i takie, ze A-a;=u-f; dla i=1, 2, ..., n.

Uklady liczb (o, ap, ..., @,) i (B fas -- -, Bn), dla ktérych takie

. spélezymniki 4 i p istnieja, nazywaja sig proporcjonalnyms.

A wiec zaleznodé (4) zachodei wiedy © tylko wiedy, gdy uklady (a,, gy v 50)

(g, P ---» Bn) S@ proporcjonalne.
1. CWICZENIA. 1. Niech
. n
¥yt 2y)y (s @ ., zp"))= Z l wt'—mi”}.
' i=1

Zbadaé, czy tak okreslona funkeja ¢* moze byé uwazana za odlegloé (w
sensie ustalonym w Nr 1) w zbiorze wszystkich ukladéw n liczb rzeczywistych.
2. Okazaé, ze (dla n=2,3, ...) w przestrzeni metrycznej O otrzymanej z
Cn przez zastgpienie odleglodci o przez odlegtosé o*, okreslona w éwiczeniu po-

przednim, dla dwéch réznych punktéw o i b istnieje na ogét (kiedy?) wiecej niz
jeden punkt p taki, ze o*(a, p)=pg*(b, p)=%g (@, b). Wywnioskowaé stad, ze

Cp, nie jest izometryczne z C),.
n
3. Okazaé, ze jesli 0 = a < > |&'—2"] = B, to
i=1

a
ﬁé 9((391/: Ty's o5 ), (217, 2, ., zn.”)) = .

7%.1 Dzialania na punktach w przestrzeni C,. Okolicznoéé, ze punkty
przestrzeni €, sy ukladami liczb, pozwala wprowadzié dla nich pewne

"t Jak juz wspomnieliémy (w przedmowie), wskaznik «z» oznacza, %e rozwazania.
z tego Nr. zachowujg sie bez zmiany réwniez w dziedzinie zespolonej.
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20 ROZDZIAY. I. Punkty i wektory

dziatania, majace na razie znaczenie jedynie skrétéw rachunkowych
(a nie operacji posiadajacych tresé geometryczng). Niech

&= (21, Ty, -5 L) Y=y Y2 -+ Yn)s 2=(2g5 20 oo Zn)
beds, punktami przestrzeni C,. Okreslamy:

Dodawanie punktéw: x-+y= @ty LatYzr - T+ ,

Wynika stad natychmiast, ze (@+y)+z=+(y-z), czyli ze dodawanie
jest laczne. Punkt (0, 0, ..., 0) gra role zera (i z tego powodu oznaczaé
go bedziemy przez 0), gdyz a+0==04-2=2 dla kazdego xeC,. Ozna-
czajac przez — punkt (—;, —@s, ..., —¥,) MMy 2+ (—x)=0.

Wynika stad, ze w zbiorze punktéw przestrzeni C, dodawanie ¢--»
stanowi operacje spelniajacs warunki 1°, 2° i 3° podanej w Nr 5 de-
finicji grupy (elementem neutralnym jest punkt 0). Poniewaz dodawanie
punktéw jest przy tym przemienne, wige mozemy wypowiedzieé naste-
pujace

Twierdzenie. Przesirzer, C, stanows grupe abelowq, z dodawaniem jako
operacjq grupous.

Odejmowanie punktéw: z—y=x-+(—y). 4

Mnozenie punktéw preez liczbe: o -z, jak réwniez x - a, gdzie o jest
liczba, oznacza punkt (o %y, o- s, ..., O Fy).

n
Mnozenie skalarne punktéw: = - y= 2. ;" Y,
i=1
n

W szezegolnofel @ - a=a?= ) a.
i=1
7 definicji tych wynika, ze jesli z, y, 2 sa punktami, zad ai g liczbami,
to mamy:
a (zdy)=a-rta-y a
(@tf)rz=a-ztB-x  a (B 2)=(af) =
T Y=y € (y2)=2% yLx -2
Nie nalezy jednak sadzié, ze wszystkie prawa formalne zwyklego
mnozenia zachowuja sie bez zmiany. W wyrazeniu (z - y) - 2 pierwsza
kropka oznacza mnozenie skalarne punktéw, a druga mnozenie liczby
przez punkt, tak ze na ogdl (z - y) - 2==x + (y - ). Np.

(L)@ 1] (3 1)=3(3,1)=(,3),
podezas gdy
’ (1,1): [(2: 1)@, 1)]2(1: 1) - 7=(17, 7).
Tloczyn skalarny dwéch czynnikéw réznych od zera moze byé réwny
zeru, np. (1, 1)+ (1, —1)=0. Jasne jest natomiast, ze znikanie iloczynu

®
M s

Dzialania na punktach 21

skalarnego dwéch réznych czynnikéw, czyli znikanie kwadratu skalar-
nego 2%, réwnowazne jest zaleznodei z =0.
CWICZENTA. 1. Okreslajac k-ta potege punktu zeC, dla k calkowitych nieu-

jemnych w spos6b indukeyjny: z'=1 oraz zktl=xk-z, okazaé, ze dla wszelkich
calkowitych nieujemnych % i I mamy zF -l =2k +1,

2. JeSli x={(xy, Tg, -.., Tn)y Y=Y1s Y2 «+e» Yn) 1 2=(2y, 25, ..., 2p), tO zaleznosé
(z-y)-z=z"(y-z) ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy uklady (z,, 2, ..., p) 1
(245 295 -+.» 2n) 58 proporcjonalne lub gdy z-y=y-z=0.

3. Dowie&é dla =,y eCp, ze (-+y)?*=2*+2 z-y+y?, natomiast dla n>1 wyra-
Zenia (z-+y)® 1 2°+ 322 y-+ 3z y2+y* sa na ogdt rézne.

8. Dzialania na puliktach a odleglosé. Korzystajac z wprowadzonego
znakowania, mozemy wzér Pitagorasa na odleglo§é dwéch punktéw
przestrzeni C, napisaé¢ w postaci:

(8) oz, y)=V (x—v)2, da katde] pary punktéw xyeC,.

Mozemy 7poza tym nieréwnosei Schwarza-Cauchy’ego nadad
nastepujgea krétks forme:

(6) (% - y)2 = 2% - y? dla kazdej pary punktéw z,yeC,.

Zaleinoéei (4) mozemy zaé nadaé forme
(7) (% - y)2=2a? - y* wiedy * tylko wiedy, gdy istniejg liczby Az u
nie znikajgce jednoczesnie ¢ takie, 2e A x=yu -+ y.
Odlegloéé (0, z) oznaczaé bedziemy réwniez przez |r|. Mamy wiee

{m[———l/ i #3, co wobec (5) daje

i=1
(8) ez, y)=le—y|.

Wynika stad, ze |x-+y|=|2—(—y)|=0(z, —y)=0(z, 0)+0(0, —y)=
=0(0, z)+0(0, y)=|z|+|y|, czyl

(9) lzty|=|z|+|yl
Stad |z |=|y+(@—y)|=ly|+|z—y], a wiec
(10) |e—y |=|z|—|y].

Mamy wreszcie dla kazdej liczby t oraz xeCh:
|- z|=[t]- |z].

CWICZENIA. 1. Czy wzér |x-y|=|z|-|y| zachodzi dla kaszdej pary punktéw
z,y e Cp?

P

g n
2. Okazaé, ze dla punktéw py, Ps, ..., Py Przestrzeni O, jest lZpi’é Z ‘pil.
i=1 i=1

Kiedy ma miejsce znak réwnosci?
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29 ROZDZIAE I. Punkty i wektory

9. Izometrie elementarne. Okre§lmy analitycznie kilka prostych prze-
ksztalcer izometrycznych przestreni C,, na siebie:

1. Przesuniccia (rys. 6) sg to przeksztaleenia przestrzeni U, okredlone
wzorem f(z)=a+-x, gdzie o jest stalym punktem przestrzeni C,.

Sg to izometrie, gdyz

o[t @), )=V Tt a)—f )]2=

=V [(@+o)— (a+y) 2=V (z—y)*=0(,y).
2. Obroty plaszczyzny. Niech r(x) oznacza
promiett wodzgcy, 0(x) amplitude punktu
ze0y, 7ad a dowolng liczbe staly. Przyjmijmy
dla kazdego w= (2, 7,)e0y:
@) =F (@, 2)=b{r (@), 0(2)+a),
czyli wobec wzoréw (2) z Nr @ w

f(@)=(r(z) - cos [0 (@)+-a], r(@) - sin [0(x)+a])=

(%1 - cOS a—a,y - sin @, @y Sin a1, - CO8 a).

B
Tak okreslone przeksztalcemie plaszezyzny C, nazywa sie obrotem o
kat o (rys. 7).
Jest ono izometria, jesli bowiem y=(y,, y,), to

elf (@), f)P=[(z1—y,) " cos a— (2y—1s) - 8in a]? + [(#,—y,) - sin o +
T+ (Zy—s) - c08 alP= (2, — )2+ (By—yp)2=0 (2, ¥/)2.

W szezegblnosci pray tiym obrocie punkt
b(r, —a) przechodzi na punkt b (r, 0)=
=(r, 0), lezacy na osi odcigbych. A wiec
dla kazdego punkiu plaszczyzny C, istnieje
obrdt, przy ktbrym punkt ten praechodzi
na punkt poloiony na osi odeigtych.

3. Kolejne wykonanie po sobie dwéch
izometrii (czyli ich  superpozycja) dajé‘; Rys. 7
przeksztalcenie bedace réwniez izomgtriad.' '

Poza tym przeksztaleenie odwrotne wzgledem izometrii jest oczywidcie

1.:ez izom.etriad. Biorac to pod uwage i korzystajac z pojeé z Nr. 5 widzimy,
28 096l izometrii damej praestrzemi ma siebie stamows grupe przekszialcen.
Warto zauwazyé, ze obroty plaszezyzny C, stanowis grupe zawarts,

W grupie wszystkich przeksztalcer izometryoznych plaszezyzhy C, na

siebie, a v:figc podgrupe grupy izometrii plaszezyzny C,.
Podolz?n.wua\i przesuniecia przestrzeni O, stanowia podgrupe grupy
wszysthkich izometrii przestrzeni O, na siehie, ktéra z kolei jest podgrupe,

&
icm ~
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grupy wszystkich przeksztalcenn C, na siebie wzajemnie jednoznacznych,
tj. takich, ktére réznym punktom przyporzadkowuja zawsze rézne
punkty.

Jasne jest, ze cze$é wspllna ilukolwiek podgrup danej grupy G
przeksztatcen jest zawsze tez podgrupg grupy G.

4. Skladanie izometrii. Niech ¢(xy, %o, ..., #3)=(E1, Ty, ..., F,) bedzie
izometrig przestrzeni C, na siebie, zas p(xy, 2, ..., 2)=(2y, 2, -.., 7))
izometrig, przestrzeni C) na siebie. Niech dalej n=k--I i niech 4 oznacza
zbiér zlozony z pewnych (dowolnych zreszta) k& sposréd wskasnikéw
1,2,...,n — niech to beds wskazniki 4y, 4y, ..., %, — za§ B zbibr I
wskaznikéw pozostalych — niech to beds J1, Jo» +-+» 71- Niech wreszcie

% = . EY ‘/i’.i: dla ’b.E.A,
Flag, 2, ..., m,)=(3, 25, ..., 2;), gdzie z= ,
1 29 bl n 13 23 » ¥n/s ) "
. z,; dla teB.

Przeksztalcenie f’ﬁ jest izometrig przestrzeni . ; na siebie, gdyz

ol @ @, -5 2), O 5, - y)]P=
= (T, =4, )P+ (Toy—T3))*+- .+ (@5, =13, ) (@5 =15+ (5, — Y3, "+
o @y =
(oY) (@ — Yo (5, — 9, P (5, — )P (@1,
+oo (Y=

29[(231, Loy eens xn)a (yl’ Yoy -5 yn)]z'

Méwimy, ze izometria [ powstaln przez zlotenie izometrii ‘¢ w zakresie

spblrzednych  , , x,, ..., %, oraz izometrii y w zakresie spdlrzednych

I
By, Tygy oo

W szezegblnosei, zlozenie obrotu w zakresie ktérychkolwiek dwéch
spélrzednych z,tozsamosciag w zakresie pozostalych spélrzednych nazy-
waé bedziemy obrotem elementarnym w przestrzeni C,; w przypadku
n=1 za obrét elementarny uwazaé¢ bedziemy jedynie przeksztatcenie
tozsamosciowe.

Stwierdzilismy wyzej (str. 24), Ze istnieje obrét plaszczyzny C,,
przy ktérym dowolnie dany punkt (a,, @,) przechodzi na punkt postaci
(a, 0). Superponujac odpowiednio dobrane obroty elementarne, mozemy
kolejno doprowadzié do znikania spétrzedne ,, z,_,, ..., 2,1 wrezultacie
otrzymad izometrie [ spelniajgcq warunek f(0)=0 i przeksziaicajoce dany
punkt (a,, ..., a,) przestrzeni €, na punkt postaci (a, 0, 0, ..., 0).

Niech teraz I, oznacza zbiér wszystkich przeksztalcen izometry-
cznych przestrzeni €, na siebie, I za§ sume wszystkich zbioréw I,.
Wezmy pod uwage klase € wszystkich zbioréw FCI spehmiajacych
trzy nastepujgce warunki:
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1°. Do F nalezg wszystkie przesunigcia oraz wszystkie obroty elemen-
tarne. . o

9°. Jezeli dwa przeksztalcenia @ i y nalezace do F nalezg do jednego
i tego samego zbioru I, to ich superpozycja @y nalezy Flo F. Y

3°. Zlozenie dwéch izometrii nalezacych do F nalezy. zawsze do .

Jasne jest, ze cze$é wspdlna E wszystkich zbioréw klasy € tex te
warunki speia. . . o

Przeksztalcenia nalezace do E nazywaé bedziemy izometriams ele-
MENtaArnyYmi. ' . '

Méwiae obrazowo, sa to izometrie, ktére mozna otrzymaé przez
superpozycije i sktadanie przesunigé i obrotéw eIementarnych.

Twierdzenie. W preestrzeni O, damy jest uklad k-1 punkiéw po, Prs
vy Dy Istnieje izometria elementarna f przeksztaleajacs C, na siebie
taka, 2e f(p)=(ay1, @ 00 5 G, n)s gdzie a, ;=0 dla @<7'. o

Dowdd. Jedhi k=0, uklad sktada si¢ z jednego punktu py i przesunigeie
f(z)=2—p, jest izometria Zadang. Zalézmy wiee, ze k =1 iZe dla ukla-

du punktéw po, Py, - -, Py twierdzenie jest prawdziwe, czyli istnieje
izometria ¢ przeksztalcajaca O, na siebie i taka, ze dla 4=0, 1, ..., (k~-1)
jest

@ (D) =(@; 15 @5 95 -+ -5 g, )5 gdzie a; ;=0 dla 1<j.

By dowéd twierdzenia zakonczyé, wystarczy znaleié izometrie ¥
przestrzeni O, na siebie, przeksztalcajacs kazdy z punktéw ¢(p,), gdzie
i=0, 1, ..., (k—1), na siebie, punkt zad @(p)=(a"; 1, @'} g .-+s @'t ,)
na punkt (@, 1, @ ..., O o), gdzie @, ;=0 dla j>k. Wéwezas bowiem
izometria ==y spekniaé bedzie zadane warunki. Poniewaz w przypadku
k>=n mozna za ¢ wzigé przeksztalcenie tozsamodciowe, mozemy wige
zatozyé, ze k<<n. Wéwezas izometrie y o zadanej wlasnosei otrzymamy,
skladajac tozsamodé w zakresie spélrzednych w,, @, ..., %, _, z izometrig
(ktérej istnienie wyzej stwierdziliémy), przeksztatcajaca punkt 0 na siebie,
za$ punkb (@, 1, @ a1 .-+, @, ,) D& punkt postaci (a, 0, ..., 0). Istotnie,
przyjmujace @, =a, ; dlai=1,2, ..., (k—1), a;, =a oraz @, ;=0 dla j>Fk,
mamy @@ (p,)=(ay, 1, @ o5 ---, @, ) OraZ @, ;=0 dla j>k.

CWICZENIA. 1. Znalesé izometrig f, przeksztatcajace plaszczyzne (' na siebie w
taki sposéb, by f(1, 0)=(1, 1), za& f(0, 1)==(2, 2). Czy izometria taka istnieje tylko
jedna?

2. Oznaczajac dla kazdego ukladu punktdéw p;=(a;, 1, @/ g, « s @4, n), gdzie i==0, 1,
v My przez V(py, Py ey Pn) Wyznacznik

: Tagy aya - . aup
Lagy ays ovoin

lapy Gpg -« Gy

&
M ~w

Proste i hiperplaszezyzny 25

okazaé, ze przy przesunieciach i obrotach nie ulega on zmianie. Wywnioskowaé
stad, ktére permutacje spélrzednych dadza sie otrzymagé przez superponowanie
obrotéw elementarnych.

3. Podaé przykiad nie elementarnej izometrii przestrzeni C), na siebie.

10. Proste i hiperplaszezyzny w przestrzeniach kartezjanskich. Pod-
zbiér przestrzeni C, izometryczny z przestrzenia C, nazywaé bedziemy
k~wymiarowq hiperplaszczyzng w C,.

W szczegblnodci  hiperplaszezyzny jednowymiarowe nazywajg sie
liniami prostymi,- a dwuwymiarowe — plaszczyznami.

Przykladem k-wymiarowej hiperplaszezyzny w C, (gdzie k=mn) jest
zbiér wszystkich punktéw (zy, 2y, ...,x,) takich, ze z,=0 dla i>F.
Zbiér ten bedziemy oznaczaé przez C, 1

W szezegélnodei O, ,=(0), a C,, ,=C,.

Z twierdzenia udowodnionego w Nr 9 wynika, ze dla kazdego ukladu
k+1 danych punktéw przestrzeni C,, gdzie k=mn, istnieje izometria f
przeksztalcajaca €, na siebie w taki sposéb, ze punkty te przechodza na
punkty lezagce w O, ,. Izometria odwrotna przeksztalea woéwezas Cr
na pewng k-wymiarows hiperplaszezyzne lezaca w C, i przechodzacs
przez punkty dene. W ten sposéb poprzednie twierdzenie pozwala
wypowiedzieé nastepujacy

Wniosek. Przez kaizdy wklad k-+1 punktéw przestrzeni C,, gdzie k<n,
przechodzi co najmmiej jedna k-wymiarowa hiperplaszczyzna lesqea w C,.

W szezegdlnodei przez kazde dwa punkty przestrzeni C,, gdzie n>I,
przechodzi co najmniej jedna prosta, przez trzy (gdy n>2) — plaszezy-
zne itd. Otrzymany wniosek nie przesadza, ile hiperplaszczyzn mozna
przeprowadzi¢ przez dany uklad punktéw. W odniesieniu do prostej

- odpowied# na to pytanie daje nastgpujace

Twierdzenie. Przez kazde dwa réine punkty a i b przestrzeni C, prze-
chodzi dokladnie jedna prosta. Jest ona identycena ze zbiorem L punkiéw
postaci p(t)=t - a+-(1—t) - b, gdzie parametr t przebiega wszystkie wartodci
recywiste. )

Dowéd. Wystarczy okazaé, ze: 1° Zbiér L jest prosta przechodzaca
przez aib.

2°Prosta nie przystaje do zadnego swego podzbioru whasciwego.

3° Jezeli peC, oraz tréjka punktéw a, b, p jest izometryczna z pewns
tréjka punktéw lezacych na prostej, to pel.

Aby dowiesé 1°, niech f(x):p(g—((—zﬁ?ﬂ) dla kazdego (z)eC,. Otrzy-
mujemy przeksztaglcenie C; na L, ktére jest izometria, bowiem

(x—2') a—(z—2z')- b

elfo), fl = E=EL T o ey,
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prosta ta przechodzi przez a i b. o o -

Aby dowiesé 2°, przypusémy, ze @ jest 1zom.etruy przek:&zt‘fﬁmqqcaf
" prosta O, na jej podzbiér. Zauwazmy, ze dla kaz'(:leé;o ()eCy 1 kaidej
liczby >0 istnieja dokladnie dwa punkty.proste] (/.1 odjdajloz'(m o aod
a, gdyz réwnanie (z—a)?=¢* ma dokladnie dwa pierwiastki: w==a-l-«
iz=0—a. : ' .

Jedli teraz (z) jest dowolnym punktem prostej Oy r(mn‘yn} oq (p(())‘
to izometria @ musi przeksztalcaé pare punktéw (x)—@(0) i@ (0)—(z
oddalonyeh od 0 o g((z), ¢(0)) na pare punktéw odd&lonych od @(0) «
o((z), ¢(0)), & poniewaz jednym z nich jest punkt (z), wigc punkt tex
wystgpuje wéréd wartosci izometrii ¢. . |

Aby wreszcie dowie§é 3°, zauwazmy, ze na 13‘0,‘ b;{ tréjka. punktéw
a, b, p praystawala do tréjki punktéw lezacych na jednej prostej, potrzeba
by co najmniej jedna z odlegtosci

o1=0(a, b)=V(a—Db),

or=0(a, p)=V(a—p),

o= (b, p)=V(b—p)*
byla réwna sumie dwéch pozostatych. Jest to réwnowazne Wzyrun].){owi
(e1+0s+05) * (01+03—0a)  (1—0eT0s) - (e1—0a—0s)=0, czyli (6 —gy)+
+0} - (0—20i—205)=0. Ale gi=g}+0j—2(a—p)- (b—p), skad ¢i—ci=
=g;—2(a—p) " (b—p), & wige:
6i—2 - gi—20i=4(a—p) - (b—p)—4ai—0}-
Otrzymana zaleznodé przybiera wiec postaé:

[ei—2 " (a—p)- b—p)]*+ei - [4- (a—p) - (b—p)—4ei—0j]==0,
czyli 4 - [(a—p) - (b—p)]*—40303=0, co mozemy tez napisa¢ w postaii
[(@a—p) - (b—p)]2=(a—p)?- (b—p)2. Stad wobec (7) wnioskujemy, ze
istniejg liczby A i u, nie znikajace jednoczeénie i takie, ze A (a—p)=
=y - (b—p). Wobec a=b wynika stad A==y, skad p:;{—é—lz- a-—f—__u—ld -b.

Piszac t= 7

-+ (1—£) - b, co znaczy, ze peL.
W ten sposéb dowdd twierdzenia zostal zakoriczony.
Zaleznosé

__A__’ ‘mozemy ostatniej’ réwnosci nadaé postad p=t - a-+
~u :

pt)=t - a4 (1—1t) - b,
wyrazajaca punkty prostej przechodzacej przez a i b w postaci funkej
Parametru ¢, nazywa sie réwnaniem parametrycznym tej prostej. O proste
tej powiemy, ze jest przez punkty @ i b wyznaczona.

[Nr 11] Geometryczna charakteryzacja przesunied 27

Wobec zaleznoei p(ty)—p (t,)=(t,—1,) - (a—b) mamy

Q(P (t1), P(tz)):'m“t:al “o(a, b),
czyli odlegloéé dwéch punktéw tej prostej jest proporcjonalna do abso- -
lutnej wartosci réznicy parametréw, przy czym spélezynnikiem pro-
porcjonalnodei jest odleglodé punktéw o i b.

Dla punktu p=p(t)=t - a+(1—1) - b mamy

p—a=(t—1)- (a—0b); p—b=t- (a—b).

Jedli a==p=b, to 0==i=1 i mamy p—a:%(z}—b), gdzie spélezynnik

6=§—:—1 jest réiny od 01i od 1.

Spétezynnik ten nazywa sie stosunkiem pojedynczego podziatu punkiéw
a b praez punkt p.
a l—it= m s
czonej przez punkty @, b i rézny od tych punktéw, daje sig wyrazié w
postaci p:ﬁi——gé—b. W szezegblnodei dla f=—1 punkt pr«-?-;té nazywa

Poniewaz t= ﬁ, wige kazdy punkt p prostej, wyzna-

sie drodkiem pary punktéw a i b.

Jasne jest, ze jest to jedyny punkt prostej laczacej @ i b, jednakowo

oddalony od @ i b. Pojecie srodka zachowamy réwniez w przypadku,

. . a+b S .
gdy punkty a i b s5 réwne. Srodek p:%— bedzie wéwczas z punktami
tymi identyczny.

CWICZENIA. 1. Znale#é punkt przecigeia prostej,- wyznaczonej w przestrzeni
0, przez punkty a==(1, 2, 3, 4) i b=( -1, —%, —%, —i), z tréjwymiarows hiper-
plaszezyzng C, 4.

2. Zbadag¢, czy prosta L, wyznaczona w przestrzeni O przez punkty a;=
(0,1,2) i b;=(1,0,2), przecina prosts L, wyznaczonsg przez punkty a,=(1,1,1)
iby=(3,—3,5).

3. Znalezé punkt przecigcia si¢ trzech frodkowych tréjkata lezacego w C, i
majacego wierzchotki

a,=(0, 1, 1, 1), ay=(1, 0, 1, 1), ay=(—1, 1, —1, 0).

11. Geometryezna charakteryzacja przesuniee. Izometrie przestrze-
ni C,, okreflone wzorem f(z)=a+=, nazwaliémy w Nr 9 przesunieciami.
Ten rodzaj izometrii odegra w rozwazaniach naszych istotng role. Z tego
wzgledu zajmiemy sig geometrycznym schrakteryzowaniem przestmied,
tj. podaniem pewnych wlasnosei geometrycznych, przystugujacych
przesunieciom w przeciwiefistwie do wszystkich innych izometrii. Zna-
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czenie tej charakteryzacji przesunigé wyja:épimy 1la‘przykla,<izie pla-
szozyzny. Wprowadzajac w plaszezyZnie eukﬂliclesowe; ]’172 ukh»cl. H’pél-
rzednych prostokatnych, otrzymujemy z niej przestrzen l{amtez']anskad
C,, a w niej wzér f(x)=a-+2 okreéla przesunigcia, Ale uklad spolrzed-
nych prostokatnych dawal sie w B, obraé na wiele réznych sposobdw
i nie wiemy a priori, czy izometrie, bedace przesunieciamsi przy jednym
ukladzie, sa zawsze przesunigeiami przy innym ukdadzie. Pochodzi tc
stad, 7e przyjeta przez nas definicja przesunieé opiera gig na arytmety
cznej naturze punktéw przestrzeni C,, tymezasem dla geometrii prze
strzeni C, natura jej punktéw powinna byé bez znaczenia.

Geometryczng charakteryzacje przesunieé otrzymamy, dowodzgo twier-
dzenia nastepujacego:

Twierdzenie. Aby izometria | przesirzens C, na sicbie byla przesunie-
ciem, poirzeba i wystarcza, by istwiala liczba M taka, Ze @(rx:, f@) <M
dla kazdego x¢C,.

Dowéd poprzedzimy lematem nastepujacym:

Lemat. Jesdli @ jest izometrigq preesirzens O, na siebie, pray czym @ (0)==0,
oraz jeseli istnieje liczba dodatnio o taka, 2e g(x, @ (.’L’)) Za dla kaidego
zeC,, to @ jest praeksztalceniem tozsamodciowym. '

Dowéd lematu. W przypadku n=1 mamy

¢ (x)2=0[0, ¢ (2)]*=0[p (0), ¢ (¥)]*=0(Q, #)*=2".

A wige @(z) jest réwne z lub —az. Poniewaz o((a), —(a))==2a>>q,
wiec wynika stad, ze ¢((a))=(a). Gdyby teraz istniata liczba f=-0 taka,
ze ¢((B))=—(8), to bylo by

o[e((@), e((B)12=[p((2)), @((B))2=(a+p=0(ct f)2==(u—B)?,
skad a - f==0 whrew temu, ze a==0==p.

Niech teraz m>1. Przypudémy, ze istnieje punkt b taki, ze ¢(b)=
=0b'3b. Niech L oznacza prosts lgczaca punkty 0 i b. Tzometria
@ przeksztalca prostg L na prosts laczaca 0 i b'=g(b). Gdyby b'eL,
to izometria ¢ przeksztalcalaby prosta L na siebie, a wige — w myél
rozpatrzonego juz przypadku n=1 — bylaby tozsamodcia wbrew
przypuszezeniu, ze ¢ (b)==b. Zatem prosta L', laczaca 0 i b, jest rézna
od L. Wynika stad, ze istnieje liczba dodatnia v taka, ze

(11) o(b, b')=y oraz p(b, —b")=y.

Punkty prostej L sa, w my§l twierdzenia z Nr 10, postaci ¢- b+
+(1—¢) - 0=t b, za§ punkty prostej L' — postaci ¢-b'. Dla kazdego
rZgozywistego ¢ istnieje wiec takie ¢, ze ¢(t-b)=¢#+b’. Poniewaz
mamy, pray tym o(p(t-b), 0)=e(t-b, 0)=| (b, 0) oraz g(p(t, b), 0)=
v=‘—‘-g»’(t’ b, 0)=t"|-o(b', 0)y=1t|-0 (b, 0), wiee |t|=|¢'| czyli t'==s,t, gdzi

icm
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g, jest réwne 1 lub —1. Wym'ka stad, ze
Q(t'b) Qv(t'b)):g(tb: t"bl):lt]'g(b: &t bl)élt] Vs
co dla |t]|> s a jest sprzeczne z zatozeniem, ze o(x, ¢ (z)) <a dla kazdego

zeC,. W ten sposéb dowdd lematu zostal zakoriczony.
Dowdd twierdzenia. Jezeli f jest przesunieciem postaci

: f(@)=a+=,
to Q(w, ]‘(m))z[a[. A wiec warunek jest konieczny. Pozostaje okazaé
jego dostatecznodé. Niech wiec f bedzie przeksztalceniem izometrycznym
przestrzeni O, na siebie, dla ktérego istnieje stala M wigksza od
o(z, f ()) przy wszelkim £ C,,. Niech

¢ (@)=F(x)—F(0).

Przeksztalcenie ¢ jest izometria, przy czym ¢(0)=0, oraz dla kazdego
zeC, jest

o(=, ¢ (@) =0(x, {(@)+ol(f(), p@)<M+V (f(0)*

Przy a=M+V (7(0))2, mamy speione dla ¢ zalozenia lematu, skad
wynika, ze @(x)=z, czyli f(x)=2-+f(0) dla kazdego z¢C,. Izometria
f jest wiec przesunigciem.

CWICZENIE. 1. Okazaé, ze izometrie, okreslone analitycznie wzorem f(v)=
=a—z, daja sie scharakteryzowaé geometrycznie jako przeksztalcenie izometryczne
f przestrzeni C, na siebie takie, ze dla pewnego punktu stalego b jest o(z, f(z)) =
=2¢0(b, 2).

12. Wektory. Para punktéw p i ¢ przestrzeni C,, z uwzglednieniem
ich kolejnosei — czyli para uporzadkowana (por. str/i@ odnosnik 1)—
nazywa sie wektorem o poczagtku p i koicu gq.

Wektor ten oznaczaé bedziemy przez 4.
Odleglosé p(p, q) nazywaé bedziemy dlugodciq wektora i oznaczaé

przez |Pq].
Jest wiec
Ipgi=e(p, =) p—q)*.
T —
O dwoéch wektorach pg i p'¢' powiemy, Ze sg réwne, jezeli istnieje
przesuniecie f przestrzeni C, takie, ze f(p)=gq oraz f(p')=¢q’.
Poniewaz przesuniecia wyrazaja sie analitycznie w postaci f(x)=a-+z,
mamy wiec g=a-+p oraz ¢'=a-+p’, skad g—p=q'—p’. A wiec r6wnoéé
—_— - ) .
wektoréw pg i p'q jest réwnoznaczna z arytmetycznym warunkiem
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g—p=q'—p', ktéry oznacza, #e réinice miedzy :[)6lrwdnymi kotica, i
poczatku, czyli tzw. spélrzedne welktora, sg dla pg oraz p’ ¢' jednakowe.

Réwnosé wektoréw jest wiee réwnowazna réwnodei ich odpowiednich
spolrzednych. Jest to arytmetyczne scharakteryzowanio réwnodei wek-
toréw. -

Nalezy jednak wyraZnie zaznaczyé, ze o ile przcaﬁi‘mzpﬂ poddamy
przeksztalceniu izometryeznemu, to spélrzgdne wektoréw ulegny na ogd
zmianie, natomiast réwnosé wektoréw jako zdefiniowana geomotryczni
zachowa sie przy tym niezmienniczo.

Tstotnie, niech f bedzie przesunigciem przestrzeni ¢, w siebie takim
ze f(p)=q i [(p')=q', za§ ¢ jakakolwiek izometrig, przeksztalcajace O,
na siebie. Wéwcezas przeksztalcenio g=pfp_, jest izometrig, pray czym
g(cpfq)_l (x), x)=g(]‘cp_1( ), ¢ Hl(w)) jest stale, gdyz f jest przesuniggiom.,
Mamy przy tym go(p)=¢fp_.p(p)=0f(p)=p(g) i I>0<10bnm golp')=

=p(q), skad wynika réwnodé wektoréw @ (p) @(q) i p(p') q)(q’).

Klase wazystkich wektoréw réwnych miedzy soba nazywamy wekiorem
swobodnym lub po prostu wektorem, kazdy zad z wektoréw do tej klasy
nalezgcych nazywamy reprezeniontem tego wektora swobodnego.

Wektory swobodne oznaczaé b@dziemy najezedciej przy pomocy
matych liter gotyckich a, b, ... Wektor swobodny o reprezentancie

— —
pg oznaczaé tez bedziemy przez [Pq].

Wspélng dlugo$é reprezentantéw wektora swobodnego a nazywamy
dlugosciq welktora a i oznaczamy przez |a|.

Wektor o dhugodei zero nazywad bedziemy po prostu zerem i oznaczaé
przez 0.

Kazdy wektor o dlugoéei réwnej 1 na,zywaé bedziemy wersorem.
Wszystklm reprezentantom jednego wektora Swobodnego odpowiada

jedno i to samo przesuniecie. Jedli mianowicie p, qo Jest jednym z reprezen-
tantéw wektora swobodnego a, to przesunigcie f =(go—po)-+2 prze-
prowadza poczatek kazdego wektora tej klasy W ]egogkomec Wektorowi
swobodnemu odpowiada wige przesunigcie i na odwrét, tak ze pojecie
wektora swobodnego mozna uwazaé za nie réziigce sie w swej tregei
od pojecia przesunigcia. Jedno i drugie jest bowiem w istocie 1780y
klasy par uporzadkowanych, dla ktérych poprzednikami sg, poczgtki,
nastepnikami za$ konice réwnych wektoréw przestrzeni ,. Biorac
dalej pod uwage, ze spélrzedne wektoréw réwnych sg odpowmdmo
réwne, mozemy wektor swobodny a wyznaczyé przez uklad spélrzed-
nych ktéregokolwiek z jego reprezentantéw.

&
Im [Nr 13]

(12)Z l:al) gy « -+ an]+[bl: b2> ree bn]=
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~ Spéhrzedne te nazywamy spélrzednymi wektora swobodnego a, ktéry
w ten spos6b otrzymuje arytmetyczne przedstawienie w postaci uktadu
n liczb.
Kwadrat jego diugofei wyrazi sie przez sume jego spélrzednych.
Gdy @ oznacza punkt (a;,as,...,a,), za$ a wektor [ay, as, ..., a,],
to bedziemy tez pisaé (n) zamiast a, i [¢] zamiast a.

CWICZENIE. Okazaé, ze jesli f jest obrotem plaszezyzny C, (w sensie Nr 8),
—
nie bedgcym tozsamoscia, to zadne dwa wektory postaci p f(p) nie sa réwne.

13. Dodawanie i odejmowanie wektoréw. Niech beda dane dwa wek-
tory swobodne a=[ay, a,, ...,a,] i b=[by, by, ..., b,]. Odpowiadajg im
przesuniecia ¢ (z)=(a)-4-2 i t,u( )=(0)=+y. Ich superpozycja jest przesu-
niecie @ (x)=(a)4(b)+=.

Przesunigeie to (rys. 8), czyli wektor swobodny

: [(‘])—lr'(h)]:[a]_'i‘bl; a’z_l_bz: rers an_}—bn]: X,

nazywamy sumq wektoréw swobodnych
aibioznaczamy przez a--b.
Jest wiec

=[a;-+by, ay+by, ..., a,+b,].

Suma a-+-b jest jako superpozycja prze- . X
sunigé okreslona w sposéb niezmienniczy. Rys. 8
Wobec wzoru (12) widzimy, ze dodawanie
wektoréw aza sie arytmetyocznie przez dodawanie ich spélrzednych.

Wynika stall laczno$é i przemiennoéé dodawania oraz zaleinogé
a-0=u. ¢

Wektor ;a, %@CZ’U,TI{Z] do wektora a

(rys. 9), okre§lamy niezmienniczo jako >
przesuniecie odwrotne wzgledem przesu-
nigcia, ktére przedstawia wektor a. * -,
Ta definicja wektora —ua . pozwala nie- o
zmiengiczo okredlié réinice b—n wzorem ]
b—a=b4-(—n). ) - T
Wynika stad, ze : Rys. 9

(13" [by, by, ..., b ] —[ay, @, ..., a,]=
=[b;—ay, by—a,, ..., b,—a,].

Stad otrzymujemy: a—[—(h——a):b.
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Zbiér wektoréw swobodnych przestrzeni ¢, dod:»wﬁmniem jako
operacja grupows, stanowl grupe przemienng. Z pm.lkfu widzenia ‘ue'orii
grup nie rézni sig ona od grupy punl;tévv przestrzeni Uy (’10c1a.w&men:
punktéw jako operacjs grupowa. Grupa wektoréw swob?dnyoh prae
strzeni C,, w przeciwienstwie do grupy punlgtéw, okre.slona, zo.sta],e
przez przestrzen O, w sposéb niezmienniczy. Jej wlasnodei algebraiczn
stanowis, wiec wlasnogci geometryczne przestrzeni ¢,

CWICZENIE. Niech Py, Py, ++» 2% beda dowolnymi punktami przestrzeni ¢
>

[E—

Okazaé, 7o przyjmujac a;=[p; piq] dla i=0, 1, ..., (b—1) oraz wq==[p; p
mamy 0o+ ... +ap=0.

14. Wektory réwnolegle i mnozenie wektora przez liezhe. Méwimy, Z
wektory swobodne a i 0 sa rdéwnolegle © majq jednakowy zwrot, jeli
lab|=|a|+ 0], za§ ze sa réwnolegle i majq zwroly przeciwne, jeiel
ja—b |=In]+161. |

W obu przypadkach méwimy, ze wektory o i b sg réwnolegte.

Jesli a=[a,, g, ..., @,] 1 0=[b, by, ..., b,], to oba przypadki réwno-
leglodci wyrazaja sie arytmetycznie wzorem

n

2.

i=1

n 2 -
@xbp=at+ T v | Sal- 3o,

=1 =1 =1 =1

n k3 [
ktéry réwnowainy jest réwnosei (Y a;-by)*=) a? 3 b%. Okazaliémy
i= =l T
jednak (w Nr 6), ze réwno$é ta zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy
uklady liezb [ay, ¢y, ..., @,] 1 [by, by ...,b,] sa proporcjonalne, tj.
gdy istnieja liczby A i u nie znikajace jednoczesnie i takie, %e A - a=y - b.
Jezeli liczby A i 4 sa tego samego znaku, to mamy réwnoleglo§é ze
zwrotem jednakowym, jesli za§ znaki ich sg rézne, to mamy réwnoleglodé
ze zwrotem przeciwnym.

Przez zwrot wektora a==0 rozumiemy przy tym ogél wektoréw postaci
A+ a, gdzie 1>>0, a przez jego kierunek ogét wektoréw postaci A - n, gdzie
A==0. Mozemy wiec wypowiedzieé nastepujace

Twierdzenie. Aby wektory a=[ay, ay, ..., a,] 1 b=[by, by, ..., b,] byly
réwnolegle, potrzeba i wystarcza, by ich spélrzedne byly proporcjonalne.
tj. by istnialy liczby A 1i u nie znikajace jednoczeénie i takie, e A - a,=
=u-b; dla i=1,2,../,n. Wektory o i b majg 2urot jednakowy lw
zwroty przeciwme, zaleinie od tego czy A+ u=0, czy - u==0,

Mozemy teraz mnosenie wektora o ‘przez liczbe t okreglié geometryczni
w sposéb nastepujacy: ‘
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Jesli £=0, to t-a jest wektorem réwnoleglym do a o dlugoéei
réwnej ¢ |a], o zwrocie za$ takim jak a. Jezeli za§ t<0, to t-a jest
wektorem réwnolegtym do o, majacym dlugoéé ¢- |a|, lecz zwrot prze-
ciwny do zwrotu a.

Zamiast ¢t - a piszemy réwniez a - ¢,

Jasny jest niezmienniczy charakter tej definicji. Arytmetycznie,
mnozenie wektora przez liczbe wyraZa sie wzorem

(14)* tefay, Qg ooy o=t ay, iy, ..., t 4,

Miedzy dodawaniem i odejmowaniem wektoréw a mnozeniem ich
przez liczby zachodzg zwiazki:

(15) te(atb)=t-ad-t-b, (s=-f)-a=s-att-a.

Z definicji mnozenia wektora przez liczbe wynika, ze dla a==0 czynnik
¢ jest przez réwnanie t-a=D0 jednoznacznie wyznaczony. Méwige
obrazowo, czynnik ten wskazuje, ile razy nalezy wziaé wektor a, by
otrzymaé wektor 0. ’

Liczba ¢ speliajaca to réwnanie nazywa sie miarg wektora b (réwno-
leglego do wektora a==0) wegledem wektora a.

Prosta przechodzaca przez punkty a i b (rézne) jest — jak stwierdzi-
liSmy w Nr 10 — identyezna ze zbiorem punktéw postaci ¢ - a-4(1—t) - b=

—

=a—+(1—t) - (b—a). Piszac a=[ab] oraz A=1—t, wnosimy stad, ze

prosta ta jest identyczna ze zbiorem punktéw postaci p=a-1-(a).
Jest to tzw. wekiorialna postaé réwnania proste;. :
Prosta ta nie ulegnie zmijanie, gdy punkt a zastapimy przez jakikolwiek

‘inny punkt a’ na niej lezacy, wektor zaé a przez jakikolwiek wektor

a’==0 réwnolegly do a. Istotnie, punkt &' jest postaci a-a-(a),
wektor za¢ o' postaci 8- a, gdzie f==0, a wiec

A—a
g

przy czym %ﬁ (dla stalych « i f) przebiega wraz z 1 wszystkie

p=a+A- (0)=a'+(i—a) - (a)=a'+22 - (@),

. . e s 1 .
wartodci rzeczywiste. W szezegblnodei, dla ﬁ:l——ﬂ otrzymamy jako

wektor a’ wektor o diugodei =1, czyli pewien wersor. Kazda

~a
la]

prosta posiada wiec réwnanie wektorialne postaci
(16) p=a+i- (),
gdzie a jest ktérymkolwiek z jej punktéw, a za§ wersorem.

3 K.Borsuk, Geometria analityezna
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Zauwazmy dalej, ze jeéli réwnania wektorialne p==a-+24-(1) i p'=
—a'+1-(a') przedstawiaja jedna i te samg prosta, to wektory a i o
sa réwnolegle. Istotnie, wéwezas dla ka,)(lego A iﬂmiejc A" takie, e
a+2-(a)=a'+1"- (') oraz o takie, %e a'=a-+o- (0 ) Stad (A—24p) « (@)=
=2+ (a'), co dowodzi réwnoleglodei wektoréw a i a'.

Dzieki temu mozemy okreglié kierunek prostej L jako kicrunek wektore
a przy przedstawieniu L przez réwnanie wektorialne postaci (16).

Proste posiadajace jednakowy kierunek nazywaja sie rdwnoleglymi

OWICZENIA. 1. Znalezé w przestrzeni Cp réwnanio prostej, prrzechodzgee
przez punkt (1,2,3,4) i réwnoleglej do prostej laczgcej punkty (—1,0,1,0
oraz (0,2,—1,1). W ktérym punkeie przecina ona hiporplaszezyzng Oy,

2. Majac trzy wektory ay;=[1,—1,0], 04==]0,1,2], ny==[1,2,8], przedutawi
wektor a=[1,1,1] w postaci a==fy* a;+8," 0415+ g

“1s. Tloezyn skalarny wektoréw. Niech beds dane w przestrzeni ¢,
dwa wektory a=[ay, &y, ..., @,] i D=[by, by, ..., b,]. Woboe raloimodei

v n
|a4b 2= 2_' ai+2- Za, b+ ) b3,

i=1 ==,

n n n
ILI—E |22 Z 65,2—2 . Z ar,j'b,j"*“ Z b?,

1=l dz=z] =]

mamy

Z @ b= [| a402—|a—b[2,

=1
n
skad wynika, ze wielkodé Z @, * b; jest w sposéb niezmienniczy zwigzana
=1
z pary wektoréw a i D.
Wielkosé te nazywamy dloczynem skalarnym wektoréw a 40 i oznaczamy
przez a - b,
Mamy wiee

n
(17)* - b=[ay, ay, ..., a,] [by, by, ..., b,]=>" a;" b,

1=1
Tloczyn skalarny ma prosty sens elementarno-
geometryczny. Istotnie, zakladajge, ze a i b sg
réine od zera, wezmy dowolny punkt peC, i
przyjmijmy g=p--(a), r==p+(6). W mysl wniosku
v z Nr 10, trzy punkty p, g, 7 leza, w jednej plasz-
P czyfnie, a wiec mozemy je uwazaé za wierzchotki

Rys. 10 tréjkata (rys. 10) o bokach

@
M «.

Wektory prostopadie 35

op, @)=lal, e = ][] I, o(g, r)= [‘I“—ﬁ l; tréjkat ten moze byé
réwniez »zdegenerowany», tj. wierzcholki jego moga lezeé na jednej
prostej (co ma miejsce, gdy wektory o i b s3 réwnolegle). Dhugosci
bokéw tego tréjkata nie zalezg przy tym od wyboru punktu p, lecz jedynie
od wektoréw a i b. Oznaczmy przez 0 kat (w sensie elementarno-geo-
metrycznym, a wiee speliajacy warunek 0==0-<n), lezacy u wierz-
cholka p tego tréjkata. .

Kat ten zalezy jedynie od odleglodei o (p, q), o(p, ), 0(¢,7) — a wiee
jest wielkoScig zwigzang niezmienniczo z wektorami a i . Nazywamy
go katem miedzy wektorami a 7 b.

Zaleznos¢ miedzy katem 0 a bokami tréjkata dana jest przez znany
z trygonometrii elementarnej wzér Carnotal postaci

(g, r)*=0(p, )*+o(p, r)*—20(p, )0 (p, 7) - cos b,

ktéry — jak latwo zauwazyé — stosuje sie réwniez do przypadku, gdy
trojkat jest zdegenerowany. Poniewaz o(p, q)%+o(p, 7)>—o(q, ) =q2+4

7
+02—(a—0)2=2 Z a;- b, wiec z wzoru Carnota wynika zaleznosé

=1
Dva;b=la]-|b]-cosf, czyli
=1
(18) a-b=la]-|b]-cosé.

Zestawiajac wzory (12), (13), (14) i (17) ze wzorami, przy ktérych
pomocy w Nr 7 zdefiniowane zostaly dzialania na punktach, widzimy,
ze réznica polega jedynie na zmianie interpretacji ukladéw n liczb,
ktére zamiast oznaczaé¢ punkty, oznaczaja obecnie wektory swobodne.
Wynika stad, ze prawa formalne dzialaii na wektorach nie réznia sie
od praw formalnych odpowiednich dzialan na punktach przestrzeni C,.
Zmianie jednak ulegla tre$é tych dziala, majacych w odniesieniu do
punktéw charakter jedynie skrétéw rachunkowych, w odniesieniu za$
do wektoréw — charakter operacji niezmienniczych.

Biorae pod uwage, ze r6wnosé cos 6=0 jest réwnowazna (dla 0= <x)

warunkowi 0:%, wnioskujemy z zaleinosei (17), ze wektory a i b rézne

od zera tworzg kat prosty, czyli ze sa ortogonalne, tj. prostopadie wtedy
i tylko wtedy, gdy ich iloczyn skalarny znika.
Pojecie kata miedzy wektorami traci swéj sens, gdy co najmniej

! L. N. M. Carnot, maz stanu i geometra francuski (1754—1823).
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jeden z nich znika. Na og6l wygodnie jest jednak i takie wektory uwazad
za, prostopadle. A wiec: o
(19"  Wekiory a i b sq prostopadle whedy © tylko wiedy, g(ly’ a0==0.
Jezeli wektory a’ i 0’ sa odpowiednio rc’)w'nolcg]:e do we];t)ormfv progto-
padtych aib (nie zerowych), to sa one .bez prost?pad]:e. it ;?()SLQI.)QJ}(llpéé
jest wiec wlasnoscia kierunku; kierunki wektoréw prostopadlych na-
ja sie p1 dbymd.
Zygz %z?fupZ;ggoaC;n?lca dalej, ze jesli wektor' B' jest p:m'ostO})aclly do k&A
dego z wektoréw ay, Oy, ..., O, tO jest réwnlez Prostopadly do ka,‘z'(le‘].
kombinacji limiowej tych wektoréw, tj. do kazdego Wel'(tom’ pf)stsm
foag by b0y, gdzie By, ity ot 88 spolezynnikami liczbo-
wymi. . .
W dalszym ciagu wielokrotnie stosowaé b@dglem;“y ozZnaczenis .@glstga?)_ll-
jace: przez 6} (gdzie wskazniki 4 oraz j przeblega].ad \iva:rto'éc.t ou}kowwe)
rozumieé bedziemy liczbe 0, jesli i==j, & liczbe 1, jekli 4==7, cuyli
;[0 dla ¢=k]
(20) ‘SL={1 dla i=.

Wektor przestrzeni €, okredlony wzorem
(21) “‘ v=[8, 8, ., 8]

jest wersorem, ktérego i-ta spélrzedna jest jednofcia, pozostale zad
mikaja. Prosta okreglona przez réwnanie wektorialne
p(t)=t- (v;) ) .

jest identyczna ze zbiorem punktéw (g, g, ..., Zy) takich, ze x,=0
dla y==1.

Prosta, te nazywamy osig ;. . .

Odpowiedniodé miedzy jej punktami a liczbami «; pozwala ja uwazaé
za of liczbows w sensie przyjetym w Nr 2.

Wektor v, nazywaé bedziemy wersorem 0si ;.

Ze wzorn (18) wynika, ze cosinus kata wektora a=[ay, as, ..., @,]=4=0
z wersorem Y; jest réwny !%:
Liczby Tag—i[, gdzie i=1, 2, ..., n, hazywajg sie cosinusams kierunkowymsi

wektora a. '
Sa one jednoczeénie okreglone dla kazdego wektora a==0, a suma ich

kwadratéw jest réwna 1. Dwa wektory a=[ay,ds, ..., 0, i a'==
={[ay, ay, ..., a,] maja jednakowe cosinusy kierunkowe wtedy i tylko wtedy,
gdy l%:i\=—% dla i=1,2,...,n, czyli gdy |a|-a’==]a'| " a, *tj.

gdy sa réwnolegle i maja jednakowe zwroty. A wige:
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Cosinusy kierunkowe wyznaczajq kierunck i 2wrot wektora. Cosinusy

kierunkowe —wektoréw réwnoleglych majacych zwroty przeciwne majq
znaki przeciume.

CWICZENIA. 1. Niech 0y, g, ... Qr, beda wektorami przestrzeni C,, za$ a,
ay, .., ay liczhami. Okazaé, ze jesli wektor a=a;°0;+ay* A+ ...+ap-a; jest pro-
stopadly do kazdego z wektoréw ay, y, ..., az, to a=0.

2. Znaleté w przestrzeni Cy trzy wersory, z ktérych kazdy jest prostopadty

2 .
do obu pozostalych, wiedzac, ze jednym znich jest wektor [:13, g, §] oraz ze pierw-
sza spélrzedna drugiego jest zerem. : :
3. Zakladajac, Ze sposréd = wektoréw ay, a,, ..., 0, kazdy jest prostopadly
do wszystkich pozostalych, okazaé, ze wyznacznikl la; ;1(i, j=1, 2, ..., n) ma

wartos¢ bezwzgledna réwng iloczynowi a, |- [na]-...- la, B

t Przez |a; ;| (3, =1, 2, ..., ») oznaczaé bedziemy wyznacznik

ai1 Q12 ... Ay
Qa1 @ ... A2y
An1 @po «v. By
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/ ory liniowe w przestrzeniach kartezjanskich

16. Zbiory liniowe. Zbiér 4 zawarty w 0, nazywadé bedziemy liniowym,
jedli kazda prosta laczaca dwa rézne jego punkty catkowicie w nim lezy.

Przykladem zbioru liniowego jest kazda hiperplaszezyzna (w szczegdl-
nosci wiee zbi6r pusty, zbiér jednopunktowy oraz cale przestrzen (/,);
okazemy pbiniej, ze zbiory liniowe sg identyczne z hiperplaszesyznami,
Na razie zauwazmy, ze czgéé wspdlna dowolnie wiclu zbioréw liniowych
jest zawsze zbiorem liniowym. Wynika stad, ze dla kaidego podzbioru B
przestrzeni O, istnieje dokladnie jeden najmniejszy nadzbidr Lniowy, a
mianowicie czg§é wspdlna wszystkich podzbioréw liniowych przestrzeni
C,, zawierajacych X.

Ten najmniejszy nadzbiér liniowy oznaczaé bedziemy przez C(K).

Jedli B sklada sig ze skonczonej liczby punktéw po, Py, ..., Py tO
zamiast C(E) pisaé bedziemy O(po, py, ..., p,) i zbibr tem nazywad
bedziemy wyznaczonym prazez punkty po, py, ..., p, ub ten zlgczem
punktéw po, Py, ..., Py ‘

Twierdzenie. Zigcz punkiéw po, Py, ..., py, jest identycany ze zl‘n‘or?m
punkiéw postaci ty:po+ty Py ...+ 0y, gdzie fo4- b+ ... f=pl

Dowéd. Zbiér T punktéw postaci to:po+ty P+ ... -1, p, gdzie
tott4-. .. +t=1, zawiera kazdy z punktéw p, oraz jest liniowy, bo pro-
sta. L, laczaca dwa dowolne jego réine punkty p'=f,' po -+ b
ot o 1 p"=0" potty" - pyF.. 8" - py, sklada sie z punktéw
postaci :

P/ (L) =t (1) - 80"] ot [o 8+ (1—) 7] - py b .
o g (1—2) 8] Pr
ktére wszystkie naleza do 7, poniewas

k I k
2Lt (=)t =13t/ 4 (1—1) bt (Lt =21,

=0 =) =0

A wiee C (p,, Prs s PR

icm
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Pozostaje okazaé, ze kazdy punkt zbioru 7' nalezy do C'(pg, Py, .., D).
Jest tak dla tych punktéw #y-po-ty -y +.. .+ b pp e, dla ktérych
tylko jeden ze spélezynnikéw ¢, jest rézny od zera, gdyz sg one identy-
czne z punktami pg, p,, ..., p,. Zalézmy wiec, ze okazana juz zostala
przynaleznosé do C(po, py, ..., p,) wszystkich takich punktéw postaci
borPotty ittt oy, (gdzie totty+ ... +1,=1), dla ktérych liczba
spolezynnikéw ¢; réanych od zera nie przekracza pewnej liezby natural-
nej l=k. WeZmy teraz punkt tejie postaci, lecz o I+1 réznych od zera
spélezynnikach. Ze wzgledu na symetrie zalozer, przyjaé¢ mozemy bez
zmniejszenia ogélnoéci rozwazan, ze réznymi od zera sg spélezynniki
fo, by, ..., &, czyli Ze punkt jest postaci p=to - oty Pt ... +4 -
Wobec I+1>1, nie wszystkie spélezynniki ¢, £, ..., s3 réwne 1.
Ze wzgledu na symetrig zalozent, mozemy np. prayjaé, ze fo==1. Wéwezas
punkt g— b Prtty Dot Hepy

1—i,

cyjnego — do C'(po, Py, ..., p,).

A wiec naleza do C(py, py, ..., ) wszystkie punkty prostej laczacej
Do z ¢, czyli punkty postaci

1—¢
tepo + (1—1) '(Z:t'?’o‘l“lj—to (b prtts o1 )

Dla t=t, otrzymamy punkt p. A wiec PeC(Poy Prs -+ Do)
co bylo do okazania.

nalezy — w mysl zalozenia induk-

CWICZENIA, 1. W przestrzeni G, dane sg punkty: py=(1,0,1,0), p,=(0,1,0,1),
Py=(—LL01), py=(-1,1,—1,2), p,=(1,2,3,4), p;=(1,—2,3,—1). Zbadaé, czy
ktérykolwiek z punktéw prostej laczacej p, 1 p; nalezy do zlacza C(pg Py, Pas Ps)
punktéw pg, Py, Py, Dy

2. Przy oznaczeniach z éwiczenia 1 zbadad, czy istnieje punkt wspélny dla
zbior6w C (py, p1, Ps) 1 C(pys Dy, P5)-

17. Liniowa zaleinos¢ punkiéw. Przyjmiemy definicje nastepujgca:

Definicja®. Punlkt p jest liniowo zaletny od zbioru EC,, jeseli peC(E).
Uklad punktéw po, py, ..., p, jest liniowo niezalesny, jedli saden z tych
punktéw nie jest liniowo zaleiny od pozostatych.

PRZYKLADY. Dwa punkty sg liniowo zaleine jedynie wtedy, gdy sie po-

krywajg. Trzy punkty sa liniowo zalezne wtedy i tylko wtedy, gdy leza na jednej
prostej.

Jasne jest, ze tak okredlona liniowa niezaleino§é zachowa sie nie-
zmienniczo, jesli caly przestrzen C, poddamy przeksztalceniu izometry-

cznemu na siebie?, gdyz niezmienniczo zachowaja sie przy tym zbiory

T Jefli mianowicie f jest izometria przeksztaleajaca przestrzen O, na siebis,
punkty za§ pg, Py, ..., p¢ stenowia uklad liniowo niezaleiny, to niezalezny
liniowo jest réwniez uklad punktéw f(p), f(P1)s .--» F(D1)-
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liniowe. Natomiast na razie nie wiemy, czy uk']:adfl p.unkt.()vtr l'iniowo
niezalezny przejdzie zawsze na uklad linjowo niezalezny, jozeli pree-
ksztalceniu izometrycznemu poddamy jedynie ptmkty tego ukladu, Ze
tak jest istotnie, dowiedziemy dopiero pdZniej '(w .N r 22): (‘)becn%e
zajmiemy sig arytmetycznym scharakteryzowaniem. liniowej niczales-
nosci przy pomocy twierdzenia nastepujacego:

Twierdzenie’. Punkty po, Pys .-, P 80 lindowo niezaleine wiedy © tylko
wiedy, gdy = zaleinosci Ay- o+ Ay Pyt .o+ A =0, gdrie Agb- AL
v 2 =0, wynika ,=0 dla i=0, 1, ..., k. ;

Dowéd. Jedli punkty po, Py, - ., P, 88 liniowo zalezne, to jeden » nich
— np. py — wyraza sie w postaci ¢y - pyty Py ... - '(k'gvk, gdzie t;-
ty+ ... + t,=1. Przyjmujac wéwezas dg==1 oraz A= -1, dla fs== ][,v2, ey ke,
mamy Ao Po+i Pt A pp==0 oraz Ay-+-A4 ... b Ae=0. Jedli zad
istnieja, liczby A; spelmiajace obie ostatnie réwnodei i nie wezystkie
réwne zeru, a wiec np. Ay==0, to przyjmujac f,==— j/:t(: dle d=1, 2,00, k&,
mamy po=ty* Py +ty* Pp+ ... 4=t Py, Proy czym

— (Aot A
byt = (1 i: 1 L):_:,l,

czyli po=C (py, Pas -+, Py)-

Whniosek™. Jezeli punkty po, py, ..., v, s@ liniowo niezalesne, to hasdy
punkt peC(po, py, ..., 1) daje sie tylko w jeden sposéb praedstawid
w postact p==ty:Po+ 1ty Py + ...+ b, Py, gdeie by--ty .. -5 f=1,

Istotnie, jesli réwniez p=ty' - o1, py - ... + 1, py, gdzie by b, '+ .
st =1, to (fe—to')  pot-(b—ty) Py A ... (te—1t,") =0, skad —

k .
wobec > (t,—t,)=0 — wynika t,— t,/=0 dla i=0, 1, ..., k.
7=0

CWICZENIA. 1. Czy punkty

1 1
Po=(1,2, 3); .?912(—1’ ~3 "§)7 P=(0, 1, 3); p3=(2: 1, 2)

58 liniowo niezalezne?
2. Okazaé, ze jesli punkty pg, py, ..., p; sq liniowo niezalezne, to liniowo nie-
zalezne sg réwniez punkty p, po+py, ..., Potpit+ ... -+ pp i na odwrét,

18%. Liniowa zaleznos¢ wektoréw. Wektor swobodny « jest Lntowo
zaleiny od wektoréw oy, g, ..., a,, jezeli jest ich kombinacjg liniowa,
czyli jezeli dla pewnych spélezynnikéw s O, +.uy @ jEBE
a=a1-n1+a2~a2+...+ak-uk.

Uklad wektoréw oy, ay, ..., 0, jest liniowo niezaleény, jedli zaden z
nich nie jest liniowo zalezny od pozostatych.

icm .

Liniowa zaleznosé wektoréw 41

Jasne jest, ze definicja ta daje sie réwniez ujaé, jak nastepuje:
uklad wektoréw a,,0,, ..., 0, jest liniowo niezaleiny, jesli ze znikania
ich  kombinacji ~liniowej t -, 4-1,-a, - st b wynika  znikanie
wszystkich spotezynnikow t,.

PRZYKLAD. Uklad zlozony z dwéch wektoréw jest liniowo niezalezny wtedy i
tylko wtedy, gdy wektory te nie sa réwnolegle.

Miedzy liniows niezaleznogcia punktéw a liniows niezaleznoscia
wektoréw zachodzi prosty zwiazek, ktéry wyraza sie przez nastepujace

Twierdzenie. Punkty po, py, ..., p, sq liniowo niczaleine wiedy i tylko

wtedy, gdy wektory swobodne [pop], gdzie i=1, 2, ..., k, sq liniowo nie-
zalezne.

Dowod. Jedli wektory u,=[pgp,] nie sg liniowo niezaleine, to istnieje
ich kombinacja liniowa ¢ -a, 41, 0,4+ ...+, -q, réwna zeru, o nie
vs;szystkich spélezynnikach znikajacych. Mamy wiee ¢ (p, — po) +
Ft, (Pe—po) - - At (D—po)=0, czyli =t; dla i=1,2,...,k oraz
Ao=—(t;+ty + ... +1,) — zaleinods 4, “PotAy Pyt + A p=0, gdzie
nie wszystkie spélezynniki 1, znikaja oraz Ao+ M+ .4 4,=0.

Jesli zad istniejg spélezynniki 2, 215 -+, A, nie wszystkie réwne zeru
i takie, ze Ay py+A;-p,+ coo A p=0 oraz Ag+2A,+ ... +24,=0, to

0="=(A1+A+...-+ 1), a wiec nie wszystkie liczby 1y, s, ..., 4, znikaja.
Podstawiajac t,=24, dla i=1,2, ..., otrzymamy ;- (p, — p,) +
+ty (Pa—Po) + .. b+ (P—D)=0, czyli ,-a, + o Qg ... ¢, 0,=0.
Wektory a,, 0y, ..., a, nie sa wiec liniowo niezaleine.

Whiosek. Jezeli punkty py, py, ..., p, sa liniowo niezalesne, to prayjmu-

jac ni=[37();i] dlai=1,2, ..., k, mosemy kasdy punkt peC(py, Py, .-, )
przedstowié w jeden i tylko jeden sposéb w postaci P=py+t; * (0)+
Flp () + o At (0y), gdzie ty,ty ..., 8, sq spdleaynnikami liczbowyms.

Istotnie, wobec twierdzenia z Nr 16, punkt p jest postaci £, py+
ot by, gdzie fgHiF .. 4t,=1. Stad od razu wynika, ze
P=py+1t; - ()45 (1) + ... + 1, (n,). Liniowa niezalesnosé wektoréw
a; pociaga za sobg jednoznacznoéé tego przedstawienia.

CGWICZENIA. 1. Zbadaé, czy w przestrzeni O, wektory:
[l: 2’ 37 4]: I—O) ”1: 0’ _2]) [O’ 2» 3: 5]! [2> _'1: 3: *3]

sa liniowo niezalezne. .
2. Okazaé, ze jedli zaden z wektoréw ay, 0, ..., a; nie znika, przy czym kazdy z
nich jest prostopadly do pozostatych, to sa one liniowo niezalezne.
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19. Maksymalne uklady liniowo niezalezne. Liczba wektoré‘\fv liniowao

niezaleznych w przestrzeni C, ograniczona jest przes nastepujgce

Twierdzenie®. W przesirzens C,, istnieje uklad liniowo niezaleiny zlo-
tony z n wekioréw, natomiast ulclad zawterajqey wiecej niz o wekloréw
nigdy nie jest liniowo niezalezny.

Dowdéd. Niezalezne liniowo sg oczywicie wersory v, okredlone przez
wzér (21) z Nr 15, Pozostaje wiec okazad, ze kazdy uklaﬁ. gy Agy veslly
zlozony z wektoréw przestrzeni C, jest ]‘inioqwo' mlem:y. f'Jo.L;;b ¢
oczywiscie prawdziwe w przypadku n=0, gdyz C, skl_adf,m sig 7 jednegc
tylko punktu, a wiec jedynym wektorem przestrzeni U, jest wektor 0
Zal6imy wiee, ze n>0 i ze dla przestrzeni kartezjanskich o wymiarze
mniejszym od » liniowa zalezno$é zachodzi. Jedli teraz kazdy z wektoréw
1, ma ostatnia skladows réwng zeru, to wszystkie to woktory uwazaé
moina za wektory przestrzeni kartezjanskicj (n-—1)-wymiarowej
C,,—1; & zatem na mocy zalozenia indukeyjnego sy one liniowo zalezne,
Mozemy wige ograniczyé sie do przypadku, gdy np. a,,,==[dy, ty, ..., a,]
ma ostatnia spéhrzedns a,==0. Mozemy wéwezas znaleséd liczby . ay, oy,
.. a, takie, ze dla i=1,2,...,n kazdy z wektoréw a,—a;- a,.,; ma
ostatnig spéirzedng réwng zeru. Wektory te mozemy uwazaé za wektory
(n—1)-wymiarowej przestrzeni kartezjanskiej C, ,.,, a wige na mocy
zalozenia indukeyjnego istnieja spdlezynniki #y, b, .. ., ¢, nie wszystkie
réwne zeru i takie, ze

n
2t (05— Oys) =0,

i==1
co mozemy réwniez napisaé w postaci
R L ol G e e 7 I SR T

oznaczajacej, ze wektory aj, ay, ..., a,,, s liniowo zalezne.

Wniosek 17 Jedli wektory ay, 0y, ..., 0, preestrzeni C, tworzq uklad
liniowo niezaleiny, to kazdy weltor o przestrzens C, daje sie w dokladnie
jeden sposéb przedstawié w postaci ich kombinacji liniowe;.

Istotnie, uklad a,, 0, ...,q,, a jest juz liniowo zalezny, a wiec istniejs
spétezynmiki #, &y, ..., 8,, ¢ nie wszystkie réwne zeru i takie, ze t,-a,+
+ipr0g+... 1, 0,4+ a=0. Wobec liniowej niezaleznodei ukladu

£y ty tn

03, gy ooy @, Jest £20, skad Q= g O S ly— = Jezeli

réwniez =2, a;+45*0y+...4 4, a,, to otrzymujemy
1y b
(11‘{‘ ) a;+ (}v +") PSS SR S (/111_}" ) =0,

skad A, + —-~—O czyli 1 ————%

o
Im [Nr 19]

Maksymalne uklady liniowo niezaleine 43

Wniosek 2°. W przestrzeni O, istnieje n+1 punktéw liniowo niezales-
nych, natomiast uklad zawierajacy wiecej niz n-+1 punktéw jest zawsze
Liniowo zalezny.

Wniosek ten otrzymujemy z ostatniego twierdzenia, po uwzglednieniu
twierdzenia z Nr 18.

Wniosek 8'. Preestrzenie kartezjanskie o Toz'n,ych wymiograch mnie Ssg
1zometryczne.

Wniosek 4% Jezeli punkty py, py, ..., p, preestrzeni C, sq liniowo
niezalezne, to C(py, Py, .-, Pp)=0C,.

Istotnie, wobec twierdzenia z Nr 18 oraz wniosku 1, dla ka,idego

punktu peC, wektor [p0 p] jest kombinacja liniows Wektorow [pop,]
gdzie i=1, 2, ..., », czyli istniejg liczby takie ¢, 4y, ..., 1,, 2 p— Po=
1

b7 n n
=Z (p—po), ezyli de p=(1—2"t) - po+ 2. t;- .. Wobec
=1 7==1

=1
n i
(=304 3o
i=1 =1
oraz twierdzenia z Nr 16 wynika stad, ze peC (pq, Py, - -, P,)-

Wniosek 5. Przestrzer C, nie jest izometryczna z adng swa czesciq
wilasciwg.

Istotnie, jezeli izometria ¢ przeksztalca przestrzen C, na podzbiér

E, to, biorac uklad liniowo niezalezny py, py, ..., p, W C,, otrzymamy
po przeksztalceniu ¢ uktad ¢ (py), ¢ (py), ..., @(p,) tez liniowo niezalezny.
Zatem w my$l wniosku 4 jest Clo(po)s @ (P1)s ---» (p(pn))an. Ale
zbiér B jest liniowy, wiec C(g(p,), @(py), ..., ¢(p,)) zawiera sig w E,
skad wynika E=(,.
- Wniosek 6. Jesli punkty py, py, ..., p, preestrzeni C, sq liniowo nie-
zalezne, to C(py, py, ..., 1) jest k-wymiarowq hiperplaszczyzng. Jest to
przy tym jedyna k-wymiarowa hiperplasaczyzna przestrzeni C, zawierajq-
ca te punkty.

Wobec wniosku 2 jest k=n, a wiec — na mocy wniosku z Nr 10 —
istnieje w (', hiperplaszezyzna k-wymiarowa H przechodzaca przez
punkty pg, Py, .., 2. Wiee C(pg, py, ..., 1) jest podzbiorem linio-
wym hiperplaszezyzny H, skad wobec wniosku 4 ofrzymujemy
H:C’(:po, P ooy D)

* Wniosek ten, jak réwniez wnioski 5, 6, 7, 8, 9 =z tego Nr, pozostaja prawdziwe
takze w dziedzinie zespolonej. Poniewaz jednak definicje izometrii oraz hiper-
plaszezyzny k-wymiarowej w dziedzinie zespolonej odbiegaja od definicji przyje-
tych tu dla dziedziny rzeczywistej (jak to blizej oméwimy w Nr 119), wige podane

dowody nie przenosza si¢ bez zmian na dziedzine zespolona. Z tego wzgledu
litery «z» przy wnioskach tych nie umieszczamy.
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Wniosek 7. Uklad punktéw pos P> - s Pi prz.astr'za.m‘(f'n jﬂ:&'t limiowo
niezaleiny wtedy © tylko wiedy, gdy w C, nie z:,s'tm(eya hiperplaszezyana
o wymiarze mmiejszym od K, zawiway'cpcq wezystleie i(.é mml.ctg/. - |

Whiosek 8. Kazdy podzbidr liniowy K preestrzent C, jest hiperplasz-
czyzng. .

Jest on bowiem identyczny ze zbiorem C(py 21> y ].J,_'), gdm;u ,p}m'kty
Doy Do -5 Pi, TWOTZY maksymalnie liczny uklad liniowo niczalezny,
zlozony z punktéw zbioru K. o - .

Biorge dalej pod uwage, Ze (na mocy twierdzenia z Nr !?) kazd}f
uklad k-1 punktéw przestrzeni O, daje sig, przy ]j)omc?cy ]ZO]”L’L(:t]?]l
calej przestrzeni C, na siebie, przeksztalcié ma uklad lezacy w O/, ,,
mozemy wypowiedzieé nastepujacy . '

Wniosek 9. Dia kasdej k-wymiarowej hiperplaszczyzny I pracstrzeni
C, istnieje izometria | preekszalcajaca O, no siebi@i tak, 2o f(H)=0, .

Whiosek 10% Z kaidego limiowo wiezaleinego ulladu punktéw prze-
strzeni C,, daje sie preez ewentualne dolgezenie dalszych punietdu prae-
strzeni C,, otraymad liniowo miezaleiny uklad zlozony 2 m--1 pu/)‘),/f;t‘éw.

Istotnie, jesli dany uklad sklada sie z punktow pg, Py, ..oy P gdgie
k<n, to C(py, P ..., P) jest podzbiorem wladciwym przestrzeni (f,.
Biorac dowolny punkt ., przestrzeni, nie nalezacy do C'(pg, Py, -+, 24)s
otrzymamy uklad pg, Py, -, Py Prpy1> Die lezacy w k-wymiarowej hiper-
plaszezyZnie, a wige (w my§l wniosku 7) liniowo niezalezny.

Wnriosek 11%. Kazdy liniowo miezaleiny uklad wektordw przestrzeni O,
daje sie uzupelnié do takiegoi ukladu zlodonego z n wekiordw.

Jegli bowiem ay, a,, ..., 0, tworzg uklad liniowo niezaleZny zlozony
z k<<n wektoréw przestrzeni C,, to w my§l twierdzenia z Nr 18 punkty
Py=0, p,=(n,) dla =1,2,...,k tworza uklad liniowo niezalezny.
Uzupehiajac go —w myél wniosku 10 — do liniowo niezaleznego ukladu

e
Pos Pps -+ Py Wystarczy przyjad a,=[pp] dla ¢=1,2,..., %,

CWICZENIA. 1. Uklad zlozony z punktéw
po=(1,0,0,1), p;=(1, 2, 3, 4) i p,=(2, —1, 2, 1)

uzupemié do ukladu liniowo niezaleznego zlozonego z & punkiéw przestrzeni C,.

2. W przestrzeni C; dane sg 3 punkty:
po=(L, 1, 1, L, 1), py=(—1,1, =1, 1, —1) i py=(1, 0, 2, 0, 8).

Znaleit¢ w plaszezyinie C(p,, P, pg) uklad zlozony z trzech punktéw liniowo
niezaleznych réznych od punktéw pg, Py, Ps-

3. Okazaé, ze jesli dwie rézne (n— 1)-wymiarowe hiperplagzezyzny przestrzeni

Oy, nie sg rozlaczne, to przecinaja sie wzdluz pewnej (n— 2)-wymiarowej hiper-
plaszezyzny.

Macierz kwadratowa 45

Wskazbwka. Przyjaé, ze jedns z hiperplaszezyzn jest Cn, n—1, na drugiej za$
wybraé uklad » punktéw liniowo niezaleznych oraz punkt, ktérego ostatnia spél-
rzedna jest rézna od ostatniej spélrzednej kazdego z punktéw tego ukladu.

" 20% Algebraiczne wyznaczenie maksymalnej ilosci wektoréw liniowo
niezaleznych. Niech kazdej parze (uporzadkowanej) wskaznikéw (i, 5),
gdzie i=1,2,...,k, a j=1,2, ..., 1, przyporzadkowana bedzie liczba
@;;. Taki uklad liczb a,; nazywamy maciersq o k wierszach i 1 ko-
lumnach i oznaczamy przez

(az‘,f) (L:l 2, ..k =12, ..., D),

przy czym wskaznik umieszczony w drugim nawiasie na pierwszym
miejscu (bez wzgledu na to, w jaki sposéb od niego uzaleiniona jest
liczba @,,;) nazywamy numerem wiersza, wskaznik zas umieszezony
w drugim nawiasie na drugim miejscu — numerem kolumny.

Nazwy «wiersze» i «kolumny» pochodzg stad, ze macierz (a; ;) (i=1, .
2, .., k;j=1, 2,...,1) oznacza sig czesto przy pomocy nastepujacej
tablicy prostokatnej w nawiasach:

al’l CLI!Q cee Qg

By Aap - By

Ty A voe Oy

2]

Macierzq transponowang nazywa si¢ macierz, réznigca si¢ od po-
przedniej przestawieniem wierszy i kolumn. Bedzie to wiec macierz

(@;;) (1=1,2,...,i=1,2,..., k),

‘ czyli W postaci tablicy

F11 Oy Fn

Bo Qoo -.. Oy
o

Gy Bayp e Gy

Jedli ilosé wierszy k macierzy M jest réwna ilosei kolumn I, to macierz
nazywa sie kwadratowq stopnia k. Wyznacznik la; ;| (¢, 7=1,2,..., k),
jaki otrzymujemy z takiej macierzy, uwazajac jej elementy za odpo-
wiednie wyrazy wyznacznika, nazywa sie wyznacenikiem tej macierzy
kwadratowe;.

Wprowadzimy juz teraz pojecie iloczynu macierzy, jakkolwiek przyda
sie nam ono dopiero znacznie pézniej (po raz pierwszy w Nr 51). Niech


pem


46 ROZDZIAL IL. Zbiory liniowe

bedg dane dwie macierze, z ktérych pierwsza M ma k wierszy i ! kolumn,
- a druga N ma [ wierszy i m kolumn. A mianowicie:

Uy Oy o Gy by by oeibyy
nn e O , byy byy <onbyy

M P21 P22 A Pom 1 :
Gy Qo woe by by oo by,

Przez iloczyn M - N rozumieé bedziemy nastepujgcs macierz o k
wierszach i m kolumnach:

Ci1 Cp v Cim
Em . m:: 02,1 62.9 e c'.!,m

Cr1 Cpo v e O

!
gdzie ¢, =" a;,*b, ;.
r=1

Jest to tzw. mnozenie wierszy pierwszej macierzy pracz kolummy drugies.

Traktujgc mianowicie wyrazy i-tego wiersza pierwszej macierzy jako
spélrzedne pewnego wektora a, przestrzeni €, i podobnie wyrazy
j-tej kolumny drugiej macierzy jako spélrzedne pewnego wektora b,
przestrzeni €, mamy c; ; réwne iloczynowi skalarnemu a, - 0,.

Zauwazmy od razu, ze mnoenic macierzy jest laczne. Istotnie, mnozac
iloczyn  macierzy UA=(a,,) (i=1,2,...,0; §=1,2,...,8) 1 B=(b;,)
(=1,2,...,8; k=1,2,...,y) przez macierz C=(c,,) (k==1,2,...,7;
I=1,2,...,6), otrzymamy

B
(Z Z a’i,:i ’ bi,l: ' cl;,l) (1':1> 2: ST l:]-: 2, ) 5)

k=1j=1

i ten sam wynik otrzymamy, mnozac 9 przez iloczyn macierzy 8 i G.

Jesli w szozegdlnosei wszystkie te trzy macierze sa kwadratowe o n
wierszach i n kolumnach, to ich iloczyn mozemy zapisaé nieco krécej
W postaci wzoru

(D) (@,e)6 b=1,2,...,0)- (b ) (b, I=1,2,...,m)" (e, A, 7==1, 2,...,n)==

n
:(Z aé‘,k'bk,l'cl,j) (?:7 ").m], 2: vy n)‘

k, =1

Zauwazmy natomiast, ze na og6l mnosenie macierzy nie jest preemienne.

Tak np.

o
Im [Nr 20] Rzad macierzy 47

11y {12\ /13 . 2y 11}y (571
o 0 {o 2o 2) momiot 5 3)-( 5)=5 )

Z twierdzenia o mnozeniu wyznacznikéw - wynika natychmiast, ze
wyznacznik iloczynu dwéch macierzy kwadratowych (jednakowego stopnia)
jest réwny tloczynows wyznacznikéw tych macierzy.

Przez ewentualne skreglenie w danej macierzy o k wierszach.i I ko-
lumnach pewnych wierszy oraz kolumn otrzymujemy tzw. podmacierze
macierzy danej. Podmacierzom kwadratowym odpowiadajg ich wyzna-
czniki, zwane minorami czyli podwyznacznikams macierzy.

Jezeli wszystkie elementy macierzy sa réwne zeru, to macierz nazywa
sie zerowq i méwimy, ze r2qd jej jest zerem. '

Jedli natomiast nie wszystkie wyrazy znikaja, to macierz ma minory
rézne od zera. Najwyiszy ze stopni takich minoréw réznych od zera
nazywa sie rzedem macierzy.

Z elementarnych wlasnosci wyznacznikéw wynika, ze rzad ten nie
ulegnie zmianie, jezeli wiersze lub kolumny macierzy poddamy dowolnej
permutacji lub pomnozymy wyrazy stojace w jednym wierszu lub jednej
kolumnie przez staly rézna od zera. Rzad nie ulegnie tez zmianie, gdy
wyrazy jednego z wierszy odejmiemy od odpowiednich wyrazéw ktérego-
kolwiek innego wiersza macierzy lub podobnie postapimy z kolumnami.
Nie wplynie réwniez na zmiane rzedu przejscie do macierzy transpono-
wanej. '

Niech teraz w C, bedzie dany zbiér U wektoréw (niekoniecznie skoti-
czony). Jedli U zawiera jedynie wektor 0, to méwimy, 7e ma on wymiar 0.
W przeciwnym razie U zawiera poduktady liniowo niezalezne. Maksy-
malng ilodé wektoréw, wystepujacych w takim podukladzie, nazywamy
wymiarem U. .

Tak okreslony wymiar zbioru wektoréw stanowi oczywiscie nie-
zmiennik przeksztalcen izometrycznych przestrzeni c,.

Jezeli zbiér U jest skodezony, a mianowicie sklada sie z wektoréw

0;=[a;1, ;9 ..., a;,], gdzie 1=1,2, ..., k, to macierzq jego nazywamy
macierz (a,,;) (t=1,2,..., & j=1,2, ..., n).
Udowodnimy nastepujace

Twierdzenie. Wymiar ukladu wektoréw jest réwny rzedow: jego macrerzy.

Dowdd. By okazaé, ze rzad macierzy ukladu wektoréw nie przekracza
wymiaru ukladu, wystarczy dowieéé, ze jedli macierz posiada minor
nie znikajacy stopnia m, to w ukladzie znalezé mozemy m wektoréw
liniowo niezaleznych. Bez zmniejszenia ogélnosci mozemy od razu
zatozyé, ze minorem nie znikajacym jest
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Gyp G oo Ay om
yg oy oo oy

(2)

amy] Cb,,,,l_g Ve a‘m,m

Woéwezas wektory ay, 0y, ..., 0, $8 liniowo niezalezne, jedli bowiem
fr gty Qb o By 0, =0, B0 by gy gy b 2, =0
dla i=1,2, ..., m, co wobec nieznikania wyznacznika (2) pociaga za
sobg znikanie wszystkich spélezynnikéw i,. / ‘

Pozostaje okazaé, ze wymiar ukladu nie przekracza :|“z9(.111 matierzy,
czyli ze jedli uklad zawiera m wektoréw ay, s, ..., 0, .I‘iniow‘cy)v nieza-
leznych, to rzad ! macierzy ukladu tych wektordw réwny jest m. Przosta-
wiajac ewentualnie wektory i zmieniajac numeracje spohrzednych, mozemy
zatozyé, ze minor M, utworzony przez [ pierwszych wiceszy i kolumn
macierzy ukladu, jest rézny od zera. Przypudémy, o l< m. Oznacrzmy preez
0y, Og, ..., 0, Wektory przestrzeni C,, otrzymane z wektordw ay, 0y, ..., a,,
przez skredlenie ich spélrzednych o wskaZnikach wigkszyoh od [ Macierz
spélrzednych wektoréw ay, ay, ..., §, jest rzedu I, a wige w mysl ostatnio
udowodnionego wektory te s3 liniowo niezalezne, zatem, na mocy
wniosku 1 z Nr 19, istniejg spélezynniki ay, ay, ..., a; takie, zZe 0=
=ay * UyFap G+ ... ;- 0, Wobec liniowej niezaleznodei wektoréw
0y, Ogy «-., Oy ktérakolwiek z ostatnich n—I spélrzednych wektora
Oppy—0y * 03—y " 0y— ... —0a; - 0, bylaby réina od zera. Przypuéémy,
ze tak jest dla (I4-1)-ej spélrzedne;j.

A wiee

=0y gy =0 " Oy gy =0 " Ty = oo = " Oy gy 520,
podezas gdy
W0 Oy = O By~ ... —0; - ;=0 dla 1=1,2,..,1

Wynika stad ze minor stopnia 74-1 macierzy ukladu tych wektor6w:

By Qo e By gy Byg Bpo weo Qpp Oy gy
Uy oy - lyy Gy (o By vov Aoy Oy
= . . ... . =M
G Gg By Wy Uy Qo o ve @y Oy
Gyt Cpgrp e Ggqy Gyqpn | | 0 0 ... 0 0

jest rézny od zera, whrew okregleniu liczby 1. Tak wigo praypuszozenio,
ze [<m, doprowadzilo nas do sprzecznosci.
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Wniosek 1. Maksymalna ilodé punktéw liniowo niezaleznych wéréd
Punktéw p,=(a;;, @, ,, s @), gdzie 1==0,1, ..., k, jest réwna reedowi
macierzy:

Lay; a, ... @y
la, o, ...a,

1 ak,l ak,? s a’k,n
Istotnie, rzad tej macierzy jest réwny rzedowi macierzy

1 a, Qg o BN @,

2

0a, Ty By Qo ... By, —,

0t —ay; s —ay, ... Qe —

—_—

a ten jest o jedno§é wieckszy od wymiaru ukladu wektoréw (421,
gdzie i=1,2,..., k. Otéz w mysl wniosku z Nr 17, wymiar ten jest o
1 nizszy od maksymalnej liczby punktéw liniowo niezaleznych sposréd
punktéw py, py, ..., .

Wniosek 2. Aby wuklad n wektoréw 0;=[a;1, @z, ..., @ ,], gdzie
1=1,2,..., n, przestrzens C, byl liniowo niezaleiny, potrzeba i wystarcza,
by wyznacanik |a;;| (i, =1, 2, ..., n) byl réiny od zera.

Wyznacznik |a,;| (i, j=1,2,...,n) nazywa sie wyznacznikiem
ukladu wektoréw a,=la, ,, Qs9s -ev5 By pl, gdzie =1, 2, ... 2.
CWICZENTA. 1. Niech punkty pq, py, ..., o przestrzeni C,, beda liniowo niezalesne.
Oznaczajge przez L; prosta wyznaczong przez py i p; (dla ¢=1, 2, ..., k), okazaé,
ze jesl p;/ jest dowolnym punktem prostej Ly, réznym od p,, to uldad p,, p,’,
s’y <., Pt jest liniowo niezalezny.
2. Niech pg, py, ..., p; beda punktami przestrzeni Cp i niech dla ¢=0,1,..., &

k
_ 1 - - - . . .
D=3 (Z pj——p,-). Okazaé, ze punkty py, P, ,..., D). sa liniowo niezaleine wtedy 1

=0
tylko wtedy, gdy liniowo niezaleszne sa punkty pq, Drs wevs Do

21. Orientacja ukladu n wektoréw liniowo niezaleznych przestrzeni C,,.
Niech bedg dane w przestrzeni €, trzy liniowo niezalezne uporzadkowane
uklady wektoréw: ’

R G 0 R T (T S ¢ S SN

Wobec wnioska 1 z Nr 19, istnieja spélezynniki a5, B0, 1 v,
(gdzie 4,7, k=1,2,...,n) takie, ze

n n n
;= Z ;i - by b= Z B Cxs ;= Z Yix* Cp.

J=1 k=1 k=1

4 K. Borsuk. Geometria analityezna
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7 dwoéch pierwszych z tych zaleznofci wynika, Zo

n n w

w
i gl al
a= 2 (ange 20 Bwe )= 20 (2 g Bs) oo

= k=1 k=1 jeet
skad — wobec wzajemnej jednoznacznofei przedstawienia woktora w
postaci kombinacji liniowej wektoréw ¢, — wnioskujemy, 7o

M
i, kxz (TR /37 I
j=1

Ostatnia zalezno$é znaczy, ze wyznacznik |y, .| (i, k=1,2, ..., »)
jest iloczynem (przy zastosowaniu tzw. mnozenia wierszy przez kolumny)
wyznacznikéw  |a; ;| (4, =1, 2,..., n) i B ] (G, k1,2, 000, 0).
W szezegélnodei, obierajge jako uklad € uklad A, mamy yp, =8,
a wiee |y, [(1, k=1,2,...,n)==1, skad wynika, Ze wyznacznik |« ,|
(1, 7=1,2,...,m) jest w tym przypadka odwrotnodcia wyznacznika
1801 U, k=1,2, ..., n), & wiec w kazdym razie jest rézny od rorn,

Jesli wyznacznik ten jest dodatni, méwimy, ze uklad W jost zgodnie
zortentowany z ukladem ¥ (rys. 11), jesli zad ujemny ~— to W jest zorien-
towane przeciwnie do ‘2} (rys. 12).

Rys. 11 Rys. 12

v

Widzimy poza tym, ze spélezynniki a, , przedstawienia wektordw
a; przy pomocy wektoréw 0; tworzg wyznacznik bedacy odwrotnodcig
wyznacznika utworzonego przez spélezynniki B, ; przedstawienia wek-
toréw b; przy pomocy wektoréw o, Zatem znaki wyznacznikéw [y ]
(t,7=1,2,...,m) 1 |B;,|(,1=1,2,...,n) sg jednakowe. Jedli wiec
uklad O jest zgodnie zorientowany z ukladem 9, to i wlktad 9 jost zgod-
nie zorientowany z ukladem 8. Mozemy dzieki temu méwié po prostu
o zgodnej lub o przeciwnej orientacji dwéch ukladéw. Jedli przy tym
uklady % i B sy zgodnie zorientowane oraz podobnie uktady 8 i €, to
uklady % i € sg tez zgodnie zorientowane, gdyz jak okazaliémy, wyzna-
eznik |y, | (3, k=1, 2,...,n) jest iloczynem wyzacznikéw [, 4]
(,9=1,2,...,m) i 18,11 G, k=1,2,...,n). A wige zgodnodd orientacii
ukladéw jest stosunkiem przechodnim. Podobnie, dwa uklady zorien-

L]
M o
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towane przeciwnie do ukladu trzeciego sg zorientowane zgodnie, nato-
miast zgodno§é orientacji jednej z par ukltadéw A i B oraz B i €, wraz z
niezgodnoscig orientacji drugiej pociagaja za soba, ze uklady U i G sg
zorientowane przeciwnie.

Wynika stad, ze ogét liniowo niezaleinych ukladéw n wektoréw pree-
strzeni C, rozpada sie (dla n>>0) na dwie rozlqezne klasy, zwane orienta-
cjami przestrzeni C,, w taki sposéb, ze dwa uklady nalezgce do
jednej klasy sa zawsze zorientowane zgodnie, dwa zaé nalezgce do klas
réinych s zorientowane przeciwnie.

W szczegdlnodei przestawienie dwéch wektoréw w ukladzie zmienia
jego orientacje na przeciwng. Zauwazmy wreszcie, ze pojecia te maja
charakter niezmienniczy, gdyz w definicjach ich wystepowaly jedynie
niezmienniczo okreslone dzialania na wektorach.

Obranie jednej z orientacji za dodatnia, za$ drugiej za ujemna, nazy-
wa sig zorientowaniem przesirzent O,.

Zazwyczaj przyjmujemy za dodatnia orientacje ukladu wektoréw
by, 0, ..., 0, okreflonych wzorem (21) z Nr 15, ktére sg wersorami
osi spélrzednych.

Woéwezas uklad wektoréw n,, qy, ..., q, jest zorientowany dodainio lub
ujemnie, zaleznie od tego, czy wyznacznik ukladu jest dodatni, cey wjemny.

tatwo zauwazyé, ze tak wprowadzone pojecie zorientowanej prze-
strzeni C, stanowi uogélnienie wprowadzonego we wstepie (w Nr 2
i Nr 4) pojecia zorientowanej prostej i plaszczyzny. Istotnie, orientacja
prostej C; polegala na obraniu pélprostej zlozonej z punktéw o spétrzed-
nych dodatnich za-dodatnia, co jest rtéwnowazne uznaniu za uklad dodatnio
zorientowany ukladu zlozonego z jednego wersora v,. Orientacja pla-
szezyzny Cy polegala na ustaleniu kolejnosei osi spéhrzednych, tj.
obraniu jednej za o§ odcietych, drugiej za$ za oé rzednych. Kolejnodé
ta jest jednak réwniez wyznaczona przez kolejno$é wersoréw tych osi,
a wiasnie uklad tych wersoréw w tej kolejnosci uwazamy obecnie za
nalezacy do orientacji dodatniej.

CWICZENIA. 1. Uldad wektoréw a;=[1, —1, 2], a,=[1, 1, 1] przestrzeni C,
uzupeié przez prostopadly do nich wersor a4 tak, by uklad a,, a,, 0, byl zorien-
towany dodatnio.

2. W 0y, —; dany jest liniowo niezaleiny uklad n punktéw py, 2,, ..., p,. Zbadaé,

—
przy jakim polozeniu punktu p, ¢ €, uklad wektoréw [pyp;], gdzie ¢=1, 2, ..., n,
jest zorientowany dodatnio.

22. Wyréznik uktadu punktéw. Uklad k41 punktéw
@;=(®;1, Qs9, - - @zy), gdzie ©=0,1, ...,k
przestizeni C'jest liniowo niezaleiny wtedy i tylko wtedy, gdy wektory
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” - . . e
[age,], gdzie 1=1, 2, ..., k, sa liniowo niezalezne, co na moey Nr 20
“ »
réwnowaszne jest nieznikaniu wyznacznika
W= (g, Ay, +++» ak):lai,j—ao’” (%, 7==1,2, ..., k).

Za,uwaiiny, ze wyznacznikowi w nadaé mozemy postaé nastepujyca;

Lag; g o By 10 0 ... 0
Lagy p o0y | [0 @q ooty
w(HIO) al, v ak)z » . P . e
Lagy Qo - Oy 01 gy von Oy
01 0... 0
|1 0ayy e By
LOag, ... oy

Kwadrat wyznacznika w mozemy otrzymad, mmnozge dwa ostatnie
wyznaczniki przez siebie przy zastosowaniu mmnoZenia wierszy pruez
wiersze. Otrzymamy:

0 1 1 1 0 1 1 1
9 lag-ag ap a1 .. a0 )  —1 1—2ay a9 — 20y Ay ... — 20y @,

=m0 L L T EyE . . .
lagjqay ap-ar...0.0 1—2a, - ag —20,* @y ... — 20, @,

Przeksztalémy ostatni wyznacznik, mnozac pierwszy jego wiersz i
pierwsza kolumng kolejno przez a},al,...,af oraz dodajac je do
kolejnych wierszy i kolumn pozostatych. Poniewas

—2a; - a0+ a?- =(;—a;)*==0 (@, 0%

wige, przy oznaczemiu g, ;=¢(a;, @,) dla 7,7=0, 1, ..., k, otrzymujemy

01 1 ... 1
(——~1)k_1 1 Qﬁ,() Qé,l e Q§,1¢
(3) w2='_5r Ly 01y .- 01

1 97?,0 Q}":,i Q%,Jc
Wynika stad, ze kwadrat wyznacznika w zalezy jedynio od liezb 04,55
czyli od odle%ioéci migdzy punktami ukladu ay, ay, ..., @, 8 wige jost
niezmiennikiem przeksztalcen izometrycznych samego tylko ukltacu punk-
téw. Prawa strona wzoru (3) okreslona jest nie tylko w przypadku, gdy

Wyréinik ukladu punktéw 53

punkty ag, ay, ..., @, lezg w przestrzeni kartezjanskiej C,, ale i w przy-
padku ukladu punktéw lezacych w dowolnej przestrzeni metrycznej,
przy czym porzgdek tych punktéw nie ma znaczenia, gdyz przestawieniu
dwéch punktéw odpowiada jednoczesne przestawienie w wyznaczniku
dwéch wierszy i dwéch kolumn, co na wartosé wyznacznika nie wplywa.

Praws strone wzoru (3) nazywamy wyréinikiem ukladu punktéw
@g, @y, ---, @ 1 OZnACZAMY pPrzez o (ay, aj, ..., a,).

Jest wiec
1 1 - 1
1) 1 9(00,00)3 o(ao,a1)® . .. Q(ao,ak)i
(4) o(ay, ay, ..., ¢)=——| 1 o(a1,a0)® ola1,a1)? . . . olar.a)? |

PA

1 o(@,a0)* ola.ar)? . . . olay.a)?
przy czym w przypadku, gdy ag,ay,...,a, sa punktami przestrzeni
(', a mianowicie gdy 4;=(®,1, @ 5, -+, @ ), MaMy:

(5) « wlag ay, ..., aq)=u?, gdzie w=|(a;,,—a;)! (,7=1,2,... k).

W przypadku tym znikanie wyznacznika w charakteryzuje liniows
zaleznodé punktéw ay, ay, ..., a,. Widzimy wiec, ze punkty a,, a,, ..., a,
lezace w (), sa liniowo niezalezne wtedy i tylko wtedy, gdy ich wyréznik
jest rézny od zera.

Zalozmy teraz, ze punkty ao,ay, ... a, leza w przestrzeni karte-
zjanskiej o wymiarze n dowolnym. Mozemy oczywiscie przyjaé, ze prze-
strzeniy tg jest C, ,, gdzie m>k. Wéwezas, z wniosku z Nr 10 wynika,
ze w C, istnieje pewna k-wymiarowa hiperplaszezyzna H, zawierajgca
wszystkie punkty a,,ay,...,q,. Poniewaz H jest izometryczne z c,,
wiec z poprzednio rozpatrzonego przypadku wnioskujemy, ze liniowa
niezaleznosé punktéw ag, ay, ..., a, jest scharakteryzowana przez znika-
nie ich wyréznika. Mozemy zatem wypowiedzieé nastepujace

Twierdzenie. Aby uklad punktéw ay, ay, ..., a, preestrzeni C, byl
liniowo miezaleiny, potrzeba i wyslarcza, by wyréinik jego byt réény od
zera.

Wiynika stad nastepujacy

Whniosek. Uklad punktéw izometryczny z ukladem liniowo niezaleznym
jest lintowo miezaleiny.

CWICZENIA. 1. Okazaé, ze uklad punktéw py, pi,..., p; sCp, dla ktérego
o(ps p))=1— 6{, jest liniowo niezaleiny. ]
2. Obliczyé wyréinik ukladu punktéw pg, py, ..., D eCy, wiedzae, ze wektory

—
[Bop] (gdzie i=1, 2, ..., k) sa wersorami, z ktérych kazdy jest prostopadly do
pozostatych.
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23. Réwnanie (n—1) ~wymiarowej hipar]ﬂ'aszczyzny w przestrzeni . Cy.
W myél wniosku 6 z Nr 19, (n—1)-wymiarowe hlpe’r])ln'w‘.azyzny' lemc:,u
w przestrzeni ), sg identyczne ze zlaczami n In{nk.t()w liniowo niczaleg.
nych. Jegli punkty ag==(a; 1, @ --+s G, n)s gdzie 7,::':], 2, s Ty tworag,
uklad liniowo niezaleiny, to ich zlacz (na mocy twierdzenia % Nr 16)
jest identyczny ze zbiorem punkt6éw & postaci &y - ay-tby -ty b ok by - 4y,
gdzie t,+ty4 ... t,=1. Jedli wige m=(xy, %y, ...»,x,,,), a "nl“x_“_ZMWA&
liczbe —1, to speliony jest uklad n--1 réwnan jednorodnych Iiniowych

tl+t2+~ . + tn"l—tn-}-l:()s
by e Gy TR AR byt =0,

i+ &g iy Qo ey Ay, -, 1y =0,

(6)

Wiemy z teorii réwnan liniowych, ze wyznacznik tego ukladu musi
nikaé, czyli ze spélrzedne wy, &, ..., #, kazdego punktu w hiperplasz-
czyzny spelniajg réwnamie:

1 X1 Xy e ZU",
la, Qo oo By

(7) Lay, Gyy ooy, |=0.

1 an.l a’n,z o “n.n

Na odwrét, jesli punkt z=(z,, %, ..., 2,) spelia réwnanie (7), to
istnieja liczby ty, by, ..., ty, fypq Die wszystkie réwne zeru, spelniajace
ukiad réwnan (6). Gdyby t,,,=0, réwnania te (na mocy twierdzenia
z Nr 17) oznaczalyby, ze punkty a, @y, ..., o, sg liniowo niezaleine,
whrew zalozeniu. A wige {,,,4=0. Poniewaz wraz z ukladem ty, £y, ... 6,
kazdy uklad doii proporcjonalny spelnia réwnania (6), wiec mozemy
od razu zalozyé, ze t,,;=—1, cO ZNACLY, € by * ay-Ty * Uyt ..o by, - Q==
oraz b +t,4- ...4 t,=1, czyli ze  lezy na hiperplaszezyinie wyznaczonej
przez punkty a, a,, ...,a,. W ten sposéb okazaliémy, ze hiperplasz-
czyzna wyznaczona przez punkty ag, gy, ..., a, jest identyczna ze
zhiorem punktéw w=(2y, %y, ..., 2,) speliajacych réwnanie (7). Inaczej
méwiae, zaleznosé (7) jest réwnaniem (n—1)-wymiarowej hiperplaszeryzny
wyznaczone] przez lintowo niezaleine punlty ay, Gy, ..., Gy,

Rozwijajac wyznacznik, stanowigey lews strone réwnania (7), wedlug
wyrazéw pierwszego wiersza, mozemy réwnaniu temu mnadadé postad

(8) Agt+d4y -2 A, w,==0,
gdzie spélezynniki A4, ss stale, przy czym nie wszystkic liozby

i

Réwnanie (n—1)-wymiarowej hiperplaszezyzny 55

A, A4,, ..., 4, znikaja, albowiem réwnanie to nie jest ani sprzeczne,
ani tozsamosciowe. Jest to wiec réwnanie stopnia pierwszego.

Na odwrét, kazde réwnanie postaci (8) o nie wszystkich spétezynni-
kach 4,, 4,, ..., 4, znikajacych jest réwnaniem pewnej (n—1)-wymiaro-
wej hiperplaszezyzny. Istotnie, zbiér B punktéw a=(z,, s, ..., x,)
spelniajacych takie réwnanie jest zbiorem liniowym, jasne jest
bowiem, Ze wraz z punktami z=(ay, 2y, ..., %,) 1 ¥=(1, ¥a, e Yy
réwnanie (8) spelniaja wszystkie punkty postaci ¢ - z4-(1—) - y. Wobec
wniosku 8 z Nr 19, zbiér E jest pewns hiperplaszczyzna lezaca w C;
oznaczmy jej wymiar przez k. Ponadto, jesli mp. 4,==0, to punkt

An
Sciwym przestrzeni C,, skad k<n. Zauwazmy dalej, ze punkty ¢,,¢,,...,¢
gdzie

(0, O,:é‘li-—l> nie spehia réwnania (8), a wiee E jest podzbiorem wla-

n

c,»:(n,-)——%i——é—“ (v,) dla 2==1,2,..., n,

“En
spelniaja réwnanie (8) i sg liniowo niezalezne, gdyz niezalesne sg wektory

[cn ci]zn,——ﬁ# Uy +§—: U,,:bi—ﬁi -0y, gdzie i=1,2,..., (n—1).
-Wynika stad, wobec wniosku 6 z Nr 19, ze k=n—1, a wiec ostatecznie
k=n—1, co bylo do udowodnienia.

W ten sposéb okazalismy, ze (n—1)-wymiarowe hiperplaszczyzny
w przestrzeni O, sg identyczne ze zbiorami punktéw z=(x;, 2,, ..., Z,)
spelniajacych réwnanie pierwszego stopnia postaci (8), ezyli z tak
zwanymi tworami pierwszego stopnia przestrzeni C,,.

Zauwazmy wreszcie, ze jezeli hiperplaszezyzna H, okreélona przez
réwnanie (8), jest okre§lona réwniez przez réwnanie

(9) Bo—l_‘Bl.ml ++ Bn'xnzoa

to lewe strony réwnan (8) i (9) rézniy sie co najwyzej czynnikiem statym.

Istotnie, weZmy punkt co=(coy, Cogs---»Con) nNie lezacy na H.
Punkty ¢y, ¢y, ..., ¢, sa wowczas liniowo niezalezne. Istnieje liczba
A taka, ze

(‘40+A1 : CU,1+ . + "An ' UO,n)_)‘ : (-BO_I—'BI . CO,1+ .. + Bn : Co,n):O:
skad wynika, ze réwnanie pierwszego stopnia
(Ag—A - By)+(4,—4- By) 2+ ...+ (4,— A+ B,) - x,=0

spelnione jest przez punkty ¢, ¢4, ..., ¢, tworzace uklad liniowo niezalez-
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ny, a — jak stwierdziliémy — jest ‘130 moylli_we tylko pruy znikaniu
wszystkich ~spétezynnikéw A4;,—2 - B, cayli pray A;=A-8, da
3=0,1, ..., M. ‘ .

Rozwazania te pozwalaja nam wypowiedzieé nastepujaco

Twierdzenie®. Twory stopnia pierwszego w preesirzent (!, sq i(l()/n,zy(;zn@
z (n*—1)-wymiarowyms hiperplaszezyznami Zcz"@cym??‘ w O, ,Iﬂézxfwognia
stopmia pierwszego hiperplaszczyzny (77,——1)-wymm7jowa‘y-y(mc praez te hiper-
plaszczyzne wyenaczone z dolladnodciq do czynnika lwc;zbo?x;(igo.

W szezegblnogei réwnanie hiperplaszezyzny wyznaczonej przez punkty
= (@1, rg, ---» U;,n), @dzie i=1, 2, ..., m, daje sig napisad W"{)()Hta(ﬁi (7).

W przypadku n=2 hiperplaszezyzna (n—1)-wymiarowa jest pr’ostgd,
w przypadku “za§ n=3 plaszczyzng. A wige proste na pltaﬁzmyy’;mo ¢,
sg identyczne ze zbiorami punktéw (x4, #,), spelniajacych rdwnania
postaci ,
A0+A1 . m1—|ﬂA2 * By,

plaszezyzny za§ w przestrzeni €y ~— ze zbiorami punkidw (xy, wy, ay),
spelniajacych réwnania postaci

A0+A1 : x1+A2 . m2“|*‘A3 4 .’Ea:‘:::(),

OWICZENIA. 1. Znaleté punkt przecigeia prostych, wyznuaczonych w pla-
szezyinie C, przez pary punktéw (1, 2), (2, 1) oraz (—1, 3), (5, 0).

2. Znalezé eosinusy kierunkowe osi, otrzymane] przez dowolne zorientowanie
prostej przecigeia plaszezyzn wyznaczonych w Cy przex txdjki punktiw (1, 0, 0),
0,1, 0, (1,1, 1) i (1, —1, 2), (2, 3, —1), (—1, 5, 3).

3. Okazad, ze zbidr punktéw przestrzeni ), lezacych w jednakowych odleg-
lofciach od dwéeh rézmych punktéw danych, jest (n-1)-wyminrows hiper-
plaszezyzna.

icm

ROZDZIAE 111
‘Wzajemne polozenie hiperplaszezyzn w przestrzeniach kartezjanskich

24%, Wektory réwnolegte i prostopadie do hiperplaszezyzny. Niech H
bedzie dowolng hiperplaszezyzng w przestrzeni C,. Jedli dla wektora a
istnieje reprezentant, ktérego poczatek i koniec nalezg do H, to méwimy,
ze wektor a jest réwnolegly do H; réwnoleglosé a do H oznaczaé be-
dziemy przez a||H.

Poniewaz wraz z wektorem a wszystkie wektory postaci ¢-a, czyli
wszystkie wektory majgce ten sam kierunek co a, sa réwnolegle do H,
wige réwnolegloéé do H jest whasnoscig kierunku wektora a.

Z tego wrgledu zamiast méwié, ze wektor a jest réwnolegly do H,
méwié tez bedziemy, ze a ma kicrunek réwnolegly do H.

Jezeli wektory ag, g, ..., 0, sg réwnolegle do H, to dla kaidego
punktu po ¢ H punkty ¢;=po+(a;) naleig tez do H. Wynika stad, ze dla

dowolnych liczb ay, as, . . ., a, punkt
E k k
92(1‘“ Z ai)'ﬁo + Z ;" ¢;= Do+ Z aga,)
=1 =1 =1

k —
tez nalezy do H. Wobec g—po = D a,-(a,) wektor pyq jest reprezen-
=1
k
tantem wektora Z a; - a;. Mamy wiec
=1

Twierdzenie 1. Kombinacje liniowe wektoréw réwnoleglych do H sq
réwnolegle do H.

O wektorze b prostopadtym do kaidego z wektoréw al|H méwié
bedziemy, ze jest prostopadly do H, piszac b | H. Jasne jest, ze prosto-
padiodé jest tez wlasnodcia kierunku, dzieki czemu mozemy mowié
réwniez, ze b ma kierunek prostopadly do H.

Prosta majaca kierunek prostopadly do H nazywa sie prostopadiy do H.

Jezeli wektory by, b, ..., 0, sa prostopadle do H, to dla kazdego
wektora a||H jest a-0,=0, gdzie i=1,2,..., k. Wrynika stad, ze dla
dowolnych liczb a, a, ..., @, jest a-(ay-b,+ay 0, ... 4a,-5,)=0. Mamy
wiec

Twierdzenie 2. Kombinacje liniowe wektoréw prostopadlych do H sq
prostopadie do H.
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Niech teraz H bedzie (n—1)-wymiarows hiperplaszezyzng, okredlong
w przestrzeni U, przez réwnanie:
() Aot Ay @t oo A w0,

Jezeli a jest jakimkolwiek wektorem rownoleglym do 1T, to w H
istnieja, punkty a==(ay, Gy, .-, Gn) i be=(by, by, ..oy b)) takie, ze

- “
a=[ab]==[by— @y, Dy—thg, ... I)?l-~~‘(¢,l .
Wobec tego, ze @ i b spelniaja réwnania (3), mamy
(4) A1'<bl——al)—}_‘4‘2' (02—a2)+ s "I"‘lln. (bn’wa’n) "():
co znaczy, ze wektor a jest prostopadly do Wektm'a‘['Al, Ay, ooy 4],
7 drugiej strony, jesli wektor o jest prostopadly do  wektora

e

[4,, 4, ..., 4,], przy czym a b jest jego reprezentantem o 'p(mzq{tk‘u o
lezaeym w H, to mamy Ag-+Ay - ay-F. .44y a2 0 ovez (4«), slep wynika,
e Ayt Ay byt ...+A4,0,=0, czyli 7e punkt b lezy w H.

A wiec, aby wektor a byl réwnolegly do hiperplaszezyzny ()/m'rtl«fl()"mey' W
C, przez réwnamie (3), potrzeba i wystarca, deby byt on prostopadly do
wektora [Ay, 4y, ..., 4,].

Zauwaimy poza tym, ze jezeli [By, By, ..., B,| jest jakimkolwick
wektorem réznym od zera prostopadlym do H, to przy kaidym

jest spelniony warunek ZB¢~(mi——ai)m0. Punkty xeH spelniaja wiec
i=1
n

1*6wnamie~z B, a;+ By 4By ka4 By a,==0, gdzio nie wazystlie
spélczynnﬂ;i 1Bl, B,, ..., B, znikaja. Wnosimy stad, wobec twiordzenia
z Nr 23, 7e spétezynniki By, By, ..., B, s§ proporcjonalne do spilezynni-
kéw A, 4,, ..., A,, czyli ze wektory [4,, Ay, ..., A,11[ By, By, ..., B,]
maja jednakowy kierunek., Otrzymany wynik ujaé mozemy w postaci
nastepujacego twierdzenia:

Twierdzenie 3. Istnieje w O, dokladnic jeden kierunck prostopadly do
danej (n—1)-wymiarowej hiperplaszczyzny.

Jeieli hiperplaszczyzna ta okreslona jest preez réwnanie

A0+A1'w1+ ces "I"-An'xnmo:

to kierunkiem do niej prostopadlym jest kierunck weltora [A,, Ay, ..., 4,1

Wiynika stad

Whniosek. Jezeli weltor a=[A4,, 4,, ..., 4,] jest véény od zera, to praez
katdy punkt a=(a,, ay, ...,a,) prazechodzi dokladnic jedna (n-—1)-
wymiarows hiperplaszceyzna prostopadle do a. Réwnanie jej ma postad

Ay-ztdyrayt+ A w0 (0).

Toczyn wektorialny 59

Istotnie, hiperplaszezyzna okreglona przez to réwnanie jest prostopa-
dia do a i przechodzi przez a. Jezeli zad A +4, 2+ ... 4, 2,=0
jest réwnaniem jakiejkolwiek (n—1)-wymiarowej hiperplaszczyzny H,
prostopadlej do a, to wektor [4,, 4,/, ..., 4,] jest do a réwnolegty,
wiec istnieje takie A==0, ze A/=1-4;, dla i=1,2, ..., n Wynika stad,
ze réwnanie hiperplaszezyzny H daje sie tez napisa¢ w postaci
"

a poniewaz przechodzié ma ona przez punkt a, wiec ——512—“:61-(11).

Ap-adAya,t .+ 4

n

CWICZENIA. 1. Znale#é réwnanie proste] w plaszezyznie C,, przechodzacej

przez p}mkt (a1, a5) i prostopadlej do prostej wyznaczonej przez dwa rézne punkty
(b1s Bs) 1 (€1,65)-

2. W przestrzeni €, dane sg punkty: '
p0=(la 2:’19 2): p]_:(_ly 2,0, 1): pz=(2s 0, —1, 2): p:i:(lx 1,1, 1)’ p4=(0’ 0’ 0’ 0)'
Z.n&lezc punk’c' przecigeia z hiperplaszezyzng Cy, 3 prostej, przechodzacej przez
Py 1 prostopadlej do hiperplaszczyzny wyznaczone] przez punkty pg, Py, Pas Pa
25. Tloezyn wektorialny. Niech a=[a,, @y, ag] 1 0=[b,, by, by] beda

- — —_—
dwoma wektorami liniowo niezaleznymi w przestrzeni C,, a pg i pr

ich reprezentantami o wspélnym poczatku p. Wéwezas punkty p, ¢, »
sg liniowo niezalezne, a wige wyznaczaja w C; plaszezyzne H, w ktérej
lezy réwnoleglobok R o bokach 77 i Pr.

Przez iloczyn wektorialny oxb wektoréw a i b (rys. 13) rozumieé
bedziemy wektor w, prostopadly do plaszezyzny H (ezyli do kazdego z
wektoréw a i b). ktérego dlugosé réwna jest polu réwnolegloboku R,
zwrot za$ jest taki, ze tréjka wektoréw a, b, v ma orientacje dodatnia,
czyli jest zorientowana zgodnie z tréjka
wersoréw osi spélrzednych by, v,, vs. :

lloczyn wektorialny axb okreslamy réw-
niez w przypadku, gdy wektory o i b sg
liniowo zalezne (czyli réwnolegle), przyj-
mujge, ze jest on wéwezas réwny wektorowi
zerowemu.

. . P . 7
Zauwazmy, ze dhugosé i kierunek iloczynu /

wektorialnego axD okre§lone zostaly w

sposéb niezmienniczy. Natomiast definicja

jego zwrotu nie jest zalezna jedynie od Rys. 13
metrycznych cech pary wektoréw a i b,

ale ma na nig wplyw ponadto umowa, ustalajagca dodatnia orientacje
przestrzeni. Nie zmieniajac samych wektoréw a i 0, leez przestawiajac
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kolejnoéé dwu sposréd spélrzednych, zmim'niamy orientacje U, a wiece i
zwrot iloczynu wektorialnego a % b na przeciwny.

Zajmijmy sig obliczeniem spélrzednych welgtora 1 ::»f:a.x (B [:11:1:, Wy, *w'ﬂ],
przy czym ograniczyé sie mozemy do przypadkfl, tc;"dy nibsg lmleowo nie-
zalezne. Prostopadtosé wektora w do a i b wyraza sig praes dwa réwnania;

Oy Wy Gy Wyt wy=0.
bl'w1+b2'w2"}" bs'W:.;xO.

Réwnania te spelmione sa przy podstawieniu zamiast wy, w,, w,
odpowiednio liczb
Uy Gy Oy g

by by

Gy @y

by by

s w3::

W=

.

s w2=..._.

by by

Wobec twierdzenia z Nr 24 szukany wektor w jest réwnolegly do
wektora W=[0,, ,, Ws]. Mamy przy tym:

W=y by— 3" 0a) (g by—0ag* D124ty "Dyt by) -
= (2 0,2 +) (124D 0g2) — (@ by -ty by--tay* byg)?=

gdzie 6 oznacza kat miedzy wektorami a 10, za§ | B[ pole réwnoleglo-
boku R. Widzimy wige, ze wektor v ma nie tylko kierunek, ale i dlugogé
taka jak weltor w. By wige okazad, ze jest on z wektorem w identyezny,
Pozostaje dowiedd, ze zwrot jego jest taki jak zwrot weltora w, czyli
ze tréjka wektoréw a, b, v jest zorientowana dodatnio. W mygdl Nr 21
jest to réwnoznaczne z dodatniogcia wyznacznika

Gy Gy A3
D={b, b, by
Wy Wy Wy

Rozwijajac ten wyznacznik ﬁedlug ostatniego wiersza, otrzymujemy
D=w, - w, 4w, * wy+ws  By=| R|2> 0.

A wige wektor W jest identyczny z wektorem w, czyli iloczyn wekbo-
rialny wyraza sie (réwniez w przypadku liniowej zaleznoei a i b) wzorem:

. .
(5) (@, @y, ag] X [by, by, bs]=[ ]

Oznaczajac jak w Nr 15 przez v, Dy, V3 wersory osi spétrzednych,
mozemy wzdr (5) napisaé¢ w postaci tatwej do zapamietania

Qy ag
by by

Gy O
by b

y Qg
by b,

b ?

iom-

Tloczyn wektorialny 61
by Dy g
(6) [@y, @y, ag] X [b,, by, bs]=| @y a, as|.
by by by

Wobec zaleinosei (@)*=| R >=(la]-|b]|-sin 6)2 oraz (a.b)2=
=([a|-]b]-cos 6)2 mamy

laxb|24(a-b)2=a2- b2,

Nalezy wyrainie zaznaczyé, ze mnoienie wekiorialne nie jest przemienne.
Istotnie, z wzoru (8) wynika natychmiast, ze przestawienie wektoréw
a i b powoduje zmiane znaku ich iloczynu wektorialnego, czyli ze

axb=—0xa.
Ze wzoru (6) wynika dalej, ze:

aXx (b4-c)=(axb)4(axc),
a-(axb)=(a-a)xb=ax(a-b),

0, Gy O |
(7) (log, @y, as] X [b1; b, b3)) - [cy, Cos C3]=| by b, by
€y G2 C3

3

a z wzoru (5) znajdujemy:

([@1, @5, @] X [by, by, bg]) X [y, Ca, C5]=

b, b, b,
0y Oy a; az| |a; a,
Tl by by | By by | By By ||
¢y Cq ‘e
:[ﬁ @ ay ey ay| _as a3‘6‘ RS T L a3.6]=
bu byl * 1By bol [y by "oy Bl by b by By

=—(by" €30y Cotby-cy) at(a1 014y Cyt-5°C5) -b,
czyli
(axb)xe=(a-c)-b—(b-c)-a.

CWICZENIE. Jesli @y, Oy Og; 04 S8 ‘wektorami w przestrzeni Cj, to okazaé, ze

{8y X ag) * (a3 X ag) = (ay - a3) * (@2 " ag) ~ (a1 - ag) * (a5 ag)

oraz ze
(03X 05) X (agX ag) =@y [al ) (03XU4)]_G1 : [ﬂz '(ﬂsXﬂ;_;)}-
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“926. Pole tréjkata i objctose czworodeianu, W myél definicji dlugosei
iloczynu wektorialnego, pole |A (7, ¢, r)| tréjkata A(p, ¢,r) 0 W“’I'Z"bf’l“
kach p,q,r&C; réwne jest polowie dlugodci iloczynu axb, gdlze

— ——r
a==[a,, s, a5]=[pgq] 1 =Dy, by, bsl=[p7]. Stad

5

2 2y ay

Gy Oy . ‘
by by

by by

ay
by by

1 1
() 1A, g r)l=5lexbl= .2_V

W przypadku, gdy punkty p,q,r leia w plaszezyinie Oy, mozemy
przyjaé, ze plaszczyzng ta jest O, co pociaga za sobg znikanic g, b,
ic,. W rezultacie

1

0 @
A =35,

by b,

3

gdzie naleiy wziaé znak taki, by prawa strona byla nieujemna. Jedli
teraz p=(3, %), ¢=(yp ¥s) 1 7=(21, %), t0

’ L x, x
Gy @ Yi—21 Yo%y :
bl b2 = DT TR Ly |
T Ro— X
1 -2 1 1 2 2 1 2y 2y

r=(2;, 2,) ma postad:
1z, %,
1
(9) AP, ¢, M) |=k5| 1 Y1 U2 |-

1z 2

Wobec wzoru (5) z Nr 22, kwadrat ostatniego wyznacznika jest wyrdani-

kiem  (p, q, r) punktéw p, ¢, 7. A wiec

1, e
|A @, g, 1) |=51 ¢, 7).

Wobec niezmienniczego charakteru wielkodei wystepujacych w tym :

wzorze, wzér ten stosuje sie nie tylko do przypadku, gdy punkty
b, ¢, leza w plaszezyinie O, lecz pozostaje prawdziwy i dla punktéw
lezgeych w dowolnej przestrzeni C,.

Jak wiadomo z geometrii elementarnej, objetodé |A (p, g, r, s)| czworo-
Scianu A(p, ¢, r, s) o wierzcholkach p, ¢, 7, s réwna jest »l; floczynu po-

la [A(p,q,r)| tréjkata o wierzcholkach p,q, przez dtugodé rzutu
— ey
wektora ¢ o reprezentancie ps na kierunek wektora aX b, gdzio a==[pq]

—
i b=[pr]. Poniewaz |A(p,q, r)[:‘—;mxfw], wiee

im (Nr 27]  Odleglodé punktu od (n—1)-wymiarowej hiperplaszezyzny 63

A, 7, 8)i=¢ |axt]-|c|-] cos b},

gdzie 0 jest katem miedzy wektorami a X b oraz c. Stad i w myél wzoru
(18) z Nr 15 wnioskujemy, ze

(10) |A®, g, 7, s)|=kglaxD) ¢

przy czym znak nalezy wziaé taki, by rezultat byt nieujemny.
Te krétks postaé wektorialng zastapié mozemy przez wzdér dluzszy,
wyrazajacy objetosé A(p, q, r, s) w zaleznosei od spéirzednych wektoréw

a=[a,, @y, @y], D=[by, by, by], c=[cy, C, €3],
lub tez w zaleznosci od spéhrzednych wierzchotkéw

p:(xls La, x3): q=(y1! Yo ya): r:(zl, 29y 23), Sz(tl: 29 t3)-

Korzystajac mianowicie ze wzoréw (7) i (10), znajdujemy:

1z, 2, 24
PR _ 1l my
(11) ]A(p, q, 7, s)}:i_. bl bz b3 = 1 Ys Y3 )
6 e o e 6 |1 2 2, 24
1 Y2 ¥3 1 tl t2 ts

Zsuwazimy znowu, ze kwadrat ostatniego wyznacznika jest na mocy
wzoru (5) z Nr 22 wyréznikiem w(p, g, r, s) ukladu punktéw p, g, r, s.
Mamy wiee:

(12) |A(p, ¢, 7, 8)|=:f:;1§ V wlp, q,7, ).

Wobec niezmienniczego charakteru wielkoscl wystepujacych w tym
wzorze pozostaje on prawdziwy dla punktéw p,¢,r, s leigeych w
dowolnej przestrzeni C,,.

CWICZENTA. 1. Znalezé objetosé czworoscianu o wierzcholkach (1, 2, 3),
(—1,2, 5), (0, 1, 1), (3, 2, —3). Ile wynosi jego wysoko$é, spuszezona z wierzchotka
(1, 2, 3)?

2. Znalezé pole tréjkata lezacego w C, o wierzchotkach (1, 2, 3, 4), (—1, —2, 1, 0),
0, 1, 1, 5).

27. Odleglosé punktu od (n—1)-wymiarowej hiperptaszezyzny. Niech
a=(ay, @y, - .., @,) bedzie dowolnym punktem przestrzeni C,, za$§ H hiper-
plaszezyzna (n—1)-wymiarows o réwnaniu Ay-+4, 2+ ... +4,-2,=0,
czyli o réwnaniu Ay+(n)-z=0, gdzie z=(x;,%s ...,%,) 1 gdzie a
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jest wektorem [4,, 4y, ..., 4,] r6inym od zera, & na mocy Nr 24
prostopadiym do H.

Punkt o' przecigeia prostej L przechodzgcej preez a i prostopadiej
do H z hiperplaszezyzng H nazywa sig reutem prostopadlym punkiy
a na hiperplaszczyzne H.

Poniewaz prosta L jest identyczna ze zbiorem punktw postaci a-|-¢- (),

s

wiee o'=a+t'(n), przy czym spelniony jest warunek 44-i-(a): (a, <+t (a )) st:(), L
skad

A zatem:

/ A(H“(ﬂ)_'ﬁ, ().

a -_«a——m—a?-'
Odleglosé punktu a od jego rzutu prostopadlego a’ nazywamy odleglo-
Scig punktu a od hiperplaszczyzny H 1 oznaczawy przoz o (w, H).
Znajdujemy wiec
Q(a,) H):g(a,, a’)_—:la’_alz‘é_o...—l:(.{(g_q)_ﬁ . (a) ‘".!«gfiln".m']ﬂ([i)m.mml’

co mozemy réwniez napisaé w postaci:

= |do+4y-at.. .+ Ay ay
VA Ay A

Jezeli w szozegélnosei a?=1, réwnanie A4, @4 ... A, i, =0
nazywa si¢ réwnaniem (n—1)-wymiarowej hiperplaszezyzny w postaci
Hessegol '

Wektor a jest wéwezas wersorem, a wiec spllezynniki 4, A, ..., 4,
sg cosinusami kierunkowymi wersora prostopadlego do . Lewa strona
réwnania w postaci Hessego, po podstawieniu do miej spélrzednych
@y, @y, ..., @, punkbu o, daje (z pominigciem znaku) odlegtodé o (a, H).
' Aby réwnanie A,+4;-w+ ... +4,z,=0 doprowadzié do postaci
Hessego, wystarczy lewsa jego strone podzielié ,przez liczbe | a|=
::[:VA%+A§+ -« +45. Kazda (n—1)-wymiarowa hiperplagzezyzna
ma dwa réwnania w postaci Hessego, ktére otrzymujemy, biorge
jeden lub drugi z tych znakéw. '

(13) “oa, H)

hiGWﬁ}[CZENIA. 1. Zgaleié odleglogé punktu a==(0, 0, 0, 0) od 3-wymiarowe]

perptaszezymny w G, wyznaczonej przez punkty (1, 2, 0, 1), (1, 1,1, —1
(L1 =1, 1), (2,1, -1, 2), AL D
) 2. W prz?strzen.i .03 znalezé réwnanie w postaci Hossego Plagzezyzny, wiodzge,
Ze odlggloéc ocll nie) poczatku ukladu réwna sip 1 i e jest ona progtopuadin do
prostej laczacej punkty (1, 1, 1)i (~1, 2, 1). .

' 0. Hesse, matematyk niemiecki z XTX wisku.

Proste i hiperplaszezyzna 65

28. Wzajemne po'cz nie prostej i (n—1)-wymiarowej hiperptaszezyzny
w C,. Poniewaz hiperplaszezyzny sg zbiorami liniowymi, wige albo prosta
catkowicie lezy w hiperplaszezyinie (n— 1)-wymiarowej, albo jest z nig
roztaczna, albo tez ma z nig dokladnie jeden punkt wspélny. W pier-
szym przypadku méwimy o incydencji, w drugim o réwnoleglodci, w

- trzecim o polozeniu ogdlnym prostej wzgledem hiperplaszezyzny.

W dalszym ciagu uwazaé bedziemy incydencje za szezegélny przypadek
réwnoleglosei.

Rozpatrzmy blizej, jakie warunki analityczne charakteryzuja kazdy
z tych przypadkéw. Niech wiee (n—1)-wymiarowa hiperplaszezyzna
H dana bedzie przez réwnanie '

(14) Ayt A+ ..+ A, w,=0,
zaé prosta L — przez réwnanie wektorialne
w=a-t-(b), gdzie a=(ay, ay, ..., a,) i b=[b, b, ..., b,]==0.

Punkt przecigcia H z L znajdziemy rozwigzujae réwnanie

AQ+Z A4; - (a4 b;)=0,

=1

ktére przy oznaczeniu a=[4,, 4,, ..., 4,] mozemy tez napisaé w postaci:
Aot (0)- (a+2(1))=0, ezyli
(15) £+ (a+b)+Ay+(a) - a=0.

Jezeli a-0+=0, tj. jezeli kierunek prostej L nie jest réwnolegly do
H, to r6wnanié (15) wyznacza jednoznacznie £, a wiec mamy do czynienia
z jednym punktem przeciecia. Jezeli za§ a-5=0, to (15) staje sie badz
tozsamodeiy (gdy punkt lezy na H), a wiec mamy do czynienia z incyden-
cja, badZ (jeéli @ nie lezy na H) réwnanie (15) jest sprzeczne, czyli mamy
do czynienia z réwnoleglodeia.

Zaleznogé a- b=0, ktérg mozemy tez napisaé w postaci

Ayt b+ Ay byt oo +4,0,=0,

charakteryzuje wige przypadek réwnolegltosei.

W  szezegdlnoéei  hiperplaszezyzna dana przez réwnanie (14) jest
réwnolegla do osi x; whedy i tylko wiedy, gdy wersor v, jest prostopadty
do wektora a, czyli gdy spélczynnik 4, jest réwny zeru. Zatem hiper-
plaszezyzny (n—1)-wymiarowe nieréwnolegle do osi z; pokrywaja sie
z tymi, ktérych réwnania dajg sie napisaé w postaci:

T =00y @i+ oo 01 B 1O Tia T oo T Cn B

5 XK. Borsuk. Geometria analityczna


pem


66 ROZDZIAE I11. Hiperplaszczyzny

inaczej méwiac, z wykresami funkeji liniowych wzgledem spélrzgdnych
) . . .
%, T By Bypys ooe0 Tpe A Wige DP. W plaszezysnie C, réwnanie
1’ 2, - i—— ! ¢ ..o. . 3 . 3 4 A .l
prostej nie réwnoleglej do osi x, daje si¢ napisaé w postaci

zp=a-2;+D.

Spélezynnik o jest — jak latwo zauwaiyé — tangensem J(zytu,, ktGry
ta prosta tworzy z osig z;; spélezynnik ten okrela kierunek prostoj
(na plaszezyznie Cp) i z tego powodu nazywa sig joj spdlezynnikiem
kierunkowym.

GWICZENTIA. 1. W zaleznoéci od 1 zbadad polozenie prostej L, ‘Wy'/,l'm.c:zuuoj w
0, przez punkty (1—2, 2, 144, 0), (4, 1, 2, —4) wzgledem hiperplaszezyzmny o
réwnaniu 2 -2, + 2+ 24+ 1=0. . . ) §

2. Majac w plaszezysnie zorientowanej €, dwie proste Ly i1y 0 spotezynnikach
kierunkowych a, i a,, okazaé, ze tangens kate, o kt6ry nuleiy obroeid prosty Ly,

. . L Gy
by przyjela kierunek prostej Ly, réwna sig 1-|fa1 o

29. Hiperptaszezyzny normalne i symetria wzglodem hiperplaszezyzny.
O hiperplaszezyznie H' méwimy, ze jest normalng do hiperplaszezyzny H,
jezeli kazdy kierunek réwnolegly do H' jest prostopadly do II.

Jasne jest, ze wéwezas réwniez kazdy kierunek réwnolegly do H
jest prostopadly do H', czyli ze hiperplaszezyzna H jest normalna do
H', W szozegblnosei prosta L jest normalna do H wtedy i tylko wtedy,
gdy jest prostopadia do H. Dla proste] pojecie normalnogei pokrywa
sig wige z pojeciem prostopadiodei. Natomiast dwie plaszeryzny prze-
strzeni C,, prostopadle w sensie geometrii elementarnej, nie sy do siobie
normalne.

Twierdzenie. Jezeli H jest k-wymiarowq (k==0) hiperplaszczyzng, o

¢ punkiem przestrzeni C,, to z2bidr H' punktéw peC, takich, 2e welior
—

cp jest prostopadly do H, jest (n— k)-wymiarowq hiperplaszczyzng normal-
ng do H.

Kozda hiperplaszczyzne preechodzqea preez ¢ © normalna do H jest
zawarte w H'.

Hiperplaszczyany H © H' majg jako jedyny punit wspdlny  punkt,
ktérego odleglodé od ¢ jest mmiejsza niz odleglodé od ¢ kazdego innego punletu
peH.

Dowéd. Niech ay, ay, ..., a, bedzie liniowo niezaleznym ukladem punk-
56w, wyznaczajacym H. Wobec twierdzenia z Nr 9 mozemy od razu
zalozyé, ze ag, a,...,a, lezg w Cypr czyli 2o H=(C, . Jasno jost,
ze wektory réwnolegle do H sg identyozne z kombinacjami liniowymi
wektoréw vy, v,, ..., 1, wektory za$ prostopadle do H — z kombina-
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cjami liniowymi wektoréw Y415 Vpyos oo, 0, Wynika stad, ze zbiér
H' jest identyczny ze zbiorem punktéw postaci P=cC+iy 0}
TtaDppot- oo b, 00, czyli przy c=(cy, ¢, ..., ¢,) ze zbiorem punktéw
postaci (¢, ¢y, ..., ¢, Bitts Tpyos -oos &) Zbi6r H' jest wiee (n—Fk)-
wymiarows hiperplaszezyzns,.

Poniewaz kombinacje liniowe wektoréw b, 415 Veggy «-es 0, 58 jedy-
nymi wektorami prostopadlymi do H =0, ;, kaidy wiee podzbiér
liniowy przechodzacy przez ¢ i normalny do H jest zawarty w H'.

Jedynym punktem wspdlnym dla hiperplaszezyzn H i H' jest punks
¢'=(Cy, €9 .-, ¢4 0, ..., 0). Dla kazdego punktu P=(%y, g, ..., %, 0, ..., 0)
hiperplaszezyzny H, réznego od ¢, mamy:

ele, P =V (z,—¢ )+ (w,—c,)*F .. A @ )Pl +. >
>V e+t e =, o),
co konezy dowdd twierdzenia. ‘

Punkt ¢’ nazywaé bedziemy rzutem prostopadlym punktu ¢ na H.

Hiperplaszezyzne (n—k)-wymiarows, H', o ktérej jest mowa w ostat-
nim twierdzeniu, nazywaé bedziemy hiperplaszcayzng uzupelniajgcq
dla H.

Np. dla (n—1)-wymiarowej hiperptaszezyzny, okreslonej w C, przez
réwnanie A+ A4, 2+ Ay 2, ... +4, 2,=0, uzupeliajgca jest kazda
prosta majaca kierunek wektora [4,, 4,, <o, 4,]. Jasne jest, ze H
stanowi hiperplaszezyzne uzupemiajgcs dla H'.

Wniosek. Hiperplaszezyzna uzupetniajaca dla H i przechodzqen praez
punkt ¢ daje sie okreslié jako hiperplaszczyzna H' przechodzgea  preez
¢ @ laka, Ze wektor w przestrzeni C, jest do H' réwnolegly wiedy 4 tylko
wiedy, gdy jest prostopadly do H.

Z udowodnionego twierdzenia wynika, ze dla danej hiperplaszezyzny
H o wymiarze k>0 przez kazdy punkt peC, przechodzi tylko jedna
prosta L prostopadia do H. Prosta ta przecina H w rzucie prosto-
padiym p’ punktu p na H.

Definicja 1°. Dwa punkty p i p przestrzeni O, sg symetryczne wzgledem

. e PP . —
hiperplaszczyzny H, jeéli ich érodek - nalezy do H, za$ wektor [p, 5]

jest do H prostopadty.

Wynika stad, ze §rodkiem pary punktéw symetrycznych p i P jest
rzut p’. Stad p=2p'—p, a wiec dla kazdego punktu peC, istnieje
dokladnie jeden punkt peC, taki, ze p i § sa symetryczne wzgledem H.

O punkeie ji powiemy, ze jest symetryczny do p wzgledem H.

Definicja 2%, Zbiér ATC,, jest symetryceny wegledem k-wymiarowe;
hiperplaszezyzny H albo tez H jest k-wymiarowq hiperplaszczyzng symetrii,
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hioru A, jeseli dla kazdego punliu ped 2bidr A zawiera réumies st
p* symetryczny do p wzgledem H. o '
W szozegélnodei 0-wymiarowa }Ltiperpla,ﬂzcz;;fz11.u symotrii l'(‘.(.lll]{u]e
sie do punktu zwanego érodkiem symelri zb'z'omol,/l, & L-wymiarows,
hiperplaszezyzna jest prosts, zwang osiq symelriv zhioru A.
Przyporzadkowujac kazdemu punktowi peC, punkt f,(p) i sy-
metryczny do p wrzgledem H, otrzymujemy pewno preeksztateenie
przestrzeni C, na siebie, zwane symelrig wegledem hiperplaszezyzny H.
Okazemy, ie symetria fg jest przekszialceniem izomatmmznym.
Wystarczy dowiedé tego w przypadku, gdy H=C, . Wowczas 1"211t(sm
prostopadtym punktu p=(2,, %y, ..., &,) D& hiperplaszozyzne I jest
punkt p'=(2,, Ty, ..., &, 0, ..., 0), skad wynika, %e

fH(xl’ Loy vevs xn):ﬁ=2p/—p:(xl, Loy veny By = Lppgs ooy '611”).

Funkeja f,; okredlona przez ten wzér jest oczywidecie izomotriy.

Jest przy tym f,(p)=p dla kazdego peH oraz f[fy(p)]==p dlu kaidego
peC,.

Wszelkie przeksztaleenie f, spelniajace tozsamoleiowo warunck

Hf(p)]=p, nazywa sie inwolucjq.
A wige symetria f, wzgledem hiperplaszozyzny H jest inwolucja,

CWICZENTA. 1. W C, dana jest plaszezyzna H, okreflona jako zlacz punktow
0,1,2,8), (1,1, 1, 1), (—1, 1, —1, 2). Znale#é plaszezyzng uzupelninjqes, prze-
chodzace przez punkt (0, 0, 0, 0), wskazujac trzy punkty, ktérych jest ona zlyczern.

2. Kiedy hiperplaszezyzna H, jest symetryczna wrgledem hiperplasucryzny Hy?

3. Okazaé, ze kazdy zbiér ograniczony nie pusty posiadn co najwyzej jodon
érodek symetrii.

30. Odleglos¢ punktu od k-wymiarowej hiperplaszezyzny. W Nr
poprzednim okazaliémy, Ze odleglo§é punktu ¢ od jego rzutu prostopa~
dlego ¢’ na k-wymiarowa hiperplaszezyzne H jest mniejsza niz odlegloéé
¢ od kazdego innego punktu hiperplaszezyzny H.

Te¢ najmniejszg odleglodé g (c, ¢') nazywamy odleglodciq punkiv ¢ od
hiperplaszcayzny H i oznaczamy przez o (¢, H).

Definicja ta obejmuje jako przypadek szczegdlny definicje odleglogei
punktu od ' (n—1)-wymiarowej hiperplaszezyzny, podang w Nr 27.
Zajmiemy sie obliczeniem tej odleglosci w zaleznoei od ukladu punktéw,
wy?.naozaj@cyoh hiperplaszezyzne H. Udowodnimy mianowicie naste-
Pujace

Twierdzenie. Odleglodé punktu a,,,¢C, od k-wymiarowej hiperpla-
szczyzny 'H » wyznaczonej w C,, praez liniowo niezaleine punlety ay, @y, ... @y,
wyraza sie wzorem

icm

[Nr 30] Odlegloéé punktu od k-wymiarowej hiperplaszezyzny 69
W(@gy Qo - v vy gy B
Q(a/k-}-l, H)ZV ( 9.1 : alTl))
(g, By, -« ., Gy)

gdzie o oznacza wyréinik ukindu punktéw.

Dowéd. Poniewaz w twierdzeniu wystepuja jedynie niezmienniki
izometrii, wiec mozemy — opierajac sie na twierdzeniu z Nr 9 — za~
tozyé, ze punkty a, sa postaci a;=(®;1, Gy 9, --., 0z ,), gdzie a; ;=0
dla ¢<j. Wowezas hiperplaszezyzng H jest Crs a wiec odle:gloéé
0@y H)=|ay11 114]. Twierdzenie bedzie zatem udowodnione, gdy
okazemy, ze przy takim rozmieszeczeniu punktéw a; jest
(16) @ (aoy Qyy wony Oy, ak-;-1)=“i+1, 1@ (660, Ay, .ny CI:k).

Poniewaz punkty ay, ay, ..., @, leza w przestrzeni C, » ktérej punkty
réinig sig od punktéw przestrzeni C) jedynie formalnie (dopisaniem
n—k zer jako koticowych spélrzednych), wiee do obliczenia o (a,, Ggy vy )
mozemy zastosowaé wzér (5) z Nr 22, otrzymujac

o (@, Ay, -, p)=w}, gdzie w,=|(a; ;—a, ,)|@, j=1,2,...,k)

czyli
a; 0 0 ...0
Qa1 (a2 0 ...0
W= =011 @29 ... Ak},
Ar1 Ao Ogs ... 0pg

przy czym wyrazenie to jest réine od zera wobec liniowej niezaleznosei
punktéw o, a,, ..., ¢, A wiec

(g, Qgy « ., Gp)=ai1°@3n * ... Ay == 0.
W zupelnie analogiczny sposéb znajdujemy
(g, Gy, « ooy By Bpg1) =0T 1" A "+ o A g~ OF 4y s,

skad natychmiast wynika zaleznosé (16). W ten sposéb dowdd twier-
dzenia zostal zakonczony.

Dla przykladu zastosujmy udowodnione twierdzenie do obliczenia
odleglosci  punkiu a,=(a21, @ss, .-, @y,,) 0d prostej L, wyznaczonej
przez dwa rézne punkty ao={(to 1, G2, -+-> Go,n) 101= (@11, @10, vy By p)-

Otrzymujemy:
_ w(ay, ay, G)
Q(az’L)_l/ w(@g, ay)
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Ale wobec wzoru (4) z Nr 22 mamy

0 1 1
wlag, a)=5"|1 0 ol y)? |==0(ay, @2,
1 Q(alﬁ a’O)2 0

DO =

) 0 1 1 1
—1 11 0 olay, ar)® olay @y)*|
w{lo, o ty) =" L olag, @) 0 play, a)?
1 o(ag, ag)? 0@y, @)® 0
1 o(ag, @)* 0(ag, @5)% |1 0 e(@pa)? |1 0 o[ty 50ty
=1 1 0 olay, ay)|—|1 0(ay, o)? 0@y, a9)? | L o(@, 4y)* 0
1L o(ay a)* 0 1o(ag, @) 0 Lol ag)? @(ay, )

1 9 g
=1'[2'9(“0, a1)*-0 (@, @a)*+-20 (@0 @)% 0 (g, @o)P-20 (g, )0 (0, (i)

—0 (@, @1)*—0 (@, Gs)*—0(ay, ap)"].
A wiec
(]‘7) @(a’29 L) =

_[2o(ay, a1)* o(aip, 22)2+2 0(@ys @1)% 0(01, 4) 2+ 20(0gs @) ? 0(a0y, 0)®— 0{ttgs thy) 2 — 0 (thg, g)t —0{Cy, Q)

2 o(ay, ay)

Wzorowi temu mozemy nadaé jeszeze inng postaé. Zauwazmy miano-
wicie, ze wyrazenie podpierwiastkowe daje sie napisaé w postaci:

40 (ag, a1)% 0 (@, az)z‘[é’(%: )20 (g, tg)2—p (a4, “2)?]2"‘-"‘:
=4+ (zp—a,)* (“o"%)z—‘l[(%“‘%) ’ (“o"'“z)]z-

Uwzgledniajae to, mozemy wzorowi (17) nadaé postaé nastepujacy:

(18) 0(ta, L)zz(%_al)i. (G—ag)*—[(g—ay) - (@ —a1,)]?
|ag—ay |2 '

‘Przy]mu]ayc t=[ay—0a,] i ay=[ay—a,] oraz oznaczajac przez 0 kyt
migdzy wektorami a; i a,, mozemy wzorowi (18) nadaé postaé joszeze
prostsza:

292 . 2
el L= 10— (0 0

2
C(1

=

i gin2),

CWICZENIA. 1. Obliczyé odleglosé punktu (0, 0, 0, 0)
przez punkty (1, 2, 3, 4)i (1, 1, -1, —1).

2. Obliezyé odleglosé punktu (0, 0, 0, 0) od plaszezyuny wyznaczono] w Uy
preez punkty (1,1, 0, —1), (0, ~1, 1, 2), (0, 2, 2, 1) '

od prostej preacchodzgeo

[Nr 31] Hiperplaszczyzny réwnolegle 71

31. 'I-Iiperplaszczyzny réwnolegle. W Nr 28 okreslilismy réwnoleglosé
prostej do hiperplaszezyzny. Rozszerzajac to pojecie, wprowadZmy
definicje nastepujaca:

Definicja”. Hiperplaszozyzna H' jest réunolegla do hiperplaszezyzny
H, jedli kazdy kierunek réwnolegty do H' jest réwnolegty do H.

Tak okreslona réwnoleglosé nie jest stosunkiem symetrycznym,
gdyz np. réwnoleglodé prostej L do plaszezyzny P nie pociaga za soba
bynajmniej réwnoleglosci P do L (whrew terminologii przyjetej w
geometrii elementarnej), gdyz w P istnieja kierunki nie réwnolegle
do L. Natomiast symetryczny jest stosunek réwnoleglodci deiste],
ktéry okre$lamy jak nastepuje:

Definicja”. Jezeli hiperplaszezyzna H' jest réwnolegta do hiperplasz-
czyzny H i zarazem H jest réwnolegle do H’, to H i H' sa Scidle réwno-
legte.

Udowodnimy nastgpujace

Twierdzenie. Niech H bedzie k-wymiarowq hiperplaszczyzng lesgeq w
C,.. Przez kazdy punkt a £C, przechodzi dokladnie jedna hiperplaszczyzna
H' $cisle réwnolegla do H.

Wymiar jej jest taki jok wymiar H, zas punkty jej letq wszystkie w
jednakowe] odlegtodei od H. ‘

Koazda hiperplaszczyzna H" réuwnolegla do H 1 przechodzqcea przez a jest
zaworts w H'.

Dowdd. Niech ay, @y, ..., a, beda punktami liniowo niezaleznymi,
wyznaczajacymi H. Wobec twierdzenia z Nr 9 mozemy zalozyd, Ze
Qo, Ay, oy e Cy 1 20 Gy =(0y, Gy, ..., O @y, 0, ..., 0). Wowezas
H = H(a, @y, ..., ) 0, ;, czyli H jest zbiorem punktéw postaci
(%4, Zay -+ -5 %4y 0, 0, ..., 0). Oznaczmy przez H' zbi6r wszystkich punktéw
postaci (zy, g, ..., & @iy, 0,...,0). Jasne jest, ze H' jest k-wymia-
rows hiperplaszezyzng, ktérej kazdy punkt jest od H oddalony o
|ay,yq]. Poniewaz ogél wektoréw réwnolegtych do H jak réwniez i
ogdt wektoréw réwnolegtych do H' jest identyczny z ogélem kombinacji
liniowych wektoréw vy, 0y, ..., 0, wiec hiperplaszezyzny te sa Scidle
réwnolegle.

Jegli zag H” jest hiperptaszczyzng réwnolegla do H i a,, e H, to kazdy
wektor do niej réwnolegly jest kombinacja liniows wektoréw vy,
Vg, ...,V, a wiec kazdy punkt peH" jest postaci ayy,+(b), gdzie
0=[Bp Par ---» fis 0, -, 0], skad p=(ar+Pp1, ao+Pa ..o, +Pp 0, .., 0)
e H. W ten sposéb dowéd twierdzenia zostal zakonczony.

Zauwazmy w kotieu, ze miedzy pojeciem scisle] réwnoleglodcia pojeciem
hiperplaszezyzn uzupelniajaeych, wprowadzonym w Nr 29, zachodzi
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nastepujacy prosty zwiazek, wynikajacy bezpofrednio z wniosku z
Nr 29: o

(1) Dwie hiperplaszczyzny i Scidle réumolegle wiedy © tylko wiedy,
gdy majq wspbing hiperplasaczyeng uzwpelniojqee.

W szezegélnodei wynika stad, Ze: , '

(2) Dwie (n—1)-wymiarowe hiperplaszezyzny w ', o  réwnaniach

A() +A1'x1+ e —{—-A%'wn=0 /& B0+B1’m1~{- e "‘l",[fn'x,n:-":i»l()
sq réwnolegle wiedy i tylko wiedy, gdy wekiory [4,, Agy .oy A, 1
[By, By, ..., B,] sq réunolegle.

GWICZENIA. 1. Okazaé, ze dwie hiperplaszezyzny H i H’ sn feidle réwnologle
whedy i tylko wiedy, gdy wymiary ich sa jednakowe oraz jedna z nich jest réwno-
legla do drugiej. . '

9. Okazaé, ze czefci wsp6lne dwu hiperplaszezyzn feifle réwnoleglych. v joke-
kolwiek trzecig hiperplaszczyzng sq hiperplaszezyznemi dciflo r(»wrm]ogly:mi.

3. Znale#¢ punkt przecigeia plaszezyzny wyznaczonej w (f przoz punky
0,0, 0,0), (1, 1, 2, 2), (=1, 1, —1, 1) z plagzczyzng przechodzqeq przey punkt
(0, 0, 0, 1) i réwnolegla do plaszezyzny wyznaczonej przez punlkty (--1, -1, 0, 1),
1,5, 2,0), (—1,3,3, 1).

32=. Przeciccie dwéch hiperptaszezyzn. TUdowodnimy wnastepujace

Twierdzenie. Przeciecie dwéch hiperplaszczyzn H' o wymiarze k' 4 H"
o wymiarze k" lesqeych w C, jest bqdé zbiorem pustym, badé hiperpla-
szceyzng 0 wymiarze co najmmiej réwnym k' k" —n.

Zacznijmy od dowodu lematu nastepujacego:

Lemat. Niech k-wymiarows Riperplaszceyzne H==0 bedzie czedeiq
wspdlng dwéch hiperplaszezyzn H' 1 H" o wymiarach k' i k", Jedeli a4, n,, ...
oo O fest ukladem liniowo niezaleinym weltoréw réwnoleglych do H,
to uklad ten moina wzupelnié przez wektory ay,ay, ..., 0., réwnolegle
do H' i praez wekiory oy, 0y, ..., ag_, réwnolegle do H" tak, by uklady

! 1 . " " o s .
Oy Oy veey Ogy Ogy oeey Qpeg & Oy Ogy v ovy Oy O,y oeny Oy, DYly  Uiniowo  mie-
zaleéne.
Z s . ! ! 1 " .
Woéwczas réwniez uklad oy, g, ooy G Oy, oony Qg gy 04, oony Qi j08E

Liniowo niezaleiny.

Dowdd. Moznogé takiego uzupelnienia wynika natychmiast z wniosku

. s . t 1
1} 7 Nr” 19. Pozostaje ok.az.ac, ze wektory ay, 0y, ..., gy Qyeney Qg
Ay, +e., Oy, HwWorzg uklad liniowo niezalezny. Istotnie, jezeli
! ' ! t
(19) oy oyt 0yt oo A0 a0y o Fay e ap ol )
" "
e —I—aku__k' ak"~k= 0,
7 U T t ! t (] e "

fp wekbor a'=a;* 0;4-a,* 0y oo Fa_y 0y réwnolegly do H', wyraza
sig w postaci kombinacji liniowej

ey . "oon "oon " "
= 00y Oy 0y [ 27 ﬂ,;——al'alma‘_,'ag-— ves gt ’;'ﬂku )

&
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a wigc jest réwniez réwnolegty do H”. Niech acH. Punkty a oraz a--(a’)
nalezg wéwezas zaréwno do H' jakido H”, a wiee nalezg do H. Wynika
stad, ze wektor o’ jest réwnolegly do H, a wiec wyraza sie w postaci
kombinacji liniowej wektoréow y, 0y, ..., 0y, €O Wobec liniowej nieza-
lezmogei Hwektoréwnal, (gy +vvy O, 04, Q3 .., Gy, Prowadzi do wniosku,
7e a'1'=a2= - =y, =0. Zaleino$é (19) przybiera wige postaé

- ! 1 !
ay0yFay Ot . oy ol @ ayag a0 =0,

co z uwagi na liniows niezalezno§é wektorsw oy, a, ..., g, @),ah, ..., Gy
daje a;=a,= ... =ak=a;=a;= o =ay_,=0. W ten sposéb lemat
zostal udowodniony. .

Dowéd twierdzenia. Mozemy zalozyé, se H=H'-H"==0. Jeieli hiper-
plaszezyzna H jest k-wymiarowa, to w my$l lematu istnieje uklad liniowo
niezalezny zlozony z k-(k'—k)+(k"—k)=k'+k"—k wektoréw prze-
strzeni C,. Stad wobec twierdzenia z Nr 19 mamy k' -+k"—k=n, czyh
k=k'-+k"—n, co bylo do okazania.

Whniosek. Kaida k-wymiarowa hiperplaszczyzna przestrzeni C, (gdzie
0=k<n) daje si¢ preedstawic w postaci czesci wspdlnej n—Fk, ale nie
mmniejsze] Liczby hiperplaszczyzn (n—1)-wymiarowych.

Istotnie, O, , jest czescia wspdlng n—Fk hiperplaszczyzn o réwnaniach
x2,=0, gdzie i=k-+1, k+2, ..., n.

Ze za$ hiperplaszezyzna k-wymiarowa (gdzie £=0) nie daje sig przed-
stawié w postaci czedci wspdlnej mniejszej liczby hiperplaszezyzn (n—1)-
wymiarowych, wynika z uwagi, Ze w my$l ostatniego twierdzenia,
pomnozenie? hiperplaszezyzny H lezace] w C, przez (n—1)-wymiarows
hiperplaszczyzne nierozlgozng z H obniza wymiar co najwyzej o 1.

Warto zauwazyé, ze jesli plaszezyzny dane w przestrzeni C; przez
réwnania:

Agt+Ayw+ Ay w4y =0, By+ By 2+ By wp- By x,=0

nie sg cigle réwnolegle, to przecinaja sie wzdiuz prostej, ktérej réwnanie
wektorialne ma postaé

p=0-+1([4;, Ay, 431 X[ By, B,, Bsl),
gdzie @ oznacza punkt staty.

Prosta ich przeciecia jest bowiem prostopadia do obu wektoréw
[dy, 4y, Ay i [By, By, Bl

2 w gensie iloczynu mnogofciowego, podanym w Nr 5.
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GWICZENIA. 1. W O, dane sa dwie plaszesyzny, 4 ktoryeh piorwszn, jogt
wyznaczona przez punkty (0, 0, 0, 0), (1, 0, 0, 0), (0, 0, 1, 0), drugn z.m'c prave puankty
(1, 1,0,0), (0, 1,0, 1), (0, 1, 0, 0). Okazag, %o sg 0no rozlgezno, loez nio sy rownolegle,

2. Okazaé, ze dwie (n—1)-wymiarowe hiperplaszesyuny praostrzoni (f,, jesli
nie s réwnolegle, to przecinaja sie wzdlui pewnej (n--2)-wyminrowe] hiper-
plaszezyzny.

33%, Wyznaczenie k-wymiarowej hiperptaszezyzny przez wkiad réwnan
liniowyeh. Z uwagi na twierdzenie z Nr 23 mozemy ostatnio otrzy-
many w Nr 32 wniosek wypowiedzieé réwniez w postaci nastepujgeej:

Kazda k-wymiarowa hiperplaszczyzna przestrzent (!, (gdzie 0<f<n)
daje sie okredlié jako zbidr punktow, kidrych spélrzedne spelniajy pewsien
uklad zlotony z n—k, ale nie mniej, réwnah lintowych.

Dla zastosowath wazne jest podanie arytmetycznego sprawdzianu
pozwalajacego orzec, kiedy dany uklad réwnan liniowych okredla w
C, hiperplaszezyzne k-wymiarows. Sprawdzian taki stanowi naste-
pujace

Twierdzenie. Aby zbidr H punkiow (x, @, ..., x,) precsirzend (!
spelniajgcych ukiad | réwnan lintowych
(20) A otA; et A ,=0, g==1, 2, ..., |,

byt k-wymiarowq hiperplaszczyzng (gdzie 0=k<n), potrzeba ¢ wysiarcea,
by kazda z macierzy

(Ai,j)('l:zl: 2,..,0 j=12,..,m) i (Ai,f) (1==1,2,...,0; 7‘:""03 Loy n)
byla rzeduw k.

Dowdd. Zauwazmy przede wszystkim, iz z twievdzenin z Nv 20 wyni-
ka, ze réwnosé rzedu tych macierzy jest réwnowazna lintowej zaloz-
nosci wektora [4; o, 4y, ..., 4, o] od ukladu wektoréw [Ay, g Ay g
o A5, §=1,2, ..., n, czyli istnieniu liczb &, #y, ..., i, takich, ze

Aio=d; 1 b4 5t A, 0t dla i=1,2, .,
co przy podstawieniu x,=—t, dla t=1, 2, ..., n jest réwnowaznoe istnie-
niu punktu (zy, 2,, ..., 2,)eC, spelniajacego uklad réwnani (20). A wiec
réownoéé rzedu obu macierzy (A, )0=1,2,..,0; §=1,2,..,n) i
(4;)0=12,...,1; j=0,1,..., 7) stanowi warunek konieczny na to,
by zbiér H byt hiperplaszezyzna o wymiarze /0. '

Zal6zmy teraz, je warunek ten jest spelniony. Istnicje wige punkt
a=(ay, s, ..., 6,)&C,, spelniajacy réwnania (20). Aby voéwnies punkt
&=(2y, @y, ..., %,) spelnial te réwnania, potrzeba i wystarczn, l)y byto

n

veey

Ai,l' (xl"'a’l)‘l_‘(lid ’ (w2'—a2)'|' i "I—Ai, n’ (mn"'“(‘tn)”"‘o dla 41 2y b
e
Inaczej méwige, wektory [0@]=[ay, ay, ..., a,] przestrzoni (/,, réwno-

&
M 0
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legle do hiperplaszezyzny H, sg identyczne z tymi, ktére speliajg
uklad réwnan

Ao t+d et +4;,a,=0 dla i=1,2, ..,1

W mysél twierdzenia z Nr 20, wymiar zbioru tych wektoréw jest
wige réwny rzedowi % macierzy (4 )=1,2,..,; j=1,2,..., n).
Poniewaz za§ w myél Nr 24 wymiar zbioru wektoréw réwnoleglych
do H jest réwny wymiarowi hiperptaszczyzny H, wiec liczba k jest
réwna wymiarowi hiperplaszozyzny H. Tym samym dowéd twierdzenia
zostal zakonezony.

CWICZENIE, W zaleinogei od parametru A zbadaé, kiedy plaszezyzny okreslone
w Oy przez réwnania

Army+(2—2) - 2y +(24—1) - 2,4+-3—21=0,
(2~ ) &y 4 (84—2) » wy+my —2-+834==0,

przecinajy wi¢ wzdluZ prostej. Czy prosta ich przecigcia moze byé réwnolegla do
welktora [3, —1, 3]?

34”. Ogélne polozenie dwéeh hiperplaszezyzn. Méwimy, ze dwie
hiperplaszezyzny H' i H" o wymiarach k' i k" lezace w przestrzeni C,
znajdujy sie wzgledem siebie w polozeniu ogdlnym, jezeli:

1° badz jest k'-+k"<<m, przy czym hiperplaszezyzny sa roztaczne
i nie istnieje kierunek réwnolegly jednoczeénie do H' i H”,

20 bads jest k'+k"=n, przy czym cze$é wspélna H' i H” jest hiper-
plaszezyzng o wymiarze &' +k"—n.

Definicja ta stanowi uogélnienie podanej w Nr 28 definicji ogélnego
polozenia prostej i (n—1)-wymiarowej hiperplaszezyzny. Zauwazmy
ponadto, ze wobec wniosku 1 z Nr 29 dwie hiperplaszezyzny uzupel-
niajace znajduja sie zawsze wzgledem siebie w poloZeniu ogélnym.
Roéwnies cala przestrzert O, znajduje sie w polozeniu ogélnym wzgledem
kazdej swej hiperplaszezyzny.

Twierdzenie. Aby k'-wymiarowa hiperplaszczyzne H' 1 k"-wymiarowa
hiperplaszczyzna H', leiqcee w C,, znajdowaly sie wegledem siebie w poloze-
niw ogélnym, potrzeba i wystarcza, by wymiar zbiorw U wszystkich wekto-
réw, ktére sq réwnolegle do co najmniej jednej z tych hiperplaszczyzn,
byl rowny mniejszej z liczb k'+k" i n oraz by w praypadku k'+k'<n
bylo H'-H"==0.

Dowéd. Zalézmy najpierw, ze H' i H" znajduja sie wzgledem siebie w
polozeniu ogdlnym. Jezeli k'+k"<mn, to hiperplaszczyzny sa rozlaczne
i zaden wektor réwnolegly do jednej nie jest réwnoleglty do drugiej.
Wiynika stad natychmiast, ze biorac uklad k" wektorow liniowo nie-
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zaleznych, lezacych w H', oraz uklad k" wel&ﬁoréw linioy‘fo ni:amle:i,nych,
leigoych w H, otrzymamy lgoznie uklad zlozony ./(: -+k W’Okt()x"éw
liniowo niezaleznych. Poniewaz kazdy wektor nalezgey (‘lf’ U jost
kombinacjg liniows wektoréw tego ukladu, wiee wynika stad, ze wymiar
zbioru wektoréw U jest réwny k'-k". Jezeli zas b Ak m, 1’10 hiper-
plaszezyzny przecinaja sie wzdhuz pewne]j hiperplaszezyzny H o wy-
miarze k=Fk'--k"—n. Biorae w H uklad & wektordéw liniowo r}icazaleylxlych
Oy, Ogy +- vy O, TNOZEMY — stosujac lemat z Nr 32 — uzyp(%mf ten tllli’]fad
wektorami a, ay, ..., Gy_; lezgeymi w H' i wektorami 0, 0y, ..., Qi
lezgcymi w H” w taki sposob, by uklad

' r t " 1 "
Ogy Oy vany Opy Gyy By veny Mprgey Ay Ogy enesy Qg

byt liniowo niezalezny. Poniewaz w tym ukladzie jest k-t (b k)~ (k"
—k)=k'+k"—k=n wektoréw, wiec w przypadku tym wymiar zbioru
wektoréw U jest réwny n.

Zaléimy teraz, ze wymiar zbioru wektoréw U jest mniejuszg z liczb
B'+k i m oraz niech a),q} ..., 0, bedzie ukladem liniowo niczalei-
nym wektoréw lezacych w H', zaé aj,qy, ..., 0y ukiadem liniowo
niezalesnym wektoréw lezacych w H".

Jesli k'--k"<m, to wymiar zbioru U jest &'-k", a poniewaz kazdy
wektor z U jest kombinacjs liniows bads wektoréw a,ay, ..., ),
bads wektoréw ), q,, ..., ay,, Wiee wynika stad, e uklad a0, ...
ceoy @y 0, @, ..u, Qo jest liniowo niezaleiny, a wige w szczegllno-
§ci kazda rézna od zera kombinacja liniowa welktoréw al, a,, ..., aj,
czyli kazdy rézny od zera wektor réwnolegly do H', jest réiny od kazdej
kombinacji liniowej wektoréw a},, a,, ..., 0y, tj. od kaizdego wektora
réwnoleglego do H".

Jesli za§ n=k'--k", to wymiar U jest réwny n, a wiec kazdy wektor
preestrzeni O, jest kombinacjs liniows wektoréw o), a,, ..., a0y,
Uy, ..., 0y Niech o' bedzie dowolnym punktem hiperplaszezyzny
H', a a" dowolnym punktem hiperplaszczyzny H”. Punkty hiper-
plaszezyzny H' (na mocy wniosku z Nr 18) sg identyczne z punktami
postaci a'+a, - (a))+ ... +au-(a)), zad punkty hiperplaszezyzny H"
sg identyczne z punktami postaci a”-a;-(0))+ ... +ajn- (ajn). Ponie-
wai kazdy wektor przestrzeni C, jest kombinacjs, liniows wektordw

" n

' ' . o . COR
0y, Qg nny Qu, Oy, Oy, ooy Oy, Wige Sp6lezynniki o) oraz a; mozna dobrad
] 1 1] 1 r 1
tak, b;?’a"’:—-na':ai-(a1)+a2-(a2)—l— —|-ak,-(aA./)~a/l'-(nf[')wa;-(ag) -----
» 1} 1 T
s e (), ozl @' o (0)) A e () =0 4w - (0]) - ().

Ale lewa strona ostatniej réwnodei jest punktem hiperplaszeryzny
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H', prawa za$ punktem hiperplaszezyzny H'. Zatem czesé wspdlna H
hiperplaszezyzny H' i H" jest hiperptaszezyzna o wymiarze k=0.

Wezmy teraz pod uwage — tak jak w pierwszej czedei dowodu —
uklad 1y, 0y, ..., @, liniowo niezaleznych wektoréw hiperplaszezyzny H
i stosujac lemat z Nr 32, uzupelmijmy ten uklad wektorami o, e,
ﬁ;v,,u,; tak, by otrzymaé uklad liniowo niezalezny, zloionly P
wektoréw nalezacych do H’, i podobnie wektorami &,a., ..., T,
tak, by otrzymaé uklad liniowo niezaleiny, zlozony z k" wektorow
nalezgcych do H”. Otrzymany uklad

Qg Doy vy Wy D Ty ey Tpa gy @y Ty ey Tpry
jest liniowo niezalezny, a poniewas kazdy wektor zbioru U wyraza
sig przez nie liniowo, wige liczba tych wektoréw jest réwna wymiarowi
U, ezyli n. Mamy wiec k+(k'—k)+(k"—k)=n, skad k=K' +k"—n, co
wiadnie bylo do udowodnienia.

Zestawiajac udowodnione twierdzenie z twierdzeniem z Nr 20, otrzy-
mujemy nastepujacy ‘

Whniosek. Niech o, q, ..., 0. bedzie lLiniowo niezaleinym ukladem
wektoréw  I'-wymiarowej  hiperplaszczyamy H', zad af, aj, ..., g
lintowo mniezaleinym ukladem wektordw k"-wymiarowej hiperplaszczyzny
H", przy ceym w preypadku k'4+k"<n niech bedzie H' - H"=0. Aby hi-
perplaszezyzny te znajdowaly sie wezgledem siebie w polozeniu ogdlnym,
potrzebo i wystarcza, by rzqd macierzy ukladu wekioréw

! noon "
ﬂl, 02, ey akl, al’ az, cees Qg

byt réwny mniejszej z liczb k'--k" 1 n.

GWICZENIA. 1. Zbadaé, czy plaszezyzny wyznaczone w przestrzeni C, przez
punkty (1,0, 0, 0), (1, —1, 0, 0), (1, 2, 3, 4) oraz przez punkty (—1, 2, —1, 5),
(2,0, 1, 8), (1, 1, 0, —1) znajduja sig w potozeniu ogblnym.

2. Cuy w przestrzeni C, dla danych liczb catlowitych nienjemmnych m<n
zawaze istnieja dwie hiperplaszezyzny I- i m-wymiarowe, przecinajace sie wzdhiz
hiperplaszezyzny k-wymiarowej?

==
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ROZDZIAL 1V.
Wielosciany i ich elementarne wlasnoSei

35. Odcinek. Zbiory wypukle. Niech o i b beds punktami prze-

strzeni C,. Przez odcinek ab o koricach a i b rozumiemy zbiér wezystkich
punktéw zeC,, takich, ze

(1) Q(CL, m)"l"@ (CU, b)=9 ((Z:, b)

Jasne jest, ze definicja ta ma charakter niezmienniczy oraz 7o dla
kazdej pary punktéw a, b e C, istnieje w C, dokladnie jeden odeinck,
dla ktérego punkty te sg koncami.

Twierdzenie. Odcinek ab jest identycany ze zbiorem punktéw postaci
tea-+(1—12)-b, gdzie 0=t <1,

Dowéd. W przypadku a=b odcinek ab redukuje sie do punktu i teza
twierdzenia jest oczywista. Mozemy wige zalozyé, e a=kb. W mysl
Nr 10, 3°, z zaleznodei (1) wynika, ze dla pewnego rzeczywistego ¢ jost

2) @=t-a+(1—t)-b.

Pozostaje wiee okazad, ze dla punktu z postaci (2) zaleznodd (1) jest
réwnowazna nieréwnosei 0<f=1. Mamy

o(a@, z)+o(z, b)=|t-a+(1—2)-b—a |+ [t a4 (1—4) - bbb | ==
=[1—t]-|a—b|+|t| |a—b|=(|1—t|+|t])-0(a, b),

co wobec o (a, b)#0 jest réwne g (a, b) wtedy i tylko wtedy, gdy jest
|1—t[+|t|=1, czyli gdy zachodzi nieréwnosé 0<t<1. W ten sposéb
dowéd twierdzenia zostal zakonczony. i

Wniosek 1. Odeinek ab jest
punkty a i b.

W szezegdlnodel jal‘sne jest, ze odcinki lezgce na prostej ¢/; ny iden-
tyczn.e‘z tzw. preedziatami liczbowymi, czyli zbiovami punktow (y)ed),
spelniajgeych nieréwnogé a<y =B, gdzie a=f. . ‘

To, wraz z wnioskiem 1, pozwala nam wypowiedzied nastepujyey

podzbiorem prostej wyznaczonej praez

&
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Wniosek 2. Odeinki lezqce w przestrzeni C,, sq identyczne 2 podzbio-
rami praestrzent C,, szometrycanymi 2z preedziatami liczbowyms.

Punkty a i b odcinka ab nazywajs sie jego koticamsi, za§ pozostate jego
punkiami wewnetrznyms.

Odlegloé¢é migdzy koricami nazywa sie diugoscig odcinka.

Wobec wniosku 2 widzimy, ze punkt wewnetrzny p odcinka —
w przeciwienstwie do jego korcéw — ma te wlasnodé, ze odcinek daje
sig rozlozy¢ na dwa odecinki, nie redukujace sie do punktéw i majace
p jako jedyny punkt wspdlny. Mianowicie ab=ap-+pb.l Spostrzezenie
to nadaje pojeciu konca tresé geometryezng.

Podzbiér A przestrzeni €, nazywa sie wypullym, jesli wraz z dwoma
punktami zawiera zawsze odecinek je laczacy. ,

Wobec wniosku 1 kazdy zbiér liniowy jest wypukly. Przykla-
dem zbioru wypuklego, nie bedacego zbiorem liniowym czyli hiper-
plaszezyzng, jest odeinek. Innym przykladem zbioru wypuklego jest
zbibr @, utworzony z wszystkich punktéw 2 przestrzeni C,, speliajacych
nieréwnosé o (a, x)<<r, gdzie a jest stalym punktem, r za$ stalg liczba
dodatnis; jest to tzw. kula n-wymiarowa otwarta o éredku o i promieniu 7.

Warto zauwazyé, ze zbiér ten nie przestanie byé wypuklym, jesh
dolagezymy do niego dowolny zbiér E, ktérego punkty x maja od a
odlegtogé réwng, , ezyli dowolny podzbiér E powierzehni tej kuli.

Z definicji zbioréw wypuklych wynika od razu, Ze cze$é wspblna
ilukolwiek zbioréw wypuklych jest zbiorem wypuklym. Wynika stad,
ze biorac dla dowolnego zbioru 4 lezacego w C',, czesé wspélna wszystkich
jego nadzbioréw wypuklych (do ktérych w kazdym razie zalicza sig
sama przestrzen C,), otrzymujemy zbiér wypukly, zawarty w kazdym
innym wypuklym nadzbiorze zbioru 4, a wiec najmniejszy zbiér wypukly
rawierajacy A. Zbiér ten oznaczaé bedziemy przez A(4) i nazywaé
zbiorem wypuklym wyznaczonym praez A.

W tym sensie odecinek jest zbiorem wypuklym wyznaczonym przez
zbiér swych koricéw, tréjkat lub kwadrat zbiorem wypuklym wyzna-
czonym przez zbiér swych wierzcholkéw, kolo zbiorem wypuklym wyzna-
czonym przez okrag, itd.

7 definicji zbioru 4(A4) wynika, ze je§li ACB, to 4(4)4(B) oraz
ze A(A(A))=4(A). Stad wynika dalej, ze jesli ACBCA(4), to 4(4)=
=A4(B). ‘

GWICZENIA. 1. Znaleé na odeinku ab punkty ay, g, ..., @p—1, Ktore dziela
odeinek @b na & odeinkéw réwnych (tj. majacych réwne diugodei).

2. Okazaé, zo jesli @ i b sa voznymi punktami przestrzeni Oy, to zbiér punktéw
@ e (), takich, o p(a,2)—p (bw)=g(a,b), jest izometryczny z pélprosta. »

! Dodawanie rozumiemy w sensie mnogofciowym podanym w Nr 5.
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3. Jakie, précz odcinkéw, istnieja zbiory wypukle na ]\')r.tm{;oj (€N
4. Podzbiér A plaszezyzny C, sklada sig z osi odeigtyeh i punktu (0, 1), Czym
jest zbiér 4 (4)?

36. Pélprzestrzenie. Udowodnijmy nastepujace

Twierdzenie. Jeseli H jest (n—1)-wymiarowq hiperplaszczyzng w O,
to uzupelnienie C,—H rozpada sie — 1 to tylko w jeden sposéh — na
sume dwéch zbioréw rozlgcanych wypuklych V i V', pray czym zbiory
D=V+H i D'=V'+H tei sq wypukle.

Dowéd. Niech Ag-+A, 24y 2y+ ... +4,%,=0 bedzie réwnaniem
hiperplaszezyzny H, przy czym co najmniej jeden ze spllezynnikow
A, A, ..., A, nie znika. Przyjmujac dla kazdego @=(y, %, ..., #,)eC,

(3) f(m):A0+A1'x1+A2'x2+ [ ‘}‘-An'mm

oznaczmy przez V zbiér tych wszystkich punktéw z, dla ktérych f(x) =0,
za$ przez V' zbiér tych wszystkich punktéw 2, dla ktdrych f(w)<0.
Wiéwezas zbiér D okreslony jest przez nierdwnodé f(w)==0, zad 1) praex
nieréwnoéé f(x)=0. Jasne jest, ze zbiory V i V' sg rozlgezne i 7o ich
suma jest réwna O,—H. Natomiast zbiory D i D' majy H jako czedé
wspélng. Jezeli teraz a=(ay, @y, ..., a,) 1 b=(by, by, ..., b,) 88 dwoma
punktami przestrzeni C,, to odcinek ab jest identyczny ze zbiorem
punktéw x postaci ¢-a+(1—t)-b, gdzie 0=t=1. Wéwezas

(@) @)=agtt S A (1—0) 3 A,b=tf(@)+(1=1) (D).

1=1 4==]

Wynika stad, e jesli oba punkty o i b nalezs do jednego i tego samego
sposréd zbioréw V, V', D, D', to do tegoi zbioru nalezs wszystkie
punkty odcinka ab. A wiec kazdy z tych zbioréw jest wypukly. Co
wigeej, jezeli aeV, a be D, to kazdy punkt odeinka ab, précz co najwyiej
punktu b, lezy w V. W kazdym razie

(5) jeieli aeV, @ beD, to 3 (a-+D)e V.

J'eieli aeV 1 beC,—V, to f(a)>0 i f(b)=0, skad, wobec (4),
wnioskujemy, ze istnieje dokladnie jedna liczba ¢ taka, ze 0=t==1 oraz
ze dla z=t-a-(1—1)-b jest f(x)=0, czyli zeH. A wiee:

(6)  Odcinek ab, gdzie acV, 208 beC,—V, preecina H dokladnic
w jednym punkcie.

Niech tera,z. C,—H=W-+W' bedzie jakimkolwiek rozkiadem zbioru
C,—H na zbiory wypukle rozlaczne. Gdyby rozklad ten byl rézmy od

® :
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rozkladu na V' i V', to przynajmniej w jednym ze zbioréw Wi W', np.
w W, istniatyby dwa punkty aeV oraz beV'. Wéwezas w mysl (6)
odecinek ab zawieralby punkt zbioru H, a wige punkt nie nalezacy do
W, wbrew wypuklodei W. W ten sposéb dowéd twierdzenia jest zakon-
czony.

Zbiory D i D' nazywamy pdlprzestrzeniami WYZNACZONYME  Przez
hiperplaszczyzne H; o kaidej z nich méwimy, ze jest dopelniajaca dla
pozostalej. Zbiory V i V' nazywamy obszarami WYZNACRONYME Praez
hiperplaszezyzne H.

Uwaga. Jezeli a0y, ..., q, sy liniowo niezaleznymi wektorami,
zaf o, dowolnym punktem przestrzeni 0, to kazdy punkt p przestrzeni
O, daje sig jednoznacznie przedstawié w postaci

(7) P=aptty- (a) 2y (@) 4 ... 1,0 (,).

W szezegélnodei punkty p, dla ktérych ¢,=a, gdzie a jest liczbg stala,
tworza (n—1)-wymiarows hiperplaszezyzne H, ktéra przechodzi przez
punkt py=a,-4-a-(a,) i do ktérej wektory ay, ay, ..., a,_; 53 réwnolegte.
Zbiér punktéw nie nalezaeych do H rozpada sie na dwa zbiory — jak
latwo zauwazyé — wypukle: jeden zlozony z punktéw p postaci (7),
dla ktérych t,>a, drugi za$ z punktéw p postaci (7), dla ktérych £,<a.
Stad i z ostatniego twierdzenia wynika, Ze zbiory punktéw postaci
(7): tych, dla ktérych ¢, >a i tiych, dla ktérych i, <a, sa pélprzestrzeniami.

Podobnie rzecz sie ma ze zbiorem tych punktéw postaci (7), dla ktérych
t;=a, jako tez tych, dla ktérych t,=0, gdzie ¢ oznacza dowolnie ustalony
wskaznik.

Zauwazmy, %e

(8) Wszystkie polpreesirzenie preestrzeni C, sqg izometryczne.

Istotnie, wobec wniosku 9 z Nr 19, istnieje izometria f, przeksztatca-
jaca przestrzen C, na siebie i taka, ze f(H)=C, ,_;, skad wynika, ze
pélprzestrzenie D i D', wyznaczone przez H, sg izometryczne z pél-
przestrzeniami D, i D,/, wyznaczonymi przez C, , ;. Te jednak sa
zbiorami przystajacymi, gdyz funkeja ¢ okreélona wzorem

P (@, gy +vs Ty %)== (g, Tgy + o> Tp1s —,)
przeksztalea izometrycznie Dy na Dy, za$ Dy’ na Dy. Zauwazmy dalej, ze
Kaida k-wymiarowa hiperplaszczyana preestrzens C,, gdzie
(9)  k<n, daje sie przedstawic jako czesé wspblna pewnego ukladu

2(n—k) pélpraestrzens.

6 1<, Borsulk, Geomelria analityezna
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Istotnie, wobec wniosku 9 z Nr 19, mozemy ograniezyé si¢ do okazania
tej wiasnodci dla hiperplaszozyzny Oy W tym celu oznaczmy preex
D, i D; polprzestrzenie wyznaczone przez (n—1)-wymiarows hiper-
plaszezyzne H; o réwnaniu #,=0. Wéwezas H,==D, D/, a wige

ki
(10) On, w=ILD; - Di,

f=k--1

co stanowi przedstawienie zgdanego typu.

Z punktu widzenia geometrycznego, k-wymiarowa hiperplaszozyzna
H® w przestrzeni C,, nie r6ini sig od preestrzeni C. Kazda wige (k—1)-
wymiarowa hiperplaszezyzna H"™ lezgca w hiperplaszozy/nie H'
wyznacza w niej dwie pélprzestrzenie, ktére nazywad bedziemy k-
wymiarowymi pothiperplaszczyznams.

Okazemy, e

(11)  Kazda k-wymiarowa pélhiperplaszcayzna w przesirzens (',
daje sig preedstawié jako czedé wspblna pewnego ukladu
2(n—k)+1 polprzestrzen.

W dowodzie mozemy znowu ograniczyé sie do péthiperplaszezyzny
D, hiperplaszezymny C, .. Réwnanie wyznaczajacej ja (k—1)-wymiaro-
wej hiperplaszezyzny daje sie napisaé w postaci

(12) Ayt Ay m+ ... A, 3,=0,

przy czym odnosi sig ono do punktéw hiperplaszezyzny ', ,, czyli
przyjmuje si¢ z,=0 dla ¢>k. Péthiperplaszezyzna Dy, daje sie wéwezas
okresli¢ jako zbiér punktéw xsC, ,, dla ktérych lewa strona réwnanis
(12) jest np. nieujemna. Jedli jednak nie ograniczaé sie do punktGw
lezacych w O, ,, to réwnanie (12) okreéla w C, hiperplaszezyzne (n—-1)-
wymiarowa, wyznaczajaca w O, dwie pélprzestrzenie D i D’. Jedna
z nich, np. D, bedaca zbiorem punktéw zeC,, dla ktérych lewa strona
réwnania (12) jest nieujemna, przecina C, , wzdtuz péthiperplaszezyzny
Dy. Wobec (10) mamy wiee

n
Dy=D-II D} DY,
f==le1

co stanowi Zadane przedstawienie zbioru D,

CWICZENIE. Uklad trzech punktéw a=(1, 1, —1), be=(L, 2, —2), ¢+ (0, -1, 4)
okrefla w Oy plaszezyzng H. Prosta L laczaca a i b wyznacza w H dwio polpla-
szezyzny; niech D bedzie ta z nich, ktéra zawiera punkt c. Okrelié ) # pomoca
trzech nier6wnoei postaci Ag+A; » @ -4, + @y Ay + w320,

" to o(p, H)>0, za§ wszystkie punkty geC, takie, ze o(p, q)<o(p, H)

&
Im [Nt 37] Wnetrze i brzeg 3

37. Wnetrze i brzeg. Przez kule w praestrzeni G, o §rodku p i promieniu
r rozumiemy zbi6r wszystkich punktéw geC, takich, ze o(p, g)=r.

Niech H bedzie (n—1)-wymiarows, hiperplaszezyzng w przestrzeni
O, i mech V i V' beda obszarami, za§ D=V-+H i D'=V'+H
polprzestrzeniami wyznaczonymi przez H. Zauwazmy, ze jeéli peV,
nalezg do V. Wnioskujemy stad, ze dla kazdego punkiu peV ismieje;
kula o $rodkw p i promieniu dodatnim, calkowicie ledgen w V.

Natomiast wlasnosci tej nie ma juz zbiér D. Istotnie, zbiér D okreslié
sie daje przez nieréwnosé f(z)=>0, gdzie f(z) jest funkcjs dana przez
wzér (3), przy czym dla peH jest f(p)=0. Niech

p(a)=p*}‘.(‘41’ AQ’ LS An)'

Wéwezas f(p(A))=f(p)—A (A24+A2+ ... +A2)=—2-(A2+ A2+ ...
w.4A2), a wige dla A>0 jest f(p(4))<0, czyli p(1) nie nalezy do D.
Poniewaz o(p(4), p)=|4|V A24+-A2+ ... +42, wiec dla dostatecznie
malego A punkt p(4) lezy w dowolnie danej kuli o érodku pi o promieniu
dodatnim. Widzimy wiec, ze w kaédej kuli o $rodku peH istniejq punkty
nie naleiqce do D.

Nazwijmy dla kazdego zbioru ACC, punktem wewnetrznym kazdy
punkt ped taki, Ze istnieje kula o §rodku p i promieniu dodatnim, lezgca
calkowicie w 4.

Zbiér punktéw wewnetrznych zbioru 4 nazywa sie wneirzem zbioru A;
zbi6r ten oznaczaé bedziemy przez W (4).

Zbiér B(A)=A—W (4) nazywa sie brzegiem zbioru A, punkty za$
nalezace do niego — punktami brzegowymi zbioru.

Jasne jest, ze wnetrze iloczynu skotczonej liczby zbioréw jest
réwne iloczynowi ich wnetrz. Biorae pod uwage poprzednie rozwazania,
mozemy wypowiedzieé nastepujace

Twierdzenie. Obszary V ¢ V', wyznaczone w C,, przez (n—1)-wymiarowg
hiperplaszczyzne H, skladaje sig jedynie z punmktow wewnetrznych, nato-
miast wnetrzem pélprzestrzeni D=V --H jest V, 2a8 wnetrzem pélprzestrzent
D'=V'+H jest V'. Hiperplaszczyzna H stanowi wspdlny brzeg obu wyzna-
czonych przez nig pélprzestrzens D & D'

Whriosek 1. Jedli wymiar hiperplaszczyzny jest nizszy od wymiarw prze-
strzent, to hiperplaszczyzna ta nie zawiera punkiéw wewnetrznych.

Whniosek 2. Suma skoticzonej liceby hiperplaszceyzn o wymiarach niz-
szych od wymiaru przestrzent nie zawiera punkiéw wewnetranych.

Istotnie, jezeli Hy, Hy, ..., H,, sa takimi hiperplaszezyznami w prze-
strzeni €, to dla kazdej kuli @ w przestrzeni C, istnieje kula @@
rozlaczna z H,, dalej kula Q,C@Q, roziaczna z H, itd. Po m takich krokach
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dojdziemy do kuli @, @ roztacznej z kazda z hiperplaszozyzn Hy, Hy, ...
..., H,,. Wynika stad, ze Zadna kula @ nie jest catkowicie z.av‘.rartaf W sumie
tych hiperplaszezyzn, a zatem saden punkst p tej sumy nie jest joj punk-
tem wewnetrznym.

GWICZENTA. 1. Jaki jest brzeg i jakie wnetrze zbioru A(A4), okreslonego w
6wiczeniu 4 z Nr 35?
. 9. Czy wnetrze sumy dwéch zbioréw jest sums ich wnetrz?
3. Czy wnetrze zbioru wypuklego jest zawsze zbiorem Wypuldynri ?
4. Niech ay, ay, ..., @ beda punktami przestrzeni Cp, gduie k<=n. Okazat, 7o
dla kazdej liczby >0 istnieja w @, punkty liniowo niezale/ne Dy, by, -+« +5 by spOIDIR-
jace warunek g (a;, b;)<s dlai=1,2, ..., k.

38. Przeciccie hiperplaszezyzny % polprzestrzenia. Zgodnie zo swey
definicja, k-wymiarowa hiperplaszezyzna H, przestrzeni ¢f,, nie roézni
sie geometrycznie od k-wymiarowej przestrzeni kartezjatskioj ().

Jezeli wiee zbiér A lezy w hiperplaszezyZnie Hy, to moZemy mowié
o jego punkiach wewngtrznych i brzegowych wagledem H,, tj. traktowaé
H, jako przestrzen.

W szozeglnoéei zbadajmy, jakie sa punkty wewngtrzne, a jakie
brzegowe wagledem hiperplaszezyzny H,, lezacej w C,, dla zbiora
bedacego czedcia wspélng H, oraz pewnej potprzestrzeni przestrzeni C',.

Twierdzenie. Niech H, bedzie k-wymiarowq hiperplaszczyzng w prze-
strzemi C,, zad D pélprzestrzeniq praesirzens C,, o wneirzu V, wyznaczong
w 0, preez (n—1)-wymiarowq hiperplaszczyzne H.

Wéwczas zbior Hy-D jest badé pusty, badé identyceny 2 Hy, badé lez
jest polprzestrzeniq k-wymiarowe] przestrzent H,.

Jesli Hy nie jest zawarte w H, o wnetrze zbioru Hy- D wagledem I,
jest réune Hy- V.

Dowéd. Wobee wniosku 9 z Nr 19 mozemy zalozyé, ze My=C, .
Niech dalej r6wnanie

(13) Apt Ay ety zyt oo A, 2,=0
okresla hiperplaszozyzne H, zas nieré6wnodé
Agt+A 244y e+ oo +4,0 2,20

—péiprzestrzen D. Wnetrze V pélprzestrzeni D scharakteryzowane
jest wéwezas przez nieréwnosé

(14) Aot Ay eyt Ay met oo 4,0 2,>0.

Wynika stad, ze zbiér H, D jest identyezny ze zbiorem punktow
(@1, g, ..., %,) €0, spelniajacych warunki:
(15) Ay+Ay 2+ . 44,2, =0 oraz x;==0 dla i3k,

icm

[Nr 39] Kombérka 85
. Jezeli nie Wszys:tkie spélezynniki 4,, 4,, ..., 4, znikajs, zbi6r ten
jest dla przestrzeni Hy=0,, , pélprzestrzenia, ktérej wnetrze (wzgledem
H,) jest okreslone przez warunki: '

AgtAy o+ ... +4,2,>0 oraz z,=0 dla i>k.

Warunki te sg réwnowazne przynaleznoéci punktu do H, oraz jedno-
czesnemu spetnieniu warunku (14). A wiec w przypadku, gdy nie wszy-
stkie spélezynniki 4,, 4,, ..., 4, znikaja, wnetrze zbioru H,- D wzgle-
dem H, jest réwne Hy- V.

Jezeli natomiast wszystkie spélezynniki 4,, 4,,..., 4, znikajs, to
warunek (15) jest badZ spehiony przez wszystkie punkty zbioru H,
(gdy 4=0), badz tez zaden punkt warunku tego nie spelia (gdy 4,<C0).

W pierwszym przypadku jest H,-D=H,, przy czym je§i A4,>0,
to wszystkie punkty zbioru H, spelniajg nieréwnosé (14), a wiee wnetrze
zbioru Hy-D wzgledem H; pokrywa sie z samym zbiorem H, oraz ze
ghiorem Hy V. Jedli za§ A,=0, to punkty zbioru H, spelniajace (15)
spelniajg, tez (13), czyli H, jest podzbiorem H. ‘

Wreszcie w przypadku A4,<0 zbiér Hy-D, a wiec tym bardziej i
zbiér Hy- V, jest pusty.

W ten sposéb dowdd twierdzenia zostal zakonezony.

CWICZENIE, W przestrzeni 0, dana jest k-wymiarowa hiperplaszezyzna H
oraz dowolny zbiér 4. Czy mozna twierdzié, ze H - W (4) jest podzbiorem wnetrza
wzgledem H zbioru H-A47?

__eloywynoyecia A5 00T /w._n‘esieoo.m‘e .
39 ¥Komérka. Zbior BECC, nazywa sie ograniczonym, jezeli istnieje

taka liczba M, ze o (p, q) =M dla kazdej pary punktéw p, ge .

Jasne jest, ze kazdy zbiér zlozony ze skoficzonej liczby punktéw
(w szezegdlnodei wige zbi6r pusty) jest ograniczony. Latwo tez zauwazyd,
e suma skonczonej liczby zbioréw ograniczonych jest zawsze zbiorem
ograniczonym. Podzbiér ograniczony przestrzeni C,, bedacy czescig
wspélng, (czyli iloczynem w sensie mnogosciowym) skoniczonej liczby
polprzestrzeni (rys. 14), nazywa sig komdrkg.

7 definicji tej wynika natychmiast, ze
kazdo komdrka jest zbiorem wypuklym oraz
ze iloczyn dwéch komérek jest zawsze komdrke
(ktéra w szczegblnosci moze byé zbiorem
pustym).

Uwaga. Niech H bedzie k-wymiarows
hiperplaszezyzng w przestrzeni C,; mozemy
méwié o komérkach w H, rozumiejac przez
to ograniczone podzbiory H, bedace ilo-
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czynami skoticzenie wielu pélhiperplaszezyzn w H. Komérki w I sq
zawsze komoérkami w C,, a to dlatego, ze w my§l (11) kazda péthiper-
plaszezyzna w H daje sie przedstawié w postaci iloczynu skoriczenie
wielu pélprzestrzeni w C,,.

Jedli komérka @ lezy w k-wymiarowe] hiperplaszczyZnie H nie lezge
w zadnej hiperplaszczyfnie o wymiarze nizszym, to méwimy, ze ma ong
wymiar k.

Jasne jest z uwagi na wniosek 5 z Nr 19, ze dla komérki k-wymiaro-
wej istnieje tylko jedna zawierajaca ja k-wymiarowa hiperplaszczyzna.,
Przez punkty wewnetrzne i brzegowe komérki k-wymiarowej bedzie-
my rozumieli zawsze punkty wewnetrzne i brzegowe wzgledem k-
wymiarowej hiperplaszezyzny zawierajacej te komérke.

Niech Dy, Dy, ..., D,, beda pélprzestrzeniami przestrzeni (', zag
@=II D, niech bedzie komérks niepusts. Jezeli @ lezy na brzegu H,

i=1
pélprzestrzeni D,, to oznaczajac przez D, pélprzestrzert dopelniajacs
dla D, mamy H,=D, D/, skad wynika, ze bez zmiany komérki Q

m
mozemy zastgpié w iloczynie IT D, pélprzestrzen D, przez hiperplaszezyz-
=1
ne H,. Poniewaz iloczyn hiperptaszezyzn jest zawsze hiperplaszezyzna,
wiee po odpowiedniej zmianie oznaczen bedziemy mogli koméree
nadaé postad

! !
(16) Q=H,-1ID;=II (H,- D)),
1

=1 1=

gdzie H, jest pewns k-wymiarows hiperplaszezyzng, zbiory zag D, sy
pétprzestrzeniami, z ktérych zadna na swym brzegu nie zawiera ko-
moérki @, a wige i hiperplaszezyzny H,. Stad wobec twierdzenia z Nr
38 wnioskujemy, ze wnetrze kazdego ze zbioréw H,- D, wzgledem H,
jest réwne H,-W(D,). Biorac pod uwage, ie w mys$l Nr 37 wnetrze
iloczynu skoticzenie wielu zbioréw jest iloczynem wnetrz tych zbioréw,
wnioskujemy, ze wnetrze komérki Q wzgledem hiperplaszezyzny H,

. ’, » . » !
Jest r6wne iloczynowi H,, przez IT W (D),. Okazemy, ze przy tym wne-
i=1

trze to nie jest puste, czyli

(17) Q- ﬁ W (D;)==0.

i=1

.I:stotnie, poniewaz D, nie zawiera komoérki Q) na, swym brzegu, wiec ist-
nieje punkt p,¢Q« W(D,), ezyli (17) zachodzi dla I=1. Zal6zmy wieo, ze

icm
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I>1 ize dla pewnej liczby naturalnej a<1 istnieje punkt p, £Q- I:’l[ W(D,).
. . . . I3 i=1
Poniewaz @ nie zawiera sie w brzegu pélprzestrzeni D, ,, wigc istnieje
punkt p’e@: W(D,,). Stad, wobec (5) wnioskujemy, 7e punkt % '+ )
a1
lezy w zbiorze Q- 'I_IIW(DZ.), skad na mocy indukeji wynika (17). Wobec

wniosku 1 z Nr 37 wynika stad, ze komérka @ nie lezy w Zadnej hiper-
plaszezyinie o wymiarze mniejszym od k. A wige wymiar komérki Q

~ jest réwny k. Mozemy zatem wypowiedzieé nastepujace

Twierdzenie. Kazda komérka @ o wymiarze =0 mose byé przedstawiona
w postact H I]] D, gdzie H, jest k-wymiarowq hiperplaszczyzng, o D,
sq y)élprzcstrzle?mm?}, z ktérych tadna mie zawiera @ na swym brzegu.
Wanetrze komérki @ wegledem H, jest réume H, Jlfl W(D,) © jest niepuste.

Whniosek. Jezeli k-wymiarowa komérka Q ledy w k-wymiarowej hiper-
plaszezyinie H, to kazda pélproste P lezqea w H i wychodzaca z punktu a
lezgcego we wnetrzu Q preecing brzeg Q dokladnie w jednym punkcie.

Istotnie, na mocy (6) i wobec ograniczonosei komérki @ istniejs
wéréd pélprzestrzeni D, takie, ktérych brzegi sg przez P przecigte, kazdy
dokladnie w jednym punkecie. Niech b oznacza ten z tych punktéw,
ktérego odleglosé od a jest najmniejsza. Wobec (6) jasne jest, ze punkt
ten jest jedynym punktem przecigcia P z brzegiem komérki Q.

CWICZENIE. Okazaé, ze jeSli a,, @y, ay 0 sa punktami przestrzeni Cj, to
najmniejszy zawierajacy je zbiér wypukly jest komérka. Od czego zalezy jej
wymiar?

40. Réwnoleglosciany. Niech ay, ay, ..., ¢, beda linjowo niezaleznymi
punktami przestrzeni C,. W myél twierdzenia z Nr 18 wektory a,=

—-.* 3 .
=[a, a,), gdzie i=1, 2, ..., n, sg liniowo

niezalezne.
Zbiér punktéw postaci

(18) p=ay+ty-(ag)+ty (ag)+ oo +25(0,),
gdzie 0=¢,=<1dlai=1,2, .., 7,

nazywaé bedziemy réwnolegloscianem w
przestrzeni (', rozpigtym na wektorach

— e —
.
Qg (b, By Gy, -y (g Gy, (TYS. 15).

Rys. 15
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7biér ten oznaczaé bedziemy przez R(ag, Gy, ...,‘an). .
© Okazemy, ze jest on komérka. Biorge dowolny inny punkt ¢ nalezacy

do R(ay, oy, .-, @y), MAMY

(19) =yt (0g)F g (U)o A% (00),

gdzie 0 =u;<1dlai=1,2,...,n, przy czym .

o (B, )= (t—ty) () A (g ta)- (@) . (=) () | = 2 1],

=1

a poniewaz 0=t,<1 i 0=u, =1, wige [u,—t;| <1,

skad o(p, 9)=>. |0, czyli zbiér R(ay, ay, ..., a,) jest ograniczony.
i=1 .

Oznaczmy teraz dla kaidego i=1,2,...,n przez D, zbiér punktéw

postaci

(20) p=ay+y- (ag) 4y @)+ -0 o (05),

gdzie #,>0, zaé pozostale spélezynniki #; przybierajs dowolne wartodei
rzeczywiste. Jak dowiedliémy w Nr 36, tak 0kre$l_ony zbiér D, jost
pélprzestrzenig. Podobnie rzecz si¢ ma ze zbiorem D, punktéw postaci
(20), dla ktérych t,=1, zas pozostale spélezynniki ¢, przybierajg dowolne
wartodei rzeczywiste. Jasne jest jednak, e zbiér R(ay, @y, ..., @)
przestrzeni D, Dy, D,, EQ, v Dy D, W oten sposéb okazaliSmy, ze
réwnoleglodcian ten jest komérks. Widzimy zarazem, ze wnetrzem
jego jest iloczyn wnetrz pélprzestrzeni D, oraz D;, czyli zbidr punktéw
postaci (18), gdzie 0<t,<1.

Punkty p postaci (18), dla ktérych kazdy ze spélezynnikéw &, ,, ..., ¢,
jest zerem lub jedynka, nazywajs sie wierzcholkami réunoleglodciany.

Jest ich 2", w szczegblnodei wirdd nich wystepuja punkty ag, oy, - .., @,

Podana definicja wierzcholkéw réwnoleglodcianu nie ma charakteru niezmion-
niczego. Nie widaé z niej bezpoérednio, czy zbiér wierzeholkéw jest przez réwno-
leglodcian jednoznacznie wyznaczony. By tego dowieéé, zauwaimy, Ze jozoli
p i g sa dwoma rénymi punktami,. réwnolegloscianu danymi odpowiednio przez
wzory (18) i (19), to punkty wewnetrzne odcinka pg s postaci

n
1 Gt D) (A tb (1= 2) )] - (0), gdzde 0<A<1,
=1
Jasne jest, ze spolezynnik A - #;4(1—2) - w; praybiera wartodé 0 lub 1 jodynie
wowezas, gdy badé t;=wu;=0, badé ¢;=wu;=1. Wynika stad, 7e wictzcholols réwno-
leglodcianu R nie moze byé punktem wewnetrznym odeinka lezacego w . Natomiast

n
kazdy punkt p0=au+Z i - (a;) nalefacy do réwnoleglofciany, lecz nio bodacy

=1
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jego wier_zcholkiem, jest punktem wewnetrznym pewnego odcinka lezacego w
R. Iftobme, o najmniej jeden ze spélezynnikéw ¢ jest witedy rézny od 0 i 1, np.
0<t'<1.

Dobierajac liczby ¢, i ¢, tak, by 0<t,<#<t'<1 i prayjmujac:

L 7
Pl=aytt - () + Z 8- (), pr=ay+i- (01)‘!‘2 2 - (0,

=1 =2

" 0

stwierdzamy natychmiast, ze Po=A-p +(1—2)-p” dla 2.=t—f,—~t‘7, przy czym
i, —1
1 1

0<i<l. A wige punkt p, jest punktem wewnetrznym odeinka Eg_)_'f lezacego w
B. W ten sposéb widzimy, ze wierzcholki réwnoleglo$cianu R dajg sie scharak-
teryzowaé w sposéb niezmienniczy jako takie punkty, ktére nie nalezg do wnetrza
zadnego odeinka zawartego w R.

Niech py, py, ..., p, bedzie ukladem liniowo niezaleznym, zlozonym
z n wierzcholkéw rownoleglodcianu R.

Méwimy, ze wicrachollei te maleq do jednej dciamy réumolegloscianu,
jezeli wyznaczona przez nie (n—1)-wymiarowa hiperplaszezyzna H=
=0 (py, Py, -+, P,) nie zawiera zadnego punktu wewnetrznego réwno-
leglodcianu R.

Niech

(22) D=y 1 ()i ec (@) Fa, gt (@)

Liczby a, ; sa wige zerami lub jedynkami.

Okazemy, ze wierzcholki 9, p,, ..., p, naleza do jednej éciany
wtedy i tylko wtedy, gdy dla pewnego j liczby o, ; nie zalezg od 4.
Istotnie, punkty hiperplaszezyzny H sa postaci p=t, p;+iy Dot ...
oo ity p,, gdzie t4-f+ ... +i,=1, czyli postaci

n n

(23) 2)=0,0—}— Z (Z O it t;) . ((’j).

J=1 =1
Jezeli dla pewnego § jest a, ;=a,to ) a; ;t,=a, a poniewai a jest
i=1
réwne 0, lub:l, wiec punkt  nie nalezy do wnetrza R. Jedli zad dla kazdego §

wér6d liezb a, ; wystepuja zaréwno zera jak i jedynki, to 0< >’ a; ;<n,
=1

a wige dla t,;:%, otrzymujemy wszystkie spélezynniki przy (a;) we

wzorze (23) zawarte miedzy 0 a 1, co oznacza. ze punkt p mnalezy do
wnetrza E. '

Wynika stad, ze jezeli punkty p; (1=1,2,...,n) postaci (22) 58

wierzcholkami nalezacymi do jednej Sciany, to liczby a,; sa zerami
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lub jedynkami, przy czym dla pewnego j wszystkie liczby Uy, 4> Gp, oo iy 5
sa réwne. Oznaczajac ich wsp6lng wartodé przez a, wplosku‘].emy, e
wszystkie punkty oy, ps, ..., DPn leza W (n—Il)-wymiarowej hiper-
plaszezyznie H, przechodzace] przez wierzcholek a(,t :::a0'~|v-a "(a )i
zawierajace] wektory ap, Qg ...s Gy, Typys <oor Oy Zhiér H- R jest
komérks lezgca — jak okazaliémy — na brzegu R. Jest ona identyczna
ze zbiorem punktéw postaci

@y by (ag) o ()4 «on AEg (05 9)F (guq)4 oo, (04),

a wiec jest réwnolegloicianem R’ w przestrzeni (n—1)-wymiarowej
H, rozpigtym na wektorach ay, g, ..., Q5 g, Qppgy ooy Qe

Réwnoleglodcian ten nazywa sie dciang lub podstawq réwnoleglodcia-
nu R.

Lezy w nim 2" wierzcholkéw, pozostale zaé wierzcholli bedace
postaci (22), gdzie oy ;=a, ;= ... =a,, ;=1—a, lezg W (n—1)-wymiarowej
hiperplaszezyznie H' réwnoleglej do H, mianowicie w hiperplaszczysnie
przechodzacej przez wierzcholek @y =a,+(1—a)-(1,) i zawicrajacej
wektory ay, ag, ..., 0y, Ojuqy eens 0 W my$l twierdzenia z Nr 31
odleglodé tych pozostalych wierzeholkéw od H jest jednakowa.

Odleglos¢ te nazywamy wysokodciqg réwnolegloscianw R weagledem
podstawy R’

CWICZENIA. 1. Znaleté wszystkie trzy wysokodei rownoleglofcianu w prze-
strzeni C,, rozpietego na welktorach a;=[1, 1, 1], ap=[1, 2, 8], ag=[—1, 4, 0]
wychodzacych z punktu 0.

2. Zbadaé, kiedy po usunigeiu z réwnolegloéeianu odeinka laczacego dwa jego
wierzchotki pozostanie zbiér wypulkly.

41. Wielosciany sa to zbiory bedgce sumami skoriczonej liczby
komérek (rys. 16). ,

Kazda komérka jest wiee wielogcianem, a kazdy wielogcian — zbiorem
ograniczonym. Oczywidcie jeden i ten
sam wieloscian daje sie na ogét przedstawié
wigee] niz w jeden sposéb w postaci sumy
skofczonej liczby komérek. Zauwazmy jed-
nak, ze przy kazdym takim przedstawieniu
najwiekszy z wymiaréw komérek bedacych
skladnikami jest zawsze taki sam. Istotnie,
W przeciwnym razie pewna k-wymiarowa
komérka @ bylaby zawarta w sumie skot-
czonej liczby komérek @y, @,, ..., ), o wymia-
rach ky, ky, ..., k,, nizszych od k. Niech H oznacza k-wymiarows, hiper-
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plaszezyzne zawierajacs @, zaé H ; hiperplaszezyzne k-wymiarows,
zawierajacy @, Wéwezas H/=H-H, jest hiperplaszczyzng o wymiarze
nie przekraczajacym liczby k,<k, przy czym suma H +H,+...+H,
zawierataby komérke @ whrew temu, ze na mocy twierdzenia z Nr 39 ko-
moérka ta zawiera punkty wewnetrzne wzgledem H, za§ suma hiper-
plaszezyzn H,” punktéw takich zawieraé nie moze, na mocy wniosku
2 z Nr 37. Wynika stad, ze liczba réwna najwiekszemu z wymiaréw
komérek wystepujacych w rozkladzie na sume skoriczonej liczby ko-
mérek nie zalezy od rozkladu, lecz jedynie od samego wielogcianu.

Liczbe te nazywamy wymiarem wielodcian.

Z definicji wielo§cianéw wynika bezposrednio, ze
(24) Suma skoriczone] liczby wielodcianéw jest zawsze wielodcianem.

Biorae pod uwage, ze iloczyn dwéch komérek jest komérks oraz ze

dla wszelkich zbioréw A4, 4,, ..., 4, i By, B,, ..., B, zachodzi réwnosé
k A T
(Z Ai) ) (Z BJ‘)= Z Z (4;° By),
i=1 J=1 i=1j=1

wniogkujemy, ze

(25) Iloczyn skoticzomej liczby wieloscianéw jest zawsze wielodcianem.
Zachodzi dalej nastepujace

Twierdzenie. Brzeg komérki n-wymiarowej jest wieloscianem (n—1)-
WYMLArowym.
Dowdd. W myél twierdzenia z Nr 39 komérka n-wymiarowa @ daje
]\'
sig przedstawié w postaci @=IID, gdzie D; sy pélprzestrzeniami,
i=1
z ktérych zadna nie zawiera komérki @ na brzegu, przy czym W (@)=
k
=[IW(D,;). Wynika stad, ze oznaczajac przez H; hiperplaszczyzne
=1 .
(n—1)-wymiarows, stanowiacs brzeg pélprzestrzeni D;, mozemy brzeg
B(Q) komérki @ przedstawié w postaci

k & k k
(26) B(@Q)=11 -Di""—UlW(D[):Z (H; ,ﬂlDf)-
=1 1= j=1 =

Poniewaz zbiory Q,=H; IID,, gdzie j=1,2,...k sa komérkami
i=1

co majwyzej (n—1)-wymiarowymi, wiec dowéd twierdzenia bedzie
zakoniczony z chwils, gdy okazemy, ze co najmnie] jedna z tyeh komérek
ma wymiar n—1. W tym celu wezmy pod uwage dowolny punkt ae W(Q).
Gdyby wymiar kazdej z komérek @; byt mniejszy od 73.—4, to h_lpfar—
plaszezyzna C(a, @,) wyznaczona przez zbidr (a)+Q; mla.lal_)y wymiar
< n, a wiee w my$l wniosku 2 z Nr 37 istniatby w przestrzeni C, punkt
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b nie nalezgey do zadnego ze zbioréw C'(a, @;). Wynika stad od razu,
ze polprosta P wychodzaca z @ i przechodzgca przez b nie miataby
punktéw wspélnych z zadng z komérek Q,, a wige i z ich sumg B(Q),
whrew wnioskowi z Nr 39. W ten sposéb dowdd twierdzenia zostal
zakoniczony.

CWICZENIE. Okazaé, ze dla kazdego podzbioru ograniczonego 4 prrzestrzoni
C, i kaidej liczby 5>0 istnieje w C, wielofcian B, zawierajacy 4 i taki, ze
dla kazdego punktu peB istnieje punkt ged, dla kbérego o (p.q)<n.

42. Toczyny kartezjanskie. Niech A bedzie podzbiorem przestrzeni
C,, a B podzbiorem przestrzeni O Przez 4 X B oznaczaé bedziemy
podzbiér przestrzeni Cy,, zlozony ze wszystkich punktéw postaci

(931, Ty vvvs Ty Y1 Yoy oo es y[);
gdzie x=(2y, &y, ..., T, ) A, 3 Y=(Yy, Yo, ..., ¥;) 5.
Punkt (2, 2y, ..., %, Y1, Y, ..., ¥,) bedziemy oznaczal przez x Xy.
Tak okreslony zbiér A X B nazywa sig tloczynem kartezjanskim zbioréw
A ¢ B (rys. 17), a zbiory 4 i1 B jego kartezjanskimi caynnskami.t
Zauwazmy, ze jesH x=(zy, x,, ..., %), 2'=(@/, 2, ..., 2,/ )ed oraz
y:‘(yla Yoo vees yl)> y,—_—(yllﬁ ?/2’, (D) y{/)EB: to

=1 J=1
odleglogci miedzy punktami iloczynu kar-
tezjanskiego zalezs wige jedynie od odle-
glosci miedzy punktami jego czynnikéw.
Wynika stad, ze jedli zbiory 4 i A’ sy
izometryczne i podobnie zbiory B i B,
to iloczyn kartezjariski A X B jest izome-
tryczny ziloczynem kartezjadskim 4’ X B'.
Operacja mnozenia kartezjaniskiego ma
wige charakter geometryczny.
- Zauwaimy dalej, ze plaszczyzna C,
Rys. 17 jest iloczynem kartezjanskim dwéch pro-
stych Cp; ogélniej, przestrzen Oy jest
iloczynem kartezjahskim przestrzeni C, i C,. Wynika stad, ze

Xy

(N

=
TG

! Prawa strona wzoru (27) zachowuje swoj sens réwniez w przypadku, gdy
4 i B nie sq podzbiorami przestrzeni kartezjaniskich, lecz dowolnymi przostrzoninmi
metryeznymi (w sensie ustalonym w Nr 1). Jest to wige 1w tym ogdlnym preypadloe
funkeja przyporzadkowujaca dwém parom. uporzadkowanym (x, y) oraz (2, '),
gdzie z, v'eA, zas y, y'eB, liczbe nieujemna, przy czym, jak latwo zauwazy¢, funkeja
ta spelnia warunki charakteryzujace odleglodé (podane w Nr 1), Duigki tomu,
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(28) I loczyn kartezjoriski dwéch hiperplaszezyan o wymiarach nieujem-
nych jest hiperplaszczyzng, kidrej wymiar jest suma wymiaréw czynmikéw.

Analogiczna whasnogé przestaje byé prawdziwa, jesli wymiar jednej
z hiperpl‘as?czyzn jest réwny —1 (tj. gdy jest ona zbiorem pustym),
gdyz zgodnie z definicjg iloczynu kartezjanskiego

(29) Iloczyn kartezjanski jest pusty wiedy ¢ tylko wiedy, gdy co najmniej
jeden z czynnikow jest pusty.

Bezposrednio z definicji iloczynu kartezjanskiego wynika dalej

a Ji e §
(30) (2 4)%(2 B)=3 > (4:x By,

i=1 j=1 =1 j=1
I3 f a f

(31) (QA,)x(qBj)zq IT(4;x B)).
L= J= =1 j=1

Udowodnimy teraz nastgpujace

Twicrdzenie. Ioczyn kartezjariski Qy X Q, dwéch komérek jest komorkg.

Jedli komérki @ i Q, sq niepuste, to wymiar komérki Q. xXQ, jest
réwny sumie wymiaréw komérek @, i Q,.

Dowdéd. Wobec (29) mozemy ograniczyé sie do przypadku, gdy obie
komérki €, i @, sa niepuste. Niech & oznacza wymiar komérki @, a !
wymiar komoérki €,. Mozemy zalozyé, ze @, leiy w C,, a @, w C,. Niech

Q=11 D, Q2=I§ D,
i=1 j=1
gdzie D!V sa polprzestrzeniami przestrzeni C, a DI pélprzestrzeniami
przestrzeni O, Wobec (31) jest

o B
(32) Q1 X Qu=1IT IT (D}V)x D).
7=1j=1
Zauwazmy jednak, ze iloczyn kartezjanski D" x D daje sie przed-
stawié w postaci czeSci wspdlnej dwéch pélprzestrzeni przestrzeni
C,...- Istotnie, jezeli np. DV jest okreslone w C, przez nier6wnosé

(33) Ayt Ay w0,
za$ D, w O, przez nieréwnosé
(34) By+ Byt ... + By =0,

dla. dowolnych przestrzeni metrycznych 4 1 B zbiér A X B par uporzaddkowanyc}%
(¢, ), gdwio wed i yeB, uwazaé mozna za przestrzen meifry.czna! o odlefgloécl
danoj preoez. prawy, strong wzoru (27). Przestrzen tfx nazywa sie i w tym ogélnym
praypadku dloczynem kartezjatiskim preestrzens A 4 B.
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to iloczyn kartezjaniski DjY x D jest identyczny ze zbiorem punktéw
(g, Tgy +v s By Yus Yoo +++» Yy) Przestrzeni O, spelmajaeclyoh oba warunki
(83) i (34) jednoczeénie, kazdy zas z nich osobno okredla w O, pewng
poiprzestrzen. .

Wynika stad, z uwagi na (32), ze zbiér @; X, jest iloczynem skow-
czonej ilogci polprzestrzeni. Poniewaz wobec ograniczonosei czynnikéw
kartezjanskich @, i @, zbiér Q; X @, jest tez ograniczony, wige widzimy,
ze jest on komoérks. Pozostaje do okazania, ze wymiar tej komdrki
jest réwny k--1. Wystarczy okazaé. ze @ X@, zawiera punkty wewne-
trme wzgledem Oy, W tym celu weimy pod uwage w koméree @),
punkt wewnetrzny a, zag w komoéree @, punkt wewngtrzny b. Istnieje
Liczba r>>0 taka, ze wszystkie punkty &0, spehiajace warunek g (@, x) ==
nalezg do @, za$ wszystkie punkty yeC, spelniajace warunek o (b, y)=r
nalezg do Q,. Jedli teraz p=a Xb, zas p’=2' Xy’ jest dowolnym punktem
przestrzeni Cy,,; takim, ze g (p, p) =7, to w myél (27) mamy

o(p, p)=V o(a, 2240 (b, y')2<=r,

skad'p (@, 2") <r oraz o (b, y') <r, a Wige 2 £ @ oraz y' 6Q,. Zatem p’ ¢ Q, X Q,,
czyli punkt p jest dla @;XQ, wewngtrzny wzgledem przestrzeni C, .
W ten sposéb dowéd twierdzenia zostal zakohezony.

Udowodnione twierdzenie, przy uwzglednieniu wzoru (30), pozwala
wypowiedzieé nastepujacy

Wniosek. Iloczyn kartezjoriski dwéch wielodciandéw jest wielodcianem.
Jeieli Zaden z tych wielodciambw nie jest pusty, to wymiar ich iloczynu
kartezjariskiego jest réwny sumie wymiaréw caynnikéw.

CWICZENIA. 1. Niech A, bedzie podzbiorem przestrzeni Oy, & .4, podzbiorem
przestrzeni C). Okazaé, ze :

WAy X A=W (A;)) X W (4y), B(dyx Ay)=[4; X B(A,y)]-+[B(4,) X A,).

2. Czy zbiory Ax B oraz BXA, jak réwnies zbiory (AxB)xC oraz
A X (Bx0), sa przystajace?

43. Kompleksy geometryezne. Kompleksem geometrycznym (komér-
kowym) nazywamy uklad skoticzony K komérek @, Qg -, @ (rys. 18)
spehiajacy nastepujgce warunki:

1° Wnetrza dwéch réznych komérek ukladu K 58 zawsze rozlaczne.

2° Brzeg kazdej z komérek ukladu K jest suma komérek ukladu K.

3° Czesé wspélna dwéch komérek ukladu K jest zawsze komérks
ukladu K.

Udowodnimy nastepujace wazne
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Twierdzenie. Kaidy wielodcian daje sie prredstawié w postact sumy
komérek tworzqeych pewien kompleks geometrycany.
Dowéd. Niech 4 bedzie wielo-
gcianerm, a wiec zbiorem postaci

m

>0 @ gdzie @, sa komérkami.
==l

Kazda z komérek @y, Q,, ..., Q.
ki

jest postaci Q,=IID, ,;, gdzie D, ;
j=1 ! Rys. 18
sq polprzestrzeniami. Do wukladu wszystkich péiprzestrzeni D, ;
dolaczmy wszystkie pélprzestrzenie dopeiajace D;; i tak otrzy-
many skofczony uklad pélprzestrzeni oznaczmy przez U. Dla kai-
dego punktu ped oznaczmy przez I, iloczyn tych wszystkich
spoéréd pélprzestrzeni ukladu U, ktére zawieraja p. Wéréd tak okreglo-
nych zbioréw B, jest oczywiscie tylko skohczona ilogé réznych. Uktad
ich oznaczmy przez K. Okazemy, Ze jest to kompleks geometryczny
dajacy w sumie wielo§cian 4. To ostatnie wynika natychmiast z uwagi,
ze jedli pe@,, to pel,C @, Wnioskujemy stad zarazem, ze zbiory £,
sg ograniczone, a wiec sg komérkami. Pozostaje do okazania, ze spel-
niajg one warunki 10, 20 i 80,
Niech F bedzie jednym ze zbioréw ukladu K. Jest wiec

« g
E=II (D; D) - IID;,
Jj=1

=1

gdzie D, oraz D, oznaczajs wszystkie pélprzestrzenie ukladu U za-

wierajace H na brzegu, D; za§ wszystkie polprzestrzenie ukladu U,
zawierajace B, ale nie na brzegu. Zauwazmy, e E=1E, wtedy i tylko
wtedy, gdy p lezy we wnetrzu komérki E. Istotnie, wszystkie punkty
wewnetrzne komérki K nalezs dokladnie do tych samych pétprzestrzeni
ukladu U, do ktérych naleiy p, jedli zaé p' jest punktem brzegowym
komérki E, a wiec (wobec twierdzenia z Nr 39) leZagcym na b{%egu o naj-

mniej jednej z pélprzestrzeni D,, to oznaczajac przez PJ pélprze-
strzent dopelniajaca, mamy B, E-Dj, pray czym E-D; jest ko-
morky lezgea na brzegu E. Wynika stad natychmiast, e dwie ko-
morki ukladu U zawierajace punkt nalezacy do ich wnetrz sg identyczne
oraz e brzeg kazdej komérki B ukladu K wyraza sig¢ w postaci sumy
komorek tegoz ulkladu. Warunki 1° i 2° sg wige spelnione. N

By stwierdzié, ze spelniony jest warunek 3°, weZmy précz komorl.n
B jakad inng komérke B’ ukladu K. Podobnie jak komérka E, daje
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sie ona przedstawié w postaci iloczynu komérek ukladu U. Wynika
stad, ze zhiér Bo=H-E' daje si¢ napisaé w postaci
a A
E0=I]](Di' Dé) 7171D/7
i =

gdzie D; i D, oznaczajg wszystkie pélprzestrzenie ukiadu U, zawierajace
E,na swym brzegu, 51' za$—te pélprzestrzenie uktadu U, ktére zawierajg,
By, lecz ktérych brzeg nie zawiera Ey. Stad wnioskujemy, ze dla kazdego
punktu p lezacego we wnetrzu By jest By=E,. A wigc B nalezy do K.
Tym samym warunek 3° jest spelmiony i dowéd twierdzenia zostal
zakoniczony.

Uwaga. Zarazem ze sposobu konstrukeji kompleksu K wynika, Ze
jedli wielogcian A’ jest suma tylko niektérych sposréd komérek @y, @, ...
o, @ (gdzie A=Q,+Qy+ ... +@,), to te komdrki ukladu K, ktére lezg
w A’, stanowia pewien kompleks K', tzw. podkompleks kompleksu K,
bedacy przedstawieniem wielocianu A'. Wyprowadzimy stad w szcze-
gdélnodei nastepujacy

Whiosek. Brzeg wielodcianu (wzgledem zawierajacej go przestrzeni C,)
jest wieloscianem.

Istotnie, oznaczmy przez A’ dany wielodeian, o ktérego brzeg chodai.

Niech bedzie on suma komoérek @,, @, ..., @.. Niech dalej ¢, oznacza
pewng komérke przestrzeni C, zawierajacs 4’ w swym wnetrzu. Sto-
sujgc ostatnie twierdzenie wraz z nastepujacg po nim uwagg, mozemy
A=Q+Q+ ...+Q,=Q, przedstawié w postaci sumy komérek pewnego
kompleksu geometrycznego K w taki sposéb, by wielodcian A’ wyrazal
sie w postaci sumy komérek pewnego podkompleksu K’ kompleksu K.
Brzeg wieloscianu 4’ bedzie wéwezas réwny sumie tych wszystkich
komérek kompleksu K’, ktére leza na brzegu pewnych komdrek nie
nalezgcych do X', a wiec bedzie w kazdym razie suma skofiezonej liczby
komérek, czyli wielocianem.

CWICZENIA. 1. Przedstawié w postaci sumy komérek kompleksu geometry-
cznego wielofcian bedacy sumg dwdch szedcianéw przestrzeni C,, z ktérych
pierwszy jest zbiorem punktéw (zy, %y, %) takich, ze —1==x, =1 dla i=1, 2, 3,
drugi za$ zbiorem punktéw (2, &,, #,) takich, ze 0==x;==2 dla 1=1, 2, 3.

2. Jesli komérki @, Q,, ..., @ tworza kompleks geometryczny i podobnie
komérki Q;, Q;, «ors @), czy prawda jest, ze komérki @, xQf, gdzie 4=1, 2, ...,k
oraz j=1, 2, ..., I, tworzg kompleks geometryczny?

44. Sympleksy. Zbiér wypukly wyznaczony przez uklad k-1 punktiw
liniowo niezaleinych ag, ay, ..., @, przestrzeni C, nazywa sie l-wy-
miarowym.  sympleksem geometrycznym o wierzcholkach ay, ay, ..., @,
(rys. 19).
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Zgodnie z Nr 35 oznaczaé go bedziemy
przez A (ag, @y, ..., @,); przez sympleks o
wymiarze —1 rozumieé¢ bedziemy zbi6r
pusty.

Twierdzenie. Sympleks A(ag, ay, ..., ay)
jest identyczny ze zbiorem punktéw pree-
straeni C,, postaci

Rys. 19

(35) p=tyaytiy-a+ ... +i,a
gdzie 8,20 dla © =0, 1, ...,k oraz ty+t,-+ ... +1,=1.

Dowdd. Zbiér Z punktéw postaci (35) jest wypukly, gdyz jesli
P'=ty Gyl art o Fea, 1 pT=t) gy art ...+ -a

sg punktami tej postaci, to punkty odcinka p’ p” sg postaci

k

Aep' 4 (1=2) p"= D [Ati+(1—1)t]-a;, gdzie 0=2=1,
skad i=0

k k k
A=A =01 D At (1= 1= D i (1—2)- D=1

=0 =0 =0

Pozostaje wiec do okazania, ze kazdy zbiér wypukly Z, zawierajacy
wszystkie punkty a,, zawiera caly zbiér E. Dowiedziemy tego przez
indukeje wzgledem liczby k.

Jesdli k=0, to zbidr E redukuje sie do zbioru zlozonego z samego tylko
punktu a,, skad B Z. Zaléimy wiec, ze k=1 oraz ze omawiana wlasnosé
zachodzi, gdy ilo§é punktéw jest mniejsza od k-+1. Wynika stad, ze
zbiér Z zawiera punkt a, oraz zbiér B’ punktéw postaci

£ -agFt gt . 0y, gdzie 20 oraz i ... =1
Jedli teraz punkt pel dany jest przez wzér (35), to w przypadku
i ti=a-t, dla

. 1
t,=1 jest p=a,eZ, w przypadku za {,=1, bioragc a= jp—

i==0, 1, ..., (k—1), mamy #,0 oraz fy-+t;+ ... +#,_,=1, skad wynika—
z zalozenia indukeyjnego — ze punkt p'=ty-atiar+ .. oGy
. 1 ,

nalezy do Z. A wige do Z nalezy takze punkt p= a'P’“Hk'“k =(1—1t,)-p'+
-t Py co bylo do okazania.

Zauwazmy, %e wobec liniowej niezaleznosei punktdw ay, g, ... G
spolezynniki ty, by, ..., t, we wzorze (35) sg przez punkt ped(ay, oy, ..., )
wyznaczone jednoznacznie.

7 1. Borsuk. Geometria analityezna
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Spolezynniki te nazywaja sig spélrzednymi barycentrycznymi punktu
p, a to z tego powodu, ze punkt p okreslony przez wzér (35) nosi w statyce
nazwe érodka cigzkodes tzw. punktéw materialnych a; o masach #y, ¢, ..., .

Whniosek 1. Jesli z sympleksu A (ag, ay, ..., @) usungl jeden lub kilka
jego wierzcholkéw, to pozostaly 2bidr punkiéw bedzie wypukly.

Istotnie, usuniecie z 4 (ay, @y, - .., @) np. punktéw ay, a,, ..., @, réwno-
wazne jest ograniczeniu sie do punktéw p postaci (35) spelniajgcych
warunek ¢, <1 dla i=0,1,...,1. Jesli punkty P =ty gty @y
v Fta, oraz p'=ty @yt ra;+ ...+t @, spelniaja ten warunek, to
punkt A-p’+(1—2)-p”, gdzie 0==1==1, ma spéirzedne barycentryczne
postaci A-f;--(1—2)-t;, ktérych wartosei dla 1==0, 1,...,1 sa mniejsze
od 1.

Wniosek 2. Uklad wieracholkdw sympleksu jest przez sympleks tem
jednoznacznie wyznaczony.

By to stwierdzié, wystarczy zauwazy¢, Ze wlasnosé, kbtéra wyraga
wniosek 1, charakteryzuje wierzcholki, ezyli ze usuniecie z 4 (ag, @y, ..., @,)
ktéregokolwiek punktu nie bedacego wierzcholkiem niweczy wypu-
ktosé. Niech punktem takim bedzie punkt p okreslony wzorem (35),
gdzie 0=¢,<1 dla i=0, 1, ..., k. Wobec t,+£+ ... 4-#,=1, co najmniej
jedno z ¢; jest réine od zera. Przypuéémy np., ze t,==0. Biorac a= ]—-}—

TR

oraz p'=a-(ty: ay+t, 0+ ... 44, @,_,;), mamy punkt »’ nalezacy do
.. 1 1
A(ag, @y, ..., @) i réiny od p, przy eczym. p= a'p'—}— (l—a)-ak, skad

wynika, ze punkt p lezy na odeinku laczacym punkty p’ia, lezgce w zbiorze
A (g, @y, .. ., a)—(p). A wiee zbiér ten nie jest wypukly.

Sposréd k+1 wierzcholkéw sympleksu A=A (ay, ay, ..., @) wezmy
I+1 wierzcholkéw réznych a,,a,, ..., a;, (gdzie l=<k). Wyznaczaja
one sympleks A(a;, a;, ..., ;) zwany l-wymiarowq $ciang sympleksu
4. Z ostatniego twierdzenia wynika od razu nastepujacy

Wniosek 3. Koida sciana l-wymiarowa Ay, @, ..., a;) sympleksu

A(ag, ay, ..., &) jest identyczna 2 czescig wspdlng tego sympleksu » l-wymin-

rowq hiperplaszczyzng, C (@ @5 .-, @, -

. Sympleks k-wymiarowy zawiera oczywiscie tyle $cian I-wymiarowych,
ile zbiér zlozony z k4-1 punktéw zawiera réinych podzbioréw zlozonych
z I4+1 punktéw. Wiadomo 2 elementarnej kombinatoryki, ze pod-

L . (k41 k+1)! :
zblorpwtych jest (l +1)=“Tgﬂ772~:m, gdzie m! oznacza dla m =1

iloczyn 1-2-...- m, zaé dla m=0 — jedynke..
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Sympleks k-wymiarowy posiada wige k-+1 $cian 0-wymiarowych
ke (k+1)
P)
I-wymiarowych, czyli tzw. krawedzi (bedacych odcinkami laczacymi
po dwa jego wierzcholki) itd., wreszcie jedng $ciang k-wymiarows,

identyczng z samym sympleksem.

Wygodnie jest ponadto przez $ciane (—1)-wymiarows rozumieé
zbi6r pusty.

Sciany I-wymiarowe, gdzie 0= I<k, nazywamy wlasciwyms.

Sciang (k— 1)-wymiarows nie zawierajacs wierzchotka a; nazywamy
podstawy preeciwlegla do wierzcholla a,, zas odleglosé a; od hiperplaszezyzny
(k—1)-wymiarowej zawierajacej przeciwlegla podstawe nazywamy
wysokodeig sympleksu odpowiadajaca tej podstawie.

Wiemy, ze zbidr punktéw p postaci

(redukujacych sie do poszezegélnych wierzcholkéw), Scian

(36) Pp==ty- g+t oyt ... b ay, gdzie to- .. Fh=1,

jest k-wymiarowa hiperplaszezyzng H. Ograniczajac sig do punktéw,
dla ktérych przy pewnym stalym wskazniku » jest #,=0, mamy wige
(k—1)-wymiarows hiperplaszezyzne H,, ktéra, w mysl wniosku 3,
przecina A wzdluz podstawy przeciwleglej wierzchotkowi a,. Zbidr
H—H, rozpada sie na dwa zbiory V, oraz V,, z ktérych pierwszy skiada
sie z punktéw postaci (36), gdzie ¢,>0, drugi za$ z punktéw postac
(36), gdzie t,<0. Zbiory te sa, jak latwo zauwazyé, wypukle, skagd wnio-
skujemy na mocy twierdzenia z Nr 36, ze zbiory D,=H,+ V, oraz
D.=H,+V, sa pothiperplaszezyznami. Z ostatniego twierdzenia
k
wynika natychmiast, ze 4=IID,, a wiec ze A jest komoérks, ktorej

r=(}

r
wnetrze, wobec twierdzenia z Nr 39, réwne jest IIV,, brzeg za§ réwny
»=0
k
jest 4 Z H,. To pozwala nam wypowiedzie¢ nastepujacy
=)

Wniosek 4. Kazdy sympleks jest komorkg wypukle, kidrej brzeg jest
sumq wszystkich jego Sciom wlasciwych. o

Wniosek b. Wnetrze sympleksu A(ay, 4y, ..., @) jest identyczne ze
2biorem punkiéw peC, postaci (35) o wszystkich spélezynmikach ty, by, ..., b
dodatnich.

GWICZENIA. 1. Okazaé, ze przeciecie sympleksu n-wymmiarowego 4 (ags Gy, - @)
hiperplaszezyzng (1n—1)-wymiarows H przechodzacs przez pewien jego punkt
wewnetrzny oraz przez n—1 wierzchotliéw jest sympleksem (n—1)~wmarowm.
Czy jost tak réwniez wtedy, gdy zalozymy, ze H zawiera pewien punkt we-
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wnetrzny sympleksu oraz przechodzi jedynie przez n—2 wierzcholki lub tylko
przez n—3 wierzcholki? . : . .
2. Okazaé, ze usuwajgc z sympleksu wszystkie punkty nalezgce do jego jednej

lub kilku écian otrzymamy zawsze zbiér wypukly.

45. Kompleksy symplicjalne. Kompleks geometryczny, ktérego
wszystkie komérki sg sympleksami, nazywa sie symplicjalnym. Przed-
stawienie jakiej$ figury w postaci sumy symplekséw tworzacych pewien
kompleks symplicjalny nazywa sie rozkladem symplicjalnym tej figury
lub jej triangulacjg.

Kompleks K’ nazywa sie podpodzialem kompleksu K, jezeli wielogeian
bedacy suma komérek kompleksu K’ jest identyczny z wielo$cianem
bedacym sums komérek kompleksu K, przy czym kazda z komérek
kompleksu K wyraza sig w postaci sumy komérek kompleksu K.

Udowodnimy nastepujace

Twierdzenie. Kazdy wieloscian daje sie striangulowad.

Dowéd. Poniewaz w my$l twierdzenia z Nr 43 kaidy wielodcian
jest sumg pewnego kompleksu geometrycznego, wigc ze wzgledu na
definieje pojecia podzialu wystarczy okazaé, ze

(37)  Kaidy kompleks geometryczny K posiads podpodzial bedgcy
kompleksem symplicjalnym.

W przypadku kompleksu 0-wymiarowego, a wige skonezonego ukladu
punktéw, sam on jest swym podpodzialem symplicjalnym. Mozemy
wiee zalozyé, ze wymiar k kompleksu K jest dodatni oraz ze zdanie
(87) jest prawdziwe dla komplekséw o wymiarze nizszym. Niech
zatem K sklada sie z komdrek @y, @,,...,Q,, przy czym mozemy
zalozyé, ze komérki @y, @, ..., @, majas wymiar k, komérki zas @,
Qiyos -+, @, majs wymiary nizsze. Te ostatnie tworza kompleks geo-
metryezny K, o wymiarze mniejszym od k. Wobec zalozenia indukeyjnego,
kompleks K, ma podpodziat symplicjalny K. Jasne jest, ze komérki
@1, @y, ..., @, lacznie z sympleksami kompleksu K, tworza kompleks
geometryczny bedacy podpodziatem dla kompleksu K. Z tego wzgledu
mozemy od razu zalozyé, ze K,=K, czyli ze Qri1s @ivas - W
sg sympleksami. Niech @;,, @;,,...,@; r, beda tymi z nich, ktére
lezg na brzegu komérki @, (gdzie 1=1i=1). Tworzag one — jak latwo
zauwazyé — pewien rozklad symplicjalny K, brzegu komérki @),
Obierajac we wnetrzu komérki @, dowolny punkst o;, wezmy pod uwage
wszystkie zbiory postaci 4, ,=4(a; Q,,) dla j=1,2,...,r,. Zbiory
te s3 sympleksami, bowiem hiperplaszezyzna wyznaczona przez wierz-
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cholki sympleksu @,; ma z @, jedynie punkty
brzegowe wspélne, a wiec nie przechodzi przez
punkt a;. Dla ustalonego 4 sympleksy te w sumie
wypetniajg komérke @, (rys. 20), gdyz dla kazdego
punktu p nalezacego do wnetrza Q;1rbinego od a,
polprosta P wychodzaca z a, i przechodzaca przez
p przecina (w myél wniosku z Nr 39) brzeg ko-
mérki @, w punkcie p’, nalezgcym do pewnego
sposréd symplekséw @), ;, a wowezas ped, ;. Oka-
zmy wreszcie, ze sympleksy Q, , wraz zsympleksami
4, ;oraz 0-wymiarowymi sympleksamiA (a;) tworzg,
uklad N bedacy Lkompleksem symplicjalnym.
Wiystarczy w tym celu zauwazyé, ze czedé wspblna Rys. 20

sympleksu 4, ; oraz sympleksu @y, 5 jest, na mocy konstrukeji, identy-
czna 7 czedeiy wspllng symplekséw Q;,;0raz @, ; — a wiec jest pewnym
sympleksem kompleksu K,. Czeéé wspélna symplekséw 4;; oraz 4, ,
redukuje sie dla i=i’ do czedei wspélnej symplekséw @, ; oraz Qs &
dla t=1" jest sympleksem postaci 4(a; )i ) =4, gdzie Q; . jest
sympleksem bedacym czedcig wspélng Q;; 1 Q. Widzimy wiee, ze
wnetrza réznych symplekséw ukladu N sg rozlaczne, czeéé zas wspélna
dwéch symplekséw ukladu N nalezy zawsze do N. Poniewaz dalej
brzeg sympleksu 4, , jest sumg komoérki @, ; i symplekséw postaci
A(a;, Q; p), gdzie @, s3 Sclanami sympleksu Q5 wige uklad N
jest kompleksem. W ten sposéb dow6d twierdzenia zostat zakohczony.

(WICZENIA. 1. Znalezé rozklad symplicjalny szedcianu, zawierajacy 6 sym-
plekséw tréjwymiarowych.

2. Znalezé rozlklad symplicjalny komérki (k- 1)-wymiarowej, bedacej iloczynem
kartezjariskim n-wymiarowego sympleksu A=4(a,, @y, ..., @) przez odcinek
A (by, by). .

3. Okazaé, ze komérka (k-+1)-wymiarowa, bedaca iloczynem kartezjanskim
k-wymiarowego sympleksu 4(ag, @y, ..., ;) 1 Il-wymiarowego sympleksu
A (bgby,...,b), ma rozklad symplicjalny zlozony z wszystkich écian symplekséw
postaci A (pg, Py, ..., Pr1)s gdzie punkty p, sa postaci a;, Xb;,, przy czym iy=
=§,==0, kazdy z ciagéw 4y, iy, ..., 441 OTAZ fy, fy, - - -5 47 jest nie malejgcy, ciag
288 Go-tJos THi1s - ovs Spprt Jr Jesb rosnacy.t

46. Miara sympleksu i miara wieloscianu. Wielogciany, ktérych ele-
mentarne wlasnodei sg przedmiotem rozwazan tego rozdrziatu, stanowig
jedno z podstawowych pojeé najogélniejszego dzialu geometrii, zwanego
topologiq. Graja one réwniez istotng role w tzw. feorii miary, stano-
wiacej dzial geometrii zwiazany éciéle z zasadniczymi pojeciami anali-
zy matematycznej.

TS ]"re_udontlml, Eine Simplizialzerlegung des Cartesischen Produlktes zweier
Simplexe, Fundamenta Mathematicae 29 (1937), str. 139.
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Nie wchodzac blizej w treéé pojecia miary — co wykraczaloby po-
za zakres zamierzeh tej ksigzki — zaznaczymy jedynie, ze w teorii
miary kazdemu wielogcianowi o wymiarze nie przekljaczajaécym‘ k
przyporzadkowana jest pewna liczba nieujemna, zwana jego ic—wymmj
rowg miorg i bedaca uogélnieniem na dowolne wymiary pojecia dlugosei
lamanych, pola wielokatéw, objetodci wieloSciandw tréjwymiarowych
itd.

Liczba ta jest niezmiennikiem izometrii i spelnia poza tym trzy
nastepujace warunki:

19 Jezeli wielomian k-wymisrowy 4 jest sumg skohczonej liezby
k-wymiarowych komérek o wnetrzach rozlacznych, to k-wymiarowa
miara A jest réwna sumie k-wymiarowych miar tych komérek;

20 k-wymiarowa miara k-wymiarowego réwnolegloscianu (okreélonego
w Nr 40) réwna jest iloczynowi (k—1)-wymiarowe]j miary ktérejkolwiek
z jego podstaw przez jego wysokoéé wzgledem tej podstawy;

3" k-wymiarowe miary dwdch k-wymiarowych symplekséw, majacych
réwne wysokogei i réwne (k—1)-wymiarowe miary odpowiadajacych
im podstaw, sg réwne.

Opierajae sie na tych wlasnodciach miary, obliczymy miare n-wymiaro-
wego réwnolegloscianu oraz n-wymiarowego sympleksu w zaleznosei
od spélrzednych ich wierzcholkéw. Udowodnimy mianowicie nastepujgce

Twierdzenie. Niech a,=(a;1, @; 5, -+, @; ), gdeie 1=0,1, ..., n, bedq
lintowo mniezaleznymi punkiami przestrzeni C,. Miara n-wymiarowego

—_— — —
réwnolegloscianu rozpigtego na welkiorach @y, GQy, ..., 4@, réwna jest
wartosci bezwzgledne] wyznacznika

1agy as ... (op

1 a‘l,l Qe .. Qpn
w(a’o: al: AR ] an)= 3

1 An,1 ‘1’17»,2 ce Qpy

miara zas sympleksu A(ay, ay, ..., a,) jest n! razy mniejsza.

Dowéd. W przypadku n=1 mamy dwa punkty a,=(a,,) i @y =(ay, 1),
a zar6wno réwnolegtoscian jak i sympleks réwne sa wtedy odeinkowi
o korcach @, i a;. Miara jednowymiarowa jest dtugoécia tego odcinka,
a wiec réwna jest |a;—a,|, co mozemy tez napisaé w postaci wartodoi
bezwzglednej wyznacznika
1 Qp,1

w(ag, a1)=‘ gl
1,1

Zatéimy teraz, ze n>>1 i ze twierdzenie jest prawdziwe dla wymiaréw
nizszych. Wiemy z Nr 22, se kwadrat, a wiec i wartosé bezwzgledna
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:vy‘znz;czmka W(ty, ay, ..., @,) jest niezmiennikiem izometrii. Wobec
wierdzenia z Nr 9 mozemy rzyjaé, 7 = j>1

X Zeny .za,tem Pmy]fg@, 78 @; ;=0 dla j>i. Wyzna-
cznik w (ay, ay, ..., a,) przybierze wéwezas postaé

10 0 ..o 10 o0 ... o0
lagy0 .. 0 1a

W(tg, Gy, voen @)= , - 11 0 ... 0
1 Any Opo ... 22 1 On—11 'an_u veelbp—1n—1

Ale punkty thys @y, -, @y lezg W przestrzeni O, , ., ktéra tylko
formalnie réini sig od przestrzeni C,_y1. Pozwala to nam skorzystaé

z zalozenia indukcyjnego, w mysl ktérego wartodé bezwzgledna wyzna-
cznika

10 0 ... 0
lag, 0 e 0
1 Op—11 Gp—19 -.. Qyey p—1

jest réwna (n—1)-wymiarowej mierze réwnoleglodcianu rozpigtego na
— — e

wektorach ay ay, ag ay, ..., aya, ;. Poniewas |@, | réwne jest odleglodei

punktu a, od hiperplaszczyzny C, n—1 zawierajacej podstawe przeciw-

legla, wige z whasnoéei 2° miary wnioskujemy o prawdziwosei pier-

wszej czedei twierdzenia.

By udowodnié prawdziwosé czesei drugiej, wystarezy w myél wlasnosei
1° miary okazaé, ze réwnoleglodcian EB(ay, @y, ..., a,) ma triangulacje
zawierajgeq n! symplekséw n-wymiarowych, z ktérych kazdy ma n-wy-
miarows miare taks jak sympleks 4(ay, ay, ..., a,). Wobec a; ;=0
dla j>1 mamy a,=(0, 0, ..., 0)=0, a wiec

Q11 Bro ... 01y

A1 G ... 0y
w(ay, @y, - . ., ) =w(0, ay, ..., a,)=

a’n,l a’n,z Oy

Dla kazdej permutacji 4, i, ..., liczb 1,2, ..., n wetmy punkty 0,
by=ay, by=a;+a,, ..., b,=0;+a,+ ...+ i,

Wyznacznik w(0, by, by, ..., b,) rézni si¢ od w(0,a,,...,a,) conaj-
wyzej znakiem, a wiec punkty 0,b,,b,, ...,D0, sa wraz z punktami
0, @y, @y, ..., a, liniowo niezalezne. By okazaé, ze miara n-wymiarowa
sympleksu 4(0, a;, a;+a;, ..., @;+a,+ ... +a;,) jest przy wszelkich
permutacjach 4, 7, ... 4, jednakowa, wystarczy dowie§é, ze miara ta nie
ulegnie zmianie, gdy w permutacji 4, 4, ... 4, przestawimy dwie liczby
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sasiednie 4, oraz ,,,, czyli gdy od permutacji By By ven Tmg Ty Gy By o0 By,
przejdziemy do permutacji

’1;1 7;2 - 7:,._1 ?:17—}-1 Ty by oo n Uy

Odpowiednie sympleksy (rys. 21) réznig sie
jedynie tym, ze (v-+1)-szym wierzcholkiem
* pierwszego z nich jest b,, drugiego zag b,=
=b,_y+a, ., Pozostate wierzcholki sa w obu
sympleksach jednakowe, a wige podsta,wy
przeciwlegle wierzchotkom b, oraz b, nie
réznig sie i lezg w (n—1)-wymiarowej hiper-
plaszezyZnie, ktérej réwnanie ma postaé
w(0,by, ..., byg, %, 0,44, -0, b,)=0. W my$l Nr 27 odleglosei punktéw b,
ib, od tej hiperplaszezyzny (czyli wysokosei symplekséw) beds, sie wiee
réinily jedynie czynnikiem — w obu przypadkach jednakowym — od
wartosei bezwzglednych wyznacznika w(0, by, ..., b,_y, 2, 6,4, ..., 0,) PO
podstawieniu w nim zamiast 2 punktu b, lub punktu b,. Jak jednak
stwierdziliémy przed chwily, otrzymane w ten sposdéb liczby nie réznig
sie od warto$ei bezwzglednej wyznacznika w (0, ay, s, ..., @,). Stad
i z warunku 3% dla miary wynika, e miary n-wymiarowe wszystkich
symplekséw 4(0, a;, Qs F iy o5 g0yt o —|—al-“) sa jednakowe. Ponie-
waz symplekséw tych jest tyle, ile jest réznych permutacji 4, iy, ..., 7,
liezb 1, 2, ..., n, czyli nl, wiec pozostaje stwierdzié, ze sympleksy te w
sumie wypelniajg réwnoleglodcian, przy czym wnetrza ich sg rozlgczne. W
tym celu zauwazmy, ze kazdy punkt pe R(0, ay, ..., @,) daje sie dokladnie
w jeden spos6b przedstawié w postaci

P=ty G +ty G+ ... +t,-a,, gdzie 0=={,=1.

Ustawmy spélezynniki #, &, ..
Otrzymamy

, t, W cigg nie rosnacy: (790 PR

Ing>g> ot 20

=1 >

Wobec ay=0 mozemy punkt p przedstawié w postaci:
p=(1—t:1) “0+(t11 l'u) a’i1+ (tig_tl'u) ) (al'1+aig)+ e

. +<tln 1 tln) : (a'f1+aig+ fee +a'i1,__1)+ti11. * (a’[ +aig+ e ~1'(1'1'")7

co wobec (L—i;)+(t;—t,)+ .. At )+, =1 znaczy, z uwagi

na twierdzenie z Nr 44, ze ped(a,, Gips Gy F 0y ooy gty oo ;)

Wobee wniosku 5 z Nr 44 punkt p nalezy ]ednak do wnetrza tego
sympleksu wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie spélezymniki (1-—¢,),
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[Nr 47]
(ts—ts)s s (tin‘l——tin), t;,, sa dodatnie, czyli gdy ciag t,1 i e b
jest malejacy. Poniewaz uklad n réznych liczb daje sie uporzadkowaé
w ciag malejacy tylko w jeden spos6b, wiec punkt p lezy we wnetrzu
tylko jednego z rozpatrywanych symplekséw, co konezy dowéd twier-
dzenia.

Jak okazalismy w Nr 22, w przypadku, gdy punkty ay,a, ...,
leza w przestrzeni C,, wyznacznik w(ay, ay, ..., @,) jest réwny pier-
wiastkowi kwadratowemu z wyréznika w(ay, ¢y, - .., ¢,) ukladu punktéw
g, Gy, « -5 Ay, & Wyrdinik jest niezmiennikiem izometrii ukladu tych
punktéw. Stad i z uwagi na niezmiennieczy charakter k-wymiarowej
miary sympleksu wnioskujemy, Ze k-wymiarowa miara sympleksu
A(ayg, &y, ..., @) réwna jest zawsze, niezaleznie od wymiaru przestrzeni
kartezjanskiej, do ktérej wierzcholki ay, @y, ..., @, nalezs, pierwiast-
kowi kwadratowemu z wyréznika podzielonemu przez kl. Biorge pod
uwage wzér (4) z Nr 22, mozemy wiec wypowiedzie¢ nastepujacy

Whniosek. Jezeli ay, oy, ..., a, sqg liniowo niezaleznymi punktami prze-
strzent kartezjotiskiej O, o dowolnym wymiarze, to kwadrat k-wymiarowej
miary sympleksu A(ay, aq, ..., a,) réwny jest

1 1 o1
(_l)k_l 1 0(“0:“0)2 g(a’ﬂya’l)g Tt Q(u‘O:a'k)z
27;.(]“)2' 1 o(ay,a0)? 0(ay.0:)? .. . olay,ar)?
1 p(ana,)? olaa,)? ... ola,m)?

CWICZENIA. 1. Obliczyé n-wymiarows miare sympleksu A(ag, @y, .-, dn)s
wiedzac, ze o (a;, aj)zl——évf (gdzie §/=0 dla i5=j oraz §=1).

2. Obliczyé (n—1)-wymiarows miare brzegu sympleksu A(ag, @1, - @),
lezacego w C,, jezeli
ay=(0, 0, ..., 0), a;=(1,0,...,0), &=(0,1,0,...,0), ..., &=(0,0,...,0,1)

47. Tloczyn wektorialny ukladu n—1 wektoréw przestrzeni C. Uogdl-
niajac pojecie iloczynu wektorialnego z Nr 25, nazwijmy dla ukladu
(g Qg «-vy Op_y, zlozonego z n—1 wektoréw przestrzeni O, iloczynem
wekiorialnym wektor w=X (ay, 0y, ..., 0,_y), majacy dlugos¢ réwna
(n—1)- w;ymlarowej mierze réwnolegloscianu rozpietego na wektorach
(g, 0y, ..., 0,_y, kierunek do nich prostopadly (ktéry jest na mocy twier-
dzenia z N1 24 jednoznacznie wyznaczony, jesli wektory oy, Qg -+.; Tyy
sa liniowo niezalezne, w razie za$ ich liniowej zaleznosei — ObO]Qtny gdyz
dlugoéé wektora jest wéwezas zerem), zwrot zas taki, by uktad wektoréw

(y, Qg, +-., 0, _, W0 byl zorientowany dodatnio.
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Okazemy (uogélniajac wzér (6) z Nr 25), Ze zachodzi nastepujace
Twierdzenie. Iloczyn wektorialny X (ay, Ay, ..., 0,_y) wkladu wektoréw
0, =[0 1 @y 55 -, Uy ) Preesirzens C,, jest réuny wektorowi w okreslonemu

przez waor

vy 0, U 1
a1 O ... Qig
(38) W=| @ 20 N/ L

Ap—1,1 Op—12 - - - On—1,

Dowéd. Oznaczmy przez A; wyznacznik, jaki otrzymamy skreélajac
W macierzy

ay1 Q1,2 e O
2,1 Qoo vee Oap
a’nml,l a/n—-l,2 L a’n~1,n

n
j-ta kolumne. Wéwezas w= Y (—1)~'- 4,1, skad
J=1

n
wea= ) (—1yY 4, a, ;=0,

je=1
gdyz otrzymana suma stanowi rozwinigeie wyznacznika, ktérego
pierwszy wiersz jest identyczny z ¢-tym. A wiec wektor w okredlony
przez wzor (38) jest prostopadty do kazdego z wektoréw ay, a,, ..., a,_;.

Zauwazmy dalej, ze réwnoleglodcian R o wierzchotku 0, rozpigty na

wychodzacych z 0 reprezentantach wektoréw ay, ay, ..., 0, 4, W0, ma —
w myél twierdzenia z Nr 46 — n-wymiarows miare réwna wartodei
bezwzglednej wyznacznika,

4, —4, A4, o (=1t A4,
a1,1 4% @13 1,0

, , , , 9 9 9

(39) =dipaiy L Az,
Ap—-1,1 Ap—12  dp—13 .. An—1n

odleglosé za$ konca reprezentanta wektora W o poczatku 0 od hiper-
plaszezyzny przechodzace] przez 0 i zawierajacej wektory ay, a,, ...
czyli od hiperplaszezyzny o réwnaniu

bl nfn,—-]:

2y Ty - L
1,1 A1.0 e g

1

=0

Tn—11  Op—12 . Ap—1p
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jest — w my§l Nr 27 — réwna co do wartodei bezwzgledne;j:

A4, —d, ... (—1p1-4,
1 . Qa1 1,0 e @1 o
VAHAT+ .4 B
an—l,l a/n—l,? LI ((/n—l,n

=V A+ A3+ . FA4z2

Stad wynika, Ze pole podstawy rozpietej na wektorach ay, a, ..., 0,_;
réwnolegloscianu R réwne jest J/ A4 A4 L+ A2,
dlugosei wektora w. )

Wobec wzoru (39) widzimy wreszcie, ze wyznacznik ukladu wektoréw
y, Qg +.v; Op_p,W0  (Okredlony w koficu Nr 20) jest dodatmi, czyli ze
ukiad ten jest zorientowany dodatnio. W ten sposéb dowéd twierdzenia
zostal zakonlezony.

a wiec réwne

CWICZENIE. Okazaé, 7e jezeli ay, a,, ..., 0y_; 54 liniowo niezaleinymilvvekt,o-
e
rami w O, zad a; 4, gdzie 4, j=1, 2, ..., (n—1) sa liczbami, to dla Bi=Z 50
mamy zalesnoéé postaci =1
X (by, Dgy vens Dyg)=M. X (a5, ag, ..., Gp_1),

gdzie M jest pewnym spélezynnikiem liczbowym zaleinym jedynie od liczb a; ;.
Obliczyé warto$é tego spélezynnika.
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ROZDZIAL V.
Przeksztalcenia izometryezne przestrzeni kartezjanskich

48. Jednorodnosé i doskonala jednorodnos¢ przestrzeni metrycznej.

Punkty przestrzeni €, odrézniamy przy pomocy ich spélrzednych,
odréznienie to jednak nie ma charakteru geometrycznego. Zachodzi
pytanie, czy w przestrzeni C,, jedno polozenie punktu rézni sie od innego
polozenia geometrycznie, czyli czy przestrzenn O, jest, czy nie jest
metrycanie jednorodna. By sens tego pytania stal sig jagniejszy, rozpa-
trzmy pare przykladéw, ktére rzucay pewne $wiatlo na réinorodnodé
sytuacji, z ktérymi tutaj mozna sie spotkaé. Przyklady te bedziemy
czerpaé sposréd przestrzeni zlozonych ze skonczonej ilosei punktéw,
juz bowiem w zakresie tak prostych przestrzeni spotykamy wszystkie
interesujace nas tutaj typy jednorodnosci.

Prayklad 1. Niech A, bedzie przestrzenia zlozons z trzech punktéw
P1, Ps, Py, bedacych wierzcholkami tréjkata (rys. 22), ktérego boki ma-
ja dhugosei 2, 3 i 4. Niech np.: .

0Py, Po)=2; 0(py, P3)=3; 0(py, P3)=4.

<3

Pr 4 P K]

P+ P
Riys. 22

Rys. 23

Jasne jest, ze jedyng izometria przestrzeni A; na giebie jest
tozsamos¢. Istotnie, kazdy punkt przestrzeni 4, réini sig swym polo-
zeniem od kazdego z pozostalych, gdyz ukiad liczb bedacych odle-
glosciami danego wierzcholka od pozostalych jest dla kazdego z punktow
P1> Py, s inny. Mozna by wiee powiedzieé, ze przestrzen 4, jest cal-
kowicie niejednorodna.
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Przyklad 2. Niech A, bedzie przestrzenia ziozons z trzech punktéw

P1s P2> P3, bedacych wierzeholkami tréjkata réwnoramiennego (rys. 23)
o bokach:

0(Py, Po)=0 (Py, Pg)=2 i 0 (py, p3)=3.

Jasne jest, ze punkty p, i p, nie réznis sie swym polozeniem w prze-
strzeni A,, gdyz przeksztalcenie, przy ktérym p, przechodzi na p, i
na odwrét, p, zad na siebie, jest oczywiscie izometria. Nie istnieje nato-
miast izometria przeksztalcajaca 4, na siebie, przy ktérej p, przechodzi
na p,. Przestrzen 4, jest wiec niejednorodng, niejednorodnosé ta jednak
nie jest tak daleko posunieta jak niejednorodno$é przestrzeni A4,.

Przyklad 3. Niech A, bedzie przestrzenia zlozons z szefciu wierz-
cholkéw graniastostupa prostego (rys. 24), majacego jako podstawe
tréjkat réwnoboezny o boku 1 oraz wysokogé A '
réwng 1. Przestrzen ta jest jednorodna w tym
sensie, ze dla kazdej pary jej punktéw p i q istnie- P
je izometria ¢ przeksztalcajaca ja na siebie i P |
spelniajaca warunek ¢(p)=q. :

Jezeli np. punkty p i g s wierzchotkami jednej ]

i tej samej podstawy, to izometrie taks stanowi !
odpowiedni obrét dokola osi laczacej srodki podstaw P /l\rf\\
graniastostupa; jezeli za§ p i ¢ nalezs do podstaw P il N
réznych, to taka izometrie otrzymamy, superponujac " /
pewien obrét z symetria wzgledem plaszezyzny Rys. 24
przechodzace] przez §rodki krawedzi bocznych.

Zauwazmy jednak, ze para punktéw nalezacych do jednej podstawy
i para punktéw bedacych koricami jednej z krawedzi bocznych — jakkol-
wiek przystajg do siebie — rdznig sie swym polozeniem w rozpa-
trywanej przestrzeni. Istotnie, dla pary punktéw nalezacych do
jednej podstawy istnieje w przestrzeni punkt, ktérego odlegtodé
od kazdego z tych punktéw jest réwna }/ 2, natomiast kazdy punkt
przestrzeni 4, jest oddalony o 1 co najmniej od jednego z koficéw danej
krawedzi. Widzimy wige, ze w rozpatrywanej przestrzeni polozenia
poszezegélnych punktéw nie réznia sie miedzy soba, natomiast dwie
figury przystajace réznié sie moga swym polozeniem. Przestrzed jest
wige juz jednorodna, lecz jednorodnodé ta dotyczy jedynie poloienia
poszczeg Slnych punkiéw.

Prayklad 4'. Jako przestrzetn A, wefmy zbiér szedciu punktéw (rys.
25), ktére otrzymamy, usuwajac sposréd wierzchotkéw dziewieciokata

1 Przyklad ten zakomunikowany mi zostal przez prof. B. Knastera.
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foremnego wpisanego w kolo trzy wierzchotki pewnego tréjkata forem-
nego wpisanego w to samo kolo. '
Sprawdzamy z latwoscis, przez kolejne roz-
patrzenie wystepujacych tutaj mozliwodei, Ze
jedli M i N sa dwoma podzbiorami izometrycznymi

: " tej przestrzeni, to zawsze istnieje izometria ¢
przeksztalcajaca calg przestrzen A, na siebie w
taki sposéb, ze ¢(M)=N. A wigc figury przy-

7 = stajace lezace w tej przestrzeni nie réznig sig
Rys. 25 miedzy soba pod wzgledem polozenia w przestrzeni.

Przestrzen A, jest zatem jednorodna w stopniw
wyiszym niz przestrzen Ay, jednorodnoéé jej bowiem nie ogranicza sie
do rozmieszezenia poszozegénych punktéw. Zauwazmy jednak, Ze
moze sie zdarzyé, ze dana izometria f przeksztaleajaca figure M na N
nie daje sie roeszerzyé do izometrii przeksztalcajace] caly przestrzen
Ay na siebie. Tak np. biorac za M figure zlozong z dwéch wierzcholkéw
p, i pg, przedzielonych przez punkt p, oraz przez jeden z usunigtych
wierzcholk6w dziewieciokata (zob. rys. 25) i zakladajac f(p;)=ps,
a f(ps)=p,, otrzymujemy izometrie przeksztalcajaca M na siebie,
ale nie dajacy sie rozszerzyé do zadnej izometrii przeksztalcajace]
przestrzen A, na siebie, gdyz punkt ¢(p,) musiatby wéwezas spelniaé
warunki

o(py, @a))=0 (s p) 1 0(ps @(p2))=0(P1 Do),

ktére nie zachodzg dla zadnego punktu przestrzeni 4,.

Przyllad &. Przestrzen Ajs zlozona z trzech 2
wierzchotk6w tréjkata réwnobocznego (rys. 26)
ma te wlasnos$é, ze jedi M i N sg dwoma jej
przystajacymi podzbiorami, a f jest izometria
przeksztalcajaca M mna N, to istnieje takie
przeksztalcenie izometryczne przestrzeni A na
siebie, ze @(p)=f(p) dla kazdego peM. Jedno-
rodno$é przestrzeni As jest posunieta najdale;.
Figury w niej przystajgce nie réznia sie poloze-
niem, obojetna jest przy tym funkeja, ktéra ich przystawanie ustala.

Rys. 26

Z rozpatrzonych przykladéw widzimy, ze zjawisko jednorodnogci
metrycznej przybieraé moze rozmaite stopnie.

Najstabsza, jest jednorodnodé zwykla przestrzeni metrycznej A, przez
ktérg rozumiemy istnienie dla kazdej pary punktéw p, ¢ ¢ 4 izometrii ®,
przeksztaleajacej 4 na siebie w taki sposéh, by bylo ¢ (p)=q.
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Sposréd rozpatrzonych przykladéw wiasnogé te posiadaja A5, 44, 4s.
Najmocniejsza natomiast jest wiasnosé, ktéra nazwiemy jednorod-

nodciq doskonaly przestrzeni metrycznej A. Polega ona na tym, ze jesli

[ jest jakakolwiek izometria, przeksztalcajaca pewien podzbiér M

przestrzeni 4 na praystajacy don podzbiér N=f(M) tejze przestrzeni,

to istnieje izometria ¢, przeksztalcajaca cala przestrzen 4 na siebie

w taki sposéb, ze ¢(p)=f(p) dla kazdego pe M. Wirsd podanych

powyzej przykladéw wiasnosé te posiada jedymie przestrzed A;.
CWICZENIA. 1. Zbadaé, ktére z nastepujacych zbioréw sq jednorodne w

sensie zwyklym Iub doskonatym: 1° Odeinek bez koncéw 2° Pélprosta 3° Zbiér

punktéw prostej Oy o spéhrzednych calkowitych 4° Zbiér punktéw prostej C; o

spélrzednych  wymiernych 5° Zbiér punktéw prostej C, o spélrzednych nie-

wymiernych 6° Okrag kola 7° Zbiér zlozony z dwdéch prostych.
2. Okazaé, 7e iloczyn kartezjariski dwéch przestrzeni jednorodnych w sensie

zwyklym jest jednorodny w sensie zwyklym. (zy podobnie jest z jednorodnodcia
doskonalg?

49. Doskonala jednorodnos¢ przestrzeni kartezjahskich. Zajmiemy
sig dowodem doskonalej jednorodnogei przestrzeni ¢,

Wynikaé z niej bedzie w szczegélnosci, ze przy badaniu figur geome-
trycznych w O, zaréwno z punktu widzenia ich kszfaffw (tj. wiasnoei,
w ktérych mowa jedynie o punktach nalezacych do tych figur), jak
réwniez i z punktu widzenia ich polozenia w przestrzeni (tj. wlasnosei,
w ktérych mowa réwniez o punktach przestrzeni lezacych poza figurami),
mozemy figury te rozpatrywaé w takim polozeniu wzgledem ukladu
spélrzednych, jakie jest (z powodéw rachunkowych) najdogodniejsze.

Okoliczno$é ta czesto ulatwia w geometrii analitycznej rozwiagzywanie
zada.

Zacznijmy od dowodu dwéch nastepujacych lematéw:

Lemat 1. Dla kazdej izometrii vy, przeksztalcajacej k-wymiarowq hi-
perplaszezyzne HC, na H=yw(H)C,, istnieje izometria ¢, prze-
ksztatcajaca cala przestrzers C, na siebie tok, Ze @ (p)=vy(p) dla kaidego
peH. .

Dowéd. Zaléimy najpierw, e H=H=C,,, i niech

YRy, Toy vevs Tty 0, oov, 0)=(Z1, Xy, ..., T, 0, ..., 0).

By otrzymaé izometrie ¢, wystarczy oczywiscie przyjaé

Py Tay ovvy By Bppgs «» 5 Bp)=(Tg, Tay 2 vy Tpy Lpygs o-es L)
dla kazdego (z;, %y, - .., %,)eC,. Izometria ¢ jest wiec zlozeniem (w sensie
4 z Nr 9, izometrii  w zakresie spéirzednych x;, #,, ..., %, i tozsamosci

w zakresie pozostatych spélrzednych.
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Niech teraz H i H beds dowolnymi k-wymiarowymi hiperplaszezy-
znami w C,. Istnieje wige (na mocy wniosku 6 z Nr 19) taki liniowo
niezalesny uklad punktéw po, P1, o> P ze H=C(py Py, ..., Pr). Na
mocy twierdzenia z Nr 9 istnieje dalej izometria o(p), przeksztalcajaca
O, na siebie tak, ze a(p,)a(}’n . dla i=0,1,..., k. Wobec wniosku z
Nr 22 punkty a(p,), & (py); -5 ¢ (D) 83 liniowo mezalezne Stad wynika, ze
a(H)=On‘ 3 gdyz

a(H)=a[C(po,Py ---» D)= Cla(po), a(P1); - a(p)]=C,
Podobnie istnieje izometria f(p), przeksztateajaca O, na siebie tak, ze
ﬁ (E) =On, k
Oznaczajac przez a_, izometrie odwrotng wzgledem a, przyjmijmy

g(p)=Bwa_(p) dla kazdego peC, 4

Jest to izometria przeksztalcajaca C, , na siebie. W mydl juz roz-
patrzonego przypadku, istnieje izometria f, przeksztaleajaca przestrzen
C',, na siebie i identyczna w punktach hiperplaszezyzny C, , z izometrig
g. Oznaczajac przez f_, izometrie odwrotna wzgledem f, przyjmijmy:

@ (p)=P_1fa(p) dla kazdego peC,,.

Otrzymamy izometrie przeksztalcajaca caly przestrzed C, na siebie
w taki sposéb, ze dla kazdego peH jest a(p)eC, ;. skad

p(p)=P_19a(p)=PF_1fya_ra(p)=yp(p).

Tym sposobem dow6d lematu 1 jest zakoriczony.

Lemat 2. Jeseli punkty pg, Py, --., Dy Preesirzens O, sq liniowo mnie-
zalesne, to polozenie kaidego punkiu peC, jest jednoznacznie wyznaczone
przez odlegloset o (p, p,), gdzie 1=0,1, ..., n

Dowdéd. Nalezy okazaé, ze jezeli dla punktéw p, q s €, jest

(1) o(p, pi)=e

to p=q.

Istotnie, z (1) wynika, Ze (p,—p)*=(p;—q)% czyli 2(p—q) p;=
=pi—¢? dla ¢=0, 1, ..., n. Odejmujac stronami te z tych zaleznofci,
ktéra odpowiada wartodei ¢=0, od pozostalych, otrzymujemy

(P—aq) (p;—pe)=0 dla i=1,2,...,n

(g, p;) dla ©=0,1,...,n

—

co znaczy, ze wektor a==[pq] jest prostopadly do kazdego z n liniowo
—

niezaleinych wektoréw a,=[p, p,], gdzie i=1, 2, ..., n. Wektor a jest

wiee prostopadly do kazdej kombinacji liniowej wektordw a,, g, ..., q,
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(na mocy Nr 15), a wiec — z uwagi na wniosek 1 z Nr 19 — sam do
siebie, co jednak znaczy, ze jest on zerowy, czyli ze p=g.

Twierdzenie. Przestrzer, C,, jest doskonale jednorodna.

Dowdd. Niech f bedzie izometria, przeksztalcajaca pewng figure
M, lezgey w C,, na figure N, réwniez lezaca w C,. Obierzmy w M
maksymalnie liczny uklad liniowo niezalezny punktéw py, py, ..., Dy
Wobec wniosku z Nr 22, punkty ¢,=/(p,), gdzie =0, 1, ..., k, stanowia,
woéwezas maksymalnie liczny liniowo niezalezny uklad punktéw zbioru

. — —_—
N. Niech a,=[p,p,] oraz b,=[gyq,] dlai=1,2,..., n. Wobee niezmien-
niczo$ei iloezynu skalarnego (wzér (18) z Nr 15), jest wéwezas

(2) a;0,=0,0; dla i,7=1,2, ..., n.

Wobec definicji ukladéw pg, pq, ..., P Oraz gy, 4y, .. ., ¢, zhiory

H“_-C(po’ P vees pk) i ﬁ:c’(qo, /TR QA)

88 k-wymiarowymi hiperplaszezyznami, zawierajacymi odpowiednio
zbiory M i N, przy czym, na mocy wniosku z Nr 18, kazdy punkt
» ¢ H daje si¢ jednoznacznie przedstawié w postaci

(3) P=po+t, (1) Ftp (ag)+ ..o B ().
Przyjmijmy dla kazdego punktu p postaci (3):
(4) P (P)=qo+1ty* (b)) -+ (0g)+ ... e (0).

W szezegblnosei wobee p;=p, + 1-(1;) mamy @(p;) =g, + (b,)=
=q,=f(p,). Przeksztalcenie @ jest przy tym izometria, gdyz dla
dowolnego innego punktu p’ =py+ty- (0) -+ (09)+ - . .+ (a,) hiper-

plaszezyzny H mamy wobec (2):
k

o[ ), B0 P=[2(P)— @@ )]2=] 2. (t:—1) - 0i]*=

=1

Eok
—t) - (—1) - Z Z (t—t) * (G—1) - 0 0=

=[Z (t:— 1) - 0: "= (p—p")2=0(p, P)*
Jesli teraz pe M, to
oli®), al=eli®), fp)] =0, pA=clo(p), #(p)]=0lg®), ¢

dla kazdego i=1, , k. Stad i z lematu 2 wnosimy, ze f(p)= —('p)
dla kazdego psM W ten sposéb okazaliémy, ze przeksztalcenie @,

8 K, Borsuk. Geometria analityczna
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okreglone przez wzér (4), jest rozszerzeniem izometrii f na k-wymiarows,
hiperplaszezyzne H. Stosujac lemat 1 wnioskujemy, Ze izometria §
daje sie rozszerzyé do izometrii ¢, przeksztalcajace] caly przestrzen C,
na siebie. A stwierdzenie istnienia takiej wtagnie izometrii koczy dowéd
twierdzenia. _

Zbhiér wszystkich punktéw przestrzeni nie nalezgeych do figury
lezacej w tej przestrzeni nazywa sie (zgodnie z terminologia przyjeta
w Nr 5) uzupelnieniem tej figury (wzgledem przestrzeni).

7 udowodnionego twierdzenia wynika nastgpujacy

Wniosek. Uzupelnienia figur prazystajacych, lezacych w przestrzens C,,
sq przystajace.

CGWICZENTA. 1. ZnaleZé izometryczne przeksztalcenie przestrzeni Uy na siebie,
przy ktérym punkty (—10, 12, —20), (—10, 12, 10), (20, 12, —20) przejdadmo_d.
powiednio na punkty (1, —1, —1), (11, 19, 19), (—5 —6)/11, 14, —184-3)/11).

2. Okazaé, ze okrag kota jest doskonale jednorodny.

¥50. Analityezna postaé izometrii. Z lematu 2 z Nr 49 wynika, ze
kazda izometria j przestrzeni O, na siebie jest jednoznacznie wyzna-

czona przez jej wartodci f(v;) w punktach v, vy, ..., v, gdzie
v;=(8], 8., ..., 8}), przy czym 6/=0 dla i<j oraz =1.
—

Przy takiej izometrii f wersor v,=[vyv;] przechodzi na wersor b,=
- _
=[f(vo) f(v;)]. Oznaczmy przez a;,a; 5, ..., &; , Spolrzedne wersora v,

1 niech f(vy)=(ag 1, @p g --.» Bg, »)- Dla kazdego punktu
T= (L1, Ly, - .., £,) €0,

jest wowcezas
—_—
[Po2]=21 01425 Vy+ ... +2,°0,,

skad wynika (wobec niezmienniczoéci dodawania wektoréw i mmnozenia
ich przez liczby), ze

5

[ {00)f (@)=, By g Byt ... +2,0,
czyli
) Ha)=f (e, ()4 @)+ ..+ B,
Przyjmujac dalej

l/f(x)zf(mls 952: RN xn)=x=(§"15 5’2> vy 5n):

mozemy wzorowi (5) nadaé postaé zaleinoéei, wyrazajacych spélrzedne
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Ty, Ty, ..., T, wartosel T=j(z) przy pomocy spélrzednych z, z,, ..., z,
argumentu z w sposéb nastepujacy:

(6) E,-:ao';-—{—al’j-xl—}—az,j-xz—{f ot an)j/}/xn dla j=1,2, ..., n.

Rozpatrzmy blizej wlasnoéei liczb (?”, ktére sa spélezynnikami
réwnan (6), okreslajacych przeksztaleenie izometryczne.
Macierz ich
11 @a1*e.. Gy
1 a0 Qoo ... /%) ..
2(‘11‘,_7) (l‘a?:l’ 2: “rey ’I’b)
Ain Bap .e. Ay

nazywa sie ortogonalng.

W jej i-tej kolumnie znajdujg sie liczby a, 4, a,,,...,a; ,, bedace
spélrzednymi wersora V; (czyli jego cosinusami kjerunkowynii). Wobec
wzajemnej prostopadiosci tych wersoréw, mamy

n
(7) Dlag e =5" dla i, k=1,2,..., n.
J=1

Zauwazmy od razu, ze zaleznofei (7) stanowia warunek nie tylko
]i:onieczny, ale i dostateczny na to, by wzory (6) okreslaty izometrie
z=f(x).

Istotnie, o ile s3 one speione, to dla kazdej pary punktéw z, y & C,,
jest

Q[.f(x)s f(y)]2=0[(§1: ?752: Teey Eu); @1, ?2, rens 27,;)]2= Z @J—@)z:

=2 [(B s ) ( an- s

J= =1 =1

;Z LZ [(yi“‘xi) (yr—a) - Z (a5 a,,‘.,j)] = i i o (Yi—20) * (Yr— )=
=1 k=1 J=1 i=1 k=1 .

=2 (yi—w)*=0(x, y)*
=1

Mnozac kolejno zaleznosei (6) przez liczby @; ; 1 dodajac stronami,
otrzymujemy:

n n
D0 (T— o, ) =y - D a5
Jj=1 J=1

n

n
@o Qi j e Ty Z An,;* @, jy

=1 =

co, po uwzglednieniu zaleznosei (7), prowadzi do zwiazkéw

n
(8) xiz‘—z Ay, j* a‘z‘,j‘}“a'z',l'gl’{“al,‘_"az_}" et “i,n'fn dla 'i:l, 2,...n.

j=1
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Zatem macierza spétezynnikéw izometrii odwrotnej [, jest macierz

a1 Q1,2 - Q1,0
Qo1 G2 .. G2q o

12 =(a; 5) (4, =1, 2,..., n),
a’n,l an,2 an.ﬂ

a wiec macierz transponowana wzgledem macierzy (a, ;) (2, =1, 2, ..., n)
spétezynnikéw danej izometrii f. Przy izometrii f_, wersor b; przejdzie
na Wersor [ay j, @y, --+» @y, ;], €O z uwagi na ortogonalnoéé tych wer-
soréw prowadzi do zaleznogei

n
(9) Zai,j-ai,,czéf dla j, ]G:l, 2, ceey N

i=1

Podobnie jak ze wzoréw (7) wynika, ze przeksztalcenie f okredlone
przez wzory (6) jest izometria, tak z zaleznodei (9) wynika, Ze prze-
ksztalcenie f_; okreslone przez wzory (8) jest izometria. Wéwezas
jednak i przeksztalcenie odwrotne f bedzie izometrig. Osiagniete wynilki
mozemy wypowiedzieé w postaci twierdzenia nastepujacego:

/ Twierdzenie. Prazeksztalcenia izometryczne

f(xb Loy +ees w’n)z(aéh 52: trrs En)
przestrzent C, na siebie sq identycene z praekszialceniams okreslonymi
pray pomocy wzorow (6), kiorych spbleczynniki fworzq tzw. maciers
ortogonalng (a; ;) (7,1=1, 2, ..., n).

Macierz transponowana (a, ;) (1, =1, 2, ..., n) jest wéweczas tez orlogo-
nalna jako macierz spélczynnikéw izometris odwrotnej f_,. Aby macierz
(@; ;) (4, 7=1, 2, ..., n) byla ortogonalna, potrzeba © wystarcza, by spelniony
byt warunek (7) lub réwnowainy mu warunek (9).

Uwaga 1. Jezeli ¢(xy, 2y, ..., 2,)=(%y, Xy, ..., %,) jest przeksztalce-
niem izometrycznym przestrzeni O, okreslonym przez wzory

k
B=a,it D, a0 3,
J=1
a8 P (g, Ty, ..., B)=(%1, %y, ..., %) przeksztalceniem izometrycznym
przestrzeni C), okreflonym przez wzory

i
B=by, i+ D, by, i @,
J=1
to izometria f przestrzeni €, =0, na siebie, bedsca zlozeniem izome-
trii ¢ w zakresie spéhrzednych «;, @,, ..., @y, i izometrii y w zakresie
spélragdnych z;, @;, ..., 2, wyraza sie wzorem
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gdzie
dla v=1, 2, ..., L,
1
*
B=by, s+ by, dlav=1,2,...,1
=1

Wynika stad, ze macierz wszystkich spélezynnikéw izometrii f (facznie
z kolumng wyrazéw wolnych) rézni sig od macierzy

K
<
=4

Bo,1 Q1,1 oo B 0 0 .. 0
Qp,2 A1, 2 ... o 0 \
@6 G - Ay 0 0 ... 0
bo,i 0 .. 0 by byg ... by
- bye

oS
<
>
<
o
=
=
o>
K]

bo,l 0 ... 0 bl,l bg_( bzyl
jedynie przestawieniem pewnych wierszy i pewnych kolumn (przy czym
pierwsza kolumna pozostaje na swym miejscu).

Uwaga 2. Jezeli @ (xy, s, ..., %)=y, Yo, - .., ¥n) 1 v(¥s, Ygs oo Yu)=
=(21, 23, ..., 2,) 53 przeksztalceniami izometrycznymi przestrzeni C,na
siebie, danymi przez wzory:

n n
yj:a(),j+z Q5 Xy, 21:250, E —|-Z b',k Y,
i=1 . J=1
to ich superpozycja

F@y T v, 2)=9[p(2y, Xy, ..., z)]=(2y, 25, ..., 2,)

ma postaé
n
2=y, m'"z Ci, 1t s,
=1
gdzie
n
Co, l::bo,k‘f“z aO,j'bj,k dla k=1, 2, s M,
J=1
n
(10) Co=_a;,; b, dai, k=12, .. 0%
=1
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Widzimy wiec, ze spélezynniki superpozycji dwdch izometrii wyrazajg
sie w postaci sum iloczynéw spélezynnikéw izometrii superponowanych.
W szezegblnodei wzory (10) oznaczajs, Ze macierz (c; ) (1, k=1, 2, ..., n)
jest iloczynem macierzy (a,,) (4, j=1, 2, ..., n)

i(b;) (0, k=1,2,...,m).

Wynika stad, ze iloceyn dwdéch macierzy ortogonalnych jest macierzg
ortogonalng.

CGWICZENTA. 1. Przeksztalcenia izometryczne f przestrzeni C, na sichie,
spelniajace warunek f(0)=0, stanowia grupe (z superpozycja izometrii jalko
operacja grupowa). Okazaé, ze grupa ta jest przemienna dla n#&2, natomiast prze-
staje byé przemienng dla n>>2.

2. Niech L oznacza prosta, faczacs punkty (1, 1, 1)i (2, 3, 3). Wyznaczyé wszy-
stkie izometrie f przestrzeni U; na siebie, spelniajace warunki: f(0)=0 i f(p)eL
dla. kazdego p eL.

“51. Izometrie zwykle i izometrie zwierciadlane. Mnozac wyznacznik
macierzy ortogonalnej przez siebie przy pomocy tzw. mnozenia wierszy
przez wiersze, wnioskujemy ze wzoréw (7), ze otrzymamy wyznacznik
|6, k=1, 2, ..., n) réwny jednoéci. A wiec

(11) Wyznacznik macierzy ortogonalnej jest réwny 1 lub —1.

Poniewaz i-ta kolumna tego wyznacznika utworzona jest przez
spéhrzedne wersora b,, na ktéry dana izometria f przeksztatca wersor
b, wigc wyznacznik macierzy spélezynnikéw izometrii jest dodatni
lub ujemny zaleznie od tego, czy uklad wersoréw by, Uy, ..., 0, jest
zorientowany dodatnio lub ujemnie (w sensie zdefiniowanym w Nr 21).

W pierwszym przypadku méwimy, ze izometria zachowuje orientacje
preesirzens lub Ze jest to dzometria zwykla, w drugim zag, ze zmienia
orientacje przestrzeni lub ze jest to izometria zwierciadlana.

Poniewaz macierz spélezynnikéw izometrii odwrotnej jest transpo-
nowang macierzg spétezynnikéw izometrii danej, wiee odwrécenie izo-
metrii zwyklej jest zawsze izometrig zwykla, zas zwierciadlanej — zwier-
ciadlang..

Uklad wektoréw ag=[0y 1, Ay 05 -0y & ), gdzie i=1,2,..., n, prze-
chodzi przy izometrii f, okreslonej przez wzér (6), na uklad wektoréw

n
0;=[0; 1, G; 9, ..., G ,], gdzie PWES Z @, 5° 04 1, Skad
k=1

110, 5=1, 2, ..o m)=lay ;| (k, =1, 2, ..., ) |ay , | G, k=1, 2, ..., ).

Jesli wigc f jest izometria zwykly, czyli la, 51, k=1, 2,...,n)=1,
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to wyznacznik ukladu wektoréw 035 Oy, ..o, A, (zOb. Nr 21) jest réwny

wyznacznikowi ukladu ay, 1, ..., 7,.

Jezeli zag f jest izometria zwierciadlana, to wyznacznik ukladu
83 Ay, ..., A, 16201 sie od wyznacznika ukladu a,, Oy, ..., 0, znakiem.

Inacze] méwige, izometrie zwykle zachowujg orientacje kazdego
ukladu 7 wektoréw liniowo niezaleznych, za$§ izometrie zwierciadlane
zmieniaja ja na przeciwng. Wynika stad, ze superpozycja dwéeh izometrii
zwyktych lub dwéch izometrii zwierciadlanych jest izometria zwykls,
a superpozycja izometrii zwyklej i izometrii zwierciadlanej jest izometria
zwierciadlana. W szezegdlnosei wnioskujemy stad, Ze izometrie zwykle
przestrzeni C, tworzg podgrupe grupy wszystkich izometrii.

CWICZENIE. Dowiesé, ze jezeli n= 2, to dla kazdej izometrii zwyklej f prze-

strzeni C), na siebie, nie bedacej przesunieciem, istnieje punkt pe(, taki, ze (p)=p.
Okazaé, ze jest inaczej dla n > 2.

52. Pojecie granicy. By wniknaé nieco glebiej] w nature izometrii
zwyklych, dogodnie jest korzystaé z pojecia granicy ciagu punktéw
i opartego na nim pojecia cigglodci.

Jezeli kazdej liczbie naturalnej » przyporzadkowany jest punkt
p"eC,, to mamy w przestrzeni C,, cigg punkiéw.

Przyjmujac, ze czytelnik zna pojecie granicy ciggu liczb, powiemy,
ze punkt p°eC, jest gramicy ciqgu P", jezeli ciag liezb o(p”, p°) daiy
do zera, czyli jezeli zachodzi réwnosé

(12) lim o(p”, p°)=0.

Méwimy wéwezas, ze punkty p” dasq do p° i piszemy

(13) _i]im P=p" lub p"—pO.
abrreo

Jasne jest, ze pojecie granicy, jako oparte na pojeciu odleglosei,
jest niezmiennikiem izometrii.

Ciag majacy granice nazywa sie zbieznym, nie majacy zas granicy —
rozbieznym.

Tak np. zbiezny jest ciag, ktérego wszystkie wyrazy sa jednakowe
p'=p. rozbieiny za§ ciag p'=((—1)’, 0, 0, ..., 0) lub ciag
P'=(»0,0,...,0). Ciag moze mie¢ co najwyzej jedns granice. Jedli

- bowiem p"— p® i 9" —7°, to dla kazdego » mamy

0=0 (" ") =0 (¥, 1) +o (#". 7°),

a poniewaz prawa strona dazy do zera, wiec musi byé o(p° p%)=0,
czyli p¥=7°.
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Dla celéw geometrii analitycznej wygodna jest arytmetyczna cha-
rakteryzacja granicy ciggu przy pomocy spélrzednych, ktérg daje
nastepujace

Twierdzenie. Ciqy punkidw p' = (], z;, ...
P=(, 25, ..., x) wiedy 1 tylko wiedy, gdy

dlai=1,2, ..., n.

, &) daty do gramicy

(14) lim 2”=2?
7300

Dowéd wynika natychmiast z nieréwnosdci

0= o) —a) =V (@ =)+ (@ —al)*+ ... +(2)—a)*=
=o(p", ') = [aj—a[+|@—ai |+ ... +|a;—a,

bedace] konsekwencja nieréwnosci trojkata.
Z twierdzenia tego, w mysl znanych wlasnodci granic ciagéw licz-
bowyech, otrzymujemy wlasnodci nastepujace:

(15)  Jezeli 9”, ¢" ¢ 0, pray czym " — p°i ¢"—¢°,
to p'+g" —+p°+¢° oraz p"-q" — p°-q°.
(16)  Jezeli p" e 0, a ¢ sq liczbami, przy czym p”-+p° i ' — 0,
to £op" — 1090,

(17)  Jezeli p” e C, oraz p”— p° i jezeli o1, 42, ..., 4, ... jest ciagiem
rosngeym wskaznikéw, to lim p"i=p0.
. -i=>00
CWICZENIA. 1. Okazaé, ze kazdy punkt n-wymiarowej komérki jest granice
ciagu, ktérego wszystkie wyrazy naless do jej wnetrza.
2. Okazad, ze jesli wszystkie wyrazy ciagu zbiesnego nalezs do danego wielo-
scianu 4, to réwniez granica tego ciagu nalezy do A.

53. Ruchy sztywne. Niech p(f) oznacza funkeje, ktérej argument ¢
przebiega liczby rzeczywiste nalezace do pewnego zbioru 7', zaé wartodci
54 punktami przestrzeni C,,.

Méwimy, ze funkcja ta jest ciagla dla wartosei ¢, argumentu, jezeli dla
kazdego ciagu wartosoi ¢,, zbieznego do ,, punkty p(t,) daza do punktu
D (t)-

Funkcja p(¢) ciagta dla wszystkich wartosci argumentu ty ¢ T nazywa
sie ciqgle w zbiorze T'.

Niech p(t)=(2y (£), 2, (t), ..., z,(t). Z twierdzenia udowodnionego
w Nr 52 wynika, ze ciaglo§é funkeji p(¢) dla argumentu ¢ jest réwno-
wazna jednoczesnej cigglosci n funkeji o wartodeiach rzeczywistych
21 (t), % (£), ..., 2, (£).

Niech teraz kazdej liczbie ¢ przedzialu 0=t=1 przyporzadkowane
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bedzie przeksztalcenie izometryczne f,(z) przestrzeni €', na siebie w taki
spos6b, ze dla kazdego x & C,, punkt f,(z) jest funkcja ciagly parametru
¢ oraz ze dla kazdego x & C, jest f,(x)=x.

O izometrii f,(#) powiemy wéwezas, ze jest ona wynikiem ruchu
sziywnego (przestrzeni C', na sobie).

W mys$l twierdzenia z Nr 50, jedli

(18) fz (x):fl(xl) Ty «es xn):(‘l’l(x: Z), ‘Pz(x: t): res ‘Pn(x: t)):

to przy wszelkim ¢ mamy
(19) @;(=, B = ;(t)+ay ;(£) 2140y, () 2o+ .. a6z, dlaj=1,2,... n,

gdzie spélezynniki a,,(t) sa funkejami parametru ¢. W szezegdlnosei
dla (2, 5 ..., 2,)=0 otrzymujemy g,(0, t)=a, ;(f), skad wynika
ciagloéé spélezynnika @, ;(f). Poniewaz dalej, przy oznaczeniach z Nr
50, mamy @;(vy, )=ay;(i)+a;;(t), wiee a;;(t)=@;(v; t)—ay;(t), skad
wynika ciagglo§é spélezynnikéw a, ,(t) dla 4, j=1, 2, ..., n. W ten sposéb
wszystkie spélezynniki a, ;(f) sa przy ruchu sztywnym ciagle.

Na odwrét, jezeli izometrie f,(z) okreélone sg przez wzory (18) i (19),
przy czym wszystkie spétezynniki a,;(f) ss funkecjami cigglymi para-
metru ¢ oraz fy(x) jest przeksztalceniem tozsamodciowym, to mamy
ruch sztywny, ktérego wynikiem jest izometria f, (x).

Twierdzenie. Wsrdd przeksztalcert izometrycznych przestrzeni C, na
siebie klasa izometrit zwyklych, klasa izometrii bedgeych wynikami ruchéw
sztywnych © klasa izometrii elementarnych sq identyczne.

Dowéd. Okazemy najpierw, ze kazda izometria elementarna f jest
wynikiem pewnego ruchu sztywnego. Jedli f jest przesunieciem postaci

[(@)=a+z,
to wystarczy przyjaé f,(z)=a-i-+2, by otrzymaé ruch sztywny, ktérego

wynikiem jest izometria f;=f. Jedli zas f jest obrotem plaszczyzny C,
postaci
2y, )= (24 COSa—2T4-8iNa, ;- siNa-+x, cosa),
to przyjmujac
1, (g, )= (@, cos (a-t)—z,sin(a-t), a:l-sin(a-t)—{—xz-cos(a-t)),

otrzymamy ruch sztywny, ktérego wynikiem jest izometria f,=f.
Klase F izometrii elementarnych okredlilismy w Nr 9 jako cze$é wspélng
wszystkich tych klas F izometrii, ktére zawieraja wszystkie przesu-

niecia i obroty i ktére wraz z dwiema izometriami zawierajs zawsze
ich zlozenie, a w przypadku, gdy sa to izometrie tej samej przestrzeni
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kartezjanskiej, réwniez ich superpozycje. Wiynika stad, ze na to, by
okaza¢, ze kazda izometria elementarna jest wynikiem pewnego ruchu
sztywnego, wystarczy stwierdzié, Ze zlozenie oraz superpozycja dwéch
izometrii, bedacych wynikiem ruchéw sztywnyeh, jest zawsze wynikiem
ruchu sztywnego.

Niech ¢ bedzie izometrig, bedaca wynikiem ruchu sztywnego ¢, zad
 izometrig bedacs wynikiem ruchu sztywnego v, Jezeli f jest zlozeniem
izometrii ¢, w zakresie spétrzednych @, @, ..., 2, iizometriiy w zakresie
spétrzednych z;, %, ..., %i;, to oznaczajgc przez f, zlozenie izometrii
@, w zakresie spéhrzednych z, 2, ...,%, 1 izometrii y, w zakresie
spélrzednych z;, %;, ..., @, mamy fo(z)=2 oraz f(x)=f(x), przy
czym — wobec uwagi 1 z Nr 50 — spélezynniki izometrii f, zalezg
w sposéb ciagly od parametru ¢. A wiec izometrie f, stanowis ruch szty-
wny, ktérego wynikiem jest izometria f.

Jedli zad f jest superpozycja yo izometrii ¢ iy, to przyjmujac f,(z)=
=y[p,(z)], otrzymamy izometrie takie, ze fy(x)=x oraz f,(x)==f(x).
Poniewaz ponadto, wobec uwagi 2 z Nr 50, kazdy spélezynnik izometrii
f, wyraza si¢ w postaci sumy iloczynéw spélezynnikéw izometrii ¢ i vy,
wige wraz z nimi zalezy ona w sposéb ciagly od parametru ¢. Wynika stad,
7e izometrie f, stanowig ruch sztywny, ktérego wynikiem jest izometria f.

W ten sposéb okazaliémy, ze kazda izometria elementarna jest wyni-
kiem pewnego ruchu sztywnego.

Niech teraz izometria f bedzie wynikiem ruchu sztywnego f, i niech

fi@y, @, ooy @)= (B, To, -, 7y),
gdzie
n
Ty=ap, (1) + 2 @, 5(2) - 2.
i=1

Kazdy ze spblezynnikéw a, () (1=0,1,...,m;5=1,2, ...,n) jest
wéwezas funkeja ciagla parametru ¢. Wynika stad, ze réwniez wyzna-
cznik

Iai'i(t) I(%, =12,..., 77’)

zalezy w sposéb ciagly od parametru ¢, przy czym dla =0 wartoécia
jego jest 1. Poniewaz wyznacznik ten, jak wiemy z Nr 51 (11), przy-
biera¢ moze jedynie wartodci 1i —1, wige przy ¢ przebiegajacym prze-
dzial 0=t=1 pozostawaé musi stale réwny 1. W szczegdlnogei wiec wyzna-
cznik spélezynnikéw izometril f=f; jest réwny 1, czyli f jest izometria
zwykly. W ten sposéb okazaliémy, ze kazda izometria bedgca wynikiem
ruchu sztywnego jest izometrig zwykls,
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. Aby fiowéd twierdzenia byt zakofczony, wystarezy okazad, ze kazda
1zomfa.tr1a zwykla f jest elementarna. W tym celu przyjmijmy dla izo-
metrii odwrotnej f_; (jak wiemy, bedzie to réwniez izometria zwykla):

(20) v=f_,) dak=0,1,..., 7,

gdzie v, oznacza — jak zwykle — punkt (6%, 62,...,8"). W mysl
twierdzenia z Nr 9, istnieje izometria elementarna g taka, ze

g(v)eC,, dak=0,1,..., n.
Udowodnimy, ze dla kazdego k=0, 1, ..., n jest
(21) 'g () =6, v, gdzie g=-1.

Za;lei‘noéé (21) zachodzi w kazdym razie dla k=0, gdyz g(v)eC, 4 2
wige g (vy) =0=v,. Niech zatem k>0 oraz g (v,)=¢,- v, dla i <F. Zauwazmy,
— —
ze wersor 0g(v,) lezy w C,, , i jest — podobnie jak wersor 0 v, — prosto-
padly do kazdego z wektoréw g(v)=e;-v; dla i=0,1,..., (k—1).

—_— —_—
Wynika stad, wobec twierdzenia =z Nr 24, ze wersory 0Og(v,) oraz 0w,

réznié sig mogs co najwyzej zwrotenl, co jednak jest réwnoznaczne z zales-
noscig (21). Z zaleznosei (20) i (21) wynika, ze izometria ¢ bedaca super-
pozycjs g f_, izometrii g i f_, spelia warunek

(22) p(v)=¢, v, dla k=0,1,...,n.

Niech @ (21, 2o, ..o, Z,)={U1, Y» -+ -, Yn), gdzie

3
Y=ot 2 0ra dlaj=1,2, .5

=1

Podstawiajac (2y, o, ..., z,)=v, dla k=0, 1, ..., n, wnosimy z (22),
ze a;;=0-¢ dla i=0,1,..., n; j=1,2,..., n, czyli ze izometria
@ okreslona jest przez wzory postaci

yp=¢, %, dlak=1,2 ... n

Wynika stad, ze wyznacznik izometrii ¢ jest réwny & &, ..., &,
a poniewaz ¢ jako superpozycja dwéch izometrii zwyklych g i f_;
jest izometria zwykla, wiec

81°89" ... "E,=1.

Wiéréd spélezynnikéw eq,e,, ..., £, liczba —1 wystepuje zatem parzysta
iloéé razy. Jezeli iloéé te oznaczymy przez 21, to mozemy spélezynniki
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; réwne —1 wypisaé W postaci &, &, s Eips +- s Eipy i Oznaczmy
teraz przez g, izometrie elementarng, jaks otrzymamy skladajac obrét
o kat m w zakresie spélrzednych i, %, i toZsamosé w zakresie pozo-
stalych spélrzednych; g, jest wiec izometrig polegajacy na zmianije
znaku przy spéhrzednych @i, i j, przy pozostawieniu bez zmiany spét-
rzednych pozostatych. Wynika stad, Zze superpozycja g’ wszystkich
izometrii gy, ga ..., ¢, jest izometria elementarns taka, Ze ¢'[(x)]
jest tozsamoseig. Poniewaz p=g-f_;, wiec izometria elementarna g'g
jest odwréceniem izometrii f_,, czyli jest identyczna z f. W ten sposéb
dowéd, ze izometria f jest elementarna, a tym samym i dowéd catego
twierdzenia, zostal zakonezony.

E.

OWICZENIE. Okazaé, ze jeéli izometria f jest wynikiem ruchu sztywnego,
przy czym istnieje punkt o taki, ze f(a)=a, to izometrie f otrzymaé mozna tez
jako wynik ruchu sztywnego f; takiego, ze f;(a)=a dla kazdego 0 ==t == 1.

547, Zmiana ukladu spélrzednych prostokatnych. Dla kazdego punktu
Pp=(%y, Dy - . Z,) eC, otrzymujemy k-tg spélrzedns z,, mnozac skalarnie

—_
wektor [0p] przez wektor b, bedacy wersorem k-tej osi spélrzednych.
Uogtlniajac to, wetmy zamiast ukladu » wersoréw vy, v, ..., v, dowolny
uklad ag, 0y, ..., q,, zlozony z % wersoréw parami do siebie prosto-
padlych, a zaihiast punktu 0 dowolny punkt ¢=(cy, ¢, ..., ¢,) 1 nazwij-
my k-ta spélrzedna , punkiu p wegledem ukladu spélrzednych o poczatku

-

¢ & wersorach 0st 0y, 0y, ..., 0, iloczyn skalarny wektora [cp] przez
Wersor 0.
Mamy wiec
(23) z=(p—c)-a, dlak=1,2, ..., n.
Niech o,=[a;, 1, @) 9, ..., @ ,]. Wobec tego, ze wersory a, ag, ..., 0,
s parami prostopadie, mamy
n
(24) Dtyyay,=08 dlai,j=1,2,..,mn,
y=]
co znaczy, Ze macierz (a; ;) (4, j=1, 2, ..., n) jest ortogonalna. Wobec

twierdzenia z Nr 50 wynika stad, ze réwniez

(25) D, =08 dlai,j=1,2, ..,

=1

skad otrzymujemy:

n n n 3
(26) Z Qg Q= [Z ak,i'ak,l,z A P Z a’/:,i'al:,'n]::‘ni-
k=1 r=1 k=1 E=1
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Zaleznogé (23) daje sie tez napisaé w postaci:

(27) C Bp=(2Cy) - @y, 1+ (T—Co) “ @y ot .. H(Bu—cy) - ar, n,

skad, wobec (26), wynika, ze ;

n n

Z E}C Q= Z [(x[—()i) . (:5: )N ﬂk}]zz (x,-—cj) -0, 2[?3'—0],

k=1 i==1 k=1 i=1
czyli N
(28) p=c+ D T (wy),

=1
co mozemy tez napisa¢ w postaci
(29) Ti=Cit@y, ;" X+ o s Tot oo @y, %, dlat=1,2, ..., 0.

Wzory (27) lub (23) wyrazaja nowe spéhzedne Zy, %y, ..., %, W zalez-
nofci od pierwotnych z;, #,, ..., %, oraz od spélrzednych (dawnych)
nowego poczgtku ukladu ¢ i wersoréw nowych osi. Natomiast wzory
(29) wyrazaja spélrzedne dawne z;, z,, ..., z, w zaleznodei od spélrzed-
nych nowych z, Z,, ..., z,. Wzory (29) mozemy réwniez interpretowad
jako pewne przeksztalcenie izometryczne przestrzeni €, na siebie, przypo-
rzgdkowujace punktowi P=(Z, Z, ..., Z,)eC, punkt p=(, 2, ..., T,),
przy czym liczby 2z, %, ..., %, oraz x, &y, ..., &, uUwazamy za
spélrzedne w dotychezasowym sensie.

Inaczej méwiage, zamiast nwazaé punkt za nieruchomy, a uklad osi
spélrzednych za przeniesiony do nowego polozenia, uwazamy uklad
osi za nieruchomy, a przesunigcie przypisujemy punktowi. Oba ujecia
sg réznymi interpretacjami jednej i tej samej zaleznodci analitycznej
(29); zawsze wige, zamiast o zmianie ukladu spéirzgdnych prostokat-
nych, méwié mozemy o przeksztalceniu izometrycznym i na odwrét.

7 tego wagledu geometria (metryczna) przestrzeni kartezjanskiej C,,
bedaca teoria niezmiennikéw izometrii, moze byé tei okreslona jako
nauka o tych wlasnoéciach figur lezacych w C,, ktére wyrazaja sie
jednakowo przy uzyciu wszelkich ukladéw spétrzednych prostokatnych.

Zmieniajac uklad spéhrzednych, zmieniamy réwniez spéirzedne wekto-
réw lezacych w C,. Spélrzednymi wektora w w dawnym ukladzie byly
liczby w-v, (k=1,2,...,n), spolrzednymi tegoz wektora w nowym

ukladzie sg liczby w-a,. Jezeli w=[w, ws, ..., w,], to nowe spélrzedne
Wy, Wy, ..., W, tegoz wektora w w nowym ukladzie wyrazajg sig przez
wzory:

W=y, 1 WA, 2 Wyt ... 0 0wy dla k=1,2,..., 7.
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—_
Jezeli w=[pq], gdzie p=(2y, T3, ..., Z,) OT8Z g=(Y1, Ys, .+, Y,), tO
w,=y,—~z; dla i=1,2,...,n W myél wzoru (27) mamy
n n
Ek:Z (T—c5) o, 5 ??fz Yi—¢cs) oy, 4
i=1 =1
n n
skad §, — Zy= . (§,— ;) @, = ), Gy, W= A Wigc réwniez W nowym
i=1 =1
ukladzie spélrzedne wektora sg réwne réinicom miedzy spélrzednymi
kofica i poczatku ktéregokolwiek z jego reprezentatéw. Stad i ze
wrzoru (28) wynika, Ze
n

W= [g—p] = Z (Yp—2) s

k=1
T ’ n
OBy W= "W - ap.
k=1

Réwnie latwo mozna dojé do tych zaleinodci, interpretujac wzory
(29) jako izometrie, ktéra wektor [w,, w,, ..., w,] przeksztalea na wektor
[wy, wy, ..., w,]. . .

Niech teraz précz wektora w dany bedzie wektor w'=[w,, w,, ..., w,],
ktérego spélrzednymi w nowym ukladzie sa liczby [w,, @, ..., W,].

k12
A wige w'= >, a,. Stad wynika, ze
=1

n n

n n
W= Wy DW= ) > (g ) - Wy W=

k=1 =1 k=1 =1
n n "
VT s !
=31 3 8 /= 3,
k=1 [=1 k=1

Widzimy, ze iloczyn skalarny wektoréw w iw’ wyraza sie przy pomocy
nowych spélrzednych w taki sam sposéb, jak przy pomocy spélrzed-
nych dawnych. Wynik ten moina bylo zreszty przewidzied, interpre-
tujae zmiane spélrzednych jako przeksztalcenie izometryczne i biorge
pod uwage, ze iloczyn skalarny jest niezmiennikiem izometrii.

Zaznaczmy wreszcie, ze prostokatny uklad spéhzednych o poczatku
¢ 1 kolejnych wersorach osi ay, 0,, ..., a, nazywa sie dodatnio Iub ujem-
nie zorientowanym zaleinie od tego, czy uklad wersoréw g, Ogy vuny 1,
jest zorientowany dodatnio, czy ujemnie, czyli czy wyznacznik tego
ukladu wersoréw jest réwny -1, czy —1.

OWICZENIA. 1. Znalesé spélrzedne punktu (1, 1, 1, 1)eC, wzgledermn dodatnio
zorientowanego prostokatnego ukladu spélrzednych o danym poezatku c= (1,2, 3,4)
oraz danych trzech kolejnych wersorach jego osi:
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o= [% %, % %] a2=[171_—2-,—-v%—§, 0, 0], a3=[0, 0, 17% 5—_2-]

2. Jake postaé przybierze réwnanie plaszezyzny 2z, —zy—2z,—5=0 w pro-

stokatnym uldadzie spélrzednych, ktérego poczatek lezy w punkeie c=(—1,2,3),
zag wersorem pierwszej osi nowego ukladu jest w1=[§, %, —g]?
’ 55. Zmiana ukladu spéhrzednych prostokatnych na plaszezyznie i
w przestrzeni. Ogdlne wzory na zmiane ukladu spélrzednych prosto-
katnych (czyli na izometrig) daja sie w przypadku przestrzeni C, i C,
uzaleznié od pewnych parametréw, majacych latwy do zrozumienia
sens geometryczny. Rozpatrzmy kolejno oba te przypadki.

Przypadek C,. Dla dowolnie danego wersora a, istnieje obrét (o pe-
wien kat a), przeprowadzajacy wersor b, na a, Wéwezas ;=
=[cosa, sin a]. Wersor a, wyznacza w plaszezyinie kierunek prosto-
padlego wersora a,, natomiast co do zwrotu tego wersora istniejs dwie
mozliwodei, zaleznie od tego, czy uklad ay, 0, ma by¢ dodatnio czy ujemnie

\

Rys. 27 Rys. 28

zorientowany. W pierwszym przypadku (rys. 27) wektor a, otrzymujemy

7
z v; przez obrét o kat a3, skad

g= I:COS(G’{"?_ZE), sin (a"l'g)]:["sm a, cos a].

W drugim za$ przypadku (rys. 28) réznica polega na zmianie zwrotu
na przeciwny, skad
a,=[sin a, —cos a].

Zachowujac oznaczenia z Nr 54 i korzystajac ze wzoréw ogélnych
(27) i (29), otrzymujemy nastepujace wzory na 2MIaNE spélraednych:
1. Pray przejéciu do ukladu zorientowanego dodatnio:
Zy=(z,—¢,)" cos a(Ty—C,)-sin a, w1=cl—|—§:1-c'05 a—%,-sin ¢,
Tg=—(,—C;) 8N at(2,—Cy) COS @,  L=Cp+;SIN a7z, cos a,
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IL. Pray preejéciu do ukladu zorientowanego ujemnie:

%y =0, 008 a+Z, sin a,
Zy=Cy—}1 SN 04—y * COS a.

= (,— ;) COS A+ (25 —C,) sin @,
Tp=(2;—¢y)*Sin a— (W, —C5) €08 @,

W ten sposéb widzimy, ze zmiana ukladu spélrzednych prostokat-
nych w plaszezyznie wyznaczona jest przez podanie spélrzednych poczat-
ku, orientacji nowego ukladu oraz przez warto§é jednego parametru
a, bedacego katem, o ktéry wersor v, nalezy obréei¢, by przyjat on
polozenie wersora pierwszej z osi nowego ukladu.

Praypadek Cy. W przestrzeni Cy niech beda dane trzy wersory ay,
a0y, a5, parami do siebie prostopadle. Okazemy, Ze pare wersoréw b,
b, przeksztalcié moina na pare wersoréw ay, a, przez kolejne doko-
nanie nastepujacych trzech obrotéw:

10 obrét dokola osi z; o kat ¢ taki, by wersor b, otrzymany z v,
przez ten obrét byt prostopadly do a;Xa, (kat ¢ przestaje byé je-
dnoznacznie wyznaczony, jesli 0, i a, sg prostopadie do vy).

Obrét ten jest izometria (rys. 29), przy ktérej punkt (x, @y, 4;3) prze-
strzeni C,; przechodzi na punkt p':(m'l, x;, oa'a), gdzie

=12, COS p—1y-SiN @,
(30) £,=2, -sin p-+2,° cos ¢,
L=y,
Wersory vy, 0,, 0 przejda odpowiednio na wersory
v;=[cos p, sin @, 0]; v,=[—sin @, cos ¢, 0]; v,=[0, 0, 1].

Liczby 2, #%,, z, uwazaé mozna za spélrzedne punktu p’ wzgledem
ukladu spétrzednych U’ o wersorach b;, 0y, 0;.

2° obrét dokola osi przechodzacej przez 0 i majacej kierunek wersora
v;(a wiec prostopadlej do v; i do ay) o kat 0 taki, by wersor v;=n,
przeszedl na wersor 0y =a, X a,.

Obrét ten (rys. 30) jest izometrig, ktéra punktowi 9’ przestrzeni

¢ n=wy
ey ) :
A o 4 b
[/ D1
AN
Rys. 30

icm
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C;, majacemu wzgledem ukladu U’ spéhrzedne =z, z,, x;, przyporzad-
kowuje punkt 9", ktérego spélrzedne wzgledem U’ sg odpowiednio
réwne:

Xy, Xy+€08 O—2x5-8in 0, x,-sin O-4x5-cos b,
a wige (wobec wzoréw (30)) p”=(z}, 2, 2,), gdzie:

w;'::cl'cos @— (x5 cos 8—2x,-sin §)-sin ¢,
(31) x, =1, -sin g+ (2,- cos f—z,-sin 0) - cos @,
%y =2y sin B-4-a5-cos 6.

Wersory v, i v,, otrzymane po tych dwéch obrotach z wersoréw
v, i U, s3 prostopadle do o,Xa,=0v, przy czym tréjka wersoréw
v, v}, by (jako powstala z tréjki vy, vy, b; przez ruch sztywny) tworzy
ukltad U" zorientowany dodatnio. Liczby zy, %, x; 83 spéirzednymi
punktu p” wzgledem tego ukladu. Jasne jest dalej, ze istnieje

30 obrét dokola osi przechodzacej przez 0 i majacej kierunek wersora
vy=a,Xa, 0 kat p taki, e wersory v] i
v, przejda odpowiednio na a, i a,.

Obrét ten jest izometrig (rys. 31), ktéra
punktowi p” przestrzeni C; majgcemu
wzgledem ukladu U” spéhrzedne 2, z,, z,
przyporzadkowuje punkt p”’, ktérego
spélrzedne wzgledem U” sy odpowiednio
réwne:

Rys. 31.

2, COS P—Tp SN 1, @, -Sin p-+x,° COS P, Ty,
co (wobec wzoréw (31)) daje na spélrzedne z;, %, ,z, punktu p'” w
pierwotnym ukladzie spéirzednych wzory:

@, = (1, - cOSY—1, - siny) - cosp—[ (2, * siny + 2, cosy) - cosh—1,-sinf ] -sing,
@y = (- COSP—2, - siny)-sing + [ (2, - siny-+, - cosy) - cosf—,"sinf] - cose,
%, = (2, siny -, - cosy) - sinf +a, - cost,

x; =(cos @-cos p—sin - sin y-cos 6) -z, -+

—(cos ¢-sin p-+sin @-cos - cos 0)-2,-+sin @-sin 0-x;,
x, =(sin @+ cos p-+cos @-sin y-cos 6) ;4

—(sin @-sin p—cos @ cos y- cos §)- 2,— cos @-sin -z,
&, =sin y-sin 6-2,-cos y-sin 6-2,+cos 0 z;.

9 K. Borsuk. Geometria analityczna
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W ten sposéb, superponujac trzy obroty, otrzymaliémy izometrig -

elementarng | przestrzeni C, na siebie, przyporzadkowujacs punktowi
p=(2y, Tp> 7;) punkt p"'=(a’, 2y, ay), dany przez wzory (32), przy
czym wersory b; i v, przechodzs odpowiednio na a; i ap. Przyjmujac
teraz ¢ réwne 1 lub —1, zaleznie od tego, czy uklad a, a,, a  jest zoriento-
wany dodatnio czy ujemnie, wnioskujemy, Ze izometria f przeksztalca
Wersory b,, D,, £0; na dang tréjke wersoréw ay, a,, ag. Stad i z uwagi

na wzory (32) otrzymujemy:
a,=[cos - cos y—sin @-sin p-cos 6, sin ¢-cos yp+-cos @-sin y-cos b,
sin y-sin 6],
1,=[—cos @-sin p—sin - cos y-cos 6, —sin @-sin y-+cos @-cos y-cos 0,
cos y-sin 4],
a;=[esin g-sinf, —e-cosp-sinf, &-cosb].

Wiynika stad i ze wzoréw (27), ze spélrzedne z,, Z,, Z; punktu p=
=(2,, Ty, %) W ukladzie spélrzednych o poczatku c=(c;, ¢y, ¢;) 1 0 Werso-
rach osi 0y, 0y, 0, Wyrazajg sie przez wzory:

%= (2,—¢4)* (cos @ cos p—sin @-sin y-cos 6)-+

- (25—¢,) - (sin @ cos p-}-cos @-sin - cos 0)--(xz—c;)-sin y-sin 0,
Zy=(2,—¢;) " (—cos @-sin p —sin @-cos yp-cos §)+
+(xa—Cs) - (—sin @-sin p--cos @-cos - cos O)-(x3—cg) - cos y-sin 6,
Zg=¢ (;—C;) - sin @-sin 0—g- (X;—c,) - cos @-sin O+ & (x;—c4) - cos 6.

(33)

Trzy parametry ¢, v, 0, od ktérych zalezy postaé izometrii f, na-
zywajs sie kgtami Euleral

Liczba ¢ jest r6wna 1, jezeliizometria zachowuje orientacje przestrzeni,
za$ jest ré6wna —1, jezeli izometria ta orientacje zmienia.

CWICZENIA. 1. Wypisaé wzory odwrotne wzgledem wzoréw (33), tj. wyrazié
spbirzedne 2, 2,, x, W zaleznosei od Z,, Ty, Zy-

2. Czy katy Eulera sa przez uklad wektoréw a;, a,, a; wyznaczone jednozna-
cznie?

. 2

3. Majac katy Eulera <p=7—t, Y= —%, 6=§n dla nowego ukladu prostokatnego
spélrzednych o poczgtku (1, 1, 1), znaleZé w tym nowym ukladzie réwnanie
plaszczyzny, ktéra w ukladzie pierwotnym okre$lona jest przez réwnanie

2y — 2wy 3y —4=0.

! Leonard Euler, znakomity matematyk szwajearski z XVIIT wieku.

icm

ROZDZIAL VI.

Przeksztaleenia afiniezne przestrzeni kartezjanskich

y56. Podobiefistwa. Przeksztalcenie f przestrzeni metrycznej 4 na
przestrzenn metryczna B nazywa sie podobieristwem, jeieli istnieje stala
dodatnia x, zwana spdlczynnikiem podobierstwa, taka, Ze

“ol(f(®), f(@)]==0(p, q) dla kazdej pary punktéw p, g 4.

Jezeli istnieje podobienstwo przeksztalcajace przestrzen A na prze-
strzell B, to méwimy, ze przestrzenie te sg podobne.

Izometria jest szczegélnym przypadkiem podobienstwa, mianowicie
podobienistwem o spélezynniku x réwnym 1. Przestrzenie izometryczne
sa wiec zawsze podobne.

Jasne jest, ze przeksztalcenie odwrotne wzgledem podobienstwa
jest podobienstwem (0 spélezynniku %) oraz ze superpozycja dwdch
podobienistw jest podobienstwem (o spélezynniku réwnym iloeczynowi
spolezymnikéw podobienistw superponowanych). A wiee podobieristwa
praeksztaleajqee dang przestrzenr metrycang na siebie stanowiq grupe.
Jest to tzw. grupe ¢iéuna (vHauptgruppes) wedlug terminologii
F. Kleinal; jej podgrupe stanowia przeksztalcenia izometryczne.

Jezeli f jest podobiehistwem przeksztalcajacym przestrzen C, na

siebie o spélezynniku x, to biorge qp(p):% -f(p) dla kazdego peC,,
otrzymamy izometrie, bowiem

~e[i), H@)=e(p. 9

VA

oo ®), #OT=[¢l0—pp=5° [0 —1B)]=

czyli o[¢(p). ¢(q)]=0(p, ¢) dla kazdej pary punktéw p, qeC,. Wobec
twierdzenia z Nt 50 wnioskujemy stad, ze podobienstwo przestrzeni C,
o spélezynniku x wyraza sie przy pomocy spélrzednych przez wzér
F(2g, Zoy <oy Xy)=(Xq, Ts, .., X,,), gdzie

? Felix Klein, znakomity matematyk niemiecki z konea XIX i poczatku
XX wieku.
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(1) Z=ag;ta; aytae; Tyt - Fayx daj=1,2, ... »,

przy czym macierz (%) (1, 7=1, 2, ..., m) jest ortogonalna. Na odwrét,

przeksztalcenie okreslone przez wzory (1) o spélezynnikach, czynigeych
zado$é ostatniemu warunkowi, jest podobienstwem. Wynika stad, ze
kwadrat wyznacznika |a, ;|(3,7=1,2, ..., n) jest rowny »™.

Zaleznie od tego, czy wyznacznik ten jest réwny x", czy —«”, méwimy,
ze podobieristwo f zachowuje lub zmienia orientacje przestrzeni.

W kazdym razie omawiany wyznacznik jest réiny od zera, skad
wynika, ze podobienstwo f przeksztalca przestrzen C, na siebie w sposéb
wzajemnie jednoznaczny. Z podanych w twierdzeniu z Nr 50 warunkéw,
charakteryzujacych macierze ortogonalne, wynika od razu, ze na to,
by wzory (1) okredlaly podobienstwo, potrzeba i wystarcza, by zacho-
dzily zaleznosei:

n n n
D Gha=alp+0 oraz ) a; .- a;5=0 dlaa,f=1,2,....,n i a=p
<

=1 =1

lub tez réwnowazne im zaleznogei

n n n
Z az,; =Za,g, =0 orazz Gai0p,r=0 dlaa,f=1,2,...,n i a=p.

i=1 =1 =1

Poniewaz izometrie sa szezegélnym przypadkiem podobienstw, wiec
kasdy niezmiennik podobietstw jest zarazem niezmiennikiem izometrii.
Niezmienniki podobiefistw s identyczne z tymi niezmiennikami izo-
metrii, ktére nie zaleza od przyjetej jednostki dtugogei. Przejécie bowiem
od podobieristwa do izometrii sprowadza sie do podzielenia wszystkich
odleglosci przez spélezynnik podobienstwa s, czyli do przyjecia » za
nows jednostke diugosei.

W szezegdlnodei r6wnosé wektoréw, a wiec i pojecie wektora swobod-
nego, jest niezmiennikiem podobieristw.

Istotnie, jezeli p=(xy, zy, ..., 2,) i =1 Yas .+, ¥), za$ podobie-
stwo f(2y, g, ..., ,)=(Zy, Zy, ..., &,) Wyraza si¢ wzorami (1), to

n
57.7‘“‘5’1:2 @, i (Yi—a),

i=1

czyli spélrzedne y,—zx, wektora f(®)f(q) zaleza jedynie (dla danego po-
—_

dobietistwa f) od spéhrzednych y;—a; wektora pg. Mozemy wiec méwié,

ze podobienstwo f przyporzadkowuje kazdemu wektorowi swobodnemu
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—_—

w=|pq| przestrzeni C, wektor swobodny j{u}=[f(p)f(q)]. Jezeli
W=[wy, Wy, ..., w,], to f(W)=[By, W, ..., W,], gdzie ;= >" a, ;, w, czyli
i=1

przyjmujac a;=[a; ;, @ j, ..., @, ;|, mamy:

n
(2) /(m)=[al ‘10, Ez W, e, Tyt 11‘].=Z (ﬁl 1) - ;.
=1
Wiynika stad, ze kombinacja liniowa wektoréw swobodnych przechodzi
przy podobiefistwie na kombinacje liniowa wektoréw przeksztalconych
o tych samych spélezynnikach, gdyz

n

fla-w4a’- IU')ZZ (ﬁj (awa’ W)=

J=1

n n
ZQ'Z (Ej‘m)'l‘j—!—a'- Z(aj'n}’)’nj,
Jj=1 =1

czyli
flaw+ta w)=a-f(w)4a -f(0).
a; ; .. <
Na mocy (2) oraz wobec ortogonalnosei macierzy (7’) (z,5=1,2,...,m)
mamy poza tym:

n b n

f) - fw")=>" (@) (@)= D0 D gy gyt Wi W=

=1 Jj=1 i=1 k=1
n n 7
=Z Z Wy w2 8= w2 Dy wi=x W W,
i=1 k=1 =1
czyli
(3) flw)- f(w')=22w-w".

Zauwazmy dalej, ze jesli m:[]_);], to f(w)=[7(p)f(g)], skad wobec
olf (), F(@)]=%#"0(p. g) mamy

) [ Fw) =z |.

Biorac pod uwage zalezno$é w-w'=|w |- |w’{-cos 6, gdzie .6 0Znacza
kat miedzy wektorami 1 i w’ (okreslony w Nr 15), Wn-iosku]emy z (3)
i (4), ze cosinus kqta miedzy wektorami jest niezmiennikiem p.oc%ol').zenstw,
jak to zreszta mozna bylo wywnioskowaé bezposrednio z definicji podo-
bienstw.
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W szczegdlnosci wiee prostopadiosé wekioréw jest niezmiennikiem
podobiersiw.

CWICZENTA. 1. Okazaé, ze jezeli 4 i B sa podobnymi figurami lezacymi w
przestrzeniﬂx "C’,,, to istnieje podobiedstwo f przeksztalcajace caly przestrzen C, na
siebie w taki ?gposéb, ze f(4)=DhB.

2. Qkazaé, ze istnienie k-wymiarowej hiperplaszezyzny symetrii jest nie-
zmi%ﬁiﬁk?lem podobiedstw.

3. Kazda hiperplaszezyzna jest podobna do siebie z dowolnym spélezyn-
nikiem"Podobiéristwa. Czy to samo mozna powiedzieé o figurze utworzonej przez
dwie hiperplaszgzyzny?

BT Podat przfRid figury (np. lezacej w C,), ktéra jest podobna sama do siebie

przy%é‘%ym spblezynniku podobiefstwa » =1, ale nie przy kazdym spélezynniku. *

5.'Okazaé, ze podobieristwo o spélezynniku », przeksztalcajace przestrzen €, na
siebie, przeksztalea kazdy n-wymiarowy sympleks 4 lezacy w C,, na n-wymiarowy
sympleks, ktérego n-wymiarowa miara réwna sie n-wymiarowej mierze sympleksu
4 pomnozonej przez x".

57." Przeksztalcenia afiniczne. Widzielismy w Nr 56, ze podobier’fsth
stanowig klase przeksztatcenn ogdlniejsza od klasy izometrii. Podobies-
stwom f, ktérych argumenty i wartosci nalez do przestrzeni €', przystu-
guja nastepujace wlasnosei:

1° f preeksetatea O, na siebie w sposéb wzajemmie jednoznacany.

2 Wektorom réwnym odpowiadajq pray praeksztalceniv f zawsze wektory
réwne,

—
czyli przyporzgdkowujac kazdemu wektorowi swobodnemu w=[pq]

——
wektor swobodny w=[f(p) f(g)], otrzymuje sie przeksztalcenie zbioru
wszystkich wektoréw swobodnych lezacych w C, na siebie. Przeksztal-
cenie to oznaczaé bedziemy réwniez liters f, piszae f(1w)=1v.

3% Jezeli w i w' sq wektorami swobodnymi przestrzeni C,,
liczbami, to f(a-w-+a' -W')=a-f(W)+a’ - f(W').

Poniewaz pojecie wektora swobodnego, jak réwniez i dzialania na
wektorach swobodnych zostaly okreslone w sposéb geometryczny,
wiec wlasnosai 19, 2° i 3° majg tez charakter geometryczny.

Tym samym klasa wszystkich przeksztatcer: przestrzeni €', na siebie
majacych te trzy wlasnosci jest okrelona w sposéb geometryczny.
Przeksztalcenia do niej nalezace nazywamy pokrewierstwami lub tez
przeksztaiceniams afinicznyma.

W szezegélnosei wiee kazde podobiefistwo, a tym bardziej kazda
izometria przestrzeni C,, jest przeksztatceniem afinicznym.

By méc dokladniej wniknaé we wiasnosei przeksztalcen afinicznych,
ze.x.jmijmy sie wyznaczeniem ich analityczne] postaci. Zauwazmy naj-
plerw, ze jezeli wektory 0=[0; 1, Qs 9, .-, 0 5], gdzie i=1,2, ..., n

208 aia

)
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sg liniowo niezalezne, zaé a,=(a, 1, Gq g, - - Uy, ») jest dowolnym punktem
przestrzeni C,, to przyjmujac dla kazdego p=(2y, Zs, ..., Z,) & C,

(8) F(P)=ag~+u; - (a5)+2(a2) + .. 2,7 (a,),

“otrzymamy przeksztalcenie afiniczne. Istotnie, z liniowe] niezaleznosci

wektoréw oy, g, ..., a, wynika (zob. wniosek z Nr 18) wzajemna

jednoznacznoéé przeksztalcenia f, czyli warunek 19. Jezeli précz punktu
p mamy punkt ¢=(¥1, ¥z, ---: ¥a)> t0

f(Q‘):aO_‘l—yl' (01)+:I/2' (a2)+ . -+ Yn* (un)s
skad wynika, ze

B —

[f(p) f@)]=(y—1) a3+ (ya—22) Qo+ ...+ (Yn—2) e

-

A wiec spélrzedne wektora [f(p) f(¢)] zaleza jedynie od spéirzednych

Wy =Y — Ty, Wy=Ys—Ts, ..., Wy=1Y,—T, wektora [pq]. Zatem speliony

jest warunek 29. .
Wektorowi swobodnemu w=[w,, w,, ..., w,] odpowiada wektor swo-

bodny W=1w,-a,-+w, a0+ ...+ w, 0, & poniewaz w;=W-V,;, Wigc

(6) fw)= 2 (w-vy) - .

=1

Stey(i natychmiast:

f(a-m+a’-m’)=i [(a~m+a’-m')-bj]~aj=a-z (- 9;) - o+

Jj=1 i=1
+a 3w n) - g=a- f(m) - f(0),
=1 :
czyli speliony jest i warunek 3°.

Zauwaimy jednak, ze i na odwrét, kazde przeksztalcenie ajf.inic.zne
f przestrzeni C,, na siebie wyraza si¢ wzorem postaci (5). Istotnie, niech
f bedzie przeksztalceniem afinicznym. Niech a=f(0) oraz a,=f(v;) dla
i=1,2,...,n. Poniewaz dla kazdego p=(%;, ..., %,)eC, mamy

—

. (00 5 a0 -
[0p] =2, D1 +Ty Dyt ...+ 2,0, Wiec z wlasnosei 2° 1 3 wynika, ze

[F0) F0)] =[a0 1 (2)] =1 F(0)+-3 F O+ - T F(0)=

=0Ty 0y oo Ty Oy,
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co jest rownowazne wzorowi (5). Wobec wlasnodei 1° réwnosé f(p)=#(0)
pociaga za sobg. réwnoéé p=0, czyli z zaleznosei ay+-2, - (a;) -+, (a5)+. ..
oot %, (a,)=0 wynika 2;=z,=...=2,=0. Oznacza to, ze wektory
Oy, g +ov, @, 88 linjowo niezalezne.

W ten sposéb okazaliSmy, ze przeksztalcenia afinicane przestrzeni c,
na siebie sq identyczne z przeksztalceniami okreslonymi preez wzdr (5),
gdzie wektory ay, ay, ..., a, sq liniowo niezalezne.

Poniewaz, jak dowiedliSmy w Nr 20, liniowa niezaleznogé wektoréw
0y, O, ..., 0, jest réwnowaina nieznikaniu wyznacznika la; ;1(5 j=
=1,2,...,n), wigc mozemy udowodnionej identycznosci pojeé nadaé
postaé twierdzenia nastepujacego:

Twierdzenie. Przeksztalcenia afinicane przestrzeni C,, na siebie sq iden-
tyczne z przeksatalceniami postaci f(xy, %y, ..., B,)=(Zy, Ty, ..., 7,), gdeie

(7) Ty=@q ;0 ; %+ Tyt ... +a, oz, dla j=1,2,...,n

@ gdzie wyznacznik |a; ;| (3, =1, 2, ..., n) jest rétny od zera.

Ostatni wyznacznik nazywa sie wyznacenikiem preeksztalcenia afint-
cznego f, za8 macierz (a;,)(3, j=1, 2, ..., n) — macierzq praeksztatcenia
afinicznego f.

Wzory (7) okreglaja przeksztalcenie afiniczne f w postaci analityczne].

Zanwazmy, ze jeieli g§(Zy, Ty, ..., B)=(Fy, Ty, ..., B,) jest innym
przeksztalceniem afinicznym, danym przez wzory

By=by, x+by, y Brbby Byt .. b, F, dlak=1, 2, ..., n,
to przeksztalcenie gf (@, @,, ..., v,)=(%y, &, ..., Z,) okreslone jest przez

WZzory:

i L =0y, x 0y, 1 BT Cp 1 Tyt ... +Cp 2, dlak=1,2,..., 2,
gdzie

n
0= D) 5" by k.

=1

n
oo, k=bo, 1+ Dl ao ;- bj 1,
=

Wynik'a staédi %e superpozycja dwéch przeksztalcer, afinicenych jest prae-
ksztaiceniem  afinicanym, ktdrego macierz jest iloczynem MacLerzy prae-
ksztalcert superponowanych: :

()6 k=12, ..., n)=(a,,) (i, j=1,2, ..., 0)- (b, ) (G, k=1, 2, ..., m).

Wynjka, s'tadd .dalej, ze wyznacenik superpozycji dwéch przeksztalcer
afmwznyﬁh 9’est tloczynem wyznacenikéw przeksztalcert superponowanych.
Z teorii réwnas liniowych wynika wobec la; ;1(6, =1, 2, ..., n)==0,
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se uklad réwnant (7) daje sie rozwigzaé jednoznacznie wzgledem nie-
wiadomych xy, x,, ..., z,, a mianowicie przez wzory:

ro 1 —_ [R— L I -
=0 0y Ty Tt @y T, dla =12, 0.

Ostatnie wzory okreélaja przeksztalcenie odwrotne wzgledem f
postaci
.fwl (Elﬁ Ezs cees —“En):(xla Ly e z,)-

Poniewasz superpozycja f i f_; jest przeksztalceniem tozsamosciowym,
ktérego wyznacznik jest jednoscia, wiec przekszialcenie odwroine f_,
wzgledem przekszialcenia afinicznego | jest przeksztalceniem afinicznym
o0 wyznaczniku réwnym odwrotnosci wyznacznika przeksziaicenia f.

Rozwazania te pozwalaja nam wypowiedzieé nastepujacy

Wniosek. Przeksztalcenia afiniczne przestrzeni C, na siebie stanowig

grupe. :
Niech m,, w,, ..., w, bedzie ukladem wektoréw w przestrzeni C,, a
mianowicie niech w,=[w; 1, w; g ..., w; 5] dlai=1,2,..., 7. Przeksztal-

cenie afiniczne f przeksztalca je na wektory w,=[10; 1, W; , - .-, W;, ), gdzie

n
(8) Wi, j= D Wi,»" O, -

r=}

Wynika stad, ze

(W 5| (K, §=1, 2, ..., n)=]wy ;| (k, i=1,2, ..., m) |a; ;| (i, j=1,2,...,n).

A wiec zaleznie od tego, ezy wyznacznik |a;;|(¢,7=1,2,...,n)
przeksztalcenia f jest dodatni czy ujemny, f przeksztalca ukiad wekto-
r6W 10y, W,, ..., 10, na uklad zgodnie lub tez przeciwnie zorientowany.

W pierwszym przypadku moéwimy, ze przeksztalcenie afiniczne
zachowuge orientacje przestrzeni, w drugim — ze orientacje zmienia.

Pojecia te sa uogdlnieniami podobnych pojeé, wprowadzonych
poprzednio (w Nr 51 i Nt 56) dla przeksztalcern izometrycznych oraz
podobieristw. Jasne jest, ze superpozycja dwéch przeksztalceil zacho-
wujacych lub dwéch zmieniajacych orientacje — zachowuje orientacje,
superpozycja zaé jednego przeksztalcenia zachowujgcego, a drugiego
zmieniajacego orientacje, zmienia orientacje. Wynika stad w szezeg6l-
nodci, ze przeksztalcenia afiniczne zachowujace orientacje stanowis
podgrupe grupy wszystkich przeksztalcenn afinicznych przestrzeni C,
na siebie. Podobnie jak to uczyniliémy dla izometrii w Nr 53, nie
trudno jest okazaé, ze przeksztalcenia afiniczne zachowujace orientacje
przestrzeni sa identyezne z tymi, ktére w sposéb ciagly daja sie
zdeformowaé (w sensie latwym do sprecyzowania) do przeksztalcenia
tozsamosciowego.
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CWICZENTIA. 1. Okazaé, ze kazde przeksztalcenie afiniczne prostej jest po-
dobietistwem, natomiast dla kazdego n>2 istniejs przeksztalcenia afiniczne nie
bedace podobieristwami.

2. Skonstruowaé przeksztalcenie afiniczne przestrzeni Oy, przy ktérym punkty
0, 1,2), (—1, 2, 4), (8, —1, 1), (2, 5, 7) przejda odpowiednio na punkty (—1, 1, 7),
(—1, 3, 12), (5, —8, 1), (2, 0, 24).

3. Okazad, ze przy przeksztalceniu afinieznym przestrzeni (), sympleksy lezace
w G, przechodza na sympleksy, przy czym miary n-wymiarowych symplekséw
ulegaja pomnozeniu przez jeden i ten sam czynnik. Czy podobnie rzecz si¢ ma dla
symplekséw w C, o wymiarach mniejszych od n?

58. Klasyfikacja poje¢ i twierdzen geometrii. W Nr 56 i Nr 57
poznaliémy dwie grupy przeksztalced przestrzeni C,: grupe podobiefistw
i obszerniejsza od niej grupe przeksztalcen afinicznych. Kazda z nich
zawiera jako podgrupe grupe izometryeznych przeksztatcen przestrzeni
C, na siebie. Jak juz wielokrotnie zaznaczyliémy, geometria przestrzeni
C,, jest nauks o tych wlasnoéciach figur lezgcych w O, ktére nie ulegajs
zmianie, je$li przestrzen C, poddamy przeksztalceniu izometryeznemu.
Niektére jednak z tych wlasnodci zachowujs sie nie tylko przy izome-
triach, ale i przy przeksztalceniach bardziej ogélnych. Tak np. réwnosé
wektoréw (a wige w konsekwencji réwniez pojecie wektora swobodnego)
zachowuje sie przy wszelkich przeksztalceniach afinicznych. Natomiast
prostopadtosé wektoréw jest niezmiennikiem podobienstw, nie bedac
jednak niezmiennikiem wszystkich przeksztalcen afinicznych (gdyz np.
na plaszezyZnie dwa wektory prostopadie v;, b, moga przy przeksztal-
ceniu afinicznym plaszezyzny przejéé na dowolne dwa wektory liniowo
niezalezne). Dlugo$é odcinka jest przykladem niezmiennika izometrii,
nie bedacego niezmiennikiem podobienistw.

Navka o tych wlasnodciach figur, ktére sg niezmiennikami podo-
bienistw, stanowi dziat geometrii zwany geometriq podobierstw.

Nauka o tych wlasnosciach figur, ktére sa niezmiennikami prze-
ksztalcen afinicznych, czyli nauka o tzw. wiasnodciach afinicznych figur,
nazywa, si¢ geomeiriq afinicang.

Poniewaz kazde podobiefistwo przestrzeni C, jest przeksztalceniem
afinicznym, wiec kazdy niezmiennik afiniczny jest tym bardziej nie-
zmiennikiem podobienistw, a wige geometria afiniczna stanowi czedé
geometrii podobienstw. Jezeli zastapimy grupe przeksztalcen afinicznych
przez jakakolwiek inmna, jeszcze bardzie] ogélna klase przeksztalcer,
to zakres niezmiennikéw ulegnie dalszemu zwezeniu, lecz te wlasnosei
figur, ktére znajda sie w tak zwezonym zakresie niezmiennikéw beda

- - tym bardziej odporne na zmiany tych figur, a wigc — wpewnym sensie —

tym bardziej istotne.
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Ogélnie, ustalajac pewna klase przeksztalcen. ustalamy przez to
samo klage wlasnosei bedacych ich niezmiennikami. Im klasa prze-
ksztalcern jest obszerniejsza, tym wezsza jest klasa ich niezmiennikéw.
Jezeli klasa przeksztalcern zawiera w szezegélnosei grupe izometrii, to
niezmienniki tych przeksztalcern sy wlasnodciami geometrycznymi, a
wiec nauka o nich stanowi pewien dzial geometrii. Zaleznie wige
od zakresu przeksztalcet otrzymujemy zatem rozmaite dzialy
geometrii, uzyskujac w ten sposéb systematyczng klasyfikacje pojeé
i twierdzen, ktéra gra podstawows role w nowoczesnym rozwoju geometrii.
Na znaczenie jej zwrécit uwage Feliks Klein w swym stynnym «Pro-
gramie z Erlangeny'.

Dzialem geometrii opartym na klasie przeksztalcen znacznie obszer-
niejszej od klasy przeksztalcer afinicznych jest tzw. topologia.

Przeksztalcenie f przestrzeni C, w siebie nazywa sie cigglym, jezeli
dla kazdego ciagu punktéw p” przestrzeni C,, zbieznego do punktu p°,
punkty f(p") tworza ciag zbiezny do punktu f(p°). Warunek ten speinia
np. kazde przeksztalcenie afiniczne. Jezeli bowiem f jest afiniczne, to
zgodnie ze wzorem (5) mamy dla kazdego p= (zy, 23, ..., %,)eC,

f@)y=ag+a;- (a)+Zo (Ag)+ ...+ Ty~ ()5

gdzie a, jest punktem statym, za$ a, a,, ..., a, stalymi wektorami.
Dla. kazdego ciggu punktéw p'=(x}, a3, ..., z}), zbieznego do punktu
P=(a0, 20, ..., 2%), mamy, w mysl twierdzenia z Nr 52, lim zj=2/ dla

Y00

1=1, 2, ..., n, & poniewaz

)= 1= (@ —a) - (),
wiec =
o[, F)]=lip)— O] = 2. Iy =2 ]ail,
i=1
skad, wobec dazenia do zera kazdej z rdéznic %, —ux}, wynika, Ze

lim o[f(p"), F(»°)]=0, ezyli lim f(p")=f(p"). co oznacza, ze przeksztalcenie

afiniczne | jest ciggle.

Jezeli f i g sa przeksztatceniami ciaglymi przestrzeni €, w siebie,
to ich superpozycja g[f(p)] jest réwniez przeksztalceniem ciggltym. Isto-
“tnie, jesli p"—p°, to [(p")—f(#"), & wiee g[f(®")]g[f(P)]-

1 Felix XKlein, Vergleichende Betrachtungen diber neuere geometrische For-
schungen, Erlangen 1872. Przedrukowane w Mathematische Annalen 43 (1893),
oraz F. Klein, Gesammelte Mathematische Abhandlungen 1, Berlin, Springer 1921.
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Przeksztalcenie [ odwzorujace przestrzen C, na siebie w sposéb
wzajemnie jednoznaczny nazywa sie homeomorfiq, jezeli zaréwno f
jak i przeksztalcenie odwrotne /_; sa ciagle.

Tak np. homeomorfis jest kazde przeksztalcenie afiniczne, poniewaz
jest ciagle, podobnie jak i przeksztalcenie odwrotne, ktére jest tesz
afiniczne. Jasne jest, ze preeksztalcenia homeomorficane przestrzeni C,
na siebte stanowiq grupe.

Teoria niezmiennikéw tej grupy nazywa sie wlasnie topologiq prze-
strazeni C,.

Spoéréd pojeé, z ktérymi mieliémy dotychezas do czynienia, do
topologii nalezy pojecie wnetrza i pojecie brzegu zbioru (z Nr 37).
Istotnie, z okreslenia pojecia punktu wewnetrznego wynika, ze punkt
p° e ACC, jest punktem wewnetrznym zbioru 4 wtedy i tylko whedy,
gdy nie istnieje ciag punktéw p” e C,—A zbiezny do p°. Jezeli f jest
homeomorfia przestrzeni ', na siebie, to punkt f(p°) bedzie punktem
wewnetrznym zbioru f(4). W przeciwnym bowiem razie istnialby
ciag punktéw ¢” e C,—f(4) zbiezny do f(p°). Wéwezas jednak punkty
f-1(¢") nalezace do C,—A tworzyltyby ciag zbiezny do 2°, whrew
zalozeniu, ze p° jest punktem wewnetrznym zbioru A.

Niezmiennikiem topologicznym jest oczywiscie réwniez pojecie tzw.
zbioru zamknietego, tj. zbioru, ktéry wraz z ciagiem zbieznym swych
punktéw zawiera zawsze jego granice. Zamknietym jest w szezegoblnosel
2bidr pusty, jak réwniez kasdy 2bidr jednopunkiowy oraz cata przestrzen C,.

Z definicji zbioru zamlmigtego wynika natychmiast, ze iloczyn ilukolwiek
zbiordw zamkmnigtych jest zamkni gty. Zauwasmy tez, ze suma skoiiczonej liczby zbiordw
zamknigtych A, +Ay+ ...+ Ay jest zbiorem zamknietym. Jezeli bowiem punkty
ciagu p” zbieznego do p° naleza do tej sumy, to co najmniej dla jednego ze skladni-

kéw 4; istnieje ciag rosnacy wskaznikéw Vs Yoy «-us ¥y oo taki, ze p”, € 4;. Wobec
wzoru (17) z Nr52 i zamknietodei 4, jest wowezas p0=1lim p"; € 4, a wige tym bar-
dziej p® e A;+A,+ ... + Ay o0

CWICZENIA. 1. Okazaé, ze prosta jest zbiorem zamknigtym.

2. Okazaé, ze brzeg zbioru zamknietego jest zbiorem zamlmietym. Dla jakich
podzbioréw przestrzeni C, wnetrze jest zbiorem zamknietym?

3. Okazaé, ze pojecie odcinka nalezy do topologii linii prostej C,. Czy pojecie
tréjkata nalezy do topologii plaszezyzny O,?

4. Okreslié (geometrycznie) homeomorfie plaszezyzny C, na siebie, przy ktérej

kwadrat okreslony przez nieréwnosé |#;|=1; i=1, 2 przejdzie na kolo okreflone
Pprzez nieréwnosé |z |<=1. ’

* B9, Niezmienniki afiniczne. Rozpatrzmy pare niezmiennikéw prze-
ksztalcenn afinicznych. Jezeli a— (@y, @y, ..., @) 1 b=(by, by, ..., b,) sa
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réznymi punktami przestrzeni (', to pimkty prostej L, przechodzacej
przez @ i b, sg identyczne z punktami p postaci

p=t-a-F(1—1)-b=(t-ay+(1—1)-by, t- @y (L—1) by, ... L, +(1—1)-b,).

Niech teraz f bedzie przeksztalceniem afinicznym okreslonym przez
wzér (5). Mamy wowezas . ‘

f(p)=ao+i (t-a+-(1—1)- b) - (@)=

=1
.

n

=t-(ag+ 3 a; - () +(1—1) - (2 + 2 b - (2))=t- f@)+(1—1)- f().

=

i=1 i=1

[l

co znaczy, ze zbiér punktéw lezacych na prostej laczacej a i b prze-
chodzi przy przeksztalceniu f na zbiér punktéw lezacych na prostej
taczacej f(a) 1 (D). o

A wiec przeksztalcenia afiniczne sg przeksztalceniami wzajemnie jedno-
anacanymi przestrzeni C.,, przy kidrych proste przechodzq na proste.

Przeksztalcenia o tej wlasnosei nazywamy kolineacjami. ‘

W rozdziale XI okazemy, ze i na odwrét, kazda kolineacja przestrzeni
¢, (dla n>>1) jest przeksztalceniem afinicznym.

Okazaliémy zarazem, zZe jezeli f jest przeksztalceniem afinicznym, to

(9) f(t-a+(1—1)-b)=t-f(a)+(1—1)-f(b).

Dla kazdego punktu peL réznego od a i b istnieje, jak wiemy z Nr 10,
dokladnie jedna liczba ¢, rézna od 0 i od 1, itaka, ze p=t-a-+(1—t)-b.

Liczbe == T nazwaliémy (w Nr 10) stosunkiem pojedynczego

podziatu punktéw a i b przez punkt p. Ze wzoru (9) widzimy, ze sf:osuneI.I
pojedynczego podzialu punktéw f(a) i f(b) przez punkt f(p) jest tez
réwny x. ‘

A wiec stosunek pojedynczego podzialu jest niezmiennikiem afinicznym.

7 tego, ie przeksztalcenia afiniczne sa kolineacjami, wynika natych-
miast, ze kazdy zbi6r liniowy przechodzi przy przeksztalceniu afinicznym
na zbiér liniowy. Stad wynika dalej, ze liniowa zaleznosé punktéw jest
niezmiennikiem &finicznym. Biorac pod uwage, ze odwrécenie prze-
ksztalcenia afinicznego jest “afiniczne, wnioskujemy stad, Ze réwniez
liniowa niezalezno$é ukladu punktéw jest niezmiennikiem afinicznym.
Podobnie rzecz sie ma, wobec twierdzenia z Nr 18, z liniows niezalez-
noscig wektoréw.
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Wynika stad dalej, wobec wniosku 6 z Nr 19, ze przy przekszialceniu
afinicznym przesirzent C,, hiperplaszczyzny k-wymiarowe (lezqee w C,)
preechodzg na hiperplaszczyzny k-wymiarowe.

Wymiarem ulkladu wektoréw w,=[w, 1, w; ,, ..., Wl 1=1,2,...k
nazwaliémy (w Nr 20) maksymalng ilogé wektoréw liniowo niezaleinych
wsréd wektoréw danego ukiadu, przy czym okazaliémy, Ze wymiar
ukladu wektoréw w, jest réwny rzedowi macierzy (w; )(i=1,2, ...,k
j=1,2,...,n). Wobec afinicznej niezmienniczosci liniowej niezales-
nosci wektoréw, wymiar ukladu wektoréw jest niezmiennikiem afinicz-
nym. Jedli teraz przeksztalcenie afiniczne f dane jest w postaci

FlEeg, @gy oov, )= (Fq, Ty -+ . » Z),

gdzie T;=ay ;+a1 ;' %+ ; Tt ...+ G, ;+%,, to mamy

fo)=w,=[w, ,, Wi ooy ey Wy

i, nls

n
przy czym w, ; = Zwi,,,-a,,_j dla i=1, 2, ...,k oraz §=1,2, ..., n.
=1

Inaczej méwige, macierz (w; ;)@e=1,2, ...,k j=1,2,...,n) jest
iloczynem macierzy (w;,)(i=1, 2, ..., k; v=1, 2, ..., n) przez macierz
kwadratowa, (a, ;)(v, j=1, 2, ..., n), przy czym o tej ostatniej macierzy
zakladamy jedynie, Ze jej wyznacznik jest rézny od zera. Poniewaz
wymiar ukladu wektoré6w jest niezmiennikiem afinicznym, wiec
wymiary ukladéw w, oraz w, gdzie i=1,2,...,k, sa réwne, skad
wynika Ze rzedy macierzy
(wi)(0=1,2, ..., kv=1,2,...,n) oraz (w,,) (1=1, 2, ..., k;»=1,2, ..., n)
s3 jednakowe. W ten sposéb rozwazania geometryczne doprowadzity
nas do twierdzenia o charakterze czysto algebraicznym, ktére mozemy
wypowiedzieé w postaci nastepujace;:

Twierdzenie. Jezeli macierz o k wierszach i n kolumnach pomnozyé
przez macierz o n wierszach i n kolumnach i o wyznacaniku réénym od
zera, to rzqd iloczynu réwny bedzie rzedowi pierwszego czynnika.

(:L‘WICZENI_A. 1. Okazaé, ze przy przeksztalceniu afinicznym przestrzeni C,
dwie hiperplaszezyzny $ciéle réwnolegle (w znaczeniu Nr 31) przechodzg na
hiperplaszezyzny Scidle réwnolegle.

2.‘Czy 0g6lnosé polozenia dwéch hiperplaszezyzn lezacyeh w Cy (w sensie
przyjetym w Nr 34) jest wlasnodcia afiniczng ukladu tych hfperplaszczyzn?

60°. Spélrzedne ukosnokatne. Niech a;, a,, ..., q, bedzie dowolnym
uktadem, zlozonym z n wektoréw liniowo niezaleznych przestrzeni ¢,
za§ @y dowolnym punktem tej przestrzeni. Wobec wniosku z Nr 18
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istnieje dla kazdego punktu p=(z;, Zs. ..., %,) ¢ ¢, dokladnie j eden
uklad liczb 2%, 22, ..., 2" taki, ze

(10) p=ay+2at- (a;)+22 (a)+ ... + 2, (a,).

Liczby 2, 2% ..., 2" nazywamy spdlrzednymi ukosnokginym: punktu
p=(2;, Xy, ---, ¥,) W ukladzie spéirzednych majgeym punkt a, jako

poczqtek, a wektory ay, ds, ..., a, jako wekiory podstawowe.
—>

Sens geometryczny liczb 2%, 22, ..., 2" jest taki, ze przesuniecie [aop.],
przeprowadzajace nowy poczatek ukladu a, do punkt}l P, yyraia sie
w postaci sumy przesunieé f-a; (rys. 32), a wiec przesunieé w kierunkach
wektoréw  podstawowych, ktérych
miary wzgledem tych wektoréw réwne
sa liczbom z*. Jest to oczywiscie zgodne
z pojeciem spéhrzednych ukosnokatnych
(wprowadzonym dla plaszczyzny eukli-
desowej w Nr 3, dla przestrzeni zas
euklidesowej tré6jwymiarowej w Nr 4.).

Zauwazmy, ze wzér (10) rézni sie
od wzoru (5), okreflajacego prze- —j
ksztalcenie afiniczne f, jedynie przenie-
sieniem wskaznikéw przy x-ach do _ )
géry — co robimy w tym celu, by zwrécié uwage na odmienna inter-
pretacje, ktéra nadajemy obecnie tym liczbom jako spé_}rzedr.lym
ukoénokatnym, a nie prostokatnym. Jest to jednak réinica ]edym‘e w
interpretacji, w istocie za$ jest obojetne, czy przejécie od }xk%adu hc‘:zb
&y, X, . .-, T, do ukladu liezb ', 2%, ..., &" uwazamy za przejécie od pier-
wotnych prostokatnych do ukoénokatnych spéhrzednych tego sa.mcjgo
punktu p, czy za przejscie od punktu p do pewnego innego puletl’lp‘ =
=(a, 22, ..., a") takiego, ze f(p')=p, czyli ze p'= f—1(p). Inaczej méwige,
spolrzedne ukoénokatne punktu p nie s niczym innym, jak spéh‘zgdny@
w pierwotnym sensie punktu p'=f_, (p). Jest to zupelnie ta sama syjcu.ac]a,
jak ta, ktéra mieliémy w Nr 54, gdzie stwierdzilismy, ze przejécie do
innego ukladu spélrzednych prostokatnych interpretowad ImoZna Zawsze
jako pewna izometrie i na odwrét. Podobnie, przejécie do spoh‘zgdnyc.h
ukoénokatnych daje sie zawsze interpretowaé jako pewne przeksztatcenie
afiniczne i na odwrét. )

Wynika stad, ze w zakresie wlasnosci bedacych niezmiennikami
afiniéznymi spélrzedne ukosnokatne oddaja te same ustugi, co spfih‘zg-
dne prostokatne. Istotnie, zmiana spéirzednych na ukoél'lokehtne réwno-
znaczna jest z dokonaniem pewnego przeksztalcenia afinieznego, a prze-

Xy

Rys. 32.
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ksztalcenie to nie wpltywa na niezmienniki afiniczne. Z tego wzgledu
spélrzedne ukoénokatne uwazaé mozna za wladciwe narzedzie geometrii
afinicznej.

Wprowadzajac spélrzedne uko$nokatne punktu, korzystne jest
jednoczeénie wprowadzié odpowiednie pojecie spéirzednych ukoéno-
katnych wektora. Spéhzednymi (w dotychczasowym sensie) wektora

N
w=[pq] nazywaliémy réznice spélrzednych (prostokatnych) korica g
i odpowiednich spéhrzednych poczatku p lub, co na jedno wychodzi,
spolezynniki wy, wy, ..., w, przy przedstawieniu wektora W w postaci
n

Zwi-bi, gdzie vy, Dy, ..., 0, sa wektorami podstawowymi pierwotnego
=1

ukladu prostokatnego.

—

Podobnie spélrzednymi ukosnokginymi tegoz wektora w=[pq] wzgledem
ukladu ukoénokatnego o wektorach podstawowych ay, 0, ..., q,
nazwiemy spélezynniki !, w? ..., w" przedstawienia W w postaci

n
Dt
i=1
Wynika stad (wobec liniowej niezaleznosci wektoréw ay, a,, ..., a,),

76 T6wnosé wektoréw wyraza sie przez réwnosé ich spéhrzednych ukosno-
katnych oraz ze sume, réznice i iloczyn wektora przez liczbg otrzymujemy,
wykonujac odpowiednie dzialania na spélrzednych ukosnokatnych
danych wektoréw.

Korzystne jest réwniez w przypadku spéirzednych ukoénokgtnych
wprowadzié¢ skréty rachunkowe (podobme do wprowadzonych w Nr 7
dla spéhrzednych prostokatnych), oznaczajac przez sumeg i réznice punk-
téw oraz iloezynu punktu przez liczbe — punkt, ktérego spélrzedne
ukoénokatne otrzymamy, wykonujac wymienione dziatania na spél-
rzgdnych ukoénokatnych punktéw danych. Zauwazmy, ze przy
takim rozumieniu dzialari przedstawienie analityczne hiperplaszezyzny
H=C(py, Pys ---, ;) Jjako zbioru punktéw postaci &y py+i-p1+ ...
voot top, (wedlug Nr 16) zachowuje swdj ksztalt réwniez po
przejéciu do spéhrzednych ukosnokatnych. Istotnie, zaleznogé

p=ty Potiy Py+ ..+ b pp,  gdzie G+t . =1

jest réwnowazna (réwniez przy uzyciu spélrzednych ukoénokatnych)

— —_ — —
zaleznos$ci [pop]=ty - [PePiltis [Dopalt ..+ t[PoDy), & W  ostatnie]
zaleznoéci obojetne jest, czy spélrzedne wektoré6w rozumiemy w
sensie dawnym, czy nowym. W szczegdlnosei, réwnanie parametryczne
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prostej przechodzacej przez punkty ¢ i b ma postaé p=t-a4(1—1)-b
réwniez przy uzyciu spélrzednych ukosnokatnych.

Zauwazmy wreszcie, ze przejécie do spéirzednych ukosnokatnych,
jako réwnowazne dokonaniu pewnego przeksztalcenia afinicznego, nie
zmienia faktu, ze (n— 1)-wymiarowe hiperplaszezyzny w C,, sg identyczne
z tworami stopnia pierwszego (zgodnie z twierdzeniem z Nr 23). Wyni-
ka stad, Ze réwnanie (n— 1)-wymiarowej hiperplaszezyzny w przestrzeni
O, przechodzacej przez liniowo niezalezne punkty ay, @, ..., @, gdzie
a; ma spélrzedne ukosnokatne a}, a3, ..., a}, ma postaé

Lat 2 ... a2n
12 n
la; aj ay
2
lal a3 ...a; |=0
................. {
1 g2 n
| lal a? ..a} |

CWICZENIE. W przestrzeni (', dany jest uklad ukosnokatny o poczgtku
ag=(2, —3, 1) i o wektorach podstawowych a,=[1, 1, 1], a,=[—1, 2, 1],
0s=[1, 5, —8]. 1° Znalei¢ spélrzedne ukosnokatne w tym ukladzie punktu
p=(4, 3, 2); 2° ZnaleZé spdlrzedne prostokatne punktu, ktoérego spélrzedne
ukodnokatne w tym ukladzie sg: 2= —1, 22=—2, 23=0.

61. Spélrzedne ukosnokatne w plaszezyznie. Ogdlne rozwazania Nr 60
zilustrujemy na przypadku plaszezyzny. Za uktad spéirzednych ukogno-
katnych (rys. 33) wezmy uklad o poczatku lezacym w punkcie a=
= (a,, a,), za$ za wektory podstawowe a, i a, dwa wersory, z ktérych pierw-
szy tworzy z osig z, kat a, a drugi tworzy z pierwszym kat 6=k-z. Wer-
sor a, ma wiec postaé [cos a, sin a], a wersor a, postaé [cos (a-+0), sin (a+6)] .
Jezeli teraz punkt p=(z,, ©,) ma w nowym ukladzie spélrzedne ', 22,

. —
to liczby te sa ukoénokatnymi spélrzednymi wektora [ap]l=

=[z;—a,%—a,], skad [2,—a,, x,—a5]=2"[cos a, sin a]+=2-[cos(a+
+6), sin (a+0)].

A wiee wzory na przejscie od jednego N
ukladu spélrzednych do drugiego maja
postaé: “
&, =a, -+ cos a+x?-cos(a-t0) '
Fy=ay-+at-sin a+22-sin (a+4-0). . G <
Rys. 33.

10 K. Borsuk. Geometria analityczna


pem


146 ROZDZIAL VI. Przeksztalcenia afiniczne przestrzeni

Jedli teraz punkty p=(2y, %) i 4= Y1, ¥2) majg w nowym ukladzie

—
spolrzedne o', 22 i 4, y?% to wektor a=[pgl=[u, 4] ma W nowym
ukladzie spéhrzedne ul=y!—a' i ut=y>—2? skad

uy=ut+ cos a-+u?-cos (a-0),

Up=2l -sin a-+u?-sin (a+-0).

Jezeli poza tym mamy wektor b=[v;, v,], to spélrzedne jego v', »?
w nowym uktadzie spelniaja podobne zaleznosei:

vy=2cos a+?-cos (a-+-0),
vp=01-gin a+v%-sin (a-0).

Otrzymane zaleznogei pozwalaja wyrazi¢ iloczyn skalarny a-b przy
pomocy ukognokatnych spélrzednych jego czynnikéw. Znajdujemy
mianowicie

a- b=y vy Uy va=ul - 01?024 (ul - 2 4-u?- o) cos 0.

W szozegélnodei wynika stad, ze dlugoéé wektora a (czyli odleglosé

punktéw p i g) wyraza si¢ wzorem

a |=l/n1-u1—|—u2-u2—|~2u1'u2~cos 0.

Zakladajac dalej, ze zaden z wektoréw a i b nie znika i oznaczajac
przez o kat zawarty miedzy nimi, mamy wobec a-b=la[-|b]-cos w:
ul - ol4-u? - v (ul L w24+ 0l) - cos 0

oS W= .
V/ (ut - utu® - w20t - w? - cos ) - (vt vl 024201 0% - cos 0)

CWICZENIE. Na plaszczyznie dany jest ukosnokatny uklad spélrzednych o
poczatku (a,, a,) i 0 wersorach podstawowych
a;=[cos a, sin a], a,=[cos (a+0), sin (a+0)].

Obliczyé odlegloéé punktu ¢ o spélrzednych ukosnokatnych c¢*, ¢* od prostej L o
réwnaniu (wzgledem spélrzednych ukoénokatnych) Az'+ Bz?+C=0.

62°. Wektory kontrawariantne i wektory kowariantne. Wspomnimy
tutaj o pojeciu, ktére jakkolwiek nie bedzie odgrywalo roli w dalszych
naszych rozwazaniach, to jednak laczy sie Scifle z poprzednimi, a ze
wzgledu na swg wage (w rachunku tensoréw) zasluguje na omdwienie,
Jest to pojecie wektora kowiariantnego i kontrawariantnego.

Spélrzednymi ukosnokgtnymi wektora a przestrzeni O, wzgledem
ukladu ukosnokatnego o wektorach podstawowych ag, a,, ..., 0,
nazwaliémy spélezynniki wl, u?, ..., «® przedstawienia wektora a w posta-
ci kombinacji liniowej
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(n o=t ottt ot U

Zbadajmy, jak zachowujs sie te spélrzedne, gdy uklad ay, a,, ..., 0,
zastapimy przez inny uklad n wektoréw liniowo niezaleznych

n
(12) ﬁizz o 0, gdzie =1, 2, ..., 7.
=1
Wobee liniowej niezaleznoéci wektoréw 6y, 0y, ..., 8, wektory aj,
Oy ..., 0, Wyrazaja sie jednoznacznie w postaci kombinacji liniowych
wektoréw 1, 0y, ..., a4, czyli uklad (12) daje sig rozwigzaé jedno-
znacznie wzgledem wektoréw @y, 0, ..., 0, prowadzac do =zaleznofci -
postaci:
n
(13) ak———z aki-w;, gdzie k=12, ..., n.

=i

Podstawiajac wzory (13) do (12), otrzymujemy:

n n n n
5= (et )= 3 (N e )
k=1

=1 =1 k=1
skad wobec liniowej niezaleinosci wektoréw 31, Oy, ..., 0, wynika,
ze

z o proii=8  dlai, j=1,2, .., n,

k=1
czyli

(a:) @ k=1,2, ..., n). () (k, j=1, 2, ..., n)=(6])(, 1=1, 2, ..., m),

co wyrazamy tez méwiae, Ze macierz (®9) (&, j=1,2, ..., n) jest od-

wrotng wzgledem macierzy (a;,) (i, k=1, 2, ..., n).
Podstawiajac (13) do (11), otrzymujemy

n

n n n n
a=Z uk - a =Z ok (Z ak,j.aj):Z (Z uk.ak,j) -8,
k=1 k=1 J=1 Jj=1 k=1
skad wynika, ze spélrzedne ukognokatne @, @2 ..., @" wektora a wzgle-
dem ukladu ukosnokstnego o wektorach podstawowych &y, Gy, ..., @,
wyrazajg sie wzorami:
n

(14) wi= " akd k.
k=1
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Przyjrzyjmy sie teraz wzorom (12) i (14). Pierwsze z nich wyrazaja
wektory podstawowe ay, Gy ..., @, NOWEZO ukladu ukosnokatnego
w postaci kombinacji liniowych wektoréw podstawowych ay, g, ..., 0,
danego ukladu ukognokatnego, a ich spélezynniki tworzg, macierz (o, ;)
(i, k=1, 2, ..., n). Drugie wyrazaja spolrzedne @, 42, ..., 4" wektora
a w nowym ukladzie ukoénokatnym w postaci kombinacji liniowych
spétrzednych ul, u?, ..., u" tegoz wektora a w dawnym ukladzie ukosno-
katnym. Spétezynniki ich tworze macierz () (5, k=1, 2, ..., n),
transponowang wzgledem macierzy (™) (k, j=1, 2, ..., »), odwrotne]
wzgledem macierzy (a;;) (@, k=1, 2, ..., n). .

Ta pewnego rodzaju przeciwno$¢ zmiennosci ukosnokatnych spét-
rzednych wektora wzgledem zmiennogei ultadu wektoréw podstawowych
jest powodem, ze spélrzedne ukosnokatne wektora nazywamy jego
spolrzednymi praeciwzmienniczymsi, zas uklad tych n spélrzednych ul, u?,. ..

, W' nazywamy wektorem przeciwzmienniczym czyli kontrawariantnym.

Istnieje zwyczaj pisania u géry kolejnych wskainikéw przy sklado-
wych wektora kontrawariantnego.

Ten sam wektor a mozemy réwniez okresli¢ jednoznacznie, podajac
wartodei wszystkich jego iloczynéw skalarnych przez kolejne wektory
ay, G, «.., 0,. Istotnie, majac dane liczby

{15) S U0y, Up=00g, ..., Uy=0°0,,

mozemy wyznaczyé jednoznacznie wektor a, gdyz zaleznosei (15)
stanowig uklad n réwnan liniowych wzgledem spétrzednych ay, ay, ..., a,
wektora a=[ay, @y, ..., @,] 0 Wyznaczniku, ktérego i-ty wiersz tworzg
spélrzedne (prostokatne) wektora a, Wyznacznik ten jest réiny od
zera wobec liniowej niezaleznodci wektordw ay, 0, ..., a,. Jezeli
uklad wektoréw podstawowych ay, @, ..., a, zastapimy przez uklad
wektoréw podstawowych ay, Gy, ..., 0,, to zamiast liczb wy, Uy, ..., %,
wystapig liczby

{16) Up=0- Ty Uyg=0Ag, .ve; Up=0 0.

Wobec wzoréw (12), mamy:

n 7
ﬂizz ai'k-a-ak=2a;,k'uk dla i:l,Z,...,n.
k=1

k=1
A wigc liczby 4y, 4, ..., %, wyrazaja sie w postaci kombinacji liniowych
liczb uy, s, - .., %, teraz jednak macierz spétezynnikéw tych kombinacji

(o, ) @G, k=1, 2, ..., n) nie rézni sie od macierzy spélezynnikéw zaleznosei
(12). Zmianie ukladu wektoréw podstawowych wspéltowarzyszy analogi-
czna zmiana ukladu liczb uy, u,, ..., u,, Wyznaczajacych wektor a.
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Z tego powodu liczby uy, us, ..., %, DNazywamy spilrzednymi wspdt-
zmienniczymi wektora a, sam zaé uklad tych n liczb nazywamy wektorem
wspélzmiennicznym, czyli kowariantnym.

Kolejne wskazniki spélrzednych wektora kowariantnego pisze sie
zazwyczaj u dotu.

CWICZENIE. Okazaé, ze jezeli uy, us, ..., 4, 58 wspolzmienniczymi, a u?, u2, oo, U
n

przeciwzmienniczymi spélrzednymi tego samego wektora a, to liczba Z u; - ul
=1

jest stala, tj. nie ulegnie zmianie, gdy uklad wektorow podstawowych zastapimy

przez inny.


pem


ROZDZIAY VII.
Przyklady krzywych plaskich

63%. Twory algebraiczne i przestepne w przestrzeniach kartezjanskich.
Zbiér A punktéw wm=(xy, Ty, ..., 2,)e C, nazywa sie tworem alge-
braicznym stopnia =k (wzgledem przestrzeni C,), jezeli istnieje wielomian
@y, Zg, ..., z,) stopnia =k taki, ze réwnanie

(1) @2y, Ty, ooy T,)=0

jest réwnowazne zaleznosci x e A, tj. ze spélrzedne punktu przestrzeni
wtedy i tylko wtedy spelniajg réwnanie (1), gdy punkt ten nalezy
do zbioru 4.

Méwimy wéwezas, ze (1) jest réwnaniem zbioru A.

Jezeli twor algebraiczny A4 stopnia =k nie jest tworem algebraicznym
stopnia =k—1, to méwimy, ze jest on tworem algebraicznym stopnio k.

Zbiér pusty i cata przestrzeit C, sg jedynymi tworami stopnia zerowego,
gdyz dla wielomianu ¢ zerowego stopnia réwnanie (1) badz jest sprze-
czne, badz jest tozsamodcia. W myél twierdzenia z Nr 23 twory alge-
braiczne stopnia pierwszego przestrzeni C, sa identyczne z (n—1)-
wymiarowymi hiperplaszezyznami. Jasne jest dalej, ze twory stopnia
k-tego przestrzeni Cy sg identyczne z podzbiorami C, zlofonymi z k
punktéw, gdyz — jak wiadomo z algebry — wielomian stopnia % z jed-
ng niewiadoms ¥; ma co najwyzej k pierwiastkéw, jezeli za$ a,, a,, ..., a*
s liczbami, to réwnanie .

(@ —0y) - (#3—as) " ... (¥, —a,)=0

jest réwnaniem %-tego stopnia zbioru zlozonego z punktéw
(@), (@), - (@)

Uwaga. Prosta jest w plaszezyznie C, tworem stopnia pierwszego,
natomiast jest ona stopnia drugiego w przestrzeni C,, gdyz np. réwnanie
#i+a] =0 réwnowazne jest w przestrzeni C, ukladowi réwnan z,=0,
#,=0, okreflajagcemu of ;. Tego rodzaju anomalie utrudniaja harmo-
nijne ujecie teorii tworéw algebraicznych w dziedzinie rzeczywistej;
Przestaja sie one pojawiaé z chwila, gdy przejdziemy (w Czeéei III)
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do dziedziny zespolonej, bardziej odpowiedniej do uprawiania teorii
tworéw algebraicznych.

Kazdy twér algebraiczny jest zbiorem zamknietym, jesli bowiem punkty
9" spelniaja réwnanie (1) oraz p’—>p°, to wobec ciaglosci wielomianu
@ punkt p, spelnia tez réwnanie (1), czyli nalezy do A.

Podzbiér przestrzeni O, nie bedacy tworem algebraicznym zadnego
stopnia nazywa si¢ tworem przestepnym.

Tak np. twory przestepne w przestrzeni Cy pokrywaja sie z pod-
zhiorami wladciwymi nieskofczonymi tej przestrzeni.

W przypadku, gdy idzie o zbiory lezgee w plaszezyznie C,, Wyraz
«wor» zastepujemy czesto przez wyraz «krzywar, 2 wige méwimy o
krzywych algebraicznych i przestepnych. Gdy zas idzie o zbiory lezgce
w przestrzeni C,, wyraz «twér» zastgpujemy przez wyraz «powierzchniay,
i méwimy o powierzchniach algebraicznych i praestepnych.

Twierdzenie. Stopiert tworu algebraiczmego jest miezmiennikiem afini-

canym. . o
Dowéd. Niech twér A ma réwnanie k-tego stopnia postaci (1) i niech
f(2gs Tay «evs Tp)=(Ty, Ts, .-, T,) bedzie przeksztaloeniem afinicznym prze-

strzeni (', na siebie. Przeksztalceniem afinicznym jest wéwezas réwniez
przeksztalcenie odwrotne f_; (%, Ty -.., Tn)= (1. Tas -« z,). W myé%
twierdzenia z Nr 57 przeksztalcenie f_, wyraza sie wzorami postaci

(2) x5:a0’5+a1’5~§1+a2,5-i2+ ot @ s

gdzie wyznacznik |a, ;|(i,j=1,2,...,n) jest rozny od zera. Zbiér A
punktéw p= (2. %y, ..., %,) spelniajacych réwnanie ¢(p)=0 przechodp
przy przeksztaleeniu f na zbior A punktéw p=/(ZTy, Tg, -+~ Ln) taliieh, ze
f1(p) e 4, czyli ¢[f_,(p)]=0. Inaczej méwiac, réwnanie tworu 4 otrzy-
mamy podstawiajac do réwnania (1) wzory (2). Otrzymane r(’)?w'lame
jest stopnia =k. a wigc stopieil tworu przez przeksztatcenie afiniczne
nie moze byé podwyzszony. Poniewaz przeksztalcenie odwrotne jest tez
afiniczne, wiec stopien ten nie moze byé réwniez znizony. Stad teza
twierdzenia. .

7 udowodnionego twierdzenia wynika w szczegéosci, ze pojecle
stopnia ma charakter geometryczny, tj. Ze podzbiér przestrzeni C,
przystajacy do tworu A stopnia k (wzgledem tej przestrzeni) jest Té6W-
niez tworem stopnia k. To pozwala méwié o stopniu zbioru B lezacego
w dowolnej hiperplaszezyznie H wzgledem te] hiperplaszezyzny, przy
czym jezeli g(x) jest przeksztalceniem izometrycznym hiperplaszezyzny
H na jakaé inng hiperplaszezyzne H', to stopien zbioru B'=g(B) WZgl@-:
dem H' bedzie taki sam, jak stopien zbioru B wzgledem H. Zachodzi
przy tym nastepujacy
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Whiosek 1. Przeciecie hiperplaszczyzng H tworu algebraicanego A
stopnia wegledem przestrzens C, jest tworem algebraicznym stopnia <k
wegledem H. .

Istotnie, niech H bedzie I-wymiarows hiperplaszczyzna przestrzeni
C,. Bez zmniejszania ogélnoéei mozemy przyjaé, ze H=C\, , a wéwezas
zbiér A-H jest scharakteryzowany przez réwnanie (1) oraz réwnania
Ty =Ty o= ... =2,=0, a wiec tylko formalnie (dopisaniem do spél-
rzednych kazdego punktu n—1I zer na kotieu) rézni sie od zbioru punktéw
przestrzeni C,, okre§lonego przez réwnanie g (2;, @, ..., 2, 0,0, ..., 0)=0,
ktérego stopieni jest =k.

Biorae pod uwage, ze zbiory zlozone z k& punktéw sg wzgledem prze-
strzeni C; tworami %k-tego stopnia, zag§ podzbiory wlasciwe nieskonczone
sg wzgledem niej tworami przestepnymi, otrzymujemy stad dwa dalsze
wnioski:

Whniosek 2. Jezeli twér ACC, jest stopnia <k, przy caym istmieje
prosta L przecinajaca A w dokladnie k punktach, to A jest stopnia k.

Wniosek 8. Jezeli dia podebioru A przestrzens O, istnieje prosta L taka,
ze A-L jest podzbiorem wlasciwym mnieskorczonym prostej L, to zbibr A
jest przestepny.

Jednym z podstawowych zadan geometrii analitycznej jest odezytanie
wlasno$ei geometrycznych z réwnania danego tworu.

Zauwazmy, ie czesto postaé réwnania pozwala od razu stwierdzié
symetrie okreslonego przez nie tworu wzgledem pewnych hiperpta-
szezyzn. Mianowicie:

Jeseli (1) jest réunaniem tworw A, 1 katda ze zmiennych
Ty, Li, +ovs By WYStEPUJe w wielomianie ¢ (xy, y, ..., %,) jedynie z wy-
kladnikami parzystymi, to twér A jest symetryczny wegledem hiperpla-
szozyzny H okreslone] przez wklad réwnat

Istotnie, punkt »’ symetryczny do punktu p=(z,, z,, ..., z,) wzgledem
H otrzymamy, zmieniajgc znak przy kazdej ze spélrzednych w; »
.., &, . Jasne jest jednak, 7e lewa strona réwnania @2y, Ty, -.

By oo
o 2,)=0
nie ulegme zmianie przy przej$ciu od p do p’, a wige jedli jeden z tych
punktéw nalezy do 4, to tak samo i drugi.

'CWICZENIA. 1. Podaé przykiad tworéw stopnia k= L2,.
kiad tworu przestepnego w przestrzeni C,.

2. Okazaé, ze suma dwéch zbioréw lezacych w C,, z ktérych jeden jest tworem
stopnia ==k, drugi zaé tworem stopnia =1, jest tworem stopnia =k--1. Czy prawds,
jest, ze suma tworu algebraicznego i przestepnego jest zawsze tworem przestepnym?

.., jak réwniez przy-
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64. Krzywe majace ogniska i kierownice. Niech w C, dana bedzie
prosta L, ktéry nazwiemy kierownicq, oraz punkt p,, ktéry nazwiemy
ogniskiem, polozony w odlegloéei d>>0 od L, Biorac dowolng liczbe
dodatnia, e, zwang mimosrodem, oznaczmy przez E(p, L, e) zbior
punktéw peC, takich, ze p(p, po)=¢e-o(p, Ly), co réwnowaine jest
warunkowi
(3) 2 (p, po)*=e*-0(p, Ly)*.

Aby zbadaé analitycznie wlasnosci figury E(pg, Lo, €), wezmy taki
ukladdspéirzednych, by of x; przechodzita przez ognisko p, i byta prosto-

padia do kierownicy L, (rys. 34), czyli by pp=
=(u, 0), za§ by prosta L, miala réwnanie postaci ~
x;=v, oraz zeby liczby u i v (zreszty dowolne) ° 32—
poddane byly warunkowi 4 fotea
1
(4) |u—r|=d. T %(’Jm
Rys. 34.

Zaleinosé (3) charakteryzujaca punkty zbioru E(pg, Ly, €) przybierze
wéwezas postaé (x;—u)?4-x.2=e?: (x,—v)% czyli
(3) 23+ (1—e?) 422422, - (€2 v—u)+ (uP—e?-2%)=0.

Zbiér B (p,, Ly, e) jest wiee krzyws algebraiczng stopnia =<2, Poniewaz
po podstawieniu z;=u réwnanie (5) przyjmuje postaé zi—e>d®=0,
skad x,=4-ed, wiec prosta x,=u przecina zbiér E(p,, L, ¢) dokladnie w
dwéch punktach. A wige, w mysl wniosku 2 z Nr 63, twér E (p,, L, )
jest krzywa stopnia drugiego. Blizej poznamy jej ksztalt, rozpatrujae
kolejno 3 przypadki: e=1, e<<1, e>1.

CWICZENIA. 1. Znale#é¢ réwnanie krzywej E (pg, Lo, €) wiedzac, ze po= (a;,a,)
oraz ze L, ma réwnanie A, .4, - oy +4, - 2,=0.

2. W C,, dana Jest k-wymiarowa hiperplaszezyzna H, gdzie 0<k<n, oraz punkt
po taki, ze o(py, H)=d>0. Zbadaé, jaki jest stopiert tworu bedacego zbiorem
wszystkich pu_nktow peC, spehmiajacych warunek g(p, py)=e- o(p, H), gdzie e
oznaeza pewng stala dodatnig.

65. Parabola. Twoér E (p,, Ly, 1) nazywa sie paraboly.
Jest to wiec zbiér punktéw plaszezyzny jednakowo oddalonych od
ogniska i kierownicy. Stale u i », poddane dotychezas tylko warunkowi
' 1 1 i
(4), wezmy teraz odpowiednio réwne ; d oraz "_éd- Réwnanie (5)

przybierze zatem postad

(6) 2z, ——=+=0,


pem


154 ROZDZIAL VII. Przyklady krzywych plaskich

skad wynika, ze parabola jest wykresem funkcji xlzéla -z, Wynika
stad w szezegdlnosei, ze parabola mie jest krzywq ogramiczony (W sensie
z Nr 39).

Poniewaz w réwnaniu (6) z, wystepuje jedynie w kwadracie, wigc
parabola jest symetryczna wzgledem prostej x,=0, czyli os odcietych
jest osiq symetris paraboli o réwnaniw (6).

Okazemy, ze jest to jedyna jej o symetrii. Istotnie jasne jest, ze
zadna inna prosta réwnolegla do osi @; ani zadna prosta réwnolegta
do osi z, nie jest osig symetrii. Jezeli wigc L jest osig symetrii, to proste
prostopadle do L nie sg réwnolegle do osi »,, a wige réwnania ich
majg (z uwagi na Nr 28) postaé

Ty =02+,

gdzie a jest spélezynnikiem zaleznym od kierunku prostej L. Punkty
ich przeciecia z parabols znajdujemy rozwiazujac réwnanie
x§—2a-d-x2-—2-b-d=0.

Dla b>0 ma ono dwa rozwiagzania rzeczywiste, ktérych grednia
arytmetyczna réwna jest a-d. A wiee drodki (z,, x,) odcinkéw odcigtych
przez parabole na prostych prostopadiych do I spehiajg réwnanie
z,=a-d. Jesli wigc L jest osiag symetrii, to jej réwnanie ma postaé
Zy=a-d; jak jednak juz zauwazyliémy, prosta o takim réwnaniu jest
osig symetrii jedynie, gdy a=0.

A wiec parabola ma dokladnie jednqg os symetriz.

Przecina ona parabole w punkcie zwanym
o] , wierzcholkiem paraboli (w naszym przypadku

7 jest nim poczgtek ukltadu (0,0)), ktéry
i lezy w polowie odleglosei miedzy ogniskiem
A p, & kierownicy L, (rys. 35).
5= - Z réwnania (6) wynika dalej, #Ze prosta
/ przechodzgea przez wierzcholek paraboli
i tworzaca kat 7/4 z osig symetrii przecina
parabole w odleglo$ei 2d od osi symetrii.
Przez to wielkodé d jest jednoznacznie wyz-
naczona, a wiec i polozenie ogniska i
kierownicy.

W ten sposéb okazaliémy, ze parabola posiada tylko jedno ognisko
1 jedng kierownice.

Mimoéréd e paraboli jest réwny jednosei.

Zauwazmy, ze podobiedstwo plaszezyzny C, okreslone wzorem

@(p)=x-p, gdzie x>0,

Sl
N,

Rys. 35.
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przyporzadkowuje punktom (2, ,), spelniajacym réwnanie (6), punkty

(%, To)=(x"2, ' 7,), spemiajace réwnanie Zil—gj—zo. Dla dowolnie
%

’

danej liczby dodatniej d’, biorac x:%, otrzymamy podobienstwo g,

przeksztalcajace parabole okreélong przez réwnanie (6) na parabole
9

2 < . Z
okreg§long réwnaniem 2x,—2=0.

’

Wiynika stad, ze wszystkie parabole sq podobne.

CWICZENIA. 1. Czym jest zbiér punktéw, ktére dziela w stosunku stalym
cieciwy danej paraboli, posiadajace staly kierunek?

Cieciwg krzywej nazywa sie odeinek, ktérego oba korice lezg na niej.

9. Okazaé, ze zbiér punkitéw plaszezyzny, dajacych sie polaczyé z ogniskiem
paraboli odcinkiem nie przecinajacym paraboli, jest wypukly.

Zbiér ten nazywa sie wnetrzem paraboli.

3. Przez punkt p paraboli poprowadzono dwie proste, z ktérych pierwsza
przechodzi przez ognisko, a druga jest prostopadia do kierownicy. Okazaé, ze
jedna z dwusiecznych katéw utworzonyeh przez te dwie proste ma z paraboly
jedynie punkt p wspélny.

66. Elipsa. Przechodzac teraz do przypadku e==1, zaléimy, ze v—u=d
oraz ze u—e?-v==0, czyli ze

e-d d
@ e YT
Wéwezas u2—e? v2=u-(u—v)=—ud, a wiec réwnanie (5) przyjmuje
postaé
(1—e?)-2i | 2}
—— —1=0.
®) u-d ™ u-d

Jezeli mimogréd e jest mniejszy od 1, to zbiér E (p,, Ly, €) nazywa sie
elipsq.

Elipsa jest wige zbiorem punktéw plaszczyzny, dla kibrych stosumek
odleglodci od ogniska do odleglodci od kierownicy jest stalq mniejszq od
jednodct.

W przypadku, gdy e<1, obie liczby u i v okreslone przez wzory (7)
sg dodatnie. Przyjmujac

I/ ud —
ay= 1—_—?, (lE:]/ u‘d,
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nadamy réwnaniu (8) postaé
(%) 21—,

przy czym wobec (7) jest

_ed e ed
- ’ 2—_]/1—62

(10) ay =a, -} 1—e? <a,,

(11) 0} —al=ul.

Z réwnania (9) wynika symetria elipsy wegledem kazdej z osi spélrzed-
nych oraz wegledem poczatku ukladw. Punkt ten jest jedymym Srodkiem
symetrii elipsy, gdyz dla dowolnie danego punktu c=(c,, ¢,)==(0, 0)
prosta xy=t-¢;, Ty=1:C, przecina elipse w punktach, ktére znajdujemy

o AW IAY
rozwigzujae réwnanie [(a_l) -I-(E?‘-) ] #*=1, dajace na t dwie wartogei
1 2
rzeczywiste réznigce sig znakiem; odpowiadajace im punkty prostej
sg wige symetrycznie polozone wzgledem (0, 0), nie za$ wzgledem c.
Przeksztalcenie afiniczne, przyporzadkowujace kazdemu punktowi

(21, z5) £ Cy punkt (2, To)=(2, ]/Flmaz-xg), przeksztalca okrag o érodku
(0, 0) i promieniu ay, czyli twér okreslony réwnaniem

(12) xitai=al,
. f = = x?
na zbiér punktéw (z,,Z,), spehiajacych réwnanie 24 _1___2._2 =a3,
R — -
czyli réwnanie g + p —1=0, réznigce si¢ jedynie oznaczeniem spéhrzed-
1 2

nych od réwnania (9). A wiec elipsa jest obrazem afinicznym okregu.
Wynika stad w szczegolnosei, ze z punktu widzenia geometrii afiniczne;
elipsy nie réiniq sie miedzy sobg. Mozna by obrazowo powiedzied, ze
elipsa o réwnaniu (9) powstaje z okregu o réwnaniu (12) przez skrécenie

rzednych w stosunku 1:)/1—e2, jest wige jakby rsplaszezonym okregiems.
Z tego tez powodu okrag uwazaé bedziemy réwniez za elipse (o mimo-
srodzie e=0), choé zasadniczo nie podpada on pod zakres przyjetej
tu definicji elipsy. Biorac pod uwage, ze okrag o promieniu ¢; mozemy
przedstawi¢ parametrycznie przez réwnania

Zy=a,'co8 0, x,=a,-sinf
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oraz uwzgledniajac zaleinos$é (10), wnioskujemy, ze elipsa o réwnaniu
(9) daje sie okreslié przez tzw. réwnania parameiryczne elipsy:

?
(13) ry=aq-cos f; xy=a,-sinf.

Wrynika stad, ze kwadrat odleglosei p? punktu (zy, 2,) elipsy od jej
$rodka symetrii wyraza sie wzorem:

0®=a?-cos? f+al-sin? f=a?-cos® 0-+a?-(1—e?)-sin? f=a2—e*-a? sin® 6.

Stad za$ wynika, ze elipsa jest krzywq ograniczong.
Zauwazmy dalej, ze odleglodé p jest maksymalna, gdy O=k-=z, za$

minimalng, gdy 0=(k+ ;)-:r (gdzie k oznacza liczbe calkowity), czyli

w kierunkach osi symetrii elipsy, ktére w ten sposéb zostajg jednozna-
cznie wyznaczone. Odeinki, ktére elipsa odcina na tych osiach symetrii,
nazywaja sie odpowiednio wielkq t malq osig elipsy.

Ich korice nazywaja sie wierzcholhami elipsy.

Dla elipsy okreslonej réwnaniem (9) wielka o§ ma dlugo$é 2a;, a
mala of dlugo$é 2a,=—2a,-} 1—e2 Stosunek ich diugodci réwny jest
}/'1—e2. Wobec jednoznacznego wyznaczenia przez elipse jej osi, sto-
sunek ten, a wiec i mimosréd e, jest jednoznacznie wyznaczonym nie-
zmiennikiem geometrycznym elipsy. Okazemy, ze mimodréd jest nawet
niezmiennikiem podobieristwa i to niezmiennikiem charakterystycznym,
czyli ze na to, by dwie elipsy byly podobne, potrzeba i wystarcza, by ich
mimosrody byly jednakowe.

Istotnie koniecznodé réwnosci mimosrodéw elips podobnych wynika
natychmiast z uwagi, ze elipsy podobne majs osie proporejonalne. Jezeli
za§ E jest jakakolwiek elipsa, majaca taki sam mimoéréd e, jak elipsa
E, okreSlona przez réwnanie (9), to przez odpowiednie dobranie ukladu
spéhrzednych mozemy osiagnaé, ze elipsa E okreslona bedzie przez
réwnanie

1o
I-tu
[

L=t 1=,

Q
s
QW
LUN )

przy czym @, :d,=a,:a,. Niech zz%zg—z i niech f bedzie podobienstwem
1 @2
okreslonym przez wzér
fp)=="p.

Przy tym przeksztalceniu punkt (z,z,), spelniajacy réwnanie (9),
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2
przejdzie na punkt (%, Z,)= ("%, #°%,), spelniajgcy réwnanie 9%—{—
a
1
2

z 2?2z —
+ 2 —x2=0, czyli r6wnanie — 4 &—Z —1=0 elipsy . Inaczej méwiae,
2 ay 2 -
przy podobiefistwie f elipsa & przechodzi na elipse &, co bylo do okazania.

Z symetrii elipsy # o réwnaniu (9) wzgledem osi %, wynika, ze précz

. % C s .
ogniska p,=(u, 0):(—1—5_-_25, 0) i kierownicy L, o réwnaniu 2,=v czyli

d ca e . . . ' 5
C= ogniskiem i kierownicy elipsy F jest punkt puz(—%z, 0)

1 ’ . . . e . .
oraz prosta I, o réwnaniu By=—1 s Poza nimi jut innych ognisk

v innych kierownic elipsa E nie posiada, gdyz ogniska elipsy A daja sie
wyznaczyé jako punkty przeciecia (rys.
36) okregu o promieniu ¢, i frodku
polozonym na jednym z kohcéw malej
osi elipsy, np. w punkecie (0, a,), czyli
x- okregu o réwnaniu zi+-(z,—a,) =0l
z prosty xz,=0, na ktérej lezy of wielka.

Istotnie, te punkty przeciecia okreélone
sg réwnaniem

1 e?
=ud (1—82 1—e?

czyli sa to oba ogniska (u,0)=p, i (—u, 0)=p,. W ten sposéb oba
ogniska sg przez E wyznaczone w sposéb jednoznaczny.

By stwierdzi¢, ze odpowiadajace im kierownice tez sa wyznaczone
jednoznacznie, wystarczy zauwazyé, ze kierownica L, odpowiadajgca
danemu ognisku p, jest prostopadia do wielkiej osi elipsy, przy czym
odcinek prostopadle spuszezony z p na L jest podzielony przez blizszy
do p koniec wielkiej osi w stosunku e:1.

Précz przyjetej tutaj za punkt wyjécia definicji elipsy, opartej na
pojeciu ogniska i kierownicy, zastuguje na uwage definicja oparta na
nej prostej geometrycznej wilasnodci punktéw elipsy. Wiasnogé ta
stanowi tre§é twierdzenia nastepujacego:

Twierdzenie. Elipsa o danych ogniskach py, i p, oraz danej dlugodci
wielkiej osi 2a,>>0(py, ') jest identycena ze zbiorem punktéw p plasz-
czyzny, dla ktérych o (p, po)-+e(p, py')=20;.

Dowdd. Oznaczajac przez g, odleglodé punktu p= (x,, 2,) od ogniska
Po=(u, 0), a przez g, odleglodé jego od ogniska p,'=(—u, 0), mozemy

= uZ,

—l)zu-d-
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warunek ten zapisaé w postaci p;-tp;—2a;=0. Mamy ponadto dla
kazdego punktu p==(z,,x,) plaszczyzny p,+0,+2a,>0, za§ wobec
nieréwnodci tréjkata oraz nieréwnosei 2a,>0(py, 9y’ )=2u mamy poza
tym 0, —0s+2a,>0;—0y+2u>0 oraz —p;40,+2a,>—g;+05+2u 0.
Wrynika stad, ze pierwszy z warunkéw jest rownowazny zaleznodei:

(01F0:—2a,) (01 0,+2ay) - (01 —05+284) - (—o1H05+24a,)=0,

czyli zaleznogei
8-(02+03) a2 —16ai— (o3 —e3)*(03 —03)*=0.
Ale E‘%=(x1—"u)z+$§ i Q§=(x1—‘ru)2—}—x§, co podstawione do ostat-
niej zalezno$ci nadaje jej postacé
8-a2-(222+2u42a2) —16a}— (4, - u)?=0,
2
o (a} ) a-ma-{uP—af) 0.

Wobec (11) ostatnia zaleznosdé daje sie tez zapisa¢ w postaci:

czyli a -(xf—{—xﬁ-{—u‘z)—af—x‘;’-uzzo, ezyli

2.2 2.2 2.2
z3-a;+a; xi—ai-a;=0,
co jest réwnowazne réwnaniu (9).

CWICZENIA. 1. W przestrzeni C, znaleié réwnanie zbioru punktéw, dla
ktérych suma odleglosei od dwéch punktéw stalych jest stala.

2. W tréjkacie, ktérego jeden wierzcholek lezy w punkecie p elipsy, zaé dwoma
pozostalymi sa jej ogniska, poprowadzono dwusieczna kata zewngtrznego przy
wierzcholkku p. Okazaé, ze dwusieczna ta ma z elipsa jedynie punkt p wspdélny.

3. Przez drodek elipsy przeprowadzono dwie rézne proste. Przecinaja one
elipse w czterech punktach bedacych wierzcholkami pewnego réwnolegloboku
wpisanego w elipse. Przy jakim polozeniu tych prostych pole tego réwnolegloboku
jest najwieksze?

4. Na plaszezyznie C, dany jest uklad ukosnokatny spéirzednych, ktérego
osie tworzg kat 6. Okazaé, ze krzywa dana w tym ukladzie spélrzednych przez
réwnanie xi -}-mg-—c’:O jest elipsa. Znalezé osie tej elipsy.

67. Hiperbola. Jezeli mimoéréd e jest wiekszy od jednosei, zbiér
B (pq, Ly, €) nazywa sie hiperboly.
Jest to wiec zbidr punktéw plaszczyzny, dla ktérych stosunek odleglosci
od ogniska do odleglodci od kierownicy jest staly wiekszq od jednosci.
2.,

. d d .
Woéwezas e2—1>0 i obie liczby u=le 5 Oraz v=y—; s4 Ujemne.

—e

Biorge:


pem


160 ROZDZIAL VII. Przyklady krzywych plaskich

nadamy réwnaniu (8) postaé:

(14) o )
(lI aé
e?-d
przy czym wobec U=y 5 Mamy:
ed ed

5 ] — —_— . ,// 2__
(1) s e =
(16) al4al=u’

Wobec o (pg, p,)=—2u wynika stad, ze
(17) 20,<0 (Do, Po)s 2020 (P, D).

Z réwnania (14) wynika symetria hiperboli wzgledem kaidej z osi spéi-
rzednych oraz wegledem poczathu wkladu.

Zauwazmy dalej, ze kazda prosta réwnolegla do osi x, przecina hiper-
bole w dwéch réznych punktach, natomiast prosta réwnolegla do osi
Z, przecina hiperbole jedynie wtedy, gdy jej odleglosé od poczatku
ukladu nie jest mniejsza od ;. Wynika stad, ze kazdy érodek symetrii
hiperboli musi lezeé na osi ,, czyli mieé postaé (0, ¢). Punkt ten jest
srodkiem odcinka o kotcach (—ay, 0) i (a4, 2¢), z ktérych pierwszy
lezy na hiperboli, a wige i drugi z nich musi spelniaé réwnanie (14).
Wynika stad, ze ¢=0.

A wiec jedynym srodkiem symetrii hiperboli o réwnaniu (14) jest poczqtek
ukladu. :

Prosta L, przechodzaca przez poczatek ukladu i tworzaca z osig 2
7

kgt 0 (zawarty miedzy —g 2y

), ma réwnanie postaci z,=—=z, g 0.

. . . . . 2
Punkty jej przeciecia z hiperbols, wyznacza réwnanie @ -12 _Y 20 ) =1,
_ a? al
ktére ma rozwigzania rzeczywiste wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi
réwnoéé |¢g| < 5—2

Wynika stad, ze hiperbola lezy w dwéch przeciwleglych sposréd
czterech obszaréw katowych wyznaczonych w plaszyznie C, przez proste

T, z z x
=2 oraz 2—=_72
@y Gy ay sy

zwane asymptotams hiperboli (rys. 37).

icm
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Wspélne réwnanie asymptot moze

Zajmiemy sie nimi jeszeze w Nr 136. P ST /
byé napisane w postaci /

T T, .

a 4
Asymptoty sa wyznaczone geometry-
cznie przez hiperbole jako proste prze-
chodzace przez jej érodek symetrii i
tworzace kat o tej wlasnodei, ze proste
przechodzace przez srodek symetrii
hiperboli i lezace miedzy ramionami
tego kata przecinaja hiperbole, a lezgce
poza jego ramionami — nie przecinajg.
Gdy asymptoty sa prostopadle, to
hiperbola nazywa sie réwnoramienng.

/

Rys. 37.

Poniewaz osie symetrii hiperboli sg dwusiecznymi katéw utwo-
rzonych przez asymptoty, wiec i one s jednoznacznie wyznaczone
przez hiperbole.

Jedna z tych osi symetrii przecina hiperbole w dwéch punktach zwa-
nych wierzchotkami hiperboli. Odcinek o dlugosdei 2a, laczacy te wie-
rzchotki nazywa sie osig rzeczywistq hiperboli.

Asymptoty odcinaja na prostej réwnoleglej do drugiej osi symetrii
i przechodzacej przez koniec osi rzeczywistej odeinek o dlugosci 2a,.

Odeinek o dlugosci 2a, lezagey na tej drugiej osi symetrii i majacy
érodek w érodku symetrii hiperboli nazywa sie osig urcjong hiperboli.

Liczby a, i a, zostaly w ten sposéb wyznaczone jednoznacznie przez
hiperbole.

2a -~ e s e
Stosunek ‘;‘L—g:V e2—1 dlugoéci osi urojonej do dlugosci osi rzeczy-

wistej pozwala znalezé liczbe e czyli mimosrod hiperboli.

Mimoéréd ten jest niezmiennikiem podobienstw i to niezmiennikiem
charakterystycznym, bowiem podobienstwo f(x,, 2a)=(% 2y, #°%;) 0
spélezynniku »>0 przeksztalca hiperbole o réwnaniu (14) na hiperbole
o réwnaniu

zi Ty 31—,

- 2

(ay)*  (2s)

2 2

: . sz R . - . B

majacg ten sam mimosréd e. Jezeli zas réwnanie _—i—:;—l:O
a: a:

3

i réwnanie (14) okreslaja hiperbole o jednakowych mimoé}odach,

11 K. Borsuk. Geometria analityezna
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Gy QA a, a, . a iy . . .,

to =2=-%, skad -'=-2. Biorgc »=—* widzimy, %e podobiefistwo f o
Gy @y a; Qy a4

spélezynniku » przeksztalca jedna z tych hiperbol w druga.

Przez uklad swych osi z podaniem, ktéra z nich jest rzeczywista, a
ktéra, urojona, hiperbola jest jednoznacznie wyznaczona.

Natomiast zmieniajac role osi, przejdziemy od hiperboli danej do
tzw. hiperboli z nig sprzetonej.

Dla hiperboli o réwnaniu (14) sprzezong bedzie hiperbola o réwnaniu
21 j—.
a4 &

Hiperbole sprzezone sg przystajace jedynie wtedy, gdy sg réwno-
ramienne.

Ogniska (u, 0) i (—u, 0) leZza na osi symetrii zawierajacej o§ rzeczy-
wistg, hiperboli, przy czym — wobec (16) — polozenie ich jest jednozna-

d U L. .
T polozenie kierownic

cznie wyznaczone przez ¢, i a,. Wobec V=7

jest tez jednoznacznie wyznaczone.

W ten sposéb okazalismy, ze hiperbola posiada dokladnie dwa ogniska
© dwie odpowiadajgce im kierownice.

Przeksztalcenie afiniczne, przyporzadkowujace kazdemu punktowi
(21, 7o) & Cp punkt (2, Tp)= (0,24, @y x,), przeksztalea hiperbole réwno-

2 72
. , . . . L Xy X
ramienng o réwnaniu 22—z —1=0 na hiperbole o r6wnaniu —:—-—é~ 1=0,
‘ 2 q
1 %

réznigeym sie od réwnania (14) jedynie oznaczeniem spéhrzednych.

Wynika stad, ze katda hiperbola jest obrazem afinicznym hiperbols
rownoramiennej o réunaniy x?—xl—1=0.

A wige z punktu widzenia geometrii afinicanej hiperbole mie réimig
ste miedzy sobg.

Z réwnania (14) wynika, ze hiperbola skiada sig z wykreséw dwéch
funkeji ciaglych:

@, 4 ——— P p—
w=rValtal m=—21g14a.
Qg Qy 2 2

Wykresy te nazywajg sie gateziami hiperbols.
) Sa one symetrycznie polozone wzgledem osi Z; 1 nieograniczone.
Ze pojecie galezi hiperboli ma charakter niezmienniczy, wynika z uwagi,
ze galezie te daja sig okreslié jako czedei hiperboli, lezace w péiplasz-
czyznach dopehiajacych prostej zawierajacej of urojona.

Podobnie jak elipsa, réwniez hiperbola daje si¢ przedstawié przez
réwnania parametryczne, a mianowicie w sposéb nastepujacy:

icm
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241 2—1 .
“'1‘—3:—’ Ty=p(t)=ay-—, gdaie t=0.

I

(18) xy=q(t)

Istotnie, jezeli punkt p=(z,, z,) otrzymujemy z tych réwnan dla
pewnej warto$ci parametru ¢, to

S e 2V S it V&
@ a 42 42

2 2
;“C; aﬁ

—1=0,

a wiec p lezy na hiperboli. Na odwrét, jezeli punkt p=(xy, 2,) jest punktem
hiperboli, to ﬁ-!—9—63#0. ‘Wéwezas:
a;  da

2 2
& x3+2 1%y 1
9 2 .
o B S M Mc.
pl=t—)=a," =y
a,  a, 9(x1 xz)
(=12
Gy Qg
9 9
oraz .’L‘; , xé 9 Xy X
T2 ———
Xy | Xy a’; aé ay - s
Y =T =y =Xy,
ay 9 C’31_}_547_2
a, a,

a wiec (p(?), p(f))=p. W ten sposéb zbiér punktéw postaci (p®), ()
okazal sie identyczny z hiperbola o réwnaniu (14).

Podobnie jak dla elipsy, mozemy podaé¢ inng geometryczng defi-
nicje hiperboli, nie poslugujaca sie pojeciem kierownicy. Zachodzi
mianowicie nastepujace

Twierdzenie. Hiperbola o danych ogniskach py i p, oraz danej diugosci
0si rzeczywiste] 2a,<p(Pg Po’) jest identyczna ze zbiorem punktéw p
plaszczyzny, dla kiérych odlegloscy od ognisk réimig sig 0 2ay.

Dowdd. Bioraec o,=o(p, py) 1 es=0(p, py’), mozemy warunek ten
napisa¢ w postaci alternatywy

o1—0=20; lub pg,—g;=20a;.

Poza tym mamy dla kazdego punktu p & C, nieréwnosci g;+g,+2a,>0
-oraz 0;-+0s—20,=p (Pg; Py’)—2a,>>0. W rezultacie warunek nasz réw-
nowazny jest zaleznosei

(03 05—20) (01 02+2;) - (01— 02+ 281) - (— 01+ 051+ 20,)=0,
ktéra., po wykonaniu rachunku przeprowadzonego juz w przypadku
elipsy, okazuje sie réwnowazng zaleznosci

x?- (a3 —u?)+-al -2} +a} - (WP—ai)=0;
wobec (16) daje sie ona tez napisaé w postaci —a?-z?+a3-2}-+a?-a;=0,
co jest réwnowazne réwnaniu (14).
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CWICZENIA. 1. W tréjkacie, ktorego jeden wierzcholek p lezy na hiperboli,
dwoma za$ pozostalymi sa ogniska tejze hiperboli, poprowadzono dwusieczng
kata przy wierzcholku p. Okazaé, ze ma ona z hiperbolg jedynie punkt p wspélny.

2. Okazaé, ze jedli punkty p i g nalezace do jednej galezi hiperboli leza w résnych
poiptaszezyznach dopehiajacych pewnej prostej L, to prosta ta przecina hiper-
bole.

BS Okazaé, ze dopeienie hiperboli o ogniskach p,, p, oraz srodku ¢ jest suma
trzech zbioréw rozlacznych 17, V' i U, przy czym punkt p nalezy do V, V' lub

U zaleznie od tego, ktéry z odeinkéw ?—’Es ;g;;, pc jest rozlaczny z hiperbola.
Okazag, ze zbiory Vi ¥’ sa wypukle. Zbiory te tworza tacznie tzw. wnetrze hiperboli.
4. Niech L bedzie prosta przecinajgea hiperbole w punktach p, ip,, a jej asymptoty

w punktach g; i g,. Okazaé, ze odeinki p, ¢; i p, ¢, sa réwne.

5. Réwnanie postaci
3

2
TR
wi A

z

okresla dla kazdej wartofci parametru 1, réznej od 0 i od —u?, pewns elipse lub
hiperbole. Gdzie leza ogniska tych krzywych? Okazaé, ze przez kazdy punkt pla-
szezyzny nie lezacy na osi @; ani x, przechodzi dokladnie jedna elipsa i jedna
hiperbola, majace réwnania podanej postaci.

68. Réwnanie wierzechotkowe i réwnanie hiegunowe stozkowych.
Parabole, elipsy (wraz z okrggami) i hiperbole obejmujemy wspblng,
nazwg stotkowych, z przyczyn, ktére poznamy w rozdziale VIII, Nr
73. Zanwazmy, ze zadna z tych krzywych nie zawiera proste;.

Na zakoficzenie rozwazai najbardziej elementarnych wlasnosei
stozkowych, ktére byly przedmiotem Nr 65, Nr 66 i Nr 67, podamy
pewne wspélne dla nich réwnania.

Elipsa o réwnaniu (9) i hiperbola o réwnaniu (14) posiadaja jako
wspélne wierzchotki punkty p,=(e-ay, 0), gdzie e=41. Poddajac
krzywe te przesunigciu, przy ktérym wierzcholek p, przejdzie na pocza-
tek ukladu, otrzymamy krzywe przystajace (a wiec znowu elipse 1
hiperbole), ktérych réwnania powstans przez zastapienie w réwnaniach
(9) i (14) 2, przez z;+¢-a;. Otrzymamy odpowiednio réwnania

3

2 2

% +2e a2 +ay +2
a? az
-4 2

92

2 2 2
i +2e-ay 2y ta; ¥
2 2

a? aj

=1’

2

a’ 2
ktére, przyjmujac p=—e-a, i q:—; dla elipsy, za$ q:—-ﬁl
a‘)

pri dla hiperboli,

mozemy napisaé¢ w postaci
(19) xf—prl—]—q:ifj:O.
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A wiee kaida elipsa i kazda hiperbola, ktéra przechodzi przez
punkt 0 i dla ktérej of x, jest osia symetrii przechodzacy
przez dwa wierzchotki, posiada réwnanie postaci (19), przy czym
dla elipsy jest ¢>0, za$ dla hiperboli jest ¢<0. Na odwrét,
jasne jest, ze dla dowolnie danego p=+0 oraz ¢>0 wystarczy

i 2
przyjaé¢ a;=|p|i a,_,:]/' l:—, aby przez przesuniecie, przy ktérym poczatek
q

ukladu przechodzi na punkt (—p, 0). otrzymaé z krzywe] o réwnaniu
(19) elips¢ o réwnaniu (9). Podobnie dla dowolnie danego p==0 oraz
q<<0 wystarczy zalozyé¢ a,=p| i a2=]/ _](f, by, stosujac znowu to
samo przesuniecie. otrzymac z krzywej o r«l:‘)vmanju (19) hiperbole o
réwnaniu (14). Zauwazmy wreszcie, Ze przy podstawieniu g=0 réwnanie
(19) staje sie (dla kazdego p=-0) réwnaniem paraboli posiadajacej wie-
rzcholek w punkeie (0, 0), a of z; jako of symetrii. Mozemy wiec wypo-
wiedzieé nastepujace

Twierdzenie. Kaida stozkowa posiadajgca wierzcholek w punkeie (0, 0)
© 08 x jako 08 symelrii ma réumanie postaci (19). Na odwrét, kazde réwnanie
postaci (19). gdzie p=F0, okresla w plaszezyinie C, stotkowq, kiérej osig
symetrii jest os 2. jeden zas z wierachotkéw lezy w punkcie (0, 0). Stozkowa
ta jest elipsq. jezeli g>0, paraboly, jeieli q=0 i hiperbolq, jezeli q<0.

Réwnanie (19) nazywa sie wierzcholkowym réuwnaniem stozkowych.

Podamy jeszeze wspélne réwnanie dla wszystkich stozkowych, ktére
majg dane ognisko p, i dang kierownice L, postugujac sie biegunowym
ukladem spélrzednvch.

Punkt p, obierzemy za biegun tego ukladu, za$ za of biegunows
wezmiemy pélprosta, wychodzaca z p, i przecinajaca L, prostopadle.
W ukladzie prostokatnym, ktérego poczatkiem jest p, i ktérego dodatnia
pélprosta osi z; pokrywa sie z osig biegunows, réwnanie kierownicy
ma postaé x;=d. Oznaczajac dalej przez r i  promiert wodzacy i ampli-
tude punktu p=(2,. ), mamy

xy=r-cosfl, wx,=r-sinh.

Wynika stad, ze g(p, L)=|d—r-cosf|, a wiec na to, by punkt p
lezal na stozkowej o ognisku p,, o kierownicy L, i o mimogérodzie e,
potrzeba i wystarcza, by r=e-|d—r-cosf|, co moina tez wyrazié
w postaci alternatywy

r=e-d—e-r-cosf lub r=—e-d+e-r-cosf,
czyli -
r(l+4-e-cosO)=e-d lub r(l—e-cosf)=—e-d.
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Jezeli stozkowa jest elipsg lub parabols (tj. e=1), to drugie z tych
réwnan jest zbyteczne, nie jest bowiem spelnione przez zaden punkt
plaszezyzny, gdyz lewa jego strona jest mieujemna, prawa zas$ ujemna.
A wigc réwnanie elipsy i paraboli ma postaé

ed

(20) TZH—e-eos 6

Natomiast w przypadku hiperboli mamy dwa réwnania (odpowiadajgce
dwém galeziom hiperboli):
ed —ed

=1—|—e-cos V] fab r=1—e-cos 6

(209) r

Jezeli jednak dopuécimy réwniez ujemne wartosei promienia wodzg-
cego 7 (jak to podane bylo w koticu Nr 4), to oba réwnania (20*) okregls
ten sam zbiér punktéw plaszezyzny, gdyz punkty b(r, 0) i b(—r, H4m)
sy identyczne, a jesli liczby r, 6 speniajg pierwsze z réwnan (20%), to
liczby —r, 0+ spelmiaja drugie z nich i na odwrét.

Przy takim -wiec pojmowaniu spéhrzednych biegunowych wspélne
réwnanie wszystkich stozkowych o ognisku (0, 0) i kierownicy przeci-
najgcej prostopadle o§ biegunows ma postaé (20).

CWICZENIE. Okazaé, 7e w biegunowym ukladzie spolrzednych wspélne
réwnanie wszystkich stozkowych, majacych jedno z ognisk w biegunie, ma postaé¢

1
;= cos 0+b sin 6+c, gdzie @, b i c+0 sa dowolnymi statymi. Od czego zalezy,

czy krzywa, okreslona przez to réwnanie jest elipsa, parabola czy hiperbola?

69. Przyklad krzywej trzeciego stopnia. Podamy obecnie przyklad
prostego zagadnienia geometrycznego, prowadzacego do krzywej alge-
braicznej trzeciego stopnia. Niech bedzie dany okrag S, a na nim punkt
Py, 28§ Ly niech bedzie prosta, nie przechodzacs przez p,. Kazda prosta
L przechodzaca przez p, i nie réwnolegla do L, przecina S w jeszeze
jednym punkeie p, (ktéry pokrywa sig¢ z p,, gdy L jest styczng do S),

—_—
za$ prosta L, w p,. Koniec p wektora p, p, réwnego wektorowi 2;1_;)2,

opisuje pewng krzyws K (rys. 38), zwang kubikq kolistq jedmobieing.
By okazaé, ze jest to krzywa stopnia trzeciego, obierzmy uklad

spélrzednych tak, zeby réwnanie okregu S miato postaé

(21) zitai=a?, gdzie 0>0,

a prosta L, zeby miala réwnanie

(22) x=c.

[Nr 69] Przyklad krzywej trzeciego stopnia 167
I,

L, : L
\

T

Riys. 38.

Réwnanie prostej L, przechodzacej przez punkt py=(a,,a,) i nie
réwnoleglej do L,, ma wéwczas postaé

(23) Ty=0st+a- (T, —a,),

gdzie a oznacza tangens kata, ktérego poczatkowe ramie leiy na osi
z,, koricowe za$ na L.
Z réwnan (21) i (23) znajdujemy spélrzedne punktu p,, a mianowicie:

2 2a
= (al—‘i‘_l_—a"z ‘(o tagy), a;— s (a1+aa,2)),
zaé z réwnan (22) i (23) znajdujemy:

Pe= (c> a,+a (c“al)) -

Wynika stad, ze punkt p=py+(p,—p;), przebiegajacy krzywa K,
wyraza sie w zaleznogei od parametru a jak nastepuje:

2 i 2a ]
p:(xl’ 952): (C+1+ 2 : (a‘1+a : “2): 22 i (c“al)_}_l_yr o2 . (a'lTaaﬁ))'

Poniewaz punkt p lezy na prostej L, wiec krzywa K daje sie tez okres-
lié przez réwnania

(24) a* (Xy—a,)=2s—0s.
2 . l‘ .a)
(25) $1—0=m (alTa 2).
Ograniczajac sie na razie do tych punktéw krzywej, dla ktérych
. Xo—Ay . ..
x,=a,, mozemy z réwnania (24) wyznaczy¢ a=_———=1 podstawiajac
) 1%

do réwnania (25) dojs¢ do réwnania trzeciego stopnia:

(26) (2y—ca)[ew} o] —2 (201, ) +a?]—2 (X, —a) (&, %y Ty —a%)=0.
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Jezeli prosta L, ma z okregiem: § co najmniej jeden punkt wspdlny,
to réwnanie (26) réwnowazne jest ukladowi réwnai parametrycznych
(24) i (25), gdyz dla 2,=a, zaréwno z ukladu (24) (25), jak i z réwnania
(26) znajdujemy z,=a,. W przypadku zad, gdy prosta L, nie przecina
S, punkt (aq, @) spelnialby réwnanie (26), nie spelnialby natomiast
(przy uwzglednieniu jedynie rzeczywistych wartodci parametru «)
réwnania (25).

Opierajac sie na definicji geometrycznej, ktéra stuzyla nam za punkt
wyjcia, dodé tatwo zorientowaé sie co do ogélnej postaci kubiki kolistej
jednobieznej.

W przypadku, gdy L, przechodzi przez srodek okregu S (czyli, gdy
¢=0), krzywa ta nosi nazwe strofoidy, w szezegdlnosci zas strofoidy
prostej, jezeli prosta L, jest prostopadia do promienia lgczacego érodek
okregu S z punktem p,.

Wéwezas mamy np. p,=(a, 0) i réwnanie (26) ma postadé:

2y (@32 —2ar,+0%) — 2-(x,—a): (@x;—a2)=0.

Porzadkujac je wedlug malejacych poteg zmiennych, mozemy je
napisa¢ w postaci:

27) &y (2} +al)—4ax?+ 50t —2a=0.

Krzywa przedstawiona przez réwnanie (27) jest stopnia trzeciego, gdyz

np. prosta wz=£i przecina jg dokladnie w trzech punktach.

% Istotnie, lewa strona réwnania (27) przyjmuje
po podstawieniu xz———g postaé wielomianu
. a?
. W)=, - (xl’ +1—6) —4dax?+ 5a*e, —2ad,
przy czym
3
W(0)=—2a3<0; W (a) 2‘1‘_6> 0;
/ . (3a a® a3
. ‘ . W (“2—)——3_2<0, IV(QCZ)=—8->O,
\ skad wynika, Zze réwnanie W (2;)=0 ma do-
kladnie 3 pierwiastki rzeczywiste z;, z), 2
takie, iz
' "n 3“ "
O<x1<a<x1 <T<Z'1 <2a.
Z réwnania (27) wynika od razu, ze strofoida
prosta jest symetryczna wzgledem osi z,. Stro-
Rys. 39. foida prosta przedstawiona jest na rysunku 39.
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CWICZENIA. 1. Okazaé, ze prosta x,=0 jest jedyna osig symetrii strofoidy
prostej o réwnmaniu (27).

2. Okazaé, ze krzywa okreslona przez réwnania parametryczne r= , oraz

1+
tf‘.
Y = 1_—]—[3’ zwana liseicm Kartezjusza, jest krzywa stopnia irzeciego. Naszkicowaé

jej przebieg i znalezé o§ symetrii.

70. Przyklad krzywej czwartego stopnia. Przez ouwal Cassiniegol
rozumie sig¢ zhiér punktéw plaszezyzny, dla ktorych iloczyn odleglodei
od dwéch stalych punktéw jest staly.

Dobierzmy uklad spéirzednych tak, by punkty stale mialy postaé

p(]:(ui O)s p‘;z(—-u: 0)'
Punkty p krzywej sg wéwezas scharakteryzowane przez warunek

o(p. po)-0 (P, Po)=a?,
gdzie @ jest stala dodatnig. Warunek ten jest réwnowainy zaleznodci
0 (P, Po)2 0 (p, py)2=a*, ktérej przy uzyciu spélrzednych z;, 2, punktu
p mozemy nadaé postaé réwnania [(x,—u)2-+a2]-[(z,+u)+23]=a%,
czyli réwnania

(28) (224224 u?P—4-u? 22 —a*=0.

W ten sposéb otrzymalismy
réwnanie owalu Cassiniego. Z /\/\
réwnania tego wynika, ze krzywa ' . - =
ta jest symetryezna wzgledem osi fe ‘
spéhrzednych oraz wzgledem po- \/\j

czatku ukladu. Jest to przy tym
krzywa ograniczona. Rysunek 40
przedstawia owal Cassiniego o x
réwnaniu (28), gdy 2a>>0 (po, 1),
a rysunek 41, gdy 2a<<o(Po. Po)-

W przypadku réwnoéci 2a=

=0 (o> Po)s ti- gdy stala a réwna /n—\ 0
jest polowie odlegtosci punkt-éwU
Py 1 py, owal Cassiniego nazywa Rys. 41,
sie lemniskatq.

Réwnanie jej otrzymamy podstawiajac do (28) u=a. Przybierze ono
postaé

N\,

1 (3. Cassini, astronom wloski z XVII wieku.
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(29) (2 4-22)2+2a2- (2] —2])=0.
Lemniskata jest krzyws czwartego stopnia, gdyz przecinajac ja

P’ . a . . .
prosta L o réwnaniu Ty=3 otrzymujemy rownanie

a2\2? a2
( ‘12'*‘ ‘9—) +20% - ('9— "‘-%‘f) =(),

czyli 16 2 o 19 0
.’E;———g"az x;—{——s—i at=0.

Réwnanie to ma cztery réine pierwiastki rzeczywiste, bowiem

(g-az)z——g, a4=g-a4> 0, przy czym 1—96-:az>0; i §-a4>0.

A wige prosta L przecina lemniskate w czterech punktach.

Wobec symetrii lemniskaty wzgledem osi spéhrzednych, dla zoriento-
wania si¢ w jej przebiegu wystarczy zbadaé ja w pierwszej éwiartee
plaszezyzny, tj. dla 2, i =z, nieujemnych. Jasne jest, ze ta czedé
lemniskaty jest identyczna z wykresem funkcji, ktérg otrzymamy
rozwigzujac réwnanie (29) wzgledem =, przy zalozeniu, ze z,>0 i z,=0.
Otrzymamy

z,=V —a2—a2-ta V 422 4a?,
gdzie Oéxléa]/ 2, przy czym w koricach tego przedzialu funkeja pod-

pierwiastkowa znika, we wnetrzu za$ jest dodatnia. Eatwo tez stwierdzié
(stosujac np. najprostsze twierdzenia rachunku rézniczkowego), ze

. . . oy -

funkeja ta rosnie wraz z x;, w przedziale 0<x1<§ Vs, maleje za$ w prze-
O

dziale §V3<x1<a]/§. W punkeie x1=g l/'8 osiaga ona swe maximum

réwne V —(a*+2a?)+alV 3a2+a2=};w'

A wieec lemniskata lezy w
prostokacie zawartym miedzy
prostymi z,=4al/2 i xz—_::t%’

oraz ma ksztalt podobny do
6semki. Przedstawia jg rysunek
Rys. 42. 42,
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CWICZENIA. 1. Naszkicowaé owal Cassiniego okreslony przez réwnanie

2 3
(28) w przypadkach, gdy u =3 igdy u =3 * @. Czy otrzymane krzywe sa czwartego
stopnia?
2. Okazaé, ze w biegunowym ukladzie spétrzednych réwnanie r2—a? - cos 20=0
okresla lemniskate.

71. Przyklad krzywej przestepnej. Obrét plaszezyzny o kat ¢, super-
ponowany z przesunieciem o [rt, 0], moze byé interpretowany kine-
matyeznie jako ruch sztywny plaszezyzny, przy ktérym okrag o srodku
0 i promieniu r toczy sie po prostej o réwnaniu z,= -—r, zwanej podstawq.

Poniewaz obrét o kat ¢ wyraza sie (jak wiemy z Nr 9) wzorem

fi(y, 2o)=(2, - cos {—x,-sin f, x;-sin {4z, cost),
wiec toczenie sie, o ktérym mowa, jest okreslone przez wzér
(30) @; (25, p)= (- cO8 t—xy-sin t4-r-¢, x,-sin -z, cos ).

Ustalajac punkt (z, z,)=(s,, a,), mozemy interpretowaé¢ réwnanie
(30) jako réwnanie parametryczne pewnej krzywej, ktorg opisuje punkt
@ sztywno zwigzany z toczacym sig kotem. Zauwazny, ze jezeli b=(b,, b,)
jest jakimkolwiek innym punktem plaszezyzny, dla ktérego o(a, 0)=
=g(b, 0), to istnieje obrét o kat a, przeprowadzajacy a w b, skad

b=(a,"cos a—a,'sin a, a,-sin a+4a,- cos a).
Wynika stad, ze

qyt(b):(al-(cosa-cost—sin a-sint)—a,- (sin a- cosi+-cos a-sint)-+-ri,
@, (cos a-sin t+-sin a-cos t)-+a,- (cos a-cos i—sin a-sin t)):
= (a, - oS (att)—ay sin (a-+1)+rt, a;-sin (a-+1)+a,° cos (a-+1)) =
'__"(pﬂ—'r((a')—(ra’ O)a

a wiec krzywa opisywana przez punkt b przystaje do krzywej opisywanej
przez punkt a. Wynika stad, ze poznamy wszystkie krzywe, jakie opisujg
punkty sztywno zwiazane z kolem toczacym sie po prostej, jesli zbadamy
krzywe opisane przez punkty postaci a=(0,¢), gdzie ¢=0. Wobec
wzoru (30), parametryczne réwnanie takiej krzywej ma postacé:

p,==(rt—csint, c cost).
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Rys. 45.

W przypadku ¢=0 punkt p, opisuje o¢ %y, w przypadku 0<c<r
krzywa opisywana nazywa sie cykloidg skrécong (rys. 43), w przypadku
c=r—cykloidq zwyczajng (rys. 44), a w przypadku ¢>r cykloidg wy-
dluzong (rys. 45).

Sposéb ich powstawania pozwala z tatwoscia wyobrazié sobie w przy-
blizeniu ich ksztalt. Dokladniejsze jego zbadanie nalezy raczej do zakresu
rachunku réiniczkowego. Tutaj jedynie zauwazymy, ze dla c==0 sg
to krzywe przestepne, bowiem prosta Z,=0 przecina kazds z nich w
2k+1

nieskoficzenie wielu punktach, ktére otrzymujemy przy t= 5

7T,
gdzie & przebiega wartosci calkowite.

CWICZENTIA. 1. W spolrzednych biegunowych réwnanie postaci r=gq - (0-+0),
gdzie o jest stala réina od zera, b stala dowolng, a 6 przybiera wartosci takie,
by a64b bylo nieujemne, okregla krzywa zwang spiralg Archimedesa®.

Okazad, ze jest to krzywa przestepna.

2 Archimedes, znakomity matematyk grecki. Zyt w Syrakuzach w IIT wieku
przed Nar. Chr.
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Przy pomocy dwéch spirali Archimedesa rozeigé plaszezyzne na dwa obszary
przystajace.

2. Po okregu nieruchomym o promieniu 1 toezy si¢ okrag zewnetrznie styezny
o promieniu 7. ZnaleZ¢ réwnanie krzywej, jaka opisuje punkt polozony na okregu
toczacego sie kola i sztywno z kolem tym zwiazany.

Krzywe tego typu nazywajg sie epicykloidami.
12
33
Okazaé, ze jezeli r jest liczba niewymierns, to otrzymana krzywa jest przestepna.

1
Naszkicowaé te krzywe w przypadkach, gdy r=1, 2, 5

3. Jezeli w éwiczeniu 2 zalozenie styeznosci zewnetrznej zastapié przez zalozenie
stycznosei wewnetrznej, to powstang krzywe zwane hipocykloidami.
1112
Naszkicowaé je w przypadkach, gdyr:;, I3 2.
Okazaé, e dla r niewymiernego sa one przestepne.
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ROZDZIAL VIII.
-
Przyklady powierzehni

72. Powierzchnie obrotowe. Niech L bedzie prosty w przestrzeni C,.
Dla kazdego punktu peC; oznaczmy przez S(p, L) okrag polozony
w plaszezyznie prostopadlej do L, ktérego Srodek lezy na L i ktéry prze-
chodzi przez p. W praypadku, gdy peL, okrag S(p, L) redukuje sie
do punktu p.

Niech teraz E bedzie dowolng figurs lezaca w C,.

Przez twdr powstaly przez obrét figury E dokola prostej L, zwanej

osig obrotw, rozumie¢ bedziemy sume wszystkich okregéw S(p, L),
gdzie p ¢ E (rys. 46). Twory powstajace przez obrét figury dokola prostej
nazywamy ogélnie obrotowyms.

Twierdzenie. Jezels figura E lezy w plaszczyénie x,=0 1 jest tam okreslona
przez. réwnanie f(xy, %,)=0, to twor F powsialy przez obrét figury E
dokola osi x, jest okreslony w Cy przez réunanie

(1) f(xl,l/x§+x§) . f(xl,—’l/xﬁj—l-mg)zo.

Dowéd. Osia obrotu L jest teraz of =z,.
Aby punkt p=(z,, x5, z;) nalezal do F,
potrzeba i wystarcza, by okrag S(p, L)
przecinal plaszezyzne H o réwnaniu z,=—0
w punktach, z ktérych co najmniej jeden
nalezy do E. Punktami przeciecia S(p, L)
z H (@, Vai+al, 0) i
(zy,— V2222, 0). A wiec warunkiem konie-
cznym i dostatecznym na to, by (z,, x,, %) ¢ F, jest spelnienie przy-
najmniej jednego z réwnah f(z, -l»""x§—|—x§)=0 lub f(z,, —V 22 +a)=
co jest réwnowazne réwnaniu (1).

Xy

sg punkty

Riys. 46.

Whniosek 1. Jezeli figura E okreslona w plaszczyinie x,=0 przez réw-
namie (2, T,)=0 jest symeiryczna wezgledem osi x,, to twér obrotowy F
powstaly przez obrét K dokola tej osi jest okreslony przez réwnanie
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(2) f(xl,l' g .’l'g') Q.

Wtedy b'owiem réwnania f(z,, 1 x‘g-{-x'é’):o i j(xl,_l ‘.?3—{—1‘:;’,):0
sg réwnowazne. :

Whniosek 2. Przez obrét krzywej algebraicznej stopnia <k dokola pro-
stej, lezqcej w jej plaszczyzme, powstaje powierzchnia algebraiczna stop-
nia =2k.

By to stwierdzié, dobierzmy uklad spétrzednych tak, by krzywa E
stopnia =k lezala w plaszezyinie 2,=0 i miala w niej réwnanie f(z,, 2,)=0,
gdzie f jest wielomianem stopnia =k, oraz by obrét odbywal sie dokola
osi #;. Grupujac osobno jednomiany wielomianu f zawierajace z, w pote-
gach parzystych, osobno za§ jednomiany pozostale, mozemy f przed-
stawié w postaci

[ (21, Zo) = (24, Z3) g p (21, 22),
gdzie ¢(z,y) i y(z,y) sa wielomianami, przy czym stopien wielomianu
@(xy, 22) wrgledem z; i x, jest =k, stopien za§ wielomianu (z,, 23)
wzgledem x; i %, jest =k—1. Réwnanie powierzchni obrotowej ma
wiec postaé

[ (@1, 23 +ad)+V @3+ a3 vy, 23423)]
[ @y, 224D —V a3 +a5- p (w0, 23-+a)] =0,

czyli (2, 22 +23) —(@2+23) -y (2, 22+25)°=0. Lewa strona ostatniego
réwnania jest wielomianem stopnia =2k.

Whniosek 3. Jezeli krzywa algebraicana E stopnia k, leigea w plaszczy-
nie x,=0, ma réwnanie f(x,, x,)=0 stopnia k, przy czym x, wystepuje
w f jedynie z wykladnikami parzystymi, to powierzchnia F, powstajaca
praez obrét krzywej E dokola osi x, jest stopnia k.

Istotnie, zachowujae poprzednie oznaczenia, mamy wéwczas 9 (Zy, %)
réwne tozsamodciowo zeru, co pozwala réwnanie powierzehni F napisaé
w postaci @ (2, 22+a5)=0. Jest to réwnanie k-tego stopnia. Gdyby
zaé istnialo dla powmrzchm F réwnanie ¢* (2, Xy, #3)=0 stopnia <k,
to @*(@,, T, 0)=0 byloby réwnaniem stopnia <k krzywej E, wbrew
zalozeniu, ze jest to krzywa k-tego stopnia.

Uwaga. Krzywa algebraiczna E o réwnaniu f(z, 2,)=0, gdzie f
jest wielomianem zawierajacym x, jedynie w potegach parzystych,
jest oczywidcie symetryczna wzgledem osi z; (okazalismy to w postaci
og6lniejszej w Nr 63), ale nie na odwrot Np. réwnanie z, - 2,=0 okresla
krzyws symetryczng wzgledem osi x;, ale powierzchnia, jaka powstaje
przy obrocie tej krzywej dokola osi z;, ma réwnanie stopnia trzeciego

(xg—i—x.) 0, nie bedac stopnia =< 2.
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CWICZENIA. 1. Znalezé réwnanie powierzehni powstale] przez obrét prostej
laczacej punkty (1, 1, 1) i (0, 1, 0) dokola osi ;.

2. Okaza¢, ze powierzchnia powstata przy obrocie elipsy 7 - 2zf —1=0 dokola
prostej L lezacej w plaszezyznie o réwnaniu ;=0 jest drugiego stopnia, gdy L
jest osia z; lub x,, cawartego za$ stopnia przy kazdym innym wyborze prostej L.

3. Czy przy obrocie tworu przestgpnego powstaje zawsze twor przestepny?

4. Okazaé, Ze twor podobny do tworu obrotowego jest zawsze tworem. obroto-
wym.

73. Walee i stozki. Obracajac prosta dokola osi lezacej z nig w jednej
plaszezyinie, otrzymamy powierzchnie, zwana walcem obrotowym lub
stozkiem obrotowym, zaleznie od tego, czy obracajaca sig prosta jest, czy
nie jest réwnolegla do osi obrotu.

W pierwszym przypadku mozemy zalozyé, ze prosta lezgca w plasz-
czyznie z;=0 o réwnaniu z,—a==0 obraca si¢ dokola osi ;. W mysl
tw;erdzglzla, z Nr 72 powstanie wige powierzchnia o réwnaniu postaci
(Vv wi+ai—a)- (1 22 +a5+a)=0, czyli
(3) xl+ai—a?=0.

Jest to powierzchnia drugiego stopnia, degenerujaca sie do osi
gdy a=0. ’

Réwnanie (3) uwazaé mozemy oczywiscie za réwnanie okregu lezgcego
w plaszezyinie osi x, 1 2.

Walec obrotowy sklada sie wiec ze wszystkich prostych przechodzg-
cych przez punkty tego okregu i prostopadlych do plaszezyzny H,
w ktérej okrag ten lezy.

Podobnie, biorae zamiast okregu dowolns stozkows S lezaca w H i
pronadzadc _przez jej punkty proste L prostopadie do H, otrzymamy
powierzchnie W zwang walcem o podstawie S i tworzqcych L.

Wal'ec W nazywa si¢ parabolicanym, eliptycznym lub hiperbolicanym,
zaleznie od tego, czy S jest parabola, elipsa czy hiperboly. Z wypro-
wadzonych w Nr 65, 66 i 67 réwnan tych kizywych wynika, ze w prze-
strzeni C; réwnanie

okregla walec parabéliozny,

!z
2 T3 1 s .
s t—=—1=0 okresla walec eliptyczn;
2 @ yozny,
2 2
R S re —_
n 2= okresla walec hiperboliczny

o tworzaeych réwnoleglych do osi ;.

Zauwaim;y’r przy tym, ze zaden z tych walecéw nie zawiera innych
prostych préez swych tworzacych. Istotnie, gdyby. przez jakié punkst p,
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walca W, préez tworzacej L, przechodzila jeszeze inna prosta L' lezaca
na W, to wszystkie tworzgce walca przecinajace L tworzytyby plaszezyzne
H' zawarta w W, ktérej przeciecie z plaszezyzna H byloby prosts, zawarts
w podstawie walca, ktéra jednak, jako stozkowa, prostej nie zawiera.

Widzimy stad, Ze tworzace walca W sa przez walec ten wyznaczone
jednoznacznie. Tym samym jednoznacznie wyznaczona jest i podstawa,
gdyz jasne jest, Zze wszystkie przekroje walca plaszezyznami prosto-
padiymi do tworzacych sa przystajace. '

Przechodzgc teraz do stozka obrotowego, obierzmy uklad spéirzed-
nych tak, by o obrotu pokrywala sie z osig =, za§ punkt jej przeciecia
z prosta obracans pokrywal sie z poczatkiem ukladu. Wéwezas prosta
obracana ma w plaszezyinie z;=0 réwnanie postaci z,—a,-x,=0,
skad wynika, wobec twierdzenia z Nr 72, ze réwnanie stozka ma postaé
(@, —a, Ve +a2)- (w+a, Va2 +ad)=0, czyli
(4) ¥} —a} - (%3 +a5)=0.

W przypadku a,=0 stozek degeneruje sie do plaszezyzny z,=0,
w przypadku za§ a,==0 jest on powierzchnig drugiego stopnia, gdyz
prosta przechodzaca przez punkty (1,0, 0)i (1, 1, 0) przecina go doklad-

1
nie w dwéch punktach (1, —, 0)1 (1, —-1—, 0).
ay ay

7 réwnania (4) wynika, ze stozek jest symetryczny wzgledem kazdej
z plaszezyzn spélrzednych, jak réwniez wzgledem osi spéirzednych oraz
Wiglqdem poczatku ukladu. Poczatek ukladu spolrzednych jest wiee
érodkiem symetrii stozka (jak latwo zauwazyé — jedynym).

Nazywamy go wierzchotkiem stozka, proste zas przez niego przechodzace
i zawarte w stozku — fworzgcymi stozka.

Dla dowolnej liczby a,>>0 wezmy pod uwage przeksztalc?nie
przyporzadkowujace punktowl (#y,2,%5) s 03 punkt (@, dy 2, 73). Jest
ono, méwige obrazowo, wydiuzeniem (lub skréceniem) w._kiernnkd
osi z, w stosunku a,: 1.

Po tym przeksztalceniu stozek obrotowy (nie zdegenerowany do
plaszezyzny) o réwnaniu (4) przejdzie na powierzchnie 0 réwnaniu

. s ne,

zwang stozkiem eliptycznym.

Zajmiemy sie teraz dowodem twierdzenia, ktére uzasadni wprowa-
dzong poprzednio dla parabol, elips i hiperbol laczna nazwe stozkowych.
 Twierdzenie. Kaida stozkowa daje sie otrzymaé jako przeké] pewnego
stozka obrotowego pewnq plaszczyzng.

12 K. Borsuk. Geometria analityczna
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Dowéd.! Poniewaz przecinajac stozek obrotowy plaszezyznami prosto-
padiymi do osi obrotu otrzymaé mozna oczywitcie kazdy okrag, mozemy
wiec ograniczy¢ sie do przypadku stozkowej nie bedacej okregiem.

Niech dana stoikows bedzie najpierw parabola

. o réwnaniu
x~z
6 D . — —2=
(6) 2y — =0
Wezmy pod uwage punkty c=(—d, 0, —aV's).
Okazemy, ze na to, by punkt p=(,, z,, 0) speiak
réwnanie (6), potrzeba i wystarcza, by prosta
laczaca ¢ z p byla nachylona do kierunku wektora
a:ll, 0, L VE] pod katem zz— Tym samym oka-
3 6 ‘
Riys. 47.

zemy, %e parabola (6) jest przekrojem

'plaszczyzn@ x,=0"stozka obrotowego o wierzcholku ¢ i osi réwnoleglej

do a, ktér:ago tworzace nachylone sa do osi pod katem gg (rys. 47).
Poniewaz cos %: ; Vﬁ, wiee analityczne ujecie tego warunku ma postaé:

(Iopl- ajp=3-|alt- (p—c)%,
4

3 [(zy+d)*+25+3 - d?], co jest réwnowaine réw-

czyli (z,+2- d)zzz

naniu (6).
- Niech teraz stozkowa bedzie badZz elipss
v (nie bedaca okregiem), badZ hiperbols (rys. 48 i
3 49). Réwnanie jej mozemy napisaé w postaci:

) S Y

gdzie ¢ jest réwne 1 dla elipsy, a —1 dla hiperboli,

Rys. 48 przy czym zachodzi nieréwnosé

2 a2
ai—e a3 >0.

1 Modyfikujac nieznacznie podany dowdd, latwo jest okazaé nieco wiecej,
a mianowicie, ze przecinajac plaszezyznami dowolnie dany stozek obrotowy,
mozna otrzymaé w przekroju kaidg elipse i kaidq parabole, jak réwniez kazda
taka hiperbole, ktérej asymptoty tworza kat nie wickszy od 2¢, gdzie ¢ oznacza
kat miedzy tworzacs stozka a jego osig obrotu. Hiperbol, ktérych asymptoty
tworzg kat wiekszy od 2a, nie mozna w ten sposéb otrzymad.
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. e-al
Niech ¢=\t, 0, "=—="="1 Okazemy, 7
> U, Y b my, ze na to,
V a?—ea ¥

by punkt p=(z,, z,, 0) spelnial réwnanie (7).
potrzeba i wystarcza, by cosinus kata ostrego,
pod ktérym prosta igczaca punkty ¢ i p nachy-
Iona jest do kierunku wektora

a:[l, 0, — % ]
Va —&- a3

2
1

RS
. F o a?

byt réwny l/ [ S

207 —e-al

Tym samym okazemy,

Rys. 49.

ze stozkowa (7) stanowi przekréj plaszezyzng r3=0 stozka obrotowego
o wierzchotku ¢ i osi réwnoleglej do-a, ktérego tworzace nachylone

r

/ 2
54 do jego osi pod statym katem ostrym « takim, ze cos azl’l %
2a%—e-al
Analityczne ujecie tego warunku ma postaé
——r a
ca)2=— L 12 (p—g)?
(Lep] 0= aft (oo,
czyli
ea. a2 |2
(xl—al)_' B) > gw =
a3y —E- a3
a? 202 —¢-a} ; a}
942 5 T3 s (xl_a'l)z—i_x;j S el B
a0y —Eg-ay;  ay—e-as ay —Ee-ag

Po latwym rachunku stwierdzamy, ze otrzymane réwnanie réwno-
wazne jest réwnaniu (7).
W ten sposéb dowdd twierdzenia zostal zakonezony.

CWICZENIA. 1. Okazaé, 7e przecinajac walec dwiema plaszezyznami réwno-
leglymi, lecz nie réwnoleglymi do tworzacych, otrzymamy przekroje przystajace,
a przecinajac stozek dwiema plaszezyznami réwnoleglymi, lecz nie przechodza-
cymi przez jego wierzcholek, otrzymamy przekroje podobne, przy czym spél-
czynnik podobieristwa jest réwny stosunkowi odleglosei tych plaszezyzn od wierz-
cholka.

9. Okazaé, ze kazda elipse mozna otrzymaé, przecinajac jeden dowolnie dany
stozek obrotowy rozmaitymi plaszezyznami. Czy w podobny sposb mozna tez
otrzymaé kazda hiperbole?

3. Zbadaé, od czego zalezy, czy przekroj stozka obrotowego jest elipsg, parabola
czy hiperbola.
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74. Elipsoida. Obracajac elipse dokola jednej z jej osi symetrii,
otrzyma%owierzchnig zwang elipsotdg obrotowq, przy czym nazywa

sie ona wydbuzong lub splaszczong zaleznie od tego, czy obrét odbywat
si¢ dokota wielkiej czy malej osi elipsy.
xz? 2
Poniewaz réwnanie elipsy daje sie napisaé w postaci a—é—l—ﬁ—l:O,
1 2

wige w my$l wniosku 3 z Nr 72 elipsoida powstajaca przy jej obrocie
dokola osi z; jest powierzchnig drugiego stopnia. Réwnanie jej ma
postad: i

(8) st +

2 2 2
1 Zy T2
2 2

@y

a

1=0.

Elipsoida jest wydtuzona, jezeli a,>a,, za§ splaszczons, jezeli a,<<a,.

Jezeli a;=a,, elipsa jest okregiem, a elipsoida obrotowa staje si¢ po-
wierzchnig kuli, ezyli tzw. sferqg dwuwymiarowq.

Podobnie jak elips¢ z okregu z3--23=a2, tak i elipsoide (8) otrzymaé
mozna ze sfery zl+al4aj=a? przez dokonanie splaszezeniar (czy
«wydtuzenia») w kierunku osi x, w stosunku a,:@,. Obierajgec dowolng
liczbe dodatnia a,, dokonujemy jeszeze jednego splaszczenia (czy wy-
diuzenia), tym razem w kierunku osi z; w stosunku a4:a,. Dokonujemy
wiee przeksztalcenia afinicznego, przyporzadkowujacego kazdemu punk-
towl (zy, %, T5) & C3 punkt (z,, x,, %'%).

P

X ) Elipsoida o réwnaniu (8) przej-
dzie przy tym przeksztalceniu na
powierzchnie o réwnaniu

2 2
T B N
2 aﬁ_{_ag ’

(9)

zwang elipsoidg tréjosiowq lub
% po prostu elipsoidg (rys. 50).
Rys. 50. Sposéb jej otrzymania pozwala
latwo wyobrazié sobie jej ksztalt.
Zauwaizmy poza tym, Ze przez przeksztalcenie afiniczne

Ty=01 Ty, Lo=02Ty; Tz=0y %y
; . R
przechodzi ona na sfere o réwnaniu 23423 -z =1.
A wige kaida elipsoida jest obrazem afinicznym sfery.

Z réwnania (9) wynika od razu, ze dla kaidego punktu (z,, z,, 2,)
elipsoidy jest |z;|=a,, a wiec kaida elipsoida jest ogramiczona.

icm

[Nr 74] Elipsoida obrotowa 181

Wobec wystepowania w réwnaniu (9) kazdej ze spélrzednych jedynie
w potedze drugiej, wnioskujemy dalej (na podstawie Nr 63), ze elipsoida
jest symetryczna wzgledem kaidej z plaszezyzn spéirzednych, osi
spélrzednych i poczgtku ukladu.

Pocaqiel ukladu spélrzednych jest wiee drodkiem symetrii elipsoidy o
réwnaniu (9).

Okazemy, ze Srodek ten jest jedyny. Istotnie, jezeli c=(c, cs, c5)
jest jakimkolwiek innym punktem przestrzeni C,, to prosta laczaca
0 z ¢ jest zbiorem punktéw postaci (i-cy, t-c, t-c5). Jej przeciecie z elipso-
idg okreéla réwmanie #2- (2—.%-!-2—;‘ +:—§]) =1, skad otrzymujemy dla ¢ dwie
wartoéci, rézniace si¢ znakiem, czyli dwa punkty elipsoidy p,, p,. Punkt
0 jest érodkiem odcinka p, p,, zatem punkt ¢==0 érodkiem symetrii
juz byé¢ nie moze.

A wiec elipsoida ma dokladnie jeden Srodek symetrii.

OkazaliSmy zarazem, ze kazda prosta, przechodzqca przez $rodek elipso-
idy, przecinag jq dokladnie w dwdch punkiach.

Elipsoide tréjosiows £ o réwnaniu

otrzymaliémy ze sfery S, o réwnaniu 2?+z2+4x;=a? przez poddanie jej
dwém deformacjom: skréceniu w kierunku osi z, w stosunku a;:a,
oraz wydtuzeniu w kierunku osi #; W stosunku a:a,. Dla kazdego punktu

—_—

p=(2,, %o, %) sfery S, oznaczmy przez u kat (0=u=r), jaki wektor op
tworzy z osig %, za$é przez v amplitude punktu p'=(xy, 2, 0) W
plaszezyznie zorientowane] x, z,. Mamy wéwezas przedstawienie para-
metryczne sfery przez réwnania:

Xy =0y SID U~ COS ¥ l ,
Zy=0y SN U sin v gdzie 0=u=ni 0=v=2m7.
Z3=@2"COS U J

Wynika stad przedstawienie parametryczne elipsoidy E przez réwnania

2,=0,"sin %-cos v [
Xy=0y" Sin % -sin v gdzie 0=u=<m i 0=v=2m.
Xy==0y" COS U l

Otrzymujemy stad dla kaidego punktu p=(z,, %5 zy) e B
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2(p, 0)*=aj sin® u- cos? v--a2-sin? u-sin? v+a; - cos? u=
J 5 9 9 B .
=al—[(ai—a?)-cos? v4(a5—a?)] sin? u.

Jezeli wige elipsoida jest rdznoosiowa, czyli 0<<a;<ay<<ay, to o(p, 0)
przyjmuje swg wartosé najmniejsza réwna a? jedynie wéwezas, gdy
p jest punktem p,=(a,, 0, 0) lub punktem p;=(—a,, 0, 0), warto¢é zas
najwickszg jedynie wéwezas, gdy p jest punktem p,=(0, 0, a;) lub
punktem py=(0, 0, —a,). Przez to okreglone sa w sposéb niezmienniczy
punkty p; ip; oraz py i p;. Punkty p,=(0, @y, 0) i py=(0, —ay, 0) s
woéwezas tez niezmienniczo okreslone przez prostopaditosé wektora
—_ — —_—

Py Ps do obu wektoréw p, P11 pg P

Punkty py, 9y, Do, Dy, Ps, Py Nazywaja sie wierzcholkami elipsoidy,
za$ odeinki p, p;, pg P, 1 P5 P, nosza odpowiednio nazwe malej, sredniej
i wielkiej osi elipsoidy.

Jezeli elipsoida jest obrotowa splaszezona, to okreslona jest w ten
sposéb tylko jej mala of p; p,, dwie za$ pozostale osie majs diugogei
réwne, a ich polozenie w plaszezyznie prostopadiej do osi malej sg nieozna-
czone. Podobnie rzecz si¢ ma z elipsoida obrotows wydluzona, gdzie
okreslona jest jednoznacznie tylko jej wielka o Dy Py, Pozostale zag
osie majg dlugodei réwne, a polozenia nieoznaczone.

Zauwazmy wreszcie, ze z rozwazani tych wynika, ze dla elipsoidy
tréjosiowej istnieja jedynie trzy plaszezyzny symetrii.

Odkladajac zbadanie dalszych wiasnosci elipsoidy do czasu, gdy
poznamy niektére ogélne whasnosei tworéw drugiego stopnia(Rozdz. X VIT ),
poprzestaniemy obecnie na udowodnieniu jednego twierdzenia o bardziej
specjalnym charakterze.

Twierdzenie. Dla kazdej elipsoidy tréjosiowe; istniejg dokladnie dwie
plaszczyzny  przechodzace przez drodek i przecinajgee  elipsoide wedlu?
okregéw. Dla elipsoidy obrotowej, nie bedacej sferq, plaszczyzna taka
istnieje tylko jedna.

Dowéd. Mozemy przyjaé, ze réwnanie elipsoidy Z jest postaci

(10) * aiﬂ__{_a_:"f*l*o dzie 0 - - .
22 2 T o =0, gdzie 0<a; =, =a; 1 a, <a,.
1 2 E
Wéwezas ———:L = 0 oraz _.1__._]'_ = bi LA
@ PERC ) przy czym obie te réznice
1 2 2 3

nie znikajg jednoczeénie. Wynika stad, ze réwnania:

——

1 1 1 1
(11) xl-]/——_=x3- 11
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T 1 11
12 Xy ———— e e W )
( ) 1 ] a,.;). a:% 3‘3 (l% a _: k]

sg réwnaniami dwéch plaszezyzn przechodzacych przez srodek elipsoidy,
ktére w przypadku elipsoidy obrotowej pokrywaja sie. a poza tym sg
rézne. Okazemy, ze kazda z nich przecina E wzdhuz okregu o érodku 0 1
promieniu @,. W tym celu wystarczy dowiesé, ze kazda z nich przecina
E wzdiuz tego samego zbioru punktéw co i sfere o réwnaniu

¥ xl
a; @@ al
czyli ze uklad réwnan (10), (11) jest réwnowazny ukladowi réwnan
(11), (13), a uklad réwnan (10), (12) ukladowi réwnan (12), (13).
Ot6z zaréwno z (11) jak z (12) wynika, ze

(14) BT
» 1
uklad za$ réwnan (10), (14) jest réwnowazny ukladowl réwnan (13), (14).

W ten sposéb okazaliSmy, ze plaszezyzny (11) i (12) przecinajg elipsoide
wzdluz okregéw.

Zauwazmy dalej, ze z réwnan (10) i (13) wynika réwnanie (14), réwno-
wazne oczywiscie alternatywie réwnan (11) i (12). Widzimy wiec, ze
sfera o promieniu a, przecina elipsoide wzdluz dwu okregéw.

Przypuéémy teraz, ze précz plaszezyzn H; i H,, okrelonych przez
réwnania (11) i (12), istnieje jeszeze inna plaszyzna H, przechodzaca
przez srodek 0 i przecinajgca E wzdluz okregu S. Punkt 0 bylby wow-
czas drodkiem S, za$ promien tego okregu r bytby réiny od a,. Niech
L oznacza prosts przeciecia plaszezyzn H, i H. Prosta L przechodzi
przez O i przecina elipsoide B w dwoéch punktach, oddalonych od 0 o
@, oraz w dwéch punktach oddalonych od 0 o 7, lacznie wige w czterech
punktach, wbrew temu, ze — jak okazaliémy — prosta przechodzaca
przez $rodek elipsoidy przecina ja zawsze w dwéch tylko p.u:ﬂktajch.
W ten sposéb przypuszczenie, ze istniejs jeszcze inne przekroje koliste
elipsoidy plaszezyznami przechodzacymi przez srodek, doprowadza do
sprzecznosci.

Whniosek. Elipsoida obrotowa, nie bedqca sferq, ma dokladnie jednq
08 obrotu. _
Istotnie, w my$l udowodnionego twierdzenia of ta jest jednoznacznie

wyznaczona przez warunek, ze plaszezyzny prostopadlie do niej przeci-
najg elipsoide wzdluz okregdw.


pem


184 ROZDZIAE VIII. Przyklady powierzchni

CWICZENIA. 1. Okazaé, ze dla kazdej elipsoidy B cC, zbiér C;—E rozpada
sie — i to jednoznacznie — na dwa zbiory, z ktérych jeden jest wypukly (tzw.
wneirze elipsoidy), kazdy zaé odeinek, laczacy punkty obu tych zbioréw, przecina .

9. Okazaé, ze elipsoida obrotowa splaszczona daje sig okredlié jako elipsoida
E, dla ktére] istnieja cztery rézne punkty pi, D Pss Ps € B speliajace w&ru.nek.
o(py, Po)=0(ps, ps) 1 takie, ze dla kazdej pary punktéw p, g e E zachodzi

nier6wnoéé g (p, 9)=0(p,, P2)- . o )
3. Znaleé plaszezyung przechodzacs przez punkt (1, 0, 0) i przecinajaca stozek
eliptyczny (5) wzdluz okregu.

75, Hiperholoida dwupowlokowa. Obracajac hiperbole dokola jej osi
rzeczywistej, otrzymamy powierzehnie, zwang hiperboloidg dwupowto-
kowg-obrotowg.

Jezeli hiperbola okreélona jest przez réwnanie

zt 2l . .
L _—2_1=0, to jej of rzeczywista lezy na osi
a: a

1 2

2.1 —w my$l wniosku 1z Nr 72 — przy obrocie
jei dokola tej osi (rys. 51) powstanie powierz-
N chnia o réwnaniu

N

2
e

\,
o T (15)
a

1 =0.

Q‘R
R

Przeksztalcenie afiniczne, przyporzadkowu-
jace kazdemu punktowi (2, z,, #3) ¢ O3 punkt

(xl, xz,%‘xs) eCy — czyli skrécenie lub wy-

dhuzenie w kierunku osi £z w stosunku a,:a, —
przeksztatei hiperboloide obrotows, okreélong
réwnaniem (15), na powierzchnige drugiego stopnia, ktérej réwnanie ma
postac:

Rys. 51.

@ al o

(16) i b
a? ad ay

Powierzchnia ta nazywa sie hiperboloidg dwupowlokowq.

Sposéb jej powstania pozwala latwo wyobrazié sobie jej ksztalt.

Przez przeksztalcenie afiniczne
By=0y Xy, Tp=0y* Ty, L3=0y" Ty

przechodzi ona na hiperboloide obrotows z2—z2—zj—1=0. A wige
wszystkie hiperboloidy dwupowlokowe pod wzgledem afinicznym nie
réinig sie miedzy soba.

Wobec wystepowania kazdej ze spélrzednych w réwnaniu (16) jedynie

icm
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w kwadracie, hiperboloida ta jest symetryezna wzgledem plaszezyzn,
osi i poczatku spélrzednych.

Zauwazmy, ze poczatek ukladu spélrzednych jest jedynym jej $rod-
kiem symetrii. Istotnie, dla kazdego punktu c=(c,, ¢y, ¢5) ¢ C; prosta
przechodzgca przez ¢ i réwnolegta do osi z, przecina hiperboloide o
réwnaniu (16) w punktach:

[63 a2

3 . cf | cd
pl"*(a’l sT—+1, ¢, Ca) 1 P2=(—a l/ o e ) B
2 1 T 9y L3 J-
a  aj "a3 '@l T *

A wige, jesli ¢ jest srodkiem symetrii, to musi byé c:p-—f:p 2= (0, €y, Cq).

Ponadto (0, ¢y, ¢;) jest srodkiem odeinka laczacego punkty (a, 0, 0) i
(—@y, 2¢5, 2¢4), z ktérych pierwszy spelnia réwnanie (16). Jezeli wigc
punkt (0, ¢y, ¢;) jest $rodkiem, to i drugi z tych punktéw musi to réw-

(265)% | (2cy)®
0.2

nanie speiniaé, skad -+ P =0, a wiec c,=c,=0.
3

W ten sposéb okazalidmy, ze hiperboloida dwupowlokowa ma tylko
jeden Srodek symetris.

Zauwazmy dalej, ze najblizej od érodka symetrii 0 polozonymi punk-
tami hiperboloidy okreslonej przez réwnanie (16) sa punkty (a,, 0, 0)
i(—a, 0, 0), zwane jej wierzcholkami. '

Kazdy inny punkt powierzchni ma juz od $rodka odleglo$é wiekszg.

Odcinek laczacy te wierzchotki, majacy dlugoéé 2a,, nazywa sie
osiq rzeczywistq hiperboloidy dwupowlokowe;j.

Przecinajac te hiperboloide plaszezyzng prostopadla do kierunku

osi rzeczywistej i oddalona o }/2-¢, od érodka symetrii, otrzymamy

xl % Lo
elipse E przystajaca do elipsy o réwnaniu —3—}——2—1:0. Jej osie majg
al ag

dtugoéci 2a, i 2a,, a wiec i te wielkodci sg jednoznacznie przez hiper-
boloide wyznaczone. Jezeli sa one réwne, to hiperboloida jest obrotowa
i kazda plaszezyzna przechodzaca przez jej of rzeczywista jest
plaszezyzng symetrii. Jezeli nie sg réwne, to osie elipsy £ maja kierunki
jednoznacznie wyznaczone. Wraz z osig rzeczywista hiperboloidy
wyznaczaja one jednoznacznie trzy jej plaszezyzny symetrii.

Plaszczyzna symetrii prostopadia do osi rzeczywistej (a wige dla
hiperboloidy okreélonej réwnaniem (16) plaszczyzna x;=0) nie przecina
hiperboloidy dwupowlokowej. Hiperboloida ta rozpada si¢ zatem na
dwa platy, tj. powloki, lezace w pélprzestrzeniach wyznaczonych przez
jej plaszezyzne symetrii. Platy te sa wykresami funkeji:
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NS V=T TN V- T
T1=ay l/ a§+a-}+ T Zy=—0, a3’ a§+ )

okredlonych dla wszelkich (z,, %) ¢ Cy, a wige rozciggajacymi sie w nie-
skoficzonogé. Nalezy jednak zauwazyé, ze (w przeciwienstwie np. do
stozkéw 1 walc6w) hiperboloide dwupowlokowa nie zawiera Zadnej prosie;,
gdyz wobec nieistnienia punktéw wspélnych dla powierzchni okreglonej
réwnaniem (16) i plaszezyzny 2, =0 prosta taka musiala by byé réwnolegla
do tej plaszczyzny. z réwnania za$ (16) wynika, ze kazdy przekrdj
hiperboloidy ptaszezyzng x,=const. jest ograniczony.

OWICZENIA. 1. Okazaé, ze dopelnienie hiperboloidy dwupowlokowej rozpada
sig w sposéb jednoznaczny na trzy zbiory, z ktérych dwa sg wypukte (lacznie
tworzae tzw. wngtrze hiperboloidy), trzeci za$ nie, przy czym kazdy odecinek
laezacy punkty nalezgce do dwéch réznych z tych trzech zhiordw przecina hiperbo-
loide dwupowltokowa.

2. Przy jakich wartoSciach parametru o przeciecie hiperboloidy dwupowlokowej
2} —223—3z3—1=0 plaszezyzna o réwnanin zyta 2pt2a - 254-1=0 jest
ograniczone?

3. Zbadaé, czy plaszezyzna 16, 132,—208=0 przecina hiperboloide dwu-
2

€z 9
powlokowsa o réwnaniu -l—é —~zi ~% 2} —1=0 wzdluz okregu.

76. Hiperboloida jednopowlokowa. Obracajac hiperbole dokota jej
osi urojonej, otrzymujemy powierzchnie zwang hiperboloidg jednopo-
wlokowy obrotowa.

Réwnanie hiperboli, ktérej o§ urojona lezy na osi 2,, a érodek symetrii
w punkcie 0, ma postaé
X

a wige w mysl wniosku 1 z Nr 72,
powierzchnia powstajgca przez obrét
tej hiperboli dokota osi z, (rys. 52)
ma réwnanie postaci:

X2
\ an  H_mEE

~4 a? 2

AN S~ Q 1 2
________ \w e Obierajac dowolng liczbe dodatnia
\\ , a3,  dokonajmy  przeksztalcenia
\ afinicznego (splaszezenia lub wy-
Rys. 52 diuzenia -w kierunku osi z,) postaci

icm

[Nt 76] Hiperboloida jednopowinkowa 187

flay, 2, :r3)=(.vl, T, @.’1‘3).
as
Po tym przeksztalcenin hiperboloida obrotowa okredlona przez
réwnanie (17) przejdzie na powierzchnie E., zwang hiperboloidg jedno-
powlokowq, ktérej réwnanie ma postaé

(18) I

Sposéb, w jaki powierzchnia ta powstala, pozwala wyobrazié sobie
jej ksztalt. Przez przeksztalcenie afiniczne

Xy=0;" Ty, Ty=0y Ts, Ty=0y Ty

przechodzi ona na hiperboloide obrotows o réwnania 22—+ 1=0.
A wiec wszystkie hiperboloidy jednopowlokowe pod wzgledem afinicznym
nie réinig sie miedzy sobs. Wobec wystepowania kazdej ze spoirzednych
w réwnaniu (18) jedynie w stopniu drugim, powierzchnia ta jest syme-
tryczna wzgledem plaszezyzn, osi i poczatku ukladu spétrzednych.
Okazemy, Ze innych srodkéw symetrii hiperboloida jednopowlokowa
nie posiada. W tym celu zauwazmy najpierw, ze jesli punkt c=(c,, cs, ¢5)
spelnia réwnanie (18), to spelnia je réwniez punkt —c, natomiast nie
spelnia go punkt 3¢, gdyz

(362 (3c)° (3cy)
a3 a? ai

[
l
<©©
T~
Qo
Ll 2 Ll T
Q|
1o ie1s
Q| o
10 fecie
~———
_[,
ot
I
|
el
+
b
Il
I
e 2}

Ale punkty —c oraz 3¢ sg polozone symetryeznie wzgledem punktu
¢, skad wynika, zZe ¢ nie jest srodkiem symetrii.

Jedli wiec zalozymy, ze c=(c;, ¢s. ¢3) jest Srodkiem symetrii, to ¢
nie nalezy do E. Wéwezas zadna prosta przechodzaca przez ¢ nie moze
przecina¢ B w jednym tylko punkecie. W szczegélnosei dotyezy to pro-
stych L, Ly, L, jakie otrzymamy prowadzace przez ¢ réwnolegle do
wekbtoréw [ay, a,, 0], [ay, —a@s, 0] 1 [a4, 0, a;]. Prosta L, jest zbiorem
punktéw postaci (¢cy+a;-t, cs+as-t, ¢5); jej punkt przeciecia z E znajdu-
jemy, rozwigzujac réwnanie

(crta,-8)*  (etayt)® ¢} L1—0.

3 3
a3 as as

Lecz spélezynnik przy 2 znika, a poniewaz, jak stwierdziliémy, nie
moze mieé¢ ono jednego tylko pierwiastka, wiec musi znikaé réwniez
spélezynnik przy ¢, skad
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4 C,

(19) 1 2=,
a4y a4

Podobnie, warunek, ze L, nie moze mieé dokladnie jednego punktu
wspolnego z E, prowadzi do zaleznosei

C 4]
2 2=
20 a1 Qg ’

analogiczny zaé warunek dla prostej L,, do zaleznosci

(21) a_%_
ay Qg

Z zaleznogei (19), (20) i (21) wynika od razu, e C1=Cy=¢,=0.

Tym sposobem okazaliémy, ze hiperboloida jednopowlokowa ma do
kladnie jeden Srodek symetrii.

Dla hiperboloidy o réwnaniu (18) jest nim punkt 0.

Poniewaz w réwnaniu (18) spélezynniki a, i a, graja, role symetryczne,
wigc nie zmniejszajac ogélnosei rozumowania mozemy przyjaé, ze
Ay =0y,

Zalérmy najpierw, ze a,<<a,. Wéwezas odleglogé érodka 0 od punktéw
2,=(0, a5, 0) i py=(0, —a,, 0) jest mniejsza niz odleglodé 0 od ktérego-

9

2 2
kolwiek innego punktu p=(z,, x,, 2,) ¢ E. Istotnie, jest ?——2 + Zc—;- =
a2 a;

1
x2
=
o

elipsie 0 r6wnaniu %—l—%:l, & Wige (A-2,)*4(4-25)>0a? i tym bardziej
9 3
#4302, przy czym réwnoéé ma miejsce jedynie wtedy, gdy 2,=a,,
%3=0, za$§ A=1. A wiec punkty p, i p, s3 jednoznacznie wyznaczone
jako punkty hiperboli jednopowiokowej najblizej potozone od jej drodka.
Odcinek p,p," nazywa sie malg osig rzeczywistq hiperboloidy.
Plaszezyzna przechodzacy przez srodek hiperboloidy jednopowtoko-
wej i prostopadly do jej malej osi rzeczywiste] jest plaszezyzna o réwnaniu
Z,=0. Przecina ona hiperboloide jednopowlokows wzdtuz hiperboli o
réwnaniu

2

=1+% =1, skad wynika, ze dla 1=
1

punkt (A-z,, A-25) lezy na

9 2
: Z
(22) 21— t1=0,
al  ay
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ktérej osig rzeczywista jest odcinek, Iaczacy punkty p;=(0, 0, a;) i
p;—_'—(o, 0, —a,), urojony za§ — odeinek taczacy punkty p,=(a,, 0, 0)
i py=(—ay, 0,0).

Odcinki te nazywamy odpowiednio wielkq rzeczywistq i urojong osig
hiperboloidy.

Elipsa, wzdluz ktére]j plaszezyzna przechodzaca przez $rodek i prosto-
padia do osi urojonej przecina hiperboloide jednopowlokows, czyli
w danym razie elipsa lezaca w plaszezyinie x,=0 i majaca w niej réw-
nanie

[ro)

(23)

8 |8

o)

4)
x;
3
+ N 1 =07
g

nazywa sig elipsq szyjng hiperboloidy.

W przypadku, gdy a,=a,, hiperboloida jest obrotows, a elipsa o
réwnaniu (23) jest okregiem i osie jej (a wiec osie rzeczywiste hiperboloidy)
nie majg polozenia jednoznacznie wyznaczonego.

Okrag ten jest jednak nadal wyznaczony jednoznacznie jako zbidr
punktéw hiperboloidy jednopowlokowe) obrotowej, potozonych najblize; jej
srodka.

Przekroje hiperboloidy plaszezyznami prostopadtymi do plaszezyzny
tego okregu i przechodzacymi przez -§rodek hiperboloidy sa hiper-
bolami przystajacymi, majacymi odcinek p, p; za wspélng o urojona.
A wigc o8 urojona hiperboloidy jednopowlokowe]j obrotowej jest réwniez
wyznaczona jednoznacznie. .

Hiperboloide obrotows otrzymaliémy, obracajac hiperbole dokola
jej osi urojonej. Okazuje sie jednak, ze otrzymaé jg réwniez mozna
przez obrét pewnej prostej dokola tejze osi. Zachodzi mianowicie
nastepujace

Twierdzenie. Przy obrocie prostej L dokola osi mie lezqee] w jednej
z miq plaszczyénie ani nie prostopadiej do L powstaje hiperboloida jednopo-
wlokowa obrotowa.

Na odwrét, kazdg hiperboloide jednopowlokowq obrotowq moina w taks
sposdb otrzymad.

Dowéd. Dobierzmy uklad spélrzednych tak, by o z; byla osia, dokola
ktérej obracamy L, zas of z, przecinata prostopadle prosts L w punkeie
0, a, 0), gdzie a>0. Wéwezas prosta L lezy w plaszczyinie z,=a, a
poniewaz nie jest réwnolegla ani prostopadia do osi z;, wigc réwnania
jej daja sie napisaé w postaci:

(24) Xo=a, 1 z,=b-x,, gdzie b=0.
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Powierzchnia, ktéra powstaje przy
obrocie L-dokola osi x; (rys. 53), jest
sumg okregéw lezacych w plaszezyz-
nach z,=t, ktérych drodki lezs na
osi z; i ktére przecinajag L. Bedzie to
wiee zbibr punktéw (z;, z,, 23) & O,
takich, 7e istnieje liczba rzeczywista
t, dla ktérej:

ry=t i al-+ai=a24-(b-1)%
A wige réwnanie tej powierzchni daje
sie napisa¢ w postaci:

Rys. 53. bz'wf—mg —z+a?=0;

przy podstawieniu a=a, i b=— przyjmuje ono postaé réwnania (17),
ay

okreslajacego hiperboloidy jednopowlokowe obrotowe. W ten sposéb
dowdd twierdzenia zostal zakonezony.

Zauwazmy, e te samg powierzchnie otrzymamy, obracajac dokola
osi x; zamiast prostej L, danej przez réwnania (24), prosts L' dang
przez réwnania:

To=0ay 1 Xy=—b-z,.

Jasne jest, ze obracajac sie dokola osi 2’ prosta ta stale rézna jest
od prostej L. Wynika stad, ze przez kazdy punkt prostej L przechodzi
prosta otrzymana przez obrét prostej L. A wige przez kazdy punkt
hiperboloidy jednopowlokowej obrotowej przechodza dwie proste
catkowicie na tej hiperboloidzie lezgce. Biorac pod uwage, ze kazda
hiperboloida jednopowlokowa jest obrazem afinicznym hiperboloidy
jednopowlokowej obrotowej oraz ze przeksztalcenia afiniczne sa kolinea-
cjami (zob. Nr 59), mozemy wypowiedzieé nastepujacy

Wniosek. Przez kaidy punkt hiperboloidy jednopowlokowe] przechodzy
dwie proste catkowicie na tej hiperboloidzie lezqce.

Proste te nazywaja sie tworzgcymi prostoliniowymi  hiperboloidy
jednopowlokowe;j.

Whasnoéei ich zbadamy nieco blizej w rozdziale XIX.

CWICZENIA. 1. Wykazaé, ze réwnanie x3 — 2wy 25+ 22, =0 okreéla hiperboloide
jednopowlokowa obrotows. Znalezé jedna z jej tworzacych oraz promier okregu
bedacego jej elipsa szying.

2. Znalezé réwnanie hiperboloidy jednopowlokowej obrotowej, powstale] pray

obrocie prostej przechodzacej przez punkty (1, 1, 1) i (1, 2, 8), dokola prostej
przechodzgeej przez punkty (—1, 0, 1)i(5,1, —1).
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3. Znaleié plaszezyzne przechodzaca przez srodek hiperboloidy jednopowlokowej

wj—2- xi —3- JC;’ +1=0 i przecinajaca ja wzdluz okregu.

77. Paraboloida eliptyezna. Obracajac parabole dokola jej osi syme-
trii, otrzymamy powierzchnie drugiego stopnia, zwang paraboloidg
obrotowq (rys. 54).

Mozemy dobraé uklad spélrzednych tak, by parabola, leige w (.

2

. rd : . x‘- » . . . R
miala tam réwnanie postaci —2—2-x,=0. Wéwezas Jej osig symetrii
p A
jest of z;, a wiec wobec wniosku 1 z Nr 72 réwnanie paraboloidy obro-
towej bedzie mialo postad

x5+ .

(25) 2-2,=0.

a3
Biorge dowolng liczbe dodatnia a;, dokonajmy przeksztalcenia afi-
nicznego

. ;
f(xy, o, xs):(xl: T, a*g ‘4753)>
2

bedacego skréceniem lub wydiuzeniem w kierunku osi z, w stosunku
@y Gy

W wyniku tego przeksztalcenia z paraboloidy obrotowej o réwnaniu
(25) otrzymamy powierzchnie o réwnaniu

x?
3 9., j—
+ = —2-2,=0,

0t

(26)

133 | 8
1ot
=R
o

zwang paraboloidg eliptycang.

Sposéb, w jaki ona powstala, pozwala
doéé latwo wyobrazié sobie jej ksztalt.
Przez przeksztalcenie afiniczne

Xy=2;, By=0yTy, Tz=03Ty

przechodzi onana paraboloide obrotows
al4aj—2-2,=0. A wiec wszystkie
paraboloidy eliptyczne pod wzgledem
afinicznym nie réznig sie miedzy
soba. Wobec wystepowania w réwnaniu
(26) zmiennych z, oraz x; jedynie w
kwadracie, powierzchnia ta jest syme-
tryczna wrzgledem plaszezyzn z,=0 i
@y==0 oraz wzgledem osi x;. Kierunek

X

Rys. 54.
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tej osi jest jednoznacznie wyznaczony przez warunek, ze kazda prosta
o tym kierunku przecina paraboloide dokladnie w jednym punkcie.
Istotnie, prosta przechodzaca przez dowolny punkt (¢y, €y, €5) 1
réwnolegta do osi z, jest zbiorem punktéw postaci (¢, Ca, €3).  Jej
przecigcie z paraboloidg wyznacza réwnanie

2 ¢

=2 4= — 2 (e +0)=0,

a  a;
majace dokladnie jedno rozwigzanie. Natomiast prosta przechodzacy,

np. przez punkt (1,0, 0) i nie réwnolegla do osi 2, jest identyczna ze
2

. . ay | ay .
zbiorem punktéw postaci (1-+ay-t, ay°t, 0y°t), gdzie A:Lz—;—{—&—g>0. Jej
2

przecigcie z paraboloida wyznacza réwnanie 4 ‘12—2q, -t—2=0, posiada-
jace dwa pierwiastki, gdyz a?4-24>0.

W ten sposéb wyrézniony zostal przez paraboloide w sposéb nie-
zmienniczy pewien kierunek, tzw. kierunek asympiotyczny, mianowicie
w przypadku paraboloidy o réwnaniu (26) kierunek osi ;.

Przecinajac paraboloide plaszezyznami prostopadlymi do niego,
czyli plaszezyznami o réwnaniach postaci z;=c, otrzymamy W prze-
cieciu twory izometryczne do krzywych okreslonych w plaszezyznie
(%5, %3) ré6Wnaniem

2 2
N S P
a?  a;

2

Dla ¢=0 bedzie to elipsa degenerujaca sie przy ¢=0 do punktu (0,0,0),
za§ dla ¢<<0 beds to zbiory puste. W ten sposéb wyznaczony zostak
na paraboloidzie w sposéb niezmienniczy punkt (0, 0, 0) jako ten, do kt6-
rego degeneruje sie jeden z jej przekrojéw plaszczyznami prosto-
padtymi do kierunku asymptotycznego. Punkt ten nazywamy wierzchol-
kiem paraboloidy.

Sposréd dwéch plaszezyzn prostopadiych do kierunku asymptoty-

cznego i przechodzacych w odleglosci —}5 od wierzcholka jedna jest z para-

boloidg rozlaczna, druga zas przecina paraboloide wzdluz elipsy o réw-
naniach: '

Tym samym ta elipsa jest wyznaczona jednoznacznie przez para-
boloide, a wige jednoznacznie wyznaczone sg spélezynniki a, i a,. Réw-
nosé ich charakteryzuje paraboloidy eliptyczne obrotowe.
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Za,uwa.imy, ze paraboloida eliptyczna nie ma frodka symetrii.
Istotnie, érodek taki nie mégtby byé réiny od wierzcholka (gdyz

symetryczn.y do wierzcholka punkt wzgledem srodka symetrii musiatby

byé¢ tez wierzcholkiem). Ale wierzcholek $rodkiem symetrii nie jest

. 1 . 1
gdyz punkty (é’ @y, O) 1 (— 3 02 O) 8g symetryczne wzgledem wierz-
chotka (0, 0, 0) paraboloidy o réwnaniu (26), pierwszy z nich jednak
lezy na paraboloidzie, a drugi nie.
Réwnanie (26) paraboloidy eliptycznej mozemy napisaé w postaci

2

27
2a3

]
x].: 2a2 +
' 2

skad wynika, Ze jest ona wykresem funkeji okrelonej w calej plaszezy-
Znie (2, %3).

W .szczegélngéci wiec paraboloide eliptyczna jest powierzchniq nie-
ograniczong.

W przeciwienstwie jednak do hiperboloidy jednopowlokowej, para-
boloida eliptyczna nie zawiera iodmej prostej, gdyz nie moize zawierad
prostej prostopadlej do osi x,, poniewas przeciecia jej plaszezyznami
prostopadlymi do osi z, sa badz elipsami, badZ zbiorami pustymi,
a nie moze réwniez zawieraé prostej nie prostopadiej do osi gdyz
kazda prosta taka przecina plaszezyzne o réwmnaniu x,=—1, ktéra
jest rozlaczna z paraboloidg o réwnaniu (26).

CWICZENIA. 1. Okazaé, ze paraboloidy obrotowe daja sie okreslié réwniez
jalko zbiory punktéw jednakowo oddalonych od pewnego stalego punktu i pewnej
plaszezyzny.

2. Znaleté¢ plaszczyzng przechodzace przez wierzcholek paraboloidy eliptycznej
x3+4-23—2 - 2,=0 i przecinajaca ja wzdhz okregu kota.

3. Jaki warunek arytmetyczny dla spélezynnikéw a,, as, b,, b, charakteryzuje
podobienstwo paraboloid o réwnaniach

22 2
2 3
b3 b3

) + i 2‘5&‘1:0 )
a3 3

78. Paraboloida hiperboliczna. Niech teraz =, i =, beda dwiema para-
bolami o wspélnym wierzcholku @, i wspélnej osi symetrii L, lezacy-
mi w plaszezyznach prostopadiych po przeciwnych stronach plaszezyzny
przechodzacej przez a, i prostopadlej do L,. Kazdemu punktowi v &,
przyporzadkujmy izometrig f, przestrzeni C; na siebie, bedacs prze-
sunigeiem, przy ktérym ao przechodzi na v. Okreéla je wzor:

13 K. Borsuk. (ieomelria analityczna
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f,(@)=x+(—a,) dla kazdego z ¢ Cj.

Przy tym przesunieciu parabola m, przejdzie na przystajaca do niej
parabole f,(w,), polozona w plaszezyznie réwnoleglej do plaszezyzny,
w ktérej lezy 7, oraz majacs za of symetrii prosta réwnolegla do L,
za wierzcholek zag punkt v.

Gdy punkt v przebiega wszystkie
punkty paraboli z,, parabole f, (7;) zakres-
lajs pewna powierzchnie (rys. 55), zwang
paraboloidq hiperbolicang.

Sposéb, w jaki zostala ona wytwo-
1zona, pozwala wyobrazié sobie jej ksztalt,
przypominajocy Siodlo, przy czym jasne
jest, Ze jest ona-nieograniczona.

By znalezé jej réwnanie, weimy L, za 0§
x, oraz a, za poczatek ukladu, osie zad ,
iz, ustalmy tak, by parabole 7, i 7, leia-
ly odpowiednio w plaszezyznach (%, ,) i
(4, 23). Ustalajgc odpowiednio zwrot osi x,
mozemy zalozyé, ze m, ma w plaszezyZnie
Rys. 55. 9

(xy, ®,) réwnanie z=-%, za§ m, W
24}

2

22

, . . . 3

plaszezyznie (2, z;) réwnanie xlzwzaz.
3

Punkt w=(uy, u,, u3) lezgcy
na paraboli zr; spelnia wiec réwnania:

uj

2 _2
(27 =55

ug=0,

punkt zag v=(vy, vy, v;) lezgcy na paraboli z, spelnia réwnania
1]2

3

=, Ug=0.

28 = —
(28) e 203

Po przesunieciu f, punkt u przejdzie na punkt f, (u)=u-+(v—a,)=u-}v,
gdyz a,=0. A wigc paraboloida hiperboliczna zakreslona przez 7, bedzie
zbiorem punktéw x=(2,, &y, ¥3) postaci z=u4v, gdzie wem, i vem,,
czyli punktéw » o spéhrzednych @=u,+vy; To=uyt0vy; Tz=uyv,,
gdzie parametry u, U,, U, ¥y, ¥y, vs czynia zados$é zaleinodciom (27) i
(28). Zatem:

%2 o
B 2; ~ 5
2

ot To=Uy, L3=7Ug,
3

¢o réwnanowazne jest réwnaniu
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(29) 2.y — -2 4 =2 =0.
a; ag

Takie jest wiec réwnanie paraboloidy hiperbolicznej.
Przez przeksztalcenie afiniczne

By=y, Xo==0y Xy, Ly3=0g X3

przechodzi ona na paraboloide o réwnaniu 2-2;—x2-+xj=0.

Wynika stad, ze wszystkie paraboloidy hiperboliczne pod wzgledem
afinicznym nie réiniq sie miedzy sobq.

Ze znalezionego w ten sposéb réwnania paraboloidy hiperbolicznej
wynika jej symetria wzgledem plaszczyen x,=0 1 2,=0, jak réwnie
wegledem ost %y

) 1 1 1 1 )
Niech teraz a;= [0, —, —] oraz d,= [O, -, —*—~]_ Weimy dowolny
| ay a, Qs
wektor a=[ay, a, ¢s], réz0y od zera. Prosta L, réwnolegla do a i prze-
chodzaca przez punkt c=(cy, Cs, C3), jest identyczna ze zbiorem punktéw
postaci
ctt-(a)=(citayt, ctast, ctoagt).

Znajdujemy jej przeciecie z paraboloida. rozwiazujae réwnanie:

(cstas-1)? | (303 1)

2 (c 1) =0.
(30) (e1tay-t) pE 7 pE
@ ol
Ale spélezynnik przy $* w tym réwnaniu ma postaé a—i————i, a wiec
g Uy

znika wtedy i tylko wtedy, gdy a-a;=0 lub a-a,=0. Inacze] moéwiae,
kazda prosta prostopadia do a; Tub do u, badz lezy calkowicie na para-
boloidzie, badz ma z nig co najwyzej jeden punkt wspélny. Jezeli nato-
miast a nie jest prostopadle ani do a;, ani do a,, to

a 2
ay U

b
o 5 T 0.
a;  a;

Mozemy wéwezas dobraé liczby c, i ¢; tak, by

4y U3 C3_
5 T 5 =Y
a2 a3

Jezeli wreszcie liczbe ¢, dobierzemy tak, by
! G
2-¢,— ke +3=—2,

)
al  a;


pem


196 ROZDZIAEL VIIL. Przyklady powierzchni

to réwnanie (30) przyjmie postaé A-t2—A=0, a wiec mie¢ bedzie dwa
réine pierwiastki = 4-1. Oznacza to, ze prosta L przecinaé bedzie para-
boloide hiperboliczng w dwéch réznych punktach. Wynika stad, ze
kierunki wektoréw a, i a, wyznaczone sa w sposéb niezmienniczy jako
kierunki o tej wiasnoéci, ze kazda prosta prostopadia do co najmniej
jednego z nich bad# lezy na paraboloidzie, badZ przecina ja w jednym
tylko punkcie, podeczas gdy dla kazdego kierunku, ktéry nie jest prosto-
padly anido a,, ani do a,, istnieja proste przecinajace paraboloidg dokladnie
w dwéch punktach. Tym samym wyrézniony jest niezmienniczo réwniez
kiernnek prostopadly do obu wektoréw a; i a,, a taki jest tylko jeden,
gdyz wektory a; i a, nie sg réwnolegle. Kierunek ten nazywamy kierunkiem
wyjatkowym paraboloidy hiperbolicznej.

Jedli jest ona okreslona przez réwnanie (29), to wyjatkowym jest
kierunek osi z;.

Przetnijmy paraboloide hiperboliczna plaszezyzng prostopadls do
kierunku wyjatkowego, w danym razie plaszczyzng o réwnaniu x,=>).

Otrzymamy dla krzywej przeciecia réwnania

@=b, 2:b—-4 =0,

z ktérych wynika, ze dla b==0 krzywa ta jest hiperbols, a dla =0
ukladem dwéch prostych przecinajacych sie w punkeie (0, 0, 0). Punkt
ten nazywa sie wierzcholkiem paraboloidy hiperbolicznes.

Dwie plaszezyzny prostopadie do kierunku wyjatkowego i przecho-
dzgce w odleglosei ; od wierzchotka przecinaja paraboloide hiperboliczng
dang przez réwnanie (29) wzdluz hiperbol okre§lonych przez réwnania:
x5

—% 1o,
3

Zy=5 1 :
1 al  a

[T

Sa to wige hiperbole sprzezone (zob. Nr 67). Dla pierwszej z nich of
rzeczywista ma dlugo$é 2-a,, a of urojona dlugodéé 2-a,, dla drugiej oé
rzeczywista ma diugodé 2-a,, a of urojona dlugosé 2-a,. Dwie te liczby
a, 1 az 8§ przez paraboloide hiperboliczng wyznaczone, przy czym rola
ich jest zupemie symetryczna, paraboloida o réwnaniu (29) przejdzie
bowiem przez izometrie f(%y, #,, ¥3)=(—2y, %, ;) na paraboloide o

2 2
2 . 3 2 o e . . .
réwnaniu 2-x;,——-+—=2=0, w ktérej liczby a, i a, zamienily swe role.
a; a

3 2

Zauwazmy, ze paraboloida nie posiada Srodka symetrii. Istotnie,
grodek taki nie méglby byé rézny od wierzcholka (gdyz punkt sy-
metryezny do wierzchotka wzgledem srodka symetrii bylby tez wierz-

2

icm

[Nr 79] Powierzchnia torusa 197

chotkiem). Ale wierzcholek érodkiem symetrii nie jest, poniewaz punkty

(%, @, O) i (——%, —a,, O) sg symetryczne wzgledem wierzehotka (0,0,0)
paraboloidy hiperbolicznej o réwnaniu (29), przy czym pierwszy z nich
lezy na tej paraboloidzie, a drugi nie.

Réwnanie (29) paraboloidy hiperbolicznej mozemy napisaé tez w po-
staci

2a3  2aj’

1918

x,=

skad wynika, Ze powierzchnia ta jest wykresem funkeji okreglonej
w calej plaszezyinie (x,, z3). A wiee paraboloida hiperboliczna jest po-
wierzchnig nieograniczonag.

CWICZENIA. 1. W (, dane sg 3 proste: prosta L, okreslona przez réwnania
2y==11 @y== —m;, prosta L, okreslona przez réwnania x,=0 i x,=0 oraz prosta L,
okreélona przez réwnania z;=—11i x,=x,;. Okazaé, ze powierzchnia utworzona
przez wszystkie proste L, przecinajace jednoczesnie L,, L, i Ly, jest paraboloidsg
hiperboliczng.

2. Okazaé, ze kazdy przekrsj paraboloidy hiperbolicznej plaszezyzna jest
krzywa nieograniczong.

3. Niech E oznacza paraboloide hiperboliczng o réwnaniu 2-z;,——=-+-—<=0.

Dowiedé, ze G;—E rozpada sie na dwa zbiory rozlaczne nie pus_te AiB
takie, ze kazdy odcinek, ktérego jeden koniec lezy w 4, a drugi w B, przecina E.
Okazaé, ze zbiory A i B sg przystajace wtedy i tylko wtedy, gdy a,=a,.

79. Powierzchnia torusa. W Nr 74—78 poznaliémy pieé rodzajéw po-
wierzehni drugiego stopnia: elipsoidy, hiperboloidy jedno- i dwupowlo-
kowe oraz paraboloidy eliptyczne i hiperboliczne.

Te pieé rodzajéw powierzchni obejmuje sie wspélng nazwa kwadryk.

Spoéré6d  powierzchni  wyzszych
stopni poprzestaniemy tylko na jednym |
przykladzie, a mianowicie na przy- e
kladzie powierzchni obrotowej, ktéra
powstaje przy obrocie okregu dokola
prostej lezacej w jego plaszezyinie,
lecz nie przecinajacej go.

Powierzchnia ta (rys. 56) sta-
nowiagca w Cy brzeg bryly obrotowe]
powstajacej przez obrét pemego kola i
zwanej forusem, Nazywa sie powierz-
chniq torusa.
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By znalezé jej réwnanie, dobierzmy uklad spétrzednych tak, by osig
obrotu byla of z, oraz by obracajacy sie okrag byl w plaszczyinie x5=0
okreslony przez réwnanie a?-(2,—a)?—7?=0, gdzie 0<r<<a. Wynika
stad, wobec twierdzenia z Nr 72, ze réwnanie powierzchni torusa
ma postad:

ot o+ VAR 7]+ o=V =] =0
i po wykonaniu dzialaii, daje sie napisaé¢ w postaci:

(31) (acf—i—xﬁ_—’,—l—w;“’)z—k? (a2—r2)-22—2- (a2+72)- (:L:—{—x‘;)—{— (a2—7'2)2=0.

Jest to powierzchnia czwartego stopnia, poniewaz o$ z, przecina ja
w czterech réznych punktach

0, a4-r,0), (0,a—r,0), (0, —a-r, 0), (0, —a—r,0).

‘Sposéb jej otrzymania pozwala ja sobie z latwoécia wyobrazié. Jest
ona symetryczna wzgledem kaidej plaszezyzny przechodzacej przez
of x;, jak réwniez wzgledem plaszezyzny (2, 25); przy tym jest ograni-
czona.

Zauwazmy, ze w przypadku #=; réwnanie (31) przybiera postaé:

Lol &

@Fai el o ot — 2 ot (athad) + ok at=0.

Przecinajac te powierzchnie plaszezyzng x3=g, otrzymujemy w prze-

kroju krzywa, przystajaca do krzywej o réwnaniu

a®\% 3 5 1
20 2210 7 ) 14202 T 42,02 T o4
(mlq—xﬂ+4)_—,—2a TP 5ty 6% 0,

ktére daje sig tez napisaé w postaci
(@3+23)°4-2 a2 (22 —a2)=0,

a wigc w postaci réinigce] si¢ jedynie zmiang porzadku zmiennych od
réwnania lemniskaty (zob. Nr 70 wzér (29)).
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CWICZENIA. 1. Okazaé, ze powierzchnia torusa o réwnaniu (31) daje sig
wyrazié parametrycznie przez réwnania:
Ty=r:cosu, Ty=(a+r-sinu)-cosv, xy=(a-r-sinu)-sine,
gdzie 0=u=<27 i 0=v=27. Zbadaé, jaki przebieg majg krzywe okreslone na
powierzehni torusa przez réwnanie w=ar, biorge kolejno za staly spélezynnik a

11 3 r—
iezby 1, -, =, 2, -, }/ 2.
liezby 73 5 V

2. ZnaleZ¢ réwnanie powierzchni obrotowej, powstalej przy obrocie okregu
dokola prostej, ktéra nie przecina prostej prostopadiej do plaszezyzny okregu,
wystawionej z jego érodka.
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