czBse 11

ZASTOSOWANIE DO ROWNAN ALGEBRAICZNYCH

§ 11. Redukcja grupy & przy rozszerzaniu ciala I,

Zasadniczy wynik teorii, wylozonej w COzedei I, moze byé krétko
scharakteryzowany, jak nastepuje: korzystajac z pojecia grupy
Galois, przeprowadzilismy klagyfikacje wuzystkich cial zawartych
w X i zawierajacych K. Klasyfikacja ta ma doniosle znaczenie dla
problemu rozwiazywania rownan. Rozwigzywanie ich polega bowiem
na kolejnych rozszerzeniach ciata K, doprowadzajgcych wreszcie do
ciata X lub do jeszeze obszerniejszego ciala (por. § 5 Rozdziatu XIIT,
str, 235). Jest wiee rzeczg naturalng rozwazyd, jak zmienig sie wilas-
nogci réwnania f(z) =0, gdy cialo K rozszerzymy do jednego z cial
Ay, i jakie réwnanie nalezy rozwigzaé, aby otrzymad liczhe, ktdrej
dolgcezenie do K daje cialo Ag.

Odpowiedz na pierwsze pytanie daje

Twierdzenie 20. Jesli O jest licebq ciala 2, to grupq réwna-
nia f(x)=0 w ciele I(O) jest Ho.

Jest to wige grupa tych podstawied pierwiastkéw a2y, ...,%2,, wzgle-
dem ktorych niezmiennicze sa wszystkie relacje wymierne w K(0).
Z § 5 (lemat 3, str. 384) wiemy, ze ® moze byé przedstawione
jako wielomian wzgledem xy,%,,...,2, 0 wspblezynnikach nalezg-
cyeh do K:
O =W (y,®g, ...yily).

Zwigzek ten jest pewng relacja miedzy wyiy,...,w,, wymicrng
w K(0). Dla kazdego podstawienia = z grupy ¢ musi byé zatem
O =W (7u(@,), 7(y), ..., 7(@s)), t.j. #(O)=6. Grupa G jest wice za-
warta w Hp.

icm

{§11] Redukejo grupy ¢ rzy rozszerzaniu eiata I,

399
Na odwrol, kazda relacia - ierns K
N ly kazda u:]«m&m Wymierna w K(@), zachodzgcea mie-
Azy Wy gy aeey Ty 108 POStaAc V{0, y, 0y, ...,,) =0, gdzie V jest symbo-
lem wielomianu o wspélezynnikach z K. Dla kazdego podstawie-
nia m, nalezgeego do grupy H 4y Mamy zatem (por. twierdzenie 3):

V(O n(my), MU@y)y vy 7(@)) = 0,

¢ ‘r" e aler [+ (1 . . ,
co dowodzi, ze m nalezy do G- Grapy 61 Hy sg wiec r6wne, ¢.b. d. o.

’l‘wio]'dzvni(-a.?:() wyrazamy krétko, méwiae, ze dolaczenie do K
liezby @ powoduje redukeje grupy @ do grupy Hg.

I’B,VfYKJ‘;A])Y“ Lo Jodli f(w)=0 jest réwnaniem stopnia 3, ktorego
grupa zawiers wezystkie podstawienia licsh 1,29, 4, 10 dolgezenie ktoregokolwiek
plerwinstka rdwnanin .

G2 bl L. Ly o8 3 2
agt® < ataf ]‘Sa.aalu‘ﬁaa—~-4;a0a2-~—4a1a3~—27a3a§

powoduje redukeje grupy @ do geapy O {por. § 7, str. 390, przyklad). W § 18
poznamy sposdb rozwinzywania réwnah o grupie @ cykliczne;j,
2, Zaldzmy, o f(@)==0 jost réwnaniem stopnia 4, nieprzywiedlnym w K,
I dotgezrny do K trzy pierwiastki:
95 iy b Uiyl

Og== 2+ Xy,  Oy== w25 + 2,2,

réwnanio F(l)=0 (por, § 6, str, 387, przyklad), Grupa réwnania f&)=0 w ciele
K(8y) pokrywa wig z grapy € lub z jedng # jej podgrup. Dolaczenie 6, powo-
duje redukeje grupy do

Froos {1y (ysiag) (g g), (80 0) (a5 ), (g, ,) (wgsiy)}s

ewuntun,].x'liu do jodnej x jej podgrup, gdys spofrdd permutacyj grupy &, tylko
permutucje nalesges do V' opraeksztaleajy @, w siebie, Dolgezenie @5 nie powo-
dujo juz dalwzej rodukeji, gdys swina #, <6, 4@, nalezy do I,

Grapa V' uazywa sie grupa cewérkowa.

Hpordh rozwigzywania réwnah o grupie czwérkowej podamy w § 14
(praykiad 3, gtr., 407-408),

SWICZENIA, 1, Jezeli 1D ozacss wyréznik wielomianu f(z), to dolaczenie
ktéregokolwiek pierwiastka kwadratowego z D do ciala K powoduje redukcje G
do podgrupy podstawietn parzystych zawartych w6,

2. Jofli wazystkie podstawienin grupy H, przeksztaleajan o, w siebie,
0wy wyrazn wig wytiernic praez H.

3. Zmaledé grupe réwnanin gt et et -z 1= 0 w ciele R(J5), glzie K
omiaeszn eindo liezh wymiernyeh,

i gl

[Oprzoé sig na vownodel ¢9 e P o

}=14+VB)1.
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§ 12. Grupa roéwnania, ktéremu czyni zadosé 6.
Twierdzenie 20 przynosi korzysé w rozwigzywaniu réwnania f(z)==0
tylko wtedy, gdy wyznaczenie liczby € jest latwiejsze miz roz-
wigzanie tego réwnania. Zbadamy zatem, jaka jest grupa réwna-
nia nieprzywiedlnego w K, kidéremu czyni zadedé @ (por, §7,
str. 389, twierdzenie 11). '

Twierdzenie 21. Grupa G* niepraywiedlnego w ciele K réw-
nania P(t) =0, kidrego pierwiastlkiem jest liczba © naledqea do ciata X,
jest homomorficzna 2 G. : ‘

Jadrem J tego homomorfizmu 1) jest cee$é wspdlna wszysthich
grup spraedonych = He; grupy G @ GJ sq wiee iromorficene.

Dowdd. Pierwiastkami réwnania P(f)==0 sa liczby:

@1=”1(@); Op=my(0), ..., Opr=m(0),
sprzezone z 0. Oznaczmy przez A cialo K(6,0,...,04) i niech Z
bedzie liczbg pierwotng ciala 4. W § 5 udowodnilismy (lemat 3,
str. 384), ze Z moze byé przedstawione w postaci wielomianu
wzgledem 60,0,,...,6, o wspélezynnikach z KX: '

Z =R(0y,0,,...,0,).

Poniewaz liczby 6,,0,,...,0, naleza do ciala 2, wie¢ i Z na-
lezy do tego ciala. Dla kazdego podstawienia = z grupy @ jest za-
tem okredlona liczba : :

w(Z) = R(7(61), 7(By), ..., (E)),
sprzezona z Z w ciele K. Z drugiej strony kazde podstawienie

e 0, Oy ,...,0,
@ul, @({2, veey @uk

powoduje przejicie liczby Z mna liczbe sprzezong z nig w ciele 4:
0(Z) =R(OuyyOuyy -, Ou).

Aby zrozumieé dalsze rozumowanie, nalezy dobrze rozrézniadé
znaczenie symbolu =(Z), gdzie = jest podstawieniem pierwiastkéw
1y %y -y %ny 04 znaczenia symbolu o(Z), gdzie o jest podstawieniem
pierwiastkéw 6y,0,,...,0;. ;
oznaczaé bedziemy literami =, g, », opatrujac je ewentualnie wskaz-
nikami, podstawienia za§ liczb ©,,6,,...,0; oznaczad bedziemy li-
terg o, ewentualnie réwnies ze wskainikami.

1) Jgdrem homomorfizmu grupy & z grupy G* nazywamy zhidr tyeh eles
mentdw grupy @, ktérym prayporzgdkowana jest jednosé grupy G*.

Podstawienia pilerwiagtkow ay,%y,...,%n

icm

[§12] Girupa réwnania dlg o, 401
Aty 2 .
Zatdzmy, ze grupa G réwnania P(s

« - )=0 w ciele ¥ skl i
z podstawien oy, 0y, 00 K sklada sie

W mydl twierdzenia 19 iloczyn

(12) (60 Z)] [t =04(2)]...[t— 0 2)]

jest wiclomianem nieprzywiedlnyn [ 'SDOtey ikac :
zgeyeh do I, rdwnym ()}(lluv t.—jZ.1 v vepoterynikach nale-
Oznaczmy praez N grupe tych podstawi ; ;
dla ktoryeh m(Z)-==Z (grupe symetrlii liczby 02)?&?33???&?19%
dzeniemy 11 mozemy powiedzied, ze jedli G‘=0N+Q N+ +o N
oznacza rozklnd ¢ ng warstwy wzgledem N , tg ilocz;n B
(13) [ ol )] [t~0y(2)] ... [t-- 01(2)]
jest wielomianem nieprzywiedlnym w K o wspélezynnikach nalezg-
eych do K, vdwnym 0 dla ¢ 7. Wiclomiany (12) i (13) sa za.ﬁem
identyczne, | .
Wnosimy  stgd  praede wizystkim, ze I=h. Elementowi =
grupy ¢ prayporzgdkowaé teraz mozemy element o, grupy G*
w o nastepujacy 8poséh: istnieje dokladnie jedno takie j<h, ze =
nalezy do kompleksu ¢,N; za o, Przyjmiemy to z podstawied o,
(i==1,2,..5h), dla ktorego o/(Z)= 0{Z). Kazdemu podstawienin s
grapy ¢ odpowiada wige dokladnie jedno Podstawienie o, grupy G*
irprzy tym kazde o nalezgee do grapy G* jest przyporzadkowane
co najmniej jednemu o nalezgeemu do grupy G. Jedli m nalezy
do kompleksu N, to istnieje w N takie podstawienie v, ke m==gp,
skad ‘wynika, ze¢ a(%) - o)(v(Z)) = (Z) = 0,(Z). Dla kazdego pod-
stawienia o nalezgeego do @ mamy wiec

(14) W(Z)::GJI(Z)'

Wykazemy, #o przyporzadkowanie s — o, ustala homomor-
fizm grup ¢ 1 @™ t.j. ze Oty Oy = Oy

Istotnie, 7z (14) wynika, 2e 0,(Z)=m,(Z); oznaczmy te liczbe
preez Z':

7' 0y B) = 0, Z).
7" jost liezhy ciala 4, moze wiee byé przedstawione jako wie-
lomian wzgledem Z o wspdlezynnikach nalezacych do K:

(1p)

W, Steepinukl, Zosndy Alyebry Wykszey,

7' = W(Z)
26
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(por. twierdzenie 15). Wzdr (15) przedstawia pewng zaleznosé wy-
mierng w K, zachodzacg miedzy pierwiastkami 6,,0,,...,0, W mygl
wiee definicji grupy G* zwiazek (15) musi byé niezmienniczy wzgle-
«dem podstawienia o

H16) ‘ 0(Z2") =W(0.(Z))

Wzér (15) przedstawia jednak takze pewny zalezno§é wy-
. mierng w K, zachodzagca miedzy pierwiastkami @y,%y, ..., 2 gdyz
liczby Z' i Z nalezg do ciala 2. Wnosimy stad, ze

(17) my(Z") =W(my(Z)).

7 (14) wynika, ze my(Z)==0,(Z). Wzory (16) i (17 daja
zatem - 0n,(Z') =m(Z'), a wiee 04, (0n,(2)) = m(my(Z)),  cmyli
'u,,la,,ﬂ(Z):azlnz(Z):a,,,,,a(Z), co mozemy jeszcze napisaé w postaci
oo o (Z)=2Z. Poniewaz Z jest liczbg pierwotna ciala 4, wige

R My My

réwnogé ta daje o7l .o, -0, =1, t.j. 0,0, =0, . Grupy ¢ 16
.89 wiec homomorficzne. ‘ :
Wyznaczymy jeszeze jadro J tego homomorfizmu czyli zhiér
tych @ grupy @, dla ktérych o;=1.
Warunek ten jest réwnowazny réwnosei o4(%) =2, t.j. alZ) =4,
i zachodzi napewno, jezeli m(@;)=0,,7(0)=0,,...,7(0)) =0 Na
odwrét, jesli choé jedna z réwnoscl 7(6);) =6; nie zachodzi, to pod-
 stawienie o, Die jest tozsamogciowe i 0,(Z)4:Z. Na to wige, aby =
nalezalo do jadra J, potrzeba i wystarcza, by zachodzily réwnodei:

(@) =0y, w(@y) =0y ..., wOn)=0

t. j. by = nalezalo do grupy symetrii kazdej z liczb 61,0,,...,04.
Jak wiemy (ob. § 3, éwiczenie 1) grupa symetrii liczby O ==7)(O)
. -Sprzezone] z @ jest grupa ij (,,wj”‘ sprzezona z Hg. Jadro J jest
wiec czedeia wspolng wszystkich grup, sprzezonych z He, ¢ b. d. o.
7 twierdzenia 21 widoczne jest, ze szezegdlng role odgrywaja
liczby @ ciala X, dla ktérych grupa He pokrywa sie ze swymi gru-
pami sprzezonymi czyli jest dzielnikiem normalnym.
Liczby takie nazywamy mnormalnymi w ciele K, a odpowia-
daj'aace, im réwnania P(t) =0 rdwnaniami normalnymi 1Tub rdwna-
niami Galois. . ‘ '

{§13] Sprowadzenie réwnania fl@)y=0 do réwnan prostych. 403
CWIUZENIA, 1, Liezba ¢ jest normalna
kaida liezba 2z nig wpragiona wyrasm
o wepdlezynnikach nalezacyeh do I,
rv(;_,‘upq, symetrii liezby W(#) jest B » Na mocy twierdzenia 2. Na odwrét
jesli wH ot == Iy 10 2(®) ma grupy symetrii H ® 1 wyraza sie jako wielomian
wazgledem # na moey twierdzenia 14],
N . el | et . .

2. Réwnanio a1+ oP 24 1 441=0, gdzie p jest licaba pierwsza, jest
normalne w ciele R liczh wymiernych.
[JeAli g jost jednym z pierwiastkéw, to Pozostalymi sa potegi &].

3. Réwnanie x%---2:=: 0 nie jest normalne w R, ale jest normalne w ciele

R(J=3),

malna w K wtedy i tylko wtedy, edy
silg jako wielomian W(®) wzgledem 6

[Pierwinstki zespolone nie wyrazajs sie w postaci W2). W ciele R()~3)
B

mumy dla @y )2 réwnobei mnmé-(mly—'«l/::ﬁ)ml i my=(— 14+ B)my].

§ 18. Sprowadzenie réwnania f(x)=0 do réwnan pro-
styeh. Mozemy teraz wyjafnié blizéj znaczenie grupy Galois dla
problemu rozwigzy wania rownan. Twierdzenie 21 pokazuje, ze dla
wyznaezenia liczby @ ciala 2 musimy rozwigzaé réwnanie P(t) =0,
ktorego grupa jest izomorficzna z G/J. Z twierdzenia 20 widzimy,
ze po rznalezieniu liczby @ rozwigzanie réwnania f(#)=0 sprowadza
sig do rozwigzania réwnania o grupie Hg. Ostatecznie wiee roz-
wigzanie réwnania f(r)=0 sprowadza.sie do rozwigzania ukladu
dwu réwnan, ktéryeh grupy sa izomorficzne z Hg i z G/J.

Jezeli J nie jest grupa jednostkowsa, to G/J ma mniej ele-
mentoéw niz . Rozwigzanie réwnania, ktérego grupa jest izomor-
fiesna z G}, jest wiee problemem prostszym niz rozwiagzanie réw-
nanin fa) 0.

Takic sprowadzenie réwnania fla)=0 do ukladu dwu réwnan
0 grupach prostszyeh jest mozliwe zawsze, gdy grupa G zawiera

dzielnik normalny N réimy od @ i od grupy jednostkowej. Za &
.mozemy wtedy obraé liczbe, ktdérej grupa symetrii jest N, i roz-

wigzanie réwnania f(z)=-0 sprowadzi sie do rozwigzania ukiadu
dwu réwnat, ktérych grupy sa izomorficzne z G/N i N.
Grupe @, ktdéra nie posiada zadnego dzielnika normalnego
réznego od G i od grupy jednostkowej, nazywamy prostq.
Mozna udowodnié, ze jedli N jest maksymalnym deielnikiom
normalnygm grupy ¢, t.zn. takim, ktéry nie jest zawarty w zad-

‘nym réznym od ¢ dzielniku normalnym, to grupa G/N jest prosta
{por. dalej str. 408, éwiczenie 1).

26*
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Opierajae sig na tym twierdzeniu, mozemy sprowadzi¢ w na-
stepujacy sposéb réwnanie f(z)=0 do ciggu réwnan o grupach
prostych. '

Niech @, oznacza ktérykolwiek z maksymalnych dziclniksw
normalnyeh grupy G, zad @, — liczbe, dla ktorej Gy jest grupa. sy~
metrii. Dla znalezienia liczby @; rozwiazaé musimy réwnanie, ktd-
rego grupa jest izomorficzna z G/Gy; w ciele K(0,) réwnanie f(x)=0
ma grupe G, Oznaczamy przez G ktérykolwiek z maksymalnych
dzielnikéw normalnych grupy @y, a przez @y liczbe, dla ktorej G,
jest grupa symetrii. Dla znalezienia 6, rozwigzad musimy réwnanie,
'ktérego grupa w ciele K(0,) jest izomorficzna z Gy/Gy; grupa réwna-~
nia f(z) =0 w ciele K(6;,0,) jest réwna @,. Postepujac tak dalej, doj-
dziemy do ciggu zstepujacego grup, zakonczonego grupg jednostkowa:
(18) Go=G, G, Gy ..., Gy
i ciggu wstepujacego cial: '

-K7 K(@1)$ If(@h@Z)? cet K(@J.1@27-~7@It)7
o nastepujacych wlasnosciach:

19 kazda z grup ciggu (18) jest maksymalnym dzielnikien
normalnym poprzedzajacej;

20 @, jest pierwiastkiem réwnania P(t)=0, nieprzywiedlnego
w ciele K(0y,0,,...,0,;) i ktorego grupa w tym ciele jest izomor-
ficzna z GiGi-1;

30 grupa réwnania f(2) =<0 w ciele K(6,,60,,...,0)) jest G4
(i=1,2,..., k).

7 wilasnogei 3% wynika, ze grupa réwnania f(z)=0 w ciele
K(@1,0,,...,05) jest grupa jednostkows. Wizystkie pierwiastki
Ly, Ty ey @, lezg wiee w ciele K(0y,0,,...,0z) (por. § 11, éwiczenie 2),
co moglibyémy wyrazi¢ réwnoseig K(0y,0,,...,0:) =2, Po TOZWig-
zaniu réwnan . o
Py(t)=0, Py(t)=0, ..., Pyi)=0
znalezienie pierwiastkéw @y,%,...,, wymaga juz tylko 0peTacy;j
wymiernych. .

W ten spos6b sprowadziliSmy rozwiazanie réwnania f(a)=:0
do rozwigzania ukladu k réwnan o grupach prostych.

Wynik ten posiada dla Algebry doniosle znaczenie. Okazuje sie,
ze igtotng trudnogé przy rozwiszywaniu sprawiaja tylko réwnania
o grupach prostych; dalsze badania algebraiczne powinny wiee i8é
'w kierunku badania i Klagyfikowania réwnafd o takich grupach.

'§ 14] i Praykiady, 405

Wipomuimy tw jeszeze hes dowodu o pewnym wyniku, zwigzanym z wy-
osong, wykej teoriy: i b 3

Ciag (18) o wlasnodei 19 unzywa sig eiggiem skladaniowym grupy G.
~_Grupa moko mied kilke ciagéw sdadaniowyeh, jeéli jednak Go,6,6,..., 6}
o8t drugim, rénym od (18), ciagiem skladaniowym grupy @, to l=F i ciagi
grup florazowyeh: C

oty Gyl GofGy ..o, GGy,
Go/G1, G, GG, Ay A

réimig sie co najwyiej porzgdiiem (o ile grupy izomorficzne bedziemy uwazali
za identyezne), :

Jost to 1, uw. twierdzenie Jordana-Hélderat).

Zanwazny jeszese, 2o G jest dzielnikiem normaluym grupy Gy, ale nie
jent nn og6l daielnikicm normaluym gropy @, )

CWICZENIA, 1, Jegeli grupa @ jest homomorficzna z G* i N* jest; dziel-
nikiemn normalnymn grupy 6%, to zbiér N tych elementéw grupy G, ktére przy
homomorfizmie praechodzy na elementy grupy N*, jeést dzielnikiem normalnym

grupy G- :

2. Podaé ciygi skladaniowe grupy wezystkich podstawien 4 przedmiotéw.
[Jedli 8, oznacza grupe symetryezng, ‘4, — naprzemiennsg i ¥ — grupe
czwdrkowy, to kazdy cigg skladaniowy grupy §, ma postaé:

Sd! -Am ‘V; 0) {1)1
gdzie U oznaczn jedng z podgrup rzedu 2 grupy V1.
3. Grupa eykliczne jest prosta whedy i tylko wtedy, gdy jej rzad jest liczba
plerwszi, :
[Jodli vuand grupy jest liczbg pierwszg, to nie ma ona zadnej pod-

grupy wlideiwo] poza jednostkows, JeSli G ={l,7,72....un} 1 m-+l=e-f, to
grapa {1,2% 22,..., 20 D% tworzy dzielnik normalny G1.

4., Grupa cykliczna G rzedu 2m (p‘os}'a.cfla ézielnil& normalny rzedu m. Wy-
wnioskowaé stad, %e grupa cykliczna rzedu 2™ posiada ciag skiadaniowy,
ktérego wezystkio grupy ilorazowe sg rzedu 2. :

§ 14. Przyklady. 1. Niech f(w)=a®-+uf-+a'+a*+a2+2+41 i niech
eialo K bedzie cislem R liezb wymiernych. Jesli ¢ jest jednym z pierwiast-
kéw, to pozostale sp potegami e. W‘yinaczyniy grupe G tego réwnania.
Poniewas wielomian f(@) jest niepraywiedlny 'w R, wiee G jest grupd prze-
ehodniy, Nioeh s, oznacza ktérekolwiek podstawienie nalezace do G i takie, e
m(e)=e' (i =1,2,8,4,5,6), Istnicje dokladnie jedno takie podstawienie n, gdyi
2 mg)= ol wynika, o a{el)= [ fe)}= &/, co dowodzi, ze warunek n(e)= g wy-
1) Dowdil togo twierdzenia znaleté mozna w kazdym obszerniejszym leursie
Algebry (por. np. eytowang na gtr, 875 ksiggke van der Waerdena, str. 152).
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znacza ealkowicie podstawienie 7, Grupa @ sklada sig wige z szedciu podstawien:
Ly o g, gy Ty, gy M. PLAWO MnoZenia tych podstawieh odezytujemy ze wzoru
m (7 (e)) = (&)= g ==,(g), przy ezym iloczyn i nalezy zredukowaé modulo 7.
J ! R A . . . .
Grupa G jest wiee izomorfieczna 'z grups ubworzong z liezb 1,2,3,4,5,6, ktérej
dzialaniem jest mnozenie zredukowane modulo 7. Grupa ta jest cykliczna.
Wiadomo howiem z Teorii liczb, Ze istnieje pierwiastek pierwotny kongruencyi
x8==1(mod 7), t. zn. liczba g taka, ze kazda z liczb 1,2,...,6 przystaje wedlug
modutu 7 do dokladnie jednej z poteg -g,g%....g¢%. Liczby 1,2,3,...,6 moina wige
przedstawié jako reszty z dzielenia poteg g,9%....¢° pracz 7, skad wynika, ze
grupa @ jest izomorficzna z grupa eykliesng {g,9%....9% W ktérej dziataniem
jest zwykle mnozenie z tym, ze wykladuniki poteg sa zredukowane modulo 6
(za g przyjaé moina 3).
Grupa G ma dwa dzielniki normalne, rézne od @ i od grupy jednostkowej;
odpowiadaja one dzielnikom {g% ¢%} i {g*, g% 9% grupy {g,¢%...,9% (por. § 13, éwi-
czenie 3). Sg to wiee dzielniki:

Ny={1, 7y} ‘i Ny=1{1,74,7,},

gdyi $%==6(mod 7), 82=2(mod 7) i B3t==4 (mod 7).,

- Grupa G/N, jest izomorficzna z grupa cykliczng 1zedu 3, zasd G/N, —

z grupa cykliczng rzedu 2. Ciagami skladaniowymi grupy G sa ciggi:

G: -N],’ {1)‘; G! NZ’ {1}‘

Obu tym ciggom odpowiadaja dwa réine sposoby rozwigzania rdwna-

nia f(x)=0.

Jedli wychodzimy z ciggu @, Ny, {1}, to szukaé musimy liczby 6, dla
ktérej N, jest grupy symetrii. Liczby taka jest np, O=¢-¢% gdys
704 (0) =14 (8) +7g(60)== €84 £%8= g8} ¢, Sprzezonymi z @ By liczby my(H)== >+ %
i mg(e)= &®+¢&*. Wynika stad, ze ® jest pierwiastkiem réwnania

li—(e+8%)] [t— (¢ + 69)1[t—(6* + 1] = 0,
ezyli po pomnozeniu (w mysl tozzamofei et g¥ .. b= —1):
Py(t) =19+ —2—1=0.

Réwnanie to jest normalne, gdyz pierwiastki e2-++&6 1 &2+t wyrazaja
sie przez O = g-- £8 wzorami &2+ g8 = 0%-—2 i g24- &= 1—O—62; podobnie mona
wyrazié kaide dwa pierwiastki jako wielomiany wzgledem trzeciego. '

Réwnanie P,(t)= 0 rozwigzaé mozemy np. wzorani Cardano (Rozdzial X,
§ 3, str.177). Dolaczmy pierwiastek 6 tego réwnania do eiats R. Grupa @ redu-
kuje sie w ciele R(O) do Ny={L,wqs}={1, (e, (% &5) (¢%,&%)}, Grupa ta jest nieprze-
chodnia, wielomian f(x) =0 musi wiec byé praywicdlny w ciele R(@). Istotuie:

(@)= [(w—e&) (&—&%)] [(—&?) (&) ][ (2—&") (i ~—&") ] ==
= (22— +1) [#2—(0*—2) g + 1] [#? (1 — O— &%) 1],

[§14] Prayklady., 407

Pivewinstki réwnania f(z) == : , .
trzeeh 1o \’\'/lHlJll kwa,(‘.lmtowyc{x(.. )ngzg:f;ﬂg ;::Iziz(l;w: ” fTOZWIQQ.zallie uklad‘u
rozktnl wiclomionu f(2) w eintach R(B,) 3%(@) gdzi; y@, Ze taki sam bedzie
stale dwa plerwiastki réwnania, Py(ty=0, giyz .g) : iy 11 B, oznaczaja pozo-
praen #, jk prae 6, 2 Wyraza si¢ wymiernie zaréwno

Jozeli wyehodzimy -z ciggu sktadani
liczby Z, da kbbro] N, jest garupy,
lieaby wpragiony z Z jest sy(Z) == go
remu czyni zadoké Z jest

» owego &, Ny, {1}, to szukamy najpierw
symetrii. Liczby taky jest Z= e+ttt g,
+e8+ef=—Z_1, Réwnanie Py(t) =0, kté-

([ (&4 &+ 6] [t— (s + g5 - &8)]=0,

omyli A epdof- 20 0y skl dla Z

wynika jedng z dwua wartogei 1 -
, ) : rtogei L[— = -
eany Z do eiate R; w now ' =1 =71 Do

ym ciele grups réwnania flz)= 0 jest
) e I . v
Ny o= {1y ngy g = {1, (6,67, 6) (3, 8, 8), (g6, %) (%, £5,¢8)}.

Ponfewag grupn ¥y nie jest pry Inj ied i i
‘ . Ny nie i przechodnia, wiee ‘wielomia i
praywiedlny w eicle R(Z). Istotnie:. : Q o ) st by

vel = Zat(Z 4 De—1][e8 4 (2 4+ 1)t + Zo—1].

Piorwiastki réwnania  f(m)== 2 ; e
y ! HBkL rdwnania fi®)=0 otrzymamy teraz, rozwiazujae ukiad dwu
wuan, stopnia 8, :

2. Zupnhllio podobne stosunki napotykamy przy dyskusji réwnan podzialu
kola afUpoat %o, b L0, gdzie p jest liczby .pierwszad, Grupa @' takiego-
1'('m{r1umi_u Jost izomortiezna z grupy utworzony z liegh L2,..,p—1, ktérej dzia-
-?u.mmn Jost mnozenie zredukowane modulo p. Jest to grupa cykliczna, gdys jest
izomorlicann z grupg, {090, 0P 1Y, gdzic ¢ jest pimwiast?kiem pie?wotnym
kongroeneji wf toxi (mod p), przy czym dzialaniem grupowym jest mnoZenie,
a wyltadniki poteg sy zrodukowane modulo p—1. Jezeli p—1=e¢-f, to grupa G"
ma dzielnik novmalny N, odpowiadajyey grupie {g°,g%¢,..., g7 De, 9™ ; liczba o gru.
pie gymotrii N jost o

9w gl ef{ze ot e,

Jost to t.zw, f-celonowy okres Gawssa.
N . . . 3 %
. Gransg podal wzory, pozwalajyee wymaezyé réwnanie, ktérego pierwiast-
kiem jest 5 1),

3. Roupatrgymy tu jeszeze réwnania stopnia 4 o grupie czwoérkowe;j,

r, ) ] » ] . 3 ; .

Zuldzmy, %o f(#) jest wiclominnem stopnin 4 nieprzywiedlnym w X i ze
f{ru‘p:y véwnanin f(e)s- 0 w K jest ¥ (por. § 11, prayklad 2). Wynika stad, ze
iczby

By s g0yl Wgllyy  Cy= Wy Wgllyy - By Wy By

( Y Zob. up, ksigzke van dor Waerdena cytowana na str, 375, § 54, lub
Uzebotarewn, eytowany na str, 395, Wydanie 1, Rozdzial IT1, § 2.
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nalezy do K. Grupa ¥V ma ciag skladaniowy ¥, 0, {1}, gdzic
O= {1, (103, %) (5, 04) } .

Jesli wiee dolaczymy do K liczbe, dla ktdrej O jest grupa symetrii, to
grupa réwnania zredukuje sig do O i réwnanie f(#)=0 bedzie praywiedlue w no-
wym oiele, Za taka liczbg obra¢ mozemy up, Z= oy -+a,. Liczba ta jest pier-
wiastkiem réwnania

@gt? - ayt+ g 0= 0.

Aby znalezé rozkiad wielomianu f(w) w ciele K(Z), opicvamy sie na tozsa-
mosciach:
12 ,
By A g 7= om o
Uy
Wy Z 0y dg

a7 (2002 01y}
DagZ 4y’ s

&gy == Byl 2% el ]
v ST g Z Oy ag)tty

i ofrzymujemy
f(20) = ap[{a —a0;) (@ — )] [(m—iny) (i iy )| ==

_ o g L0 ag\[ D (2007 +ay)
. =Gy (#*—Za+ Sy Z ay o ay T U7, Ty )

Réwnanie f(x)=0 rozwiazemy teraz, rozwigzujae ukiad dwu réwnah
kwadratowych.
. Wylozona tu teoria (wraz z § 11, prayklad 2) pozwala rozwigzaé kazde
réwnanie stopnia 4.

CGWICZENIA. 1. Réwnanie &' + a8+ uf ... +z+ 1=0 rozklada si¢ w eiele
R(J—T11) na iloczyn
S —e
(mﬁ -+ 5-_'./2._;1_1.;1;4.—:53 +m2+:,1j—_2!.__.,.,—] 1 pro— | ) .
' S SRS (s s
5 B (e oF £ — i e IS ) N

(o

Grupa kazdego z réwnan stojacych w nawiasach jest w eiele K=
cykliczna rzedu 5.

2. Rozwigzaé réwnanie
) . @t g0 | 41 =0,

[Rozwigzanie sprowadza sie do rozwigzania ukladu dwu réwnai kwa-
dratowych i jednegc réwnania szedciennego, gdyz 12==2.2.3],

3. Jebli 2™+ 1=p jest liczby pierwsazy, to réownanie

P
mozna rozwigzad przez pierwiagtniki kwadratowe.
4, Wyréinik réwnania wP 14 al 24 4@l =0

jost  rdwny

(1) 2 P
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1§15 Prostotn grupy naprazemiennej,

409

. " . np—1y p~1 .
[Oznaczujye lewy strong rdéwnania przez f(z), mamy D==(—1; 2 n 1),
=1
el (p—~1)aP —paP 1 41
P wy Wiee /() e i P T

l po p]; o f/(w) @1
e
gtad [/ (w0 j) p(]_*/’;ﬁ, a poniewaz liezby x{'"l,mg"h.,,.,ij réznia sie co najwyzej

Ponjewas [{»)- -

. Wobee m}’ =1 otrzymamy

porzadkiem od Byl gl g

wige
pip-~1)
. AL-L 1
Dy 2l 1, -
( 1_11) (l‘u—xz)...( 1*-”,,._1)

~<(l) 2

pip—1)

p—1 1 e (e 9

. .7-)} .mw ( 1) 2

§ 15. Prostota grupy naprzemiennej. Z teorii wylozonej

w § 13 wynika, %e w Algebrze doniosly role grajg grupy proste, t. j.

takie, ktére nie maja Zadnego dzelnika normalnego réznego od

calej grupy i grupy jednostkowej. Waznego przyktadu grup prostych
dostarezn

.?;p"’%]_

Twierdzenie 22. Grupa naprzemienna stopnia n, 1. . grupa
wszysikich podstawien parzystych n przedmiotdw, jest prosta, o ile n4.

Dowdéd, Mozemy zalozyé, Ze permutowanymi przedmiotami sg liczby
1,2, 1 %o n>4, gdys przypadek n=3 nie sprawia trudnoei. Oznaczmy
przes A, grupe naprzemienig stopnia n, a praez N jakikolwiek jej dzielnik nor-
malny rézny od grupy jednostkowej. Dla kazdego nalezgcego do N oznaczuoyy
praes [, 11046 tych msgn, dla ktéryehr(z) =2. Wabr f,=mn oznacza zatem, ze 7=1.
Nioeh o omnesa ktorekolwiek z nalesgeyeh do N podstawieh, dla ktérege f;
ma mozliwie najwigkszy wartosé, ale jest rézne od .

(i) Cylle, na kidre rozklada sig w, sq réwnej dlugoéci.

Istotnie, joili k jest ilofeia eyfr w najkrétszym eyklu podstawienia =,
10 0> fop 0 "wilqv ak==1, %, zn. e kazdy oykl podstawienia = ma k cyfr.

(i) Kaddy eykl podstawienia = ma co najwyse] 3 eyfry.

Istotnie, praypusémy, Ze x zawiera oykl a-CYETOWY (thys Uy seevsUy)s gdzie az= 8.
Poniewaz N jest dzielnikiem normalnym grupy Ap, 8 (g u,u,) nalezy d_o Anp,
wiee Ay zawiera podstawienia = (thy 20 5 U ) {1y Uy % o) 0T2Z o=1-1m. Jest 3asne.,
%0 7 m(w) =2 wynike (@)=, a wige tez ola)=1, co dowodzi, e fo=fr. Poniew.az
28 o(u,”) =5 Uy wiee fo>> fr, skad o= 1, czyli =1 Poniewaz (i) = 1,, WIge
eykl (s, Wgieensthy) sprowadza gie do (uy,uy%,), czyli a=3.

liii) = jest albo eyklem tréjedonowym., albo iloczynem duww cyklow dwuczlo-
aowych, ' ] '

Istotnie, praypusémy, ze cykle podstawienia 7 84 trojeztonowe i Ze ]e_st
joh ¢o najmniej 2, Niech to hedy cyklo (a,b,¢), (dre,]), ... Poniewaz podstawxe:
nie zoo {a,d) (b,0) jest parnysie, wies r—ins nalezy do N; iloezyn a—le—laz=¢ tez
nalezy watem do N, Ale ola)=a, & ponadto z z(@)=x wynika o(.m)mw, co do-
wodzi, 20 fy> fas 0 wiee o= L Wynile ten nio jest mozliwy, gdyz o(c)=f.
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Jedli cykle podstawienia # sq dwuczlonowe i jest ieh wigeej niz 2, to musi
ich hyé co najmniej 4, gdyl podstawienie 7 jest parzyste. Przypusémy, ze sy to
eykle (@,9), (¢,d), (e,f) i (g,h). Prayimujac znéw 7= (a,d)(b,e), wnosimy jak po-
przednio, Ze pe1mutacm o= n—tr—1mr nalezy do N, co nie jest mozliwe, gilyz

a(g)=g a ola)=

Dotych('zas nie czynilismy uzytku z zalozenia, ze n>4. O])](‘I?\M(, sig na
nim, mozemy wykazaé, ze

(iv) = jest eyklem tréjczlonowym.

Gdyby bowiem bylo z=(a,D)(¢,d), to ozvaczajye praez e ktorgpkolwiek
z liezb 1,2,...,n 16zng od a,b,e,d i prayjmujac z=(u,e)(c,d), wywnioskowali-
byémy, ze podstawienie g=nr—ixr = (a,b,e¢) nalezy do N, mimo ze fo>fn 1 g 1.

Udowodnimy dalej, ze i

(v) N zawiera wszystkie cylkle tréjezlonowe,

Zgodnie z (iv) wystavezy w tym celu pokuzad, ze jesli N zawiera eykl (a,0,¢),
ta zawiera tei cykle (a,b,d), (a,d,¢) i (d,b,e), glzie d jest dowolng liezbg
réing od a,b i e, Z zalozenia wynika, ze N zawiera kazde podstawienie postaci
—1(a, b,c)r, gdzie r jest podstawieniem parzystym. Prayjmajae tu kolejno
v= (0,¢,d), (b,e,d), (v,6,d) przy czym e oznacza dowolny liezbe rézny od a,b.¢ 1 4,
otrzymamy zadany wynik,

7 (v) wynika tatwo, ze N zawiera wszystkie podstawienia parzyste, Istofnie:

(@) (o= (p,1sq) 1 (P-@)(18)="(rp,8) (;9,9).

N zawiera wige iloczyn dowolnych dwu tmuépozycyj , zatiem takie iloezyn
dowolnej parzystej ich liczby, t. zn. kazde podstawienie parzyste, Kazdy dzielnik
normalny grupy An réany od grupy jednostkowej jest wiee réwuy Ay, t. . se
grupa 4, jest prosta, c¢.b. d. o.

Ze wzgledu na duze znaczenie grup prosty ('11 ])()hww'mm im wiele uwagi,
Stwierdzono, ze poza grupami A, (dla n=:4) 1 grupami ceyklicznymi, ktdrych
1zad jest liczby pierwsza (por, § 18, éwiczenie 3), istnieje nieskohczenie wiele
grup prostyel, Wérdd grup rzedu ponizej 1000 wystepuja tylko 3 takic grupy:
s one rzedéw 167, 504 i 660, Pievwsza 2z nich ma znaczenie w teoril réwnan
stopnia 7 1).

22 wynika jako latwy wniosek

Twierdzenie 23. Jedynym dzielnikiem normalnym grupy sy-
meltrycenej S, (gdzie n==4), réznym od 8, ¢ od grupy jednostkowe], jest
grupa naprzemienna A,

7 twierdzenia

Dowd6d. Niech N oznacza dzielnik normalny grupy §,, réiny:

od 8, i od grupy jednostkowej. (zesé wspéina N i A4, jest oczy-
wifcie dzielnikiem normalnym A,. Zgodnie z twierdzeniem 29 zajs$é
Wlee mugi JG([I]&: z nastepujacych mozliwodei:

1) Zob R I‘rlcke Lelrbuch der Algebra, Tom 2, Brundwilk 1926, str, 211
i nast, Tablice znanych dotad 53 niecyklicznych grup prostyel, ktéryeh rzad
nie przekracza 1000000, podaje L. T, Dwkﬁon Trinear Growps with an Heposition
of the Galois Tield Theory, Lipsk 1901, str. 309.

icm

[§16] Niewymicrnodd natnralne i uboczne. 411
10 N zawiera wezystkie podstawienia parzyste; '

20 N nie zawiera zadnego podstawienia parzystego.

W przypadku 19 jest N =4, lub N =8, w zaleznodeci od tego,
czy N nie zawiera zadnego podstawienia nieparzystego, czy zawiera
chod jedno takie podstawienie.

W przypadku 2° N zawieraé moze tylko jedno podstawienie
i to podstawicnie rzedu 2, gdyz iloczyn dwu podstawien nieparzy-
gtych jest parzysty. N ma wiee postac {1, (uy, us)(Us, %s)...}, PLZY czym
08¢ eyRIL (16 %e4) jest nieparzysta. Stwierdzamy od razu, ze grupa.
taka nie jost dzielnikiem normalnym grupy 8,; przypadek 2° jest
wiee niemozliwy.

CWICZENIA, L, Wykazaé, %o josli n==4, to podstawienie =, 0o ktérym
mown w dowodzio twierdzenia 22, moze byé iloczynem dwu cykli dwueyfrowyeh
i%e N jest whedy grupa ezwérkows,

2. Podadé clementy réznycl rzeddw grupy 4; i zbadaé, ktére z nich sa
% 80l RPTZGZONEe,

[trrnpa b zawiora 1 element rzgdu 1, l5poc15taw1en rz@du 2 postaci (4,5) (&, 1),
20 podstawien rzedu 3 postaci (4,7,k) 1 24 podstawienia rzedu 5 postaci (i,], k,1,m).
Whzystkie podstawienia rzedu 2 i wazystkie podstawienia rzedu 3 sa miedzy soba
sprzesone; podstawienia rzedu 5 rdzpadaja sie na dwie klasy po 12 elementéw
i tylko podstawienia nalezace do tej samej klasy sa z soba sprz¢zone].

8. Udowodnié, e grupa A, jest prosta, opierajac sie na wynikach éwicze-
nia 2,

[.Tcmlx dzielnik normalny N zawiera choé jedno podstawwme rzedu 2, to
zwwiern fell 15, jedl zawiera choé jedno podstawienie rzedu 3, to zawiera ich 20~
i josli zawiera choé jedno podstawienie rzedu 5, to zawiera ich 12 lub 24.
Poniownz N musi zawierné podstawienie tozsamosciowe, wiee rzad N moze byt
Lylkn jodng z liezb 1, 1--16, 1420, 1412, 1424, 1415420, 1+15-412,
14151 24, 1--20-412, 120424, 1--15+20+12 i 14 15420+ 24, Mozliwe
sq tylko praypadki pierwszy i ostatni, gdyz rzad N musi byé dzielnikiem
liczby 60,

§ 16. Niewymiernosci naturalne i uboczne. W rozwa-
zaniach, dotyezacych rozwigzania réwnania f(z) =0, liczby ciata K
nazywamy nieraz wymiernymi.

" Liczby nie nalezace do K nazywamy mewymwemoécmfnm.

Niewymiernodei @ nalezace do ciata Z, t.j. dajace e przed-
stawid jako wieclomiany wzgledem &y, %, ...,%, 0 wsp6lezynnikach z K,
naZywaIy nicwymiernosciami naturalnymi,

Inne niewymiernosel nazywany wbocenymsi.

Podzial liezb na wymierne, niewymiernofei naturalne i uboczne
zalezy oezywideie od ciala K.
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W §11 zbadalismy, jaki wplyw na grupe réwnania f(x)=0
wywiera rozszerzenie ciala K przez dolaczenie niewymiernosei na-
turalnej. Zbadamy obecnie, jaki wplyw wywiera dolaczenie do K
dowolnej niewymiernosei.

Twierdzenie 24. Jesli A jest cialem, zawierajgcym K, to
grupa G* réwnania f(x)=0 w ciele A jest podgrupa grupy G

Dolgezenie do K dowolnej niewymiernosci naturalnej @, dla kto-
rej G* jest grupq symeirit, powoduje redukcje grupy réwnania f(x) =0
do G*.

Kazda liczba © o wymienionej wlasno$ci nalezy przy tym do .

Dowdd. Grupa G* réwnania f(z)=0 w ciele 4 jest pod-
grupg grupy G (por. §2, Cwiczenie 2). Jedli O jest liczba, ktorej
grupa symetrii jest 6%, to w mysl twierdzenia 20 grupa réwnania

flz)=0 w ciele K(O) jest réwna G*, co dowodzi pierwszej czefei

twierdzenia 24.

Dia dowodu drugiej jego czesci zalézmy, ze O jest niewymier-
nodcia naturalng, ktérej grupa symetrii jest @*. Liczba O jest
zatem funkeja wymierna pierwiastkow &y,%z ..., %0, nie zmieniajacy
swej wartodel przy podstawieniach grupy Galois réwnania f(x)=0
w ciele 4. W my§l twierdzenia & @ nalezy do 4, ¢.b. d. o.

Zgodnie z udowodnionym twierdzeniem 24 kazda mozliwa re-
dukeja grupy G moze byé uzyskana preez dolgezenie “niewymiernosci
naturalne;.

Wynik ten nosi nazwe twierdzenia Kroneckera.

Dokladniejsze wyniki uzyskaé¢ mozna w przypadku, gdy 4
powstaje z K przez dolaczenie liczby, algebraiczne] wzgledem K.

Twierdzenie 25. Jedli A jest liczbq algebraiceng wzgledem K
stopnia g, to stopiei s kazdej takie] niewymiernosei naturalnej 0, e
grupy rownania f(x)=0 w cialach K(©) i K(1) sa identyczne, jest
dzielnikiem stopnia q. Na to, seby A bylo niewymiernoSciq naturalna,
-potrzeba 1 wystarcaa, by $=4.

Dowdd. Jedli grupa réwnania f(x)=0 w ciele K(O) jest TOWna
grupie tego réwnania w K(2), to @ nalezy do K(1) (twierdzenie 24),
a wiec stopien @ jest dzielnikiem stopnia 4 (por. § 10, wniosek 2).
Jefli s==gq, to K(O)=K(2) (§ 10, wniosek 3), a wiec 2 jest niewymier-
nogeig naturalng. Na odwrot, jesli 2 jest niewymiernoscia naturalnag,
to grupy symetrii liczb 4 i @ s réwne (twierdzenie 20), a wigc
S=q (twierdzenie 13). '

icm

[§17] Réwnania czyste, 413

Jako latwy wniosek otrzymujemy

Twierdzenie 26, Jedli ) jest liczbg algebraiczng, ktorej sto-
pieh ¢ jest liczby pierwsza, © grupa G* réwnanio. f(x)=0 w ciele K(1)
jest rdéna od @, o A jest niewymierno$eiq naturalng.

Dowdd., Istotnie, z twierdzer 24 i 25 wynika, ze wskaznik
grupy G* w @ jest dzielnikiem stopnia liczby 4, a wiee moze byé
réwny 1 lub ¢. Pierwszy przypadek jest niemozliwy wobee G*= Gy
wskaznik G* w @ jest wige réwny ¢. Wnosimy stad, ze jesli @ jest
niewymiernogeig naturalng o grupie symetrii @*, to stopienr O jest
réwny ¢ (por. twierdzenie 13), a wiec A jest niewymiernoscia natu-
ralng na mocy twierdzenia 25.

Jozeli 4 jest niewymiernodcig naturalna, to wmniemy wyznaczyé grupe I’
réwnanin F(@)==0 nieprzywiedlnego w K, ktéremu czyni zado&é 2 (zob. twier-
dzonic 21). W praypadion, gdy 2 jest niewymiernofeia dowolng, mozna wypowie-
dzieé tylko takie twierdzenie: Grupa I' zawiera dzielnik normalny Ij, zaé
grupt ¢ — Qzielnik normalny G taki, se grupy I/Iy i (G, sa izomorficzne. Gy
oznuezn przy tym grupe, do jakiej redukuje sie G przez dolyezenie do K wszyst-
kieh pierwiastkéw réwnanin F(z)=0, za$ It — grupe, do jakiej redukuje sig I"
praes dolgezenie do K wizystkich pierwiastkéw réwnania f(z)=0 1).

Jefli A jest niewymiernofcia. naturalng, to I'y jest grupa jednostkowa
i twierdzenie powyisze pokrywa sie z twierdzeniem 21,

GWICZENIA, 1. Jesli K jest cialem R liczb wywiernych, to liczba
As:(1+i):V§ jest niewymiernoscia uboezng dla réwnania x4 1.

[4 jest jedny z warbosei Ji. W ciele R(A) grupa réwnania #*- 1=10 jest
jednostkowa, tak samo jak w eiele R(i); 4 jest liezby algebraiczng stopnia 4,

a ¢ -— stopnia 2], 3

2. J(aé].i.K jest cialem R liczb wymiernych, to liczba 6= J2 jest niewymier-
6

nofeiy naturalng dla réwnania #B—2=0, & A=}2 — niewymiernodeig uboezna..”

§ 17. Réwnania czyste.‘ Kohcowe §§ poswiecimy zasto-
sowaniu Teorii Galois do rozwigzywania réwnan przy pomocy
pierwiastnikéw. Problem ten byl, jak wiadomo, przez wiele stuleei
centralnym zagadnieniem Algebry. Teoria Galois stworzona zostaia
W _zwigzku z tym wiagnie zagadnieniem 1 przyniosta ostateczne
jego rozwigzanie.

1) Takt, ze rzedy grup iy i GGy sa réwne, odkryl C. :Torclan, Traité
des substitutions, Parys 1870, str. 968. Izomortizm grup I/I4 1 &G, wykazal
0, Holder, Mathematische Annalen, Tom 34 (1889), str. 47. Prosty dpwéd.
salesé moina w ksiazee: G A Miller, H, F. Blichfeldt i L. E. Dickson,
Theory and Applications of Finite Groups, New York 1918, § 167,
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W §19 podamy kryteria rozwigzalnodei przez pierwiastniki,
w § 20 zajmowaé sie bedziemy rozwigzalnodeia przez pierwiastniki
kwadratowe, a w § 21 — przez pierwiastniki rzeczywiste. Niezbednym
przygotowaniem jest teoria réwnan czystych i eyklicznych, ktérg
podajemy w niniejszym § 17 iw§ 18.

Réwnaniem ceystym w ciele K nazywamy réwnanie postaci
am—q=0, gdzie a jest liczba nalezzca do ciata K.
 Tweierdzenie 2% Jesdli p jest licebg pierwszq ¢ ciato K zawiera
p-te pierwiastki # jednosci oraz a nie jest p-tq potega tadnej liczby na-
ledqeej do K, to grupa G réwnania sP—a=0 w ciele K jest cyklicena
reedu .

Dowéd. Niech &= eip i niech @, oznacza jakikolwiek pier-
wiastek réwnania 27— a = 0. Pozostalymi jego pierwiastkami sg liczby
O, =0y Oy=£0y, ceey Opy=eT10,:

Poniewas wielomian zP—a jest nieprzywiedlny w K (por. Roz-
dzial XTIII, § 3, str. 229, twierdzenie 7), wiee grupa G jest prze-
chodnia, zawiera zatem dla kazdego %=0,1,2,...,p—1 co najmniej
jedno takie podstawienie my ze mx(@g)=0Or. Warunek ten wyzna-
cza catkowicie podstawienie. ms, gdyz wynika zen, iz

Ek(@j) :nk( Bj@o) = Ejnk(Qo) = Sj@}z:: €j+k@0.

Grupa G sklada sie wiec z p podstawien mp,Ty,...Tp-1,
czyli jest rzedu p. Poniewaz p jest liczbg pierwsza, wiee wynika
stad, ze @ jest grupa cykliczng, c. b. d. o. '

Jedli cialo K nie zawiera pierwiastkéw stopnia p z jednosci,
to grupa réwnania zP—a=0 nie jest cykliczna (por. podane dalej
éwiczenia 3,41 5).

Znaczenie réwnan czystyeh pochodzi stad, ze przy ich pomocy
okredla sie rozwigzalnogé réwnan przez pierwiastniki.

Méwimy mianowicie, ze réwnanie f(z)=0 jest w ciele K roz-
wiqzalne preez pierwiastniki stopmia co najwyiej m, jesli istnieje
cigg wstepujacy ciat

K, K(©), K(01,0,), -..;
o nastepujacych wilasnodciach:

19 Ciato K(@y,0,,...,0) powstaje z ciata K(0,0s,...,0,-1) przez
dolgczenie pierwiastka ©; réwnania czystego g’ —a;==0, nieprzy-
wiedlnegs w ciele K(0,,0,,...,0,—1) 1 ktérego stopien p, jest liczbay
pierwsza nie wieksza od m, wyraz za§ wolny a, nalezy do ciala
K(@u@aa;--:@lﬁ)i ‘

K(@l; @27 . --a@k)

icm

Réwnania ezyste, 415

[$17]

20 Wezystkie pierwiastki rownania f(z)=0 nalez iala
. ] ) ' ) = lezg. do ciala
1‘,(@1,@2,...,@”).

Mﬁumla} wykazaé, zo jesli wiclomian f(x) jest niepreywiediny w K i choé
jeden pierwiastel; réwnania f(x)= 0 nalesy do ciala K(@1 A

S seees B,), o wszysthie
pierwiasthi réwnania [(z) =0 naledq do tego ciala. ? y -

Josti to 1. zw. dwierdzenie Abela, ktdrego dowodzié tu nie bedziemy 2).

xrr iy
' (.‘,WI(‘?’,J.EN IA. 1. Udowodni¢, ze w definicji rozwiazalnodei przez pier-
wiaglniki 111(.)7111&' u‘re wlasnogei 19 pomingé warunek, ze P, jest liezba pierwszy.

[Por. Rozdzial XIII, § 5, str. 235].

2. Jodli réwnanie f(x)==0 jest rozwiazalne przez pierwiastniki stopnia
¢o najwyzej m w K(#), gdzie A oznacza pierwiastek réwnania rozwigzalnego w K
przez pierwinstuiki stopnia co najwyzej ¢, to réwnanie f(z)=0 jest rozwigzalne
w K przez pierwiastniki stopnia co najwyzej max (m,q).

3, Jodli grapa réwiania czystego oP—a= 0, nieprzywiedlnego w ciele X,
jost eykliczna, to K zawiera pierwiastki stopnia p z jednosei.

[Przypudény, %o G sklada sie z poteg permutacji #. Gdyby = nie skiadalo
gie % jednoego cyklu, zawierajacego wszystkie pierwiastki, to grupa @ nie bylaby
pracchodnig, Zatom = (mkl,xkz,...,wh ), gdzie Icl kz.‘" 7.7p jest permmtacja liezb
1,2,...,p. Mozemy prayjaé y==1 i k=2, gdyz zamiast permutacji ‘'z moina

rozpatrywaé odpowiedniy potege tej permutacji, Niech e=uy:a, oraz a}j:gi—lmb

7 yalednokei o, == (; k=1 : _ [#(m) }51 .
7 zaleznofei ,ukj = (i, /2, )] o wynika n(xkj )—[n(wl)] 7 a(zy) ezyli

kit B0 T (k23— 1)+ 1 (mod p).

Piszie te Kongruencje dla dwu kdlejnych wartodei j 1 odejmujae, otrzy-
mamy ll‘]-._}" »-»lr.j': i(fog~—2) (k/——loj_1) (mod p), skad indukeyjnie

kj_H»-klf":(1'3—7——2)]“‘] (mod p),

a wige .
j—1
| ", ; S NV oy
bk USRS ((ajﬂl‘j_l)—r...+(7‘2~]91).:_20(1‘3 2)" (mod p).
L .
Wzdr ton jest shuszny dia d(;wolnego j=letym e k= k. Jesli &y =3,
g — 2 -—1 . .
0 otraymamy stad Iuj +1:-::-(k3 7 2)3 4+1 (mod p), a wiee dla j=p otrzymamy
f—3 . X

kongrueneje 7 = () (nmd;p). Ale  (ky—2)P==(ky—2) (mod p), otrzy-

nujemy zrtem =0 (wod p), co nie jest mozliwe.

. L) 0y — ] 1 F— i) y s
Tatem fey=- 3 » . 7"j+1"7+1 i (:rl,mg,...,mp). Wnosimy
1 e N 2 3 2
] by odvs (__..:._-;——__-_
styd, %e oz i & nalezy do K, gdyz ”m) T Ty

&y

1y Zobh, np, B, L. van der Waerden, Moderne Algebra, § 56.
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4. Je&li K nie zawiera pierwiastkéw p-tego stopnia z jednoéei, to grupa
nieprzywiedlnego réwnania ezystego jest izomorficzna z pewna podgrupa pelnej
grupy etacyklieznej stopnia p (zob. § 1, str. 372, przyklad 3).

[Jesli m(w)=1m, 1 n(xs)=1xp to

a

o m—1 m—1 2. am—1 :
)_—_:,,((al)m ml) _ (ﬂ(h)) () = (_2) z, = E(b—a)(m—l)—}—a~1'm1.

&y (iy) z,
Podstawienin # odpowiada wiee podstawienie

m'=(b—a)(m—1) +a—1 (mod p)

& (mm

nalezace do pelnej grupy metacykliczne]. Sprawdzamy z latwodcia, Ze przypo-
rzadkowanie to jest izomorfizmem]. '

5. Jesli K jest cialem R liezb wymiernych, to grupa G nieprzywiedl-
nego réwnania czystego aP—a=0w ciele R jest izomorficzna z calg peing grupa

metacykliczng. -
JTl

[Wystarczy udowodnié, ze rzad G réwna sie p(p—1). W ciele R(e?)
grupa G redukuje si¢ do grupy cyklicznej rzedu p, rzad G jest wiee podzielny
przez p. W ciele R(w,) wielomian P —q rozktada sie na iloezyn (m——-‘wl)m’l"’ -g(t),
gdzie t=:2, i git)= P71+ P24 t4 1. W ciele R grupa réwnania gt)= 0
jest grupa cykliezna rzedu p—1 (por. § 14, przyktad 2), Gdyby dolaczenie x,
redukowalo te grupe, to z, byloby niewymiernoéeia naturalny (twierdzenie 26),
a wiee stopiefi @, bylby dzielnikiem p-—1, co jest niedorzeczne. Zatem grupa
réwnania g(t)= 0 w ciele R(x,) ma rzad p—1 i taki sam jest rzad grupy réwnania
2P —a=0 w ciele R(x;). Rzad G jest wiec podzielny przez p—1, a zatem wynosi
co najmniej p(p—1). Z twierdzenia, dowiedzionego w éwiczeniu 4, wynika
z drugiej strony, Ze rzad grupy @ nie przekracza p(p—1)].

§18. R6wnania eykliczne. Rownanie f(®)=0 nazywa sie
eyllicene w ciele K, jesli jego grupa w K jest cykliczna.

PRZYKLADY. 1. Réwnania stopnia 3, ktéryeh wyréznik jest kwadratem
liczby nalezacej do K (por. § 8, str. 390, przyklad), sa cykliczne.

2. Réwnanie P 14aP 24 ... +x+1=0 w ciele K liczb wymiernych,
gdzie p jest liczba pierwsza (por. § 14, str. 407, przyklad 2) jest cykliezne.

3. Uogdlniajae przykiad 2, wykazemy, Ze je&li p jest liczba pierwsza, zas
dowolng liezbg naturalng, to réwnanie

I s O L s IR T

jest eykliczne w ciele R liezb wymiernych.
YA |
Lewa strona tego réwnania jest réwna —— 1
wp —

= f(z). Gdyby wielomian
1
ten byl praywiedlny w R, to przywiedlny bylby tez wielomian

@ (PY\ pa—y (P¥\ pt—2 P*
wp—\—(])xp —1—(2>m At a_j I

—1 fy&—1) —1_ a1
2° +(P1 )xpa 1+__'+(p£__]ﬁ1)m

4

ygle) =flm+1) =

icm

[§18] Réwnania cykliczne. 417
Zaréwno wliczniku jak w mianowniku wspé iki jatki
. F L pélezynniki z wyjatkiem wspét-
czynn]l'c()w :[)I‘Z? najwyzszych potegach & sg podzielne przez p. Na mocy algoryi?mu
dzielenia wn()'ﬁnm;?r stad latwo, Ze wapélezynniki wielomianu f(@+ 1) s3 podzielne
przez p # wymtkmm Dpierwszego, ktéry jest réwny 1. Aby znalesé wyraz wolny,
skracamy lieznik i mianownik przez @ i prayjmujemy 2= 0, otrzymuj@c:

p« . . . .
g(())——-pm“1 =p. Wielomian g(») jest wiec nieprzywiedlny na mocy kryterium
Eisensteina (Rozdzial VIII, § 14, str. 134).

k

2ie —
o . . .
P7, gdzie k jest wzglednie
i o 7 m Chr ; s . .
pierwsze z p°, Grupa @ tego réwnania musi wiec zawieraé takie podstawienie 7,
y P / ooy YT - - £ . . ?
ze wywy)s=2, Warunek ten wyznacza w zipelnofei podstawienie =x,, gdyz

27f e

Pierwinstkami réwnania f(#)=0 sa liczby = p =6

W pnd.ubn:y sp()sc’ﬂ'o wykazemy, ze mm ()=, (&), t. . 7,7, ==, . Gropa &
jest wige izomorficzna z grupa utworzona z liczb mniejszyeh niz pe i pierw-
gzych wzgledem pe, w ktérej dziataniem jest mnozenie zredukowane modulo pe.
Grupa ta jost cykliczna, gdyz z Teorii liczb wiadomo, Ze istnieje liczba g
(. 2w. liczba pierwotng wedlug modulu px) taka, ze reszty z dzielenia liczb
g,g“,...,_(/”“_ (P=1) praez pe praebiegaja wszystkie liezby mniejsze od pe i pierwsze
wzgledem pe '), Grupa G jest wiee izomorficzna z grupa {g,g’,gs,...,gpu—iw—l)},
w ktorvej dzialaniem grupowym jest mnoignie, a wykladniki poteg redukujemy
modulo pe—i(p—1).

Twierdzenie 28. Jeseli réwnanie f(x)=0, niepreywicdlne
w ciele K, ma w tym ciele grupe cykliceng rzedu m, a ciato K zawiera
m-te pierwiastki # jednodei, to réwnanie f(z)=0 jest w ciele K roe-
wiqralne przez pierwiasiniki stopnia co najwyéej m.

Dowé6d. Udowodnimy to twierdzenie najpierw dla przypadku,
gdy m jest liezbg pierwsza, a nastepnie pokazemy, ze jesli zachodzi
ono dla liczby m, to zachodzi tez dla liczby p-m, gdzie p jest
liczbg pierwszg. Przez indukcje wynikaé stad bedzie glusznosé twier-
dzenin dla kazdego m. ,

19 m jest liczba pierwszg. Grupa G skiada sie z m poteg

pewnego podstawienia n:

G={1,m,72 ..., 771},

‘Podstawienic s nie moze zawieraé dwu ani wigee] cykli
i wazystkie pierwiastki o, ®g ..., Tn réwnania f(z)=0 muszg wehodzié
do m, gdyz w przeciwnym razie grupa G nie moglaby byé prze-

1y Zob, np, W, Sierpinski, Teoria liczb, Wyd. 11, Warszawa 1925, Roz-
dzial VIII, § 2, str. 132. '

W. Sierpifiaki, Zasady Algebry Wyiszej. 2T
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chodnia. Wynika stad, ze ilosé n pierwiastkéw réwnania f(#)=0
musi byé réwna m. Mozemy zatem tak ponumerowad pierwiastki
réwnania f(x)=0, zeby bylo 78 =Ly, Ty +s0y Tn) -

Oznaczmy przez ¢ pierwiastek pierwotny stopnia m z jednosei,
nalezgcy w my#l zalozenia do ciata K i przyjmijmy dla j=1,2,...,m—1

Oy=m; + elw, + &2ty + .. - glm—ig .

Liczby te nazywajg sie rozwigrujacyms Lagrange’a.
Nie wszystkie rozwigzujace sg réwne 0. Istotnie, suma ich
réwna sie

m—1

m--1 m .
2 O;=(m—21)x,+ 2 L~ Ze(k—i)j:-’mmr‘“(wl + + vee =+ D)y
B=2

= =1 .

m—1
gdyz 2 &#V jest sumgy wszystkich réznych od 1 pierwiastkéw
=1

stopnia m z jednofei, a wiee réwna sie —1. Poniewaz suma
#,+ @y ...+, nalezy do ciala K, wiec wnosimy stad, ze gdyby
wszystkie liezby O; byly réwne, 0, to ma;, & wiee i @y, nalezatoby do
ciala K whrew zalozeniu, ze réwnanie f(z)=0 jest nieprzywiedlne
w K.
Przyjmijmy, ze 6;40. Mamy
) m—1 .
7(6;) =23”J'-n(w,,+1) =Ly + &3+ g+ et gm=2gg,,, 4 el =

=0 .
— glm=1i( g, + &I, -+ ¥+ ...+ e Digy) = 710,

skad przez indukeje wyprowadzamy, Ze
(19) ) =e7HO;
Réwnosé a*(@)=6; zachodzi wiee tylko dla k=0, co do-
- wodzi, ze grupa symetrii liczby 6; skiada sie tylko z podstawienia
tozsamosciowego. @; jest wiec liczba pierwotng ciala, K (%1, %oy ..., Zm),
skad wynika, ze wszystkie pierwiastki &,%s,...;%m nalezg do ciata
K(0,) (por. twierdzenie 15). :
Przyjmijmy a=0p 7 (19) wynika, ze a*(a)=a dla
k=0,1,2,...,m—1, t. zn. ze & jest niezmiennicze wezgledem wazyst-
kich podstawien grupy & W my§l twierdzenia 8 liczba a nalezy
- wiec do K, przy czym nie jest ono m-ta potegg zadnej liczby naleza-
cej do K, gdyz w przeciwnym razie 6y, a wiec i wszystkie pierwiastki

dla %=0,1,2,...,m—1.

icm

§ 18] Réwnania cykliezne. 419
3y W ey Py nalezatyby do K. Liczba 0; jest wiec pierwiastkiem »
réwgama czystego #™—a =0, nieprzywiedlnego w K. Wnosimy stad
ze cigg skladajacy si z dwu ciat K i K(0;) spelnia warunki 1° i 20’
podane w definicji rozwigzalnoei réwnania, t.zn. ze réwnam‘é
f(w)=0 jest rozwigzalne przez pierwiastniki stopnia co najwyzej m.

2% Zalézmy, se twierdzenie jest stuszne dla liczby m,a p jest

liczbg pierwsza, i przypudémy, ze réwnanie f(z) =0 jest nieprzywiedlne

w K i. ma w tym ciele grupe & cykliczng rzedu mp. Przypusémy
wreszcie, ze K zawiera pierwiastki stopnia mp z jednofei. Wynika
stad, ze K zawiera wszystkie pierwiastki stopnia m i wszystkie
pierwiastki stopnia p z jednodci.

Grupa G ma postaé. {l,#,a?, .., a1, Podstawienia
1,7P, 7%, .., 7lm=0P tworzg dzielnik normalny H grupy &, ktéry
jest grupa cykliczng rzedu m; grupa ilorazowa G/H jest izomorficzns
z grupg cykliczng rzedu p.

Niech O oznacza jakgkolwiek liczbe ciala X=K(w,%y ..., Bmp),
ktoérej grupa symetrii jest H. W ciele K(@) grups. réwnania f(z)=0
jest H, w my$l wiee zalozenia réwnanie f(x)=0 jest w ciele K(O)
rozwigzalne przez pierwiastniki stopnia co najwyzej . Liczba @

jest pierwiastkiem réwnania, ktérego grupa w K jest izomorficzna

z G/H, a wiee—jak 'wykazaliémy w przypadku 1° —pierwiastkiem

- réwnania rozwigzalnego w K przez pierwiastniki stopnia co najwy-
zej p. Wynika stad z latwodeiy (por. § 17, éwiczenie 2), ze réw-

nanie f(@)=0 jest rozwiazalne w K przez pierwiastniki stopnia co
najwyzej max (m,p)<mp, ¢ b. d.o.

CWICZENIA. 1. Wykazaé, ze metods, wylozong w punkcie 1° dowodu
twierdzenia 28 moina rozwiazaé réwnanie eykliczne takze w przypadku, gdy m
nie jest liczha pierwsza, o ile choé jedna z rozwiazujacych Lagrange’a @j jesti
rézna od 0 ).

2. Jefli @j':}: 0 i & jest pierwotnym pierwiastkiem stopnia m z jednosci,
to iloraz @k:Equ M nalezy do ciala K, jezeli jq==k (mod m).

[Zauwazyt, 2o n(6,/69) = ~#6,/e167=6,/6]].

1) Mosna tez zmodyfikowaé to rozumowanie tak, aby stosowalo sie ono do
praypadku, gdy wszystkie 8, sq réwne 0. Zob. H. Weber, Lehrbuch der Algebra,
Tom I, Wydanie 2-e, Brun§wik 1912, str, 589, oraz G, B. Mathews, Algebraic
Equations, (ambridge Tracts in Mathematics and Mathematical Physics No 6
(1915), str, 32-34.

27*
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3. Zakladajac w éwiczeniu 2, ze j=1, wyprowadzié¢ wzory
o
m—1

1 (k—1)h 1
. ——h., . ah
T mZ‘S Gy 64
h=1

dla k=1,2,...,m.

m m »
[Oprzeé sig na wzorach Y'e'=0 dla 140 i Y'e=m dla I=0].
h=t h=1
4..Udowodnié, ze réwnanie #P 14 2P 24 ..-+x-41=0 jest rozwiazalne
w ciele R przez pierwiastniki stopnia co najwyzej p—1, gdy p jest liczba pierwsza,
. [Dla p= 2 twierdzenie jest stuszne. Zalézmy, zZe jest ono stuszne dla p<<g,
i dolgezmy do R pierwiastki stopni 2,3,...,g—1 z jednosei. W nowym ciele réw-
nanie 29142924, . 4x+1=0 ma grupe cykliezna rzedu g—1, a wige jest
rozwiazalne przez pierwiastniki stopnia co najwyzej ¢—1. Nastepnie stosujemy
éwiczenie 2 z § 17].
5. Rozwiazaé réwnanie cykliczne '8 44?4 1= 0.

§ 19. Réwnania rozwiazalne przez pierwiastniki. Mo-
zemy obecnie podad, teorio-grupowe kryterium rozwiazalnogei réw-
nania przez pierwiastniki.

Twierdzenie 29. Jesti cialo K zawiera wszystkie pierwiastki
2 jednosci, to réownanie f(z) =0 jest wiedy i tylko wiedy rozwiqzalne w K
praez pierwiastniki stopnia co najwyzej m, gdy istnieje cigg skoticzony
grup '

' G:Gm Gy, Gz; cer Gk:‘{l}
rozpoczynajacy sie od grupy Galois réwnania f(x)=0 w ciele K, za-
koviczony grupg jednostkowq i posiadajgcy nastepujace dwie wlasnodei:

18 Gy fest dzielnikiem normalnym G (j=0,1,2,...,k—1),

20 Qrupy ilorazowe G;/Gia sa cykliczne reedu co najmniej 2
i ¢o najwysej m. =

Dowéd. Zalézmy najpierw, ze réwnanie f(x) =0 jest w ciele K
rozwigzalne przez pierwiastniki stopnia co najwyzej m, t.j. ze
istnieje cigg ciat

K: K(@1)7 K(@I’@z)) MR ] K(@n@z:"',@r)

taki, Ze wszystkie pierwiastki réwnania f(z)=0 naleza do ciala
K(0,0,,...,0,) 1 0; jest pierwiastkiem réwnania czystego nieprzy-
wiedlnego w K(6,,0,,...,0;_;), ktoérego stopien jest liczba pierwsza
nie wieksza od m (j=1,2,...,7).

Przyjmijmy I'y=6 i oznaczmy przez I'; grupe réwnania f(z) =0
w ciele K(60,,0,,...,0;) dla j=1,2,...,7. I'. jest wiee grupa jednostkowa,
-za8 I'tyy — podgrupg I dla §=0,1,2,...,7—1. Zajéé moga dwa przy-
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padki: albo @} jest niewymiernoscig uboezng dla réwnania f(2) =0

w cicle K(0,0y...,0)), albo niewymiernoseia naturalng. W pierw-

szym przypadku [y, =I7; na mocy twierdzenia 26. W drugim przy-
padku Iyi1 jest grupg symetrii liczby @)y czyli, dokladniej, grupg
tych podstawien @ nalezacych do IY, dla ktérych m(0j1) =04
Liczby sprzezone z @y sg pierwiastkami tego samego réwnania
czystego, ktoremu czyni zado$é 0,44, czyli maja postaé 0,4, gdzie &
jest pierwiastkiem z jednodei. Grupa symetrii takiej liczby jest
oczywiscie znéw I'yy. Grupy sprzezone z Iy pokrywaja sie wiee
2z Iiyq (por. § 3, str. 879, éwiczenie 1), t.zn. ze Iy, jest dzielni-
kiem normalnym grupy I :

- Zgodnie z twierdzeniem 21 liczba 044 jest pierwiastkiem
nieprzywiedlnego w ciele K(6y,0,,...,60;) réwnania, ktérego gruph
w tym ciele jest izomorficzna z I'/T}s. Réwnanie to musi pokrywat
sie z réwnaniem czystym, ktéremu czyni zadosé @;44, skad na mocy
twierdzenia 27 wnosimy, ze I/I}i4 jest grupa cykliczng rzedu co
najwyzej m. k

Jezeli teraz usuniemy z ciagu Iy, Iy,...,Ir wyrazy réwne wy-
razom je poprzedzajacym, to otrzymamy ciag zstepujacy grup
Gy, Gy, ..., G4, spelniajacy wymienione w twierdzeniu warunki 101 20
Warunki te sa wiec konieczne dla rozwigzalnodei réwnania przez
pierwiastniki rzedu co najwyzej m. v o

Zalézmy teraz, ze istnieje ciag grup Gy, Gy,...,Gk spelniajacy
warunki twierdzenia. Aby wykazaé rozwiazalno$é réwnania, zasto-
sujemy indukeje wzgledem k.

Jesli k=1, to Gy=G4={1} i-grupy @ oraz Gy/G; s3 izomor-
ficzne, co dowodzi, ze G jest grupa cykliczng rzedu co najwyzej m.
W tym wiec przypadku twierdzenie wynika z twierdzenia 23.

Zalézmy shigznogé twierdzenia dla przypadku, gdy omawiany
cigg grup ma co najwyzej k—1 wyrazéw, i dotaczmy do K jaka-
kolwiek liczbe @, ktérej grupa symetrii jest ;. W ciele (@) réwna-
nie f(#)=0 ma grupe G, w mysl wiec zalozenia jest rozwigzalne
w K(0) przez pierwiastniki stopnia co najwyzej m. Grupa réwnania
nieprzywiedlnego w K, ktéremu czyni zados¢ @, jest izomorﬁcgna
z @/G,; jest to wiee grupa cykliczna rzedu co najwyzej m. Z twu.ar-
dzenia 28 wynika zatem, ze @ jest pierwiastkiem réwnania rozwia-
zalnego w K przez pierwiastniki stopnia co najwyzej m, co dowodzi
(por. § 17, éwiczenie 2), ze i réwnanie f(z)=0 jest rozwigzalne w K
przez takie pierwiastniki. Warunki 10 i 2° s wiee dostateczne,
c. b, d. o. : ‘ . SO
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Zalozenie, ze cialo K zawiera wszystkie pierwiastki z jednodei,
nie jest istotne dla stusznodei twierdzenia 29, wiemy bowiem, ze
réwnania podzialu kola sa rozwigzalne przez pierwiastniki (por.
§ 18, éwiczenie 4). ’

Korzystajac z pojecia ciagu skladaniowego (§ 13, str. 405), mozna nieco
uproécié wyslowienie twierdzenia 29. Réwnanie f(z) =0 jest mianowicie rozwia-
zalne w K przez pierwiastniki stopnia eo najwyzej m wtedy i tylko wtedy, gdy

lstme]e cigg skladaniowy G=@G,, G, ..., &,={1} grupy a, ktorego grupy ilorazowe
/G«'J_}_1 sy cykliczne rzedu co nagwyze] m. Ciag G, GGy, 0 ktérym mowa

w twierdzeniu 29, mozna bowiem zawsze uzupelmé przez ewentualne dotacze-

nie nowych wyrazéw do ciagu skladaniowego 1).

Twierdzenie 29 rozstrzyga catkowicie kwestie rozwigzalnogci
réwnad przez pierwiastniki, przynajmniej w przypadku takich
‘cial K, dla ktérych umiemy wyznaczaé grupe Galois dowolnego
'réwnania o wspélezynnikach z K (por. § 6). Wyznaczywszy bowiem
grupe @, mozemy zawsze sprawdzié (przez skorezong liczbe préb),
czy istnieje ciag @p,Gh,...,G, posiadajacy wilasnodei 1° 1 20 wy-
mienione w twierdzeniu 29.

Jako zastosowanie twierdzenia 29 udowodnimy

Twierdzenie 30. Réwnanie nieprzywiedine o wspdtczynnikach
wymiernych, ktdrego stopieh n jest liczbg pierwszq wigkszq od 3 i ktdre
mae dokladwie 2 pierwiastki zespolone, nie jest rozwiqralne przez pier-
wiastniki. o

Dowd6d. Grupa réwnania, spelniajacego zatozenia twierdzenia,
jest S, (por. twierdzenie 18). W my#l twierdzenia 23 jedynymi ciggami
podgrup S, jakie spelmiaja warunek 1° twierdzenia 29, s3 ciagi

Sy Any {1} i Sry {13

Ciggi te nie spelniaja jednak warunku 2° twierdzenia 29, gdyz
ani grupa S, ani grupa 4, nie sa cykliczne. ;
Twierdzenie 30 dowodzi, ze réwnania stopnia wyzszego niz 4 nie

59 na 0gdt rozwiazalne przez pierwiastniki 2)..Opierajac sie na wyniku
“Hilberta, o ktérym wspominalismy przy koncu § 9 (str. 395), mozna
dowiedé, ze dla kazdej liesby nuaturalnej n>4. istnieje rdwnanie stop-
nia n. o wspdlezynnikach wymiernych, nierozwiqzalne praez pierwiastniki.

1) Por. B. L. van der Waerden, Moderne Algebra, Wyd. 2-e, Tom I,
Berlin 1937, str. 151,

%) Pierwszy Scisty dowdd tego twierdzenia dla réwnan stopnia 5 podat
N, H. Abel w r. 1826, kladac przez to kres dlugoletnim i bezowoenym prébom
rozwigzania ogélnego réwnania stopnia 5 przez plerwmstmk]
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- (34WI(JZLNIA 1. Wyprowadzié teorio-grupowo rozwiazalnosé réwnan stopni
i

2. Réwnanie «5—10x+2=0 nie jest rozwigzalne przez pierwiastniki
w ciele R liezb wymiernych,

[Por. § 9, str. 395, éwiczenie 1].

3. Jesli grupa @ jest przemlenna, to réwnanie f(z)=0 Jest rozwigzalne
przez pierwiastniki,

[Jesli N oznacza maksymalny dzielnik normalny grupy &, to G/N jest
grupg prosta i przemienna, a wiee cykliczng].

Réwnania o grupach przemiennyeh nazywamy abelowymi. ' °

4. Jesli kazdy pierwiastek réwnania f(z)=0 jest pothad hczby 7y, to
réwnanie f(z)=0 jest abelowe.

[Niech &, =af', n(z,)=a, i ofz,)=a,. Wiedy:

om(@y) = o{[z(®y )]k = ofwlk) = ola{p“K) =a{qp"%,

o)) = ne( [o(ml)]“k)-——n(m;‘!z =n(afa"k)= ={p"q",
a wiet no= om].
5. Wykazaé, ze réwnanie m8—a7+x5—attad—n11=0 jest abelowe
w ciele R liczb wymiernych.
: (218—=1)( a;—-l
(w8—1) (2 —
wiastkiem jest &, to pozostalymi sa &2, 64,7, 68,611,613, 8“]

[Lewa strona réwnania jest réwna . Jefli wiee jednym pier-

6. Mozna udowodnié, ze lewa strona réwnania z éwiczenia 5 jest nieprzy-
wiedlna w ciele R. Opierajac sie na tym, pokazaé, ze grupa G tego réwnania
w cicle R jest izomorficzna z grups, utworzong z liczb mniejszych od 15 i wzgled-
nie pierwszych z 15, w ktérej dzialaniem jest mnozenie i iloczyn redukuje sie
zawsze modulo 15. Grupa ta jest przemienna, ale nie jest cykliczna.

Réwnanie z éwiczenia 5 jest szezegdlnym przypadkiem réwnad podziatu
kola, pojmowanych tu jako réwnania, ktérych pierwiastkami sg pierwiastki pier-
wotne z jednodei (por. Rozdziat XI, str. 199). Wiecej szczegdléw o tych réwna-
niach znalezé mozna np. w ksiagzkach van der Waerdena i Czebotarewa,
cytowanych na str. 375 i 395.

§ 20. Konstrukeje przy pomocy cyrkla i linialu.
7 twierdzenia 29 wynika latwo nastepujacy warunek konieczny
rozwigzalnogei réwnania przez pierwiastniki kwadratowe:

Twierdzenie 31. Jesli réwnanie f(x)=0 jest w ciele K roz-
wigealne praez pierwiastniki kwadratowe, io reqd grupy tego rownania
w ciele K jest potegq liceby 2 :

Dowéd. Zgodnie z wardzeniem 29 istnieje cigg grup

Go=@, G, Gy ..., G={1}

takl, ze grupy ilorazowe Gj/Gy11 sg rzedu 2. Rzad grupy G jest
réwny iloczynowi rzedéw grup Gy/Gi1, jest wiec pobega liczby 2,
¢. b. d. o
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Mozna pokazaé, ze warunek wymieniony w tezie twierdzenia 31 jest nie
tylko konieczny, ale i dostateczny dla rozwiazalnogei réwnania przez pierwiast-
niki kwadratowe, kazda bowiem grupa, ktérej rzad jest potegaliczby 2, posiada
ciag sktadaniowy, ktérego grupy ilorazowe sg rzedu 21),

Rozwiazalnodé przez pierwiastniki kwadratowe jest — jak wiemy
7 Rozdziatu XI, § B, str. 208-209 — zwigzana z. konstruowalnosci
przy pomocy cyrkla i linialu. Na to mianowicie, zeby punkt 4 byt
konstruowalny przy pomocy cyrkla i linialu z innych danych
punkt¢w Ay, As,..., A potrzeba i wystarcza, by wspbirzedne 2,y
punktu 4 (w dowolnym ukladzie wspolrzednyeh) byly pierwiast-
kami réwnan rozwigzalnych przez pierwiastniki kwadratowe w ciele
Ry Y1y Bay Yy -y Tiy Yr)y gAzi€ 7y 0ZDACZAJG wspllrzedne punktu A4,
dla j=1,2,...,k. Kryterium pozostaje bez zmiany, gdy dwie wspol-
1zedne rzeczywiste ,y zastapimy jedng wspéirzedng zespolong
2=x- 1.

PRZYEKFEADY. 1. Podzial kata na nieparzysty liczbe réwnych
czefei, Udowodnimy '

Twierdzenie 32. Jedli p jest licsbg pierwszq nieparaysta, a ¢ — liceba
rzecaywisty taka, e &7 jest liczba przestepna, to kat ¢/p radiandw nie jest konstru-
owalny prey pomoey eyrkla i linialu, o ile dane sq tylko jednostka miary i kgl o.

Dowéd. Gdyby kat p/p byl konstruowalny przy pomocy cyrkla i liniatu,
to moznaby tes znalezé przy pomocy cyrkla i liniatu punkt e'PP, wychodzac
7 danej jednostki miary i punktu ¢'?. Réwnanie

(20) aP—eP=0

bytoby wiee rozwiazalne przez pierwiastniki kwadratowe w ciele Ry i tym-
, bardziej w ciele R(e®, 2Py, .

Aby dowiedé, ze praypuszezenie to prowadzi do sprzecznosci, wykazemy naj-
pierw, ze réwnanie (20) jest nieprzywiedlne w ciele R(e™®, ¥MIP), Istotnie, w prze:
ciwnym razie ¢ Dbyloby p-ta potega pewnego elementu o ciala R(P, e2UP)
(por. Rozdzial XIII, § 3, str. 229, twierdzenie 7). Poniewaz ¢ moze byé przedsta-

P(e%)

wione w postaci -
Q)

czynnikach nalezacych do R(ETP), wiee wyniktoby stad, Ze

, gdzie P i Q sa wielomianami jednej zmiennej o wspél-

@y . [Q(e?)1P- 6 P—[P(e¥) = 0.

Wielomian [Q(&)JP-§—[P(£)P nie jest tozsamogeiowo réwny 0. Istotnie,
jedli P(£) jest wielomianem stopnia u, a @(f) — wielomjanem stopnia », to
[Q(&)PE—[P(&)PP ma stopien pr+1, o ile »=>p, zad gtopien pu, o ile p>w.

Stopien tego wielomianu jest przeto. zawsze dodatni, Z (21) wynika wiege, ze ei‘)"

1) Zob. np. A, Speiser, Theorie der Gruppen won endlicher Ordmung,
Wyd. 2-e, Berlin 1927, str. 69. ‘ ’
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jest liczhg algebr.aicznsy w ciele Q(e2”i'P), a wiec tez w ciele R (por. Rozdzial XIT
§ .4, str. ?17, twierdzenie 4) whrew zalozeniu. Wielomian P —e? jest zatem,
nieprzywiedlny w ciele R(e?,e2ip). ‘
_ Zgodnie z twierdzeniem 27 grupa réwnania (20) w ciele R(e,e> EP) Jest
.cykhczna_ rdeu D, skad(.i na moecy twierdzenia 31 wnosimy od razu, ze réwna-
nie (20) nie jest w tym ciele rozwigzalne brzez pierwiastniki kwadratowe, ¢. b. d. o.
Jest 1jasne, e istnieja liczby rzeczywiste ¢, dla ktérych ¥ jest liczba
przestepna '), Na moey twierdzenia 82 mozemy stad wnosié, ze podzial dowol-
nego kata ¢ na Jllepar?ystzh ilo§¢ réwnych czefei nie da sie przeprowadzié przy
pomocy samego cyrkla i liniatu, Nie wynika stad oczywideie niemozliwosé podzial‘zl
pewnych specjalnych katéw ¢ na nieparzysta ilogé réwnych czescet, jak to zaraz
wykazemy dla praypadku g= 2.
2. Konstruowalnoéé wielokgtéw foremnych. Zagadnienie podziahi
kata 27 na n réwnych czefei jest oezywifcie réwnowazne konstrukeji n-kata
foremnego. Moina je tez sformutowaé i tak, ze chodzi o skonstruowanie punktu

, : e L 2n . 2xn . ‘
o wspdlrzednyel rzeczywistych cos o Sin—- czyli punktu o wspéirzednej ze-

spolonej [g=w+iy=¢g, gdzie ¢ jest ktérymkolwiek z pierwiastkéw pierwotnych
stopnia n z jednodei.

« Twierdzenie 33. Na to, aby n-kat foremny byl konstruowalny pray
pomocy cyrkla i linialu, potrzeba i wystarcza, by n mialo postad 2"~pl-p2-...-p
garie PysPgs.-.sP,. 0znaczaje rosne liczby pierwsze postaci 241,

s

Dowéd. Zalézmy najpierw, %e m jest potega liezby pierwszej p:
n=pe, '

Pierwiastki pierwotne stopnia pe z jednokei sa pierwiastkami réwnania
(22) xp““1<ﬂ—1>+mﬂ“f‘<ﬂ—25+ F 1=,

ktérego grupa w ciele R jest cykliczna rzedu pe—1i{p—1) (por. § 18, przyklad 3).
Liczba pe—1(p—1) jest potega liczby 2 w dwu przypadkach: gdy p=2 oraz gdy
a=1, a p ma postaé 2™+ 1. W tych wiec tylko przypadkach réwnanie (22) moze
byé rozwiazalne przez pierwiastniki kwadratowe, Na odwrét, jesli warunki te sa
spelnione, to rzad grupy rGwnania (22) w ciele R jest potega liczby 2, skad z la-
twoseia wynika, Ze grupa ta posiada ciag skladaniowy, ktérego grupy ilorazowe
maja rzad 2 (por. § 13, éwiczenie 4). W my§l twierdzenia 29 réwnanie (22) jest
wige rozwigzalne przez pierwiastniki kwadratowe, ezyli n-kat foremny jest
konstruowalny przy pormocy cyrkla i liniatu, Twierdzenie 33 jest wiec sluszne
w przypadku, gdy n jest poteéga liczby pierwszej.

1) Wynika to choéby z uwagi, ze zbidr liczb algebraicznych jest przeliczalny,
a zbidr liczb postaci ¢¥— nieprzeliczalny. Mozna udowodnié, ze jefli ¢ jest liczba
algebraicznyg ré/ma od 0 (rzeczywista lub zespolona), to ' jest liczbg przestepna.
Zob, F. Lindemann, Mathematische Annalen, Tom 20 (1882), str.213. Dowéd
Lindemanna jest dokladnie opracowany w ksiazece G. Hessenberg, Transzen-
denz von e und x, Lipsk-Berlin 1912. :
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Zalézmy teraz, ze m jest iloezynem pewnej ilogei czynnikéw pierwszych
ize p jest jednym z nich. Przypusémy, ze n=pah, gdzie h jest liczba mniepodzielna
przez p. Jebli n-kat foremny jest konstruowalny przy pomocy cyrkla i liniatu,
to konstruowalny jest tez pz-kat foremny, gdyi mozemy go otrzymaé z n-kata
foremnego, aczac co h-ty jego wierzchotek. Na mocy udowodnionej juz czefci
twierdzenia musi wiee byé badz p=2, badi e=1 i p=2M+41, co dowodzi,
7e warunek twierdzenia 33 jest konieczny.

Dla dowodu dostatecznodei wystarczy zauwazyé, ze jedli przy pomocy cyrkla
i linjalu konstruowalne sa punkty o wspélrzednych (zespolonych)

2 ’ v
eZ:rzi/Z , eZni,.’pl, o2t Pr,

to—jak wynika z geometrycznej. interpretacji mnozenia licsb zespolonych (Roz-
dziat VI, § 6, str. 92) — konstruowalny jest tez punkt o wspolrzednej
1,1 1
i [2k+}71+"‘ b

. Pr.
g=e .

. Poniewaz ¢ jest pierwiastkiem pierwotnym stopnia 'n=2"'p1'p2...pr 7 jed-
noéei, wiec wynika stad konstruowalnosé n-kata foremnego.

TUdowodnione w ten sposéb twierdzenie 33 moie byé jeszeze wypowiedziane
w nastepujacej formie, w ktérej objawia sie ciekawy zwiazek miedry Geometria
a Arytmetyka:

Na to, by n-kat foremny byt konstruowalny prey pomocy cyrkla i Uiniatu,
potrzeba ¢ wystarcen, seby ilosé liceb pierwszych wegledem o i mniejszych od n byla
potega liczby 2.

Dla dowodu wystarczy przypomnieé, ze ilo§é liczb pierwszych wzgledem 7
i mniejszych od m, czyli t. zw. w Teorii liczb funkeja Gauss’a (ob. Rozdzial VI,
§ 8, str. 95) jest dana wzorem :

(1

p(m)=pf1~(p,—1)-p§2~(py—1) ... pEr(p,— 1),

gdzie n=p¥1-pi2...p%r oznacza rozktad liczby m na czynniki pierwszel).
Mozna tes wyprowadzié w podobny sposéb kryterium (ezyli warunek
konieczny i dostateczny) kongtruowalnoéei n-kata foremnego przy pomocy
liniatu, cyrkla i cyrkla stozkowego, t.j. przyrzadu, pozwalajacego kredlié
stozkowa przez 5 danych punktéw. Liczha n musi mieé wéwezas postaé
2*8'p p,...p,» gdzie py.p,,....p, 8a to réine liczby pierwsze postaci 2938 11,
za§ 201 202). :
CWICZENIE. Jeéli 2741 jest liczba pierwsza, to m jest potega liczby 2.
[Jedli g jest liczbg nieparzysta, to x%-+1 jest podzielne przez z+ 1, a wige

vy
22 q—}—’l jest podzielne przez 22+ 11.

1y Zob. W, Sierpinski, Teoria liceb, Wyd. 2-e, Wérszawa. 1925, Rozdzial VI, .

str. 93.
. %) Zob. J, Pierpont, Bulletin of the American Mathematical Society,
Tom 2 (1895), str. 77-86. ’
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=3

8 2_1. Pierwiastniki rzeczywiste. Zatézmy, ze cialo K
sktada sie wylgeznie z liczb rzeczywistych.
Jegli istnieje ciag rosnacy ciat
K, K@),

(23) E(64,0,),

L] K(@l’gayw-y@k):
spelniajacy warunki 1° i 20 podane w definieji rozwigzalriodei (§ 17
str. 4.14-415), w ktérym nadto liezby 61,0,,...,0; 55 rZeczywiste, to’
m.évm_ny, %e réwnanie f(x)=0 jest w ciele K rozwiqealne przez
prerwiastniki rzeczywiste.

Uogélniajge wyniki dotyczace t.zw. casus. irreducibilis dla
réw.na,ﬁ stopnia 3 (ob. Rozdzial X, § 5, str. 184), wypowiedzieé
mozemy
o Twierdzenie 34. Niech ciato K sklada sie 2 liced rzeczywistych
1 miech réwnanie f(x)=0 ma wseystkie pierwiasths rzeceywiste; jesly
rzad grupy G tego réwnamia w ciele K jest podzielny prees liczbe niepa-
r2ystq wigkszq od 1, to réwnanie f(x) =0 nie jest w ciele K rozwigzalne
preez pierwiastniki reeczywiste.

Dowéd. Zalézmy, ze istnieje ciag cial (23) spelniajacy wa-
runki 1° i 20 definicji rozwigzalnogei (str. 414-415), w ktérym liczby
0,,0,,...,0, 83 rzeczywiste. Niech @; oznacza grupe réwnania f(z)=0
w ciele K(0,,0,,...,0)) dla j=1,2,...,k i przyjmijmy G,=@. Grupa Gt
jest oczywideie podgrupa grupy G; dla §=0,1,2,...,k—1, przy czym -
Gx={1}. Niech r; oznacza wskaznik G,y w G dla j=0,1,2,...,k—1.
Rzad grupy @& jest wiec réwny 7¢ry...7—1, skad wnosimy, ze co naj-
mnie]j jedna zliezb g7y, ..., 751, 0. liczba 7, jest podzielna przez liczbe
nieparzysta wieksza od 1. Dolaczenie 0, do ciala K;=K(6y,0,,...,0;)
powoduje redukcje grupy réwnania f(x) =0 z G; do podgrupy wladei-
wej Gy, Z twierdzenia 26 wynika wiee, ze @;14 jest niewymiernoscis,
naturalng, t.zn. daje sie przedstawié jako wielomian wzgledem
By, Lgy.eny By 0 WEpPOlezynnikach nalezacych do Kj:

Op11 =Wy, %g .o Tn)-

Liczby sprzezone z @1 maja postad W(m(m,),a(®@y),..., (%))
gdzie = przebiega grupe G;. Liczby te sa zatem wszystkie rzeczy-
wiste. Z twierdzenia 11 wiemy, ze wszystkie liczby sprzezone z 041
53 pierwiastkami jednego i tego samego wielomianu stopnia 7
o wspélezynnikach nalezacych do K; i nieprzywiedlnego w K.
7 drugiej strony, @y jest pierwiastkiem réwnania czystego, nie-
przywiedlnego w K, Dochodzimy w ten sposéb do wniosku, ze
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istnieje réwnanie czyste stopnia 7, nieprzywiedine w K;, ktérego
wizystkie pierwiastki sa rzeczywiste. Wniosek ten jest oczywidcie
niedorzeczny, gdys wynikloby stad, ze i ilorazy dwu dowolnych
pierwiastkéw réwnania czystego sa 1zeczywiste, t.zn. wszystkie
pierwiastki z jednodei stopnia 7; bylyby rzeczywiste, wbrew zato-
#eniu, ze 7;>2. Twierdzenie 34 jest w ten sposéb udowodnione.

GWICZENIE. Jesli K zawiera wylacznie liczby rzeczywiste, pierwiastlki
séwnania f(z)= 0 sa rzeczywiste i grupa G tego réwnania w ciele K posiada ciag
skladaniowy, ktérego grupy ilorazowe sg rzedu 2, to réwnanie f(z)= 0 jest roz-
wiazalne przez pierwiastniki rzeczywiste. - ‘

[Zastosowaé takie rozumowanie, jak w dowodzie twierdzenia 29].
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