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ZARYS TEORII GALOIS

0ZRS6 1
GRUPA GALOIS

§ 1. Grupy podstawien. Pojecie symetriis Nlech A
omacza. dowolny zhidr. -

Podsiawieniem ebioru A nazywamy kazda funkeje ¢, odwzoro-
wujaceq zbidr 4 na samego siebie w gposéb wzajemnie jednoznaczny.

Tloezynem dwu podstawien ¢ iy nazywamy pod\sta,meme & =qy,
dane wzorem 9(@)==g(p(x))r).

Jegli zbiér ¢ podstawien zbioru 4 jest grupy ze wzgledu na
tak okieglone pojecie iloczynu (por. Rozdzial XIX, §1, str. 309,
przykiad 17), to méwimy, ze @ jest grupq podstawies.

Jednodeig 1 takiej grupy jest podstawienie itoésamoéeiowe:
1(e) == dla kazdego elementu zbioru’ A. Elementem odwrot-
nym do ¢ jest podstawienie ¢—!, odwrotne do g.

Tlodé¢ elementéw zhioru 4 nazywamy stopniem grupy 6.

Pojecie grupy podstawien zjawia si¢ wszedzie tam, gdzie jest
mowa 0 niezmienniczogel pewnych relacyj.

Zatozmy, ze w zbiorze A okreglone 83 pewne relacje mlqdzy
elementami: F(x,y,2,...), S(@,v,2,...), ...

Méowinty, ze relacje te sy miezmiennicze, albo symetryczne, ze
wzgledu na podstawienie ¢, jedli z zachodzenia ich miedzy elemen-
tami @,y,2,... V\mGd zawsze zachodzenie ich miedzy elementami
(@), (), ¢(#)y-.:

R(wyﬁ’/ﬁzf'-')”"1\)‘((/’(‘7’)7(/’(fl/):‘/"(z)’j"), Hﬁ(m,y,z,...)—>S(¢(w),qn(y),q9(z),...).
) Podstawienio to oznacza éi@ tes enesto praez ye (por. Rozdzial XVIIL,
§ 2, str, 301), aby muwmaezyé poragdek, w jakinm wykonywane sy podstawienia.
Symbolika taka nie jest jednuak konsekwentna, jedli podstawienia cheemy trak-
townd juko lunkeje, wahtm‘lwuym wydajo rig pisad: 4= (p't/) lecz (‘7V’L(l0 ten
wzdr: @ jont rdwne o orazy ¢
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Kazda relacja jest, oczywidcie, symetryczna ze wagledu na pod-
stawienie tozsamosciowe. Latwo dalej sprawdzié, ze relacja gy-
metryczna ze wzgledu na podstawienie @ jest tez symetryezna ze
wzgledu na podstawienie ¢—1, a relacja symetryezna ze wzgledu na

podstawienia ¢ 1 p jest tez symetryezna ze wzgledu na podstawie-

nie gy. - ,
Utwoérzmy zbidr G wszystkich podstawien ¢, ze wzgledu na

ktére relacje R,S,... s3 symetryczne. Zbidr ¢ zawiera wiee podsta-
wienie tozsamogciowe 1; jesli ¢ iy nalezg do @, to ¢~ i gy tes nalezg

do @. Zbiér G tworzy wiee grupe podstawien.
Nazywamy ja grupe symetrii relacyj-R, S, ...

PRZYKLADY. 1. Niech 4 oznacza zbidr punktow plaszezyany lub prae-
strzeni. Dla dowolnej liczhy rzeczywistej Az-~0 okreflmy relaoje Ra@,y) praez
warunek, Ze zachodzi ona miedzy dwowa punktami @ i y wtedy i tylko wtedy,
gily ich odleglodé réwna sie 2. Grupa symetrii wuzystkich tyeh relacyj By (ktéryel
ilogé jest tu nieskohezona, s nawet nieprzeliczalna) sklada sie z takich prze-
ksztaleen 1) plaszozyzny lub. przestrzeni, ktére nie zmieniajg odleglofel, Sy to-
. 2w. preeksstatcenia izometrycene.

. 2. Niech F . oznaczy dowolny podzbiér zbioru 4. Uzupelnijmy relacje
Rafe,y) z praykladu 1 jeszeze jedny relacja: punkt o v alezy do zbioru F. Grupa
symetrii sklada sie teraz nie ze wszystkich przekézta-lceﬁ izometrycznyeh, lecz
tylko z tych spoéréd nich, kiére odwzorowujg zhidr F w siebie, W szezegélnofo,.
bioyac za F wielokaty \lub wielofciany foremme, otrzymujemy interesujuce
prayklady grup skohezomych. '

- Przyklad 2 ilustruje wazny fakt, se zwigkszenie iloées relacyj powoduje re-
dukcje (zmmiejszenie) grupy symetrii.

3. Nieéh p hedzie liczba pierwszq; zaé . zbiorem liczh 0,L,2,...p—1.
Dlg 1=0,1,2,...,p—1 okreflny relacje Ri(®,y,2.t), prayjmujac, Ze zachodzi ona
miedzy liczbami x,y, 2,1 zbioru 4 wiedy i tylko wtedy, gdy a—y==A(z—1) (mod p).

. Wykazemy, ze grupa symetrii relacyj By, Ri,...,Rp—1 sklada sie ze wazyst-
kich podstawien x, dla ktérych istnieja takie liczby a i b zbioru 4, ze

(L) ‘ a(f)==aj+ b (mod p) dla  §=0,1,2,...,p—1.

. Istotnie, jesli spelniony jest warunek (1) i migdzy liczbami x,y,2,t zachodzi
relacja Bz, to :
T—y=A(z—1) (nod p),
skgd wynika, ze
U : a(w-—1y)==: da(z—1) (med p),
t. §. ) .
B . [{aw+ b)~ (ay + b‘)]‘izi?/’t[(cw'%b)~—~(tbt-‘]~ )] (mod p),

. 1) Podstawienia zbioréw nieskonhezonyel nazywany zazwy czaj preekszlol-
centami (transformacjami) tyeh zhioxrdw,

1§11 rupy podstawier, Pojecie symetrii. 373

ozyli : :

(@) —-2(y) = (2)— 2(t)] (mod ),
e stwierdza, Ze relasja Ry zachodsi miedzy liczhami z(z), #(y), #(2), 2(t). Re-
lacja Ra jest wiee symetryezna wzgledem podstawienia . '

Zalézmy na odwrét, se relacje Bz sg symetryczne wzgledem podsta.wienia'n.
Poniewaz wzor Rz(2,0,1,0) jest sluszny dla kazdego 2 nalezacego do 4, wiec
»OtI'Zymﬂj(«"le stad wadr Ba(x(A), 7(0), #(1), #=(0)), 1. ].

(A~ 7(0) == A7 (1)—7(0)] (mod 0),
€0 dowodzi, 26 podstawienic x spelnia warunek (1), Przy czym b=x(0), zas a jest
ty liczbg zbioru A, dla ktérej a=z(1)—=(0) (mod p). '
Podutawienia s, ap‘ehxia,jmv.e warunek (1), nazywamy podstawieniami linio-
wymd, & grupe il —- pelna grupq liniowq (albo metacykloenq) stopnia p.
Ziwrdéniy joszeze uwage na to, ze jedli p nie jest liczba pierwsza, to wzdr (1)
okrefln podstawienie zhioru 4 tylko dla takich a, ktére 84 wzglednie pierwsze z p.

Inne prayklady o trege algebraicznej podane sa w Rozdziale XIX
6§ 18 1 19), ‘

Niektore pojecia ogélne Teorii grup nabieraja wyrazistszej
tregei w przypadku - grup podstawien.

Powréémy np. do przykladu 2 i rozwazmy précz zbioru F
jeszcze drugi zbiér B, zawarty w A. Niech @ oznacza grupe tych
przeksztateen izometrycznych, ktére przeksztalcaja F w giebie,
H zag grupe tych ¢ nalezgcych do @, ktére ponadto przekgztalcaja B
w siebie. H jest wiee podgrupg grupy G. Jedli zastosujemy do F
przeksztalcenia ¢ grupy @, to otrzymamy zhiory ¢(E), ktére po-
krywaja sie z B tylko wtedy, gdy ¢ nalezy do grupy H.

Zbiory te nazywamy spreeéonymi z E.

Rozklad
(2) - G=@pH4pH A

(por. Rozdzial XIX, § 10, wzér (16), str. 327) ma teraz nastepu-
jacq interpretacje: dwa przeksztalcenia ¢ i v grupy G nalezg wtedy
i tylko wtedy do tégo samego skladnika rozkladu (2), gdy prze-
ksztaleaja one H na ten sam zbiér sprzezony, t. j. gdy @(B) =y(E).

Skladniki rozkladu (2) nazywamy warstwami lewostronnymi
grupy G wagledem H, a ilo§¢ warstw nazywa sie wskaénikiem
grupy H w 4.

Grupa @Hg= sprzezona z H (por. Rozdzial XIX, § 9, str. 326)
ma interpretacje nastepujacea: jest to grupa. tych przeksztalcen
nalezgeyeh do @, ktove przeksataleaja o(B) w siebie. Jegli wszystkie
grapy sprrezone z H s réwne H, to H jest dzielnikiem normalnym.
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Analogiczne uwagi stosuja sie nie tylko do specjalnego przy-
padku, omawianego w przykladzie 2, ale i do ogélnego pojecia grupy
symetrii relacyj R,S,... Nalezy tylko zamiast zbioréw sprzezonych
rozwazaé relacje Ry,8,... sprzezone z R,S,... i okredlone réwno-
) WaandéCi@ R}//(myy)z‘; .o)=R(p(@),0(y),9(2),...) 1)

CWICZENIE. Zbadaé grupy powstajace w spos6h opisany w praykladzie 2,

dy:
8 (a) A jest plaszezyzna, zad F tréjkatem réwnobocznym;

(b) A jest przestrzeniy, zaé I czworodcianem foremnym;

(e) A jest przestrzenia, za§ F szeScianem. : .

Wykazaé, ze w przypadku (a) otrzymuje sig grupe izowmorficzny z grupy
symetryczng stopnia 3 (. j. grupa wszystkich podstawie trzech przedmiotéw),
w przypadku (b) grupe izomorfiezng z grupy naprzemienng stopnia 4, zag w przy-
padku (¢) grupe izomorficznag z grupy symetryezng stopnia 4,

§ 2. Grupa Galois ?). Bedziemy oznaczali przez K dowolne,
lecz obrane raz na zawsze ciato liczbowe. Rozpatrywad bedziemy
wielomian f(z) stopnia n o wspélezynnikach nalezgcych do ciala K,
nie posiadajacy pierwiastkéw wielokrotnyeh (por. Rozdzial VIII, § 10,
8tr. 122). Przez ay,®,,...,2, oznaczaé bedziemy stale pierwiastki wie-
lomianu f(z).

Bedziemy méwili, ze miedzy pierwiastkami ay,as,...,2, za-
chodsi relacja wymierna w K, jezeli istnieje wielomian W(&, &, ..., &)
n zmiennyech &, &,..., £, 0 wspblezynnikaeh nalezgeyeh do K, taki
g8 W (D, @y, ... ) = 0. : '

') Czytelnik, ktérego interesujy zagadnienia,. poruszone w § 1, znajdzie

wiele ciekawego materiadn w ksigsce A. Speiser, Theorie der Gruppen von endlicher

Ordnung, Wyd. 2-e, Berlin 1927, Rozdzialy VI i VII. ;

%) Pojecie to wprowadzil do algebry Evariste G-alois (1811-1882). Mimo,
iz Galois 2yl zaledwie 21 lat i napisal tylko kilka prae (zbiorowe wydanie jego
dziel obejmuje zaledwie 81 stron), twérezosé jego wywarla gleboki wplyw na roz-
woj wielu dziedzin matematyki. W szezegélnodei stworzone przez Galois pojecie
grupy okazalo sig¢ podstawowym pojeciem w réznych galeziach wiedzy,

, Sama postaé Gralois jest réwnie niezwykla jak jego teoria. J ego namietny
i gwaltowny charakter powodowal, ze pozostawal on stale w niezgodzie z wep6t-
czesnymi sobie przedstawicielami nauki, ktérymi pogardzal, gdyz nie rozumieli
jego koneepeyj. Szkodzilo mu to toz w nauce szkolnej i akaderickiej: dwukrotnie
przepadal przy egzaminach. Brat czynny udziat w zycin polityeznym, krytykujac
ostro rzady Ludwika Filipa, co fciagnelo na niego kare wiezienia. Zgingl w po-
jedynku, ktérego powody nie sa znane. W przeddzien $mierci napisal obszerny
List do swego przyjaciela, komunikujae mu o swych najwazniejszyeh odkryeiach
matematyeznych, List ten jest jednym z gléwnyeh Zrédel nagzych wiadomosel
o tworczodei Galois, Por, Oeuvres d'Hvariste Galods, Paryz 1897, z przedmows.

E. Picarda oraz pracg P. Dupuy, Le vie &' Hvariste Galots, Annales do 'Beole
Normale Supérieure, Tom 13 (1896)

-

[52] ‘ Grupa Galois, 375

Grupe podstawieri  zbioru {a,@y,...,1,}, wazgledem ktérych
wezystkie relacje wymicrne w K s niezmiennicze, nazywamy grupag
Galois réwnania f(@):~0 w ciele K.

Pojecie to jest wiee szezegélnym przypadkiém omawianych

w § 1 grup symetrii.

Grupe Galois xéwnania f(#)=0 w ciele K oznaczaé bedziemy
w dalszym ciggu stale przez @.
% definicji wynika, ze @ jest zespolem podstawien

-( By oy By greny  p )
T s
U(Ly)y T(8y)y .00y 7H(25)

o nastepujacej wlasnofci: jesli W(&,é&,...,&) jest wielomianem n
gmiennych o wspdlezynnikach nalezgeych do K i jesli

W(%mza "vmn) = 07
to
W(”(%)}”(%);---:”(mn))=0-

Zadanie, jakie stawia sobie Teoria Galois, polega na zbadaniu
whagnogei réwnania f(#) ==0 na podstawie wiasnogei przyporzadko-
W;muj mu grupy Galois. |W geometrii odpowiadatoby to badanin
wlagnogei figur na podstawie ich symetrii.

Pojeeie grupy Gialois mozna nogdlnié na praypadek dowolnego ciata K,
niekoniceznic wtworzonego z liezh, Gléwna trudnodé, na jaka napotykamy, pragnac
glormulowad definicje, polega na okredleniu pierwiastkéw wielomianu f(x) i na
dowodzie ich istniening rzcez bowiem jasna, ze nie mozemy sie powolywaé na
zasadnicze twiordzenio algebry, jedli wspélezynniki réwnania flw)=0 nie sa
liezbami, Problemy te nalesg do t. zw. Algebry abstrakeyjnej?). .

PRZYEKLAD, Wyznnezymy grupe Galois réwnania of 428 m‘l+m—|—2li——k~ 59
w cielo R liczb wymiernyeh, Pierwinstkami tego réwnania sg liezby =€ k5,
gdzie l-=1,2,3,4, Miaday liezbami tymi zachodzs nastepujace zaleznofei wy-
miernoe w R:

: 9 2
(3) arf ety == 0, 1, = 0, af— = 0.

Poniewaz :x:%~»~-:n3-{~ 0, wige wynika stad np., e podstawienie

Wy, Wy, Wy, T .
o ey Wl A o (25, Xg, Mg, Xg)
(;'}21 wa. w‘“ 901) ( 12 Wi

1y Wylkdad Toorii tralois w ramach Algebry abstrakeyjnej znalesé mozna
w picknej ksiggee: B, L, van der Waerden, Moderne Algebra, Wyd.“2-e, Tom 1,
Berlin 1087, Por, toi 1. Husse, Hehere Algebra, Tom 2, Sammlung Gosch:«.n, 1927
oraz Rozdzint XX niniejszej keigzki, § 2, prayklady 819 (str. 354:3:?9). Zob. tez
‘A A, Albort, Modern higher algebra, The University of Chieago, Science Series,
Wyd, 4-¢ (1944),
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nie nalezy do grupy Galois rozwazanego réwnania. W podobny sposih wy k-
zemy, ze spofrod 24 podstawien liczh my,,,2,m, tylko podstawienia

(4') ' 1, (xlswza%’wa): (mla .’1:'4) (wZ’mﬂ)! ({1%135(735517«1’(179)

moga naleze¢ do grupy Galois. Relacje (3) sa, istotnie, symotryezue ze wzgledu
‘na podstawienia (4); nie mozemy stad jednak jeszeze wnosié, ze podstawienia te
tworza grupe Gralois, gdyz nie wiemy, czy kazda relacja wymierna w R, zacho.
‘dzgea miedzy liczbami oy, %, 2y, 2,, jest tez symetryczna ze wzgledi na podstawie.
nia (4). Nastepujace rozumowanie wykazuje, ze tak jost istotnie,

Dla dowolnego wielomianu W(g,y,67) csterech zmiennyel przyjmienmy
VE=W(&. .88, Jelli W(zy,2,0,20,20)=0, t0 V(w)=0, gdyz wy=a?, oy =g}
i a;4=a;‘1‘. Wielomiany V() i p(@)=2*+23+22+z+ 1 majy wiee wspolny pier-
wiastiek #;, a ze p(x) jest wielomianem nieprzywiednym w R (por, Rozdzial VIII,
§ 14, wniosek 2, str. 184), wiee V() jest podzielne przes p(@) (por. Rozdzial X1IT,
§ 3, str. 228). Wynika stad, ze F(wy)=0, co wobec 1,.3‘ Ty ag = g zy daje
T6wWno86 W (xy, 2,2, 45)=0. Podstawienie (1,29, 4, 703) Malezy wige do grupy Galois
réwnania p(@)=0 w ciele R. Potegi tego podstawienia muszy zatem tez nalesed
do tej grupy, co dowodzi, iz sktada sie ona z podstawien (4).

Moznodé wyznaczenia grupy Galois w tym praykladzie zawdzieezamy
faktowi, ze wazystkie pierwiastki sa potega jednego z nich, W ogéInym praypadku
definicja grupy Galois nie daje zadnego gpogobu rozstrzygniecia w skoficzonej
liczbie krokdw, czy dane podstawienie nalezy do @, czy nie, W § 6 pozamy
taki sposéb dla praypadku, gdy K jest cialem R liezb wymiernyeh (ob. str, 387),

CWICZENIA. 1. Wiyznaezy¢ grupe Galois réwnania

28+ 5 oot P e e 1= )
w ciele R liczb wymiernych,

2. Jedli K jest podeiatem ciata A, to grupa Galois véwnania f(z)= 0
w ciele A jest podgrupa grupy 6.

[Kazda relacja wymierna w A jest tex wymierna w K.

—
N

§ 8. Grupy symetrii funkeyj wymiernych pierwiast-
kéw réwnania. Oznaczad bedziemy przez X =K (2,,@,,...,,)
cialo, powstajace z K przez dolgezenie liczb &1y Loy .eny iy (POT. ROZ-
dzial XTIT, § 2, str. 226). Cialo 2 skiada sie wiec z liczh, dajacyeh
si¢ przedstawié w postaci ulamka

(5)

Py wy, ..., @)

Qy, 25, ..., @)’
gdzie P i @ s3 symbolami wielomianéw zmiennych o wsp6lezyn-
nikach nalesgeych do ciala K, przy czym Q(ay,wy,...,2,)==0.
Dla krétkosei oznaczaé bedziemy zespol licab @y, s, ...,2, jedng
litery zx. )
~ Jesli @ jest dowolnym podstawieniem liczh Ryy Xy eunyity, 1O Z0-
spot liezb a(@y), ni(w,)y..., m(@,) 0znaczaé bedziemy symbolem m(x).
: " . - . . T
Wzbr (5) zapiszemy wiec kr6tko jako @ = -(—3£—)

Q(x)

icm
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Grupy symetii funkeyj wymiernyel,

Zewpol wezystkich podstawien grupy @, wzgledem ktéryeh
relacja (B) jest symetryczna, tworzy podgrupe G. Jest to mianowicie
grupa symetrii relacyj wymiernych w K i relacji ().

Grupe te nazywaé bedziemy grupg symetrii liczby O i oznaczaé
Przez ﬂ'r&).

Na to wiee, aby podstawienie = grupy @ nalezalo do Hg, po-
trzeba 1 wystareza, by zachodzila réwnogé

Pn(x))
Q=(x))

Nalezy tu zauwazyé, ze Q(n(x))==0 dla kazdego podstawienia m,
nalezgeego do grupy @. Igtotnie, zwigzek Q(7(x)) =0 przedstawia
pewng zalezno§é wymierng w. K, zachodzacs miedzy pierwiastkami
Dyyyy ey (7(%) Jest pewng permutacjs ciagu x). Z definicji grupy &
wnogimy wiee, Ze jesli Q(n(x))=0, to QmYn(x))) =0, t.j. Q(x)=0,,
whrew zatozeniu,

Grupa Hw pozornic zalezy od sposobu, w jaki liczba @ zostala
przedstawiona w postaci (5). Latwo jednak pokazaé, ze Hog w rze-
czywistodei zalezy tylko od liezby 6. Udowodnimy mianowicie,
ze jesli Py i @ sa takimi wielomianami # zmiennych o wspélezyn-
nikach nalezgeyceh do K, ze :

(6) 0=

Py(x)
(" 6 = AN
" %)’
to dla kazdego podstawienia o grupy 6 warunek
‘ Py(n(x))
0 i it AN Sad 24
@) (@)

jest réwnowanzny z (6).
Istotnie, miedzy @y, @y,...,%, zachodzi na mocy (5) i (7) zaleznogé

wymicrna w I “
(%) Qu(x)—Py(x) - Q(x) =0,

skad wynika, ze dla kazdego podstawienia m, nalezgcego do grupy @,
zachodzi  1éwnodé  P(r(x)) - Q7 (x)) — Py(m(x)) - Q(z(x)) = 0. Wobec
Q(7(x)) == 0= @y (m(x)) otrzymujemy stad

Pln(x) _ Pr(=(x)
) )~ Q)
skad od razd wynika rownowaznodé warnnkow (6) i (8). Otrz.yma»my
wige te sama grupe He, wychodzge z przedstawienia (5) liezby O,
¢o wychodzae z przedstawicenia (7).
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Jegli podstawienie » grupy & nie nalezy do He, to liczba g%yi%%
, prp

jest rézna od .
Nazywamy ja liczbg spraegong z @ i oznaczamy przez m(O).
Samo @ zaliczamy tez do liczb sprzezonych z 6.
Wzor (9) dowodzi, ze n(@) zalezy tylko od @ 1 od =, nie zalezy
zag od sposobu, w jaki @ zostalo przedstawione w postaci (5).
Z definicji liczb sprzezonych wynikajg latwo nastepujace twier-
dzenia: ‘ ‘
Twierdzenie 1, Jesli = jest podstawienien, naledacyn do
grupy G, a liceby @ & Z nalezq do ciata Z, to
(@+/)~n( V+2(Z), w(O—Z)=n(@)—n(Z) 1 31(0 Z) =7(0) - 7(Z).
Jedli pray tym Z==0, 1o

a(Z)F=0 i w(@:Z)=n(@):n().
Dowéd. Zalozmy, ze 6 = Zl))f(ﬂ) iZ -«133-((——5) gdzie P,Q, B i S sg

symbolami wielomianéw # zmiennych o Whpoluynmkucll nalezg-
cych do K, przy czym Q(z)==0 i S(x)=4=0. Otrzymujemy stad

SELQW-BE o, PG)RG)
Q(x)- 8(x) ’ 67 = ).

Stosujae definicje liezb sprzezonych, wnosimy z tych réw-
nogel, ze

@iZ:Pm

Pa(s) - S(r(2) & Qn(x) - Bla(z)

@ - ——— e a ey e et b et o jvmsig

MOL2) = Qln(x)) - S(anl))

L Pa®) | Rim(x)
Q) = Rl ~ O£ D)
i podobnie )

0.7 Pla®) R(afx)) _ Plaz)) R(a(z) _ ]
MO 2)= Glanta)) Blal)) ~ Qla®)) Btalz)) ~ 1) L)

Jesli Z==0, to — jak wiemy — n(Z)==0, a zatem

Px)-8()\ _Plalx)) Salx)) o0
(G- = o)) Rialz)) ~ ™4

. Pwierdzenie 1. jest w fen sposob udowodnione catkowicie.

w(0:Z)=mn

[§3] Grupy symetrii funkeyj wymiernych. 379

Twierdzenie 2, Jesli © naledy do ciala K, to dla kasdego
podstawienia s, naledgeego do grupy @, zachodei wzdr (@) =0.

Istotnie, we wzorze (5) mozemy obraé za P wieclomian stop-
nia 0 roéwny stale €, a za @ — wiclomian stopnia 0 réwny stale 1.
Wazbr (@) =6 jest whedy oczywisty.

Z twicrdzed 1 1 2 wynika przez indukcje

.’l'fu'vc?(u'(tzenm 3. Jesli W jest wielomianem % miennych o wspol-
caynilach Wbaleéqaych do cidla K, zaf liceby 0,,0,,...,0, naleiq do
ciata. X, lo dla kazdego podstawienia m, naletqcego do grupy G, za-
chodgi rdwnodd ,
' 7 W(Dy,0y, .. ~70k)) =W(a(61),7(By), ..., 7(Os)).

’l’uw)wll enie L. Jesl podsmwieman i o naledq do grupy G,
a @ jest Uezby naledgeq do ciala X,

7(0(0)) =m0 (0).

7 (B) otrzymujemy wobec wzorun mo(x)=

Dowdd. 7(o(x))
 Pmo(®)  (Plol®)y [ (PG _
77 (0) ““Q(m(x))“‘”(me))“’”("(TQ‘@))“”“’(@”‘

Jodli I jest funkejy odwzorowijacey ciato 3
zuacznie (ezylt podstawieniem ciala

samo w siebie wzajemnie jedno-
3) i jedli spetnione sg wzory

F(0--2) = B0+ F(Z), F(0-Z)=TF(6)-F(Z),

to méwiny, Ze I jost a-ut()'mo‘rﬁz‘mam ciata 3. ;
’l‘wmr(‘lwmm 112 stwwrdszy, %6 jesli w n&leay do grupy G, to funkcjsu

sn.m w siebie. Moinu wylmmc e dla kwdego automorfizmu F ciata 3, ktéry
kazdy olemoent einta K przeksstalea sam w siebie, istnieje w grupie & takie pod-
stawienioe x, 7o F(0)=n(0). Wynika stad, Ze grupe Galois mozna zdefiniowaé
przy pomocy pojecia auntomorfizmu,

GWICZENIA. 1. Grupy symetril liczby «(0) jest mHgn—1,

2, Jedli miedzy liczbami ©4,0s,...,60k ciala ¥ zachodzi zale/mosé
W(H1, 82,..., Gp)== 0 wymierna w I, to dla kazdego podstawienia # grupy, G za-
chodai wuor W((@1),m{®2),...7(0h)=

‘Wiekazdwka: powolaé sie na twmrdzunm 31 2

3, Jebli ' jost nutomorfiznem ciala 3, ktdry kazdy element ciata K prze-
kszbakon sum w siehie, 1 6 jost pievwiastkiem réwnania gle)= 0 owrspélczynmkach
nalezgeyel do K, bo F(@) jost tes pierwiastkiem tego réwnania, -
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§ 4. Istnienie liczb o danej grupie symetrii. W §3
pokazalismy, ze kazdej liczbie @ ciala 2 odpowiada pewna pod-
grupa Hg grupy G. Narzuca sie teraz pytanie, czy dla kazdej grupy H
zawarte] w ( istnieje liczba @ ciala X taka, ze Hy=H, Obecnie
odpowiemy na to pytanie i udowodnimy jednoeczegnie pewne 0gol-
niejsze twierdzenia, z ‘kt'ér'yeh skorzystamy pdézniej.

Lemat 1. Jesli W(ly,loy...,Ca) jest réémym od O wiclomianem
k emiennych o wspdiczynnikach nalesqeych do ciala 2y to istniejg
takie liceby naturalne my,mg,...,my e W(m,, Mgy vy M) =0,

Dowdd. Dla k=0 twierdzenic jest oczywiste. Zalozmy jego
stugznogé dla pewnego %k i rozwaimy wielomian W(C1yCay vy Capa)
k+1 zmiemnych, nie réwny toisamogciowo zeru. Porzadkujac ten
wielomian wzgledem poteg zmiennej {hrry Przedstawimy go w postaci

Wo(&1sCo-ly) L T WLl -08)) St AWl

Przy czym co najmniej jeden z wielomianéw Wy, W,,... , Wi, np. wie-
lomian W;, nie jest tozsamogciowo zerem. W mysl zalozenia istnieja
takie my My, ..My, z€ Wi(g, My, ..., i) == 0. Za Mopt1 WYystarcza
teraz wziaé dowolng liczbe rozng -od pierwiastkéw réwnania

Wy Mgy eeoy M) -8+ W (Mg, Mgy ..ymig) - = .. - Wity moy ...ymy) =0,
Z lematu 1 wynika tatwo

Lemat 2. Jesli wiclomiany W&y, o, .l..,g“,,j) 0 k; zmiennych
(1=1,2,...,p) © o wspdlozynnikach, nalesgeych do ciala &, nie zni-
kaja tossamosciowo, to istniejq takie Viezby naturalne g, m,...,m
19=1,2,...,p), Ze W/(fml,mz,...,m;,j)#o dla j=1,2,...,p.

Dla dowodu wystarczy zastosowaé lemat 1
WiWs,.. W,

Twierdzenie 5. Istnieje taks wielomian n amiennych o wspdt-

ceynmikach naturalnyeh W(ly,l,..nln), 2e dia dowolnych dwu pod-
Stawiet « i ¢ réwnosé

ky

do iloezynu

(10)° W(a(x)) =W(o(x))

-zachodzi wiedy i tylko wiedy, gdy n=o.
Liceba 6 =W(x) nalesy do ciata X
ylko podstawienie tossamodciowe.

T jej grupa symetrii sawiera

icm
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Dowdd. Rozwazmy  —(n!—1) wielomianéw pierwszego sto-
- h

puia zmiennyceh £,8,,..,¢,

Stfnta)—o(a)],

gdzie w1 o oznaezaja dwa jakiekolwiek résme podstawicnia liczb
Xy g eeny iy Zigodnic 7 lematem 9 istnieja takie liczby naturalne

n
Mgy Mgy ey Uiy GO /’1117‘(/1[%(113/)*0(0({1)]4:0 dla kazdych dwu réznyeh

. v " ‘
podstawien = i o. Wielomian W(CsyCoyeensCa)=Im,¢; spenia zgdany
J==1

warunek. Istolnie, jesli 71 o oznaczaja dwa réine podstawienia, to-
It ‘ n
W(m(x)) 3»‘133;4\_41‘)1’11/%(%‘/) i W(o(x)) =Ymyo(x)),
I =

a wige OWnosé (10) nie zachodz.

Liczba @ ~W(x) nalezy oczywidcie do ciala 2. Jesli podsta-
wienie & nalezy do grupy ¢, to réwnogé 7(0) =6 znaczy to samo,.
co W(n(x)) -~ W(x), a wiee spelniona jest tylko dla z=1.

Twierdzenie |5 jest w ten sposéb udowodnione calkowicie.

Liczbe @ 'aismlsl{ &, dla ktérej H a jest grupa jednostkowa, na-
zywamy licebg pierwoing ciala X , : Co

Twicrdzenie 5 orzeka zatem, ze istnieja liczby picrwotne..
Problem postawiony na poczatku § jest wiec rozwigzany dla przy-
padku, gdy He jest grupg jednostkows,. :

Udowodnimy teraz nastepujace uogélnienie twierdzenia 5:

Twierdzenie 6. Dia kagdej grupy H podstawien, liczh oy, @y, ..., Ty
istnieje tali wiclomiam V(£1,8y.0yCn) "0 wspdlezynnikach catkowitych,
g6 réuwmosi V(m(x)) =V (o(x)) 2achodei dla dwu podstawier m i o wiedy
i tylko wiedy, gdy =20 naledy do grupy H.

Dowéd. Oznaezmy przez '8, grupe wszystkich podstawien
liczb @,®y,...,i¢, T nicch’ o ‘

- Sy=mH A aH A - H

oznacza vozklad S, na warstwy lewostronne wzgledem H (p. § 1,

gtr. 373). Mozemy zatozyé, ze m jest permutacja tozsamofciows.
Bedziemy oznaczali podstawienia liezb ay, @4, ...,2, tymi sa-

mymi literami co podstawienia zmiennych &, &, ...,&,. Jedli wiee

T (w“ Sy eeny i ); to przyjmiemy 1(§)==&y. Zespél zmiennych
‘vlq H ‘IJ/IZ’ ALY m/“'n
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&y €yyey € OZmaczymy jedng litera X, zespél za$ zmiennych

(&), 7(€5); oy T(£4) Symbolem ().
Niech W(X) bedzie wielomianem, czynigeym zadogé¢ warunkom
twierdzenia 5. Przyjmijmy dla §=1,2,...,k

H[t—~ 10(X))];

gdzie symbol [] oznacza iloczyn, rozciggniely na wszystkie permu-
oeH

tacje o, nalezgee do grupy H.
Wielomiany (jednej zmiennej 1)

Qults 3) =[] [t—W(ma(x))]

8g rézne miedzy sobg. Istotnie, gdyby wielomiany @Q)(¢;x) i ¢(t; %)
byly identyczne, to W(m(x)) byloby pierwiastkiem wiclomianu
Q(t: x); a wige istnialoby podstawienie o, nalezace do grupy H i ta-
kie, ze W(m(x)) =W(mo(x)). Poniewaz wielomian W spelnia twier-
dzenie 5, wigc wynikatoby stad, ze mj=mo, co dla j==1 jest nie-
mozliwe.

Wielomiany @(t; %) sa wiee istotnie rézne miedzy sobg. Stosu-
jac lemat 2, wnosimy stad z latwodeig, ze 1s1n1o:]e liczba naturalna
m, dla ktérej liczby

Qa(m; %), Qo(m; %),...,Qu(m;x) |

89 wszystkie rézne. »

Wykazemy teraz, ze w1elomlan V(X)=@Qy(m; X) posiada zgdane
wiasnosei.

Przede wszystkim wspélezynniki tego wielomianu 89 liczbami
catkowitymi, gdyz jest on iloczynem skoriczonej liczby wielomia-
noéw o wspélezynnikach catkowitych.

Zaldzmy, ze = jest podstawieniem, nalezgeym do grupy S,
igtnieje wiec liczba j<k taka, ze = nalezy do warstwy «H, o za-
tem =7, gdzie 7 nalezy do H. Ofrzymujemy stad

(%)) ;:]'[[-7')L~~W(7zjm(x))].

“Jedli o przebiega podstwwwnm grupy H, to 7o tez przebiega
wszystkie te podstawienia, Tylko W zmienionym porzgdku, co do-
wodzi, ze

Viale) =[] Tn—W(mo(2))] =@Qy(m; ).

icm
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Jesli o nalezy do warstwy mH, to wyprowadzimy podobme
V(o(®) = Qim;z).

ROwnosé V(a(x)) - V(o(x)) zachodzi wiec wtedy 1 tylko wtedy,
gdy j=1, . j. gdy = i o nalezg do tej samej warstwy mH. Jedli wa-
runek ten jest spelniony, to a=my i o =mnyp, gdzie v i 0znaczaja
podstawienia, nalezace do H, a wiec

S ) JENPUES, PR | pp——
mto =T g =1l

6o dowodzi, ze a-lo nalezy do H. Na odwrdt, jedi w-1c nalezy
do H i mwe=mpr, gdzie v ozmacza podstawienie grupy H, to

G = o s g-gj-y(n;-lg)’

co dowodzi, Ze ¢ nalezy do warstwy mH, gdyz t(nle) naleiy
do H. Yodstawienia o 1 o nalezg wige do tej samej warstwy wtedy
i tylko wledy, gdy =ao nalezy do Ii, co dowodzi, ze réwnosé
V(n(x)) -~V (o(x)) zachodzi wtedy 1 tylko wtedy, gdy a—lc nalezy
do H, ¢.b.d, o.

Z twierdzenia 6 latwo juz wysnujemy odpovne(lz na pytanie,
postawione na poczatku §:

Twierdgenie 7. Dla Laidej grupy H zowartej w G isinieje

lezba, @ ciala X, kidrej grupaq symetrii jest H.

Nieeh V(&,8,,...,&,) oznacza wielomian spelniajacy
Przyjmijmy © =1V(x). Liczba ta nalezy
Warunek n((~)) =@ orzeka to samo, co
i tylko wtedy, gdy & nalezy

Dowdd.
warunki twierdzenia 6.
oczywifeie do cinda 2.
V(m(x)) ==V (%), o wice zachodzi wiedy i
do grupy H, ¢. b.od. o

Nulezy dobrze zdaé sobie sprawe z tego, ze nie mialoby sensu méwié
o liczbacly, kloryeh grupa symetrii nie jest zawarta w G. Jekli bowiem # nie nalezy
do @, t0 #(#) zalezy nie tylko od @, ale i od sposobu, w jaki @ jest przedstawione
jako funkeja wywmioma pierwiastkéw (por. dalej éwiczenie 4),

Zauwasmy jeszeze, e liezha @ o grupie symetrii H moze nieraz byé sko}n-.
struownna na prostszej drodze niz na podstuwie twierdzenia 7. W szczegélfxosm
mozo sig nieraz okazad, e niektére wspétezyuniki wielomiavu @,(t;%), ktorego‘
wzywalidny w dowodzie twierdzenia 6, dajg takie liczby 6,

CWICZENIA, 1. R;mwaLZyé cvinlo 3 dla réownania wi-ad 4o+ a4+ 1=0
feinkn & liegh wymiornyeh; wskazad livsbg pierwotng tego ciala oraz liezby na-
lezgeo do résyeh podgrup geupy CGalois (por. § 2, prayklad).

[P grup (¢ ma 3 podgrupy: mum jednostkowa, grupe {1, (g, @,) (29, Bg)} iG.
: il il .y
Odpowindajgeymi im liozbami sy up, wy-e® , #-bo==ed e 5 =2cos~g 11].
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2. Te samo zadanie rozwigzad dla réwnania a8 - gl -kg3 -2 g 4 1= 0
w ciele R liczb wymiernych,

3. Jesli wiclomian @y(t:%) napisaé w postact t* 618 1 4 ¢, th—2 Ft 6, to
grupy symetrﬁ ,liczb 0 0ps.rs O zawieraja H,
4. Zachowujae oznaczena, wprowadzone w prayklaudzie z § 2, wykazag,
9 1
Uy,

ze jeslt n= (. w4,2,), t0 n(;t:'fH:.v(

—}, mimo Ze
dLyrilgeiy )

§ 5. Uogélnienie twierdzenia o funkcjach symetrycz-
nych. Zbadamy obecnie, ktdre liczby ciata X' maja jako grupe sy-
metrii caty grupe . W tym celu udowodnimy najpierw

Lemat 3. Jesli wielomian W sz'mlwia, warunki twierdeenia 5
1 Z=W(x), to dla kazdej liceby O ciala X isinieje taki wielomian
U(§) jednej zmiennej o wspdlezynnikach naledqeych do ciata K, ze
@::Z'*Y(Z) '

Dowdd. Liczbe @ przedstawiamy jakkolwiek w postaci (5)
i okreslamy n(@) jako P(n(x)):Q(n(x)) bez wzgledu na to, czy pod-
stawienie z nalezy, czy nie nalezy do @. Przyjmujemy dalej:

v

Sy= 3 MO

R(1) ;:[[[th(n(x))]: T W (n(x))

icm

gdzie iloczyn i suma rozciagaja sie na “wszystkie podstawienia -

plerwiastkow &y, @y..., 2, R(t) jest wiee funkcja symetryczng pier-
WiastkOw 1,2y, ..., 2, a zatem wspllezynniki wielomianu R(t) na-
lezg do K. To samo dotyczy wielomianu 1'(f)==R(t)-S8(t). Zgod-
nie z definicja wielomianu W wszystkie pierwiastki wielomianu
E(t) sa jednokrotne, a wiec w szczegblnogei R'(Z)==0. Poniewaz.
T(Z)=0-R(Z), wiee otrzymujemy stad @=T(Z): R'(Z). Przedsta-
wilismy w ten sposéb @ jako funkeje wymierng wzgledem Zy sto-
sujac teraz twierdzenie 8 Rozdzialu XIIT (§ 3, str. 229), mozemy
wyrazi¢ @ jako wielomian wzgledem Z 1).

!) Lemat 3 udowodniony zostat przez Lagrange’a w pracy ,,Réflexions
suy la résolution algébrique des équations*, ktéra ukazala s1e w Nouveaux Mémoires
de ’Académie Royale de Berlin w latach 17701 1771 (przedruk w ,,Oeuvres de
Lagrange, publi¢es par J. A. Serrct®, Paryz 1869, Tom 3, str, 403).

W pracy tej Lagrange poddal analizie rézne znane metody rozwigzywania
réwnah 3-go 1 4-go stopnia i stwierdzil zwigzek, zachodzgey miedzy rozwiasza-
niami tych réwnan a pewnymi grupami podstawien. % tego wagledn Liagrange
uwazany byé moze za prekursora (+alois. Co do wzoréw dla funkeyj R(t) 1 S(t),
por. tez wzdr interpolacyjny Lagrange’s w Rozdziale VITI, § 12, str, 130,

[§ 6] Wyzn:u'.z.n,nie grupy Galois. 385

Twierdzenie 8. Na to, zeby grupa symetrii liczhy 6, nale-
sqcef do (’//,am 2y byta cata grupa @, Dpotrzeba i wystarcza, by O nale-
2ato do K. ~ ’

Dowdd.. Dostatecznodd tego warunku udowodnilismy  juz
w twierdzeniu 2. Dla dowodu jego koniecznogei zachowajmy ozna-
czenid, wprowadzone w lemacie 3, i przypusémy, ze n(@)=6 dla
kazdego podstawienia = grupy 6. Mozemy wiee napisaé

© = Gy + alz._l__azz2 ___l,, . + a’hZh)
Iub wyrasniej '

O aptay W)+ ay [WEPR+ ...+, [ W),

przy czym liczby ag,ay,...,a; nalesy do K. Na mocy twierdzenia 3
wynika stad, Ze dla dowolnego podstawienia m, nalezacego do grupy &,
zachodzi rdwnodé

O = ai(B) = ag 1 ay- W(a(x)) + ag [ W(a(x) P+ ... +an- [ W(a(x))]

Wypiszmy te réwnosei dla wszystkich podstawied s grupy G
i dodajmy je do siebie. Oznaczajac przez m rzad grupy @, otrzy-
mamy

me =G+ ay- S W)+ ay- 3 [W(a(z) P+ ...+
-y %7 [W(n(x))1n

Wystepujace tu samy Y [W(n(x))) poteg pierwiastkéw wielo-

mianu R(t) mozna na moey wzoréw Newtona wyznaczyé przy
pomocy wspOlezynnikéw tego wielomianu (por. Rozdziat IX, § 5,
str. 164). Sumy te naleza zatem do ciala K; dowodzi to, ze m®,
& wiee 1 0, g3 elementami tego ciala, ¢ b. d. o.

Twicrdzenio 8 jest uogdélnieniem twierdzenia o funkcjach symetrycznych.
Twierdzenie to mdéwi bowiem, Ze nie tylko takie wielomiany wzgledem
B3 Bysees B, KUOYO Mie zmieniaja swej wartofel przy wszelkich podstawigniac?h
liezbh Ly s By oeesly, maja wartosé nalezgea do K, ale ze wiasnodé te posiadaja
rdwnie wszystkio wielomiany, ktére nie zmieniajg swej wartoSel prazy podstaf-
wieniaeh nalezgeyceh do grupy 6. :

§ 6. Wyznaczanie grupy Galeis. Z twierdzenia 8 wy-
snujemy wniosek, pozwalajacy w niektérych przypadkach efektyw-
nie wyznaezyd¢ grupe Galois danego réwnania.

Nioch 8, oznacza grupe symetryczng, zlozong z wszystkich
podstawicts pierwiastkow @y, @y ..., &, o H — dowolng jej podgrupe.

W, Sierplnskl, Zusady Algebry Wygszej, 25
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Zatozmy, ze mH +aH A+ ... +mH jest rozkladem S, na war-
stwy wagledem H. Mamy wtedy ‘ ;

Twierdzewie 9. Jesli wiclomian V(& ...yén) cyni zadodé
warunkom twierdzenia 6, to na to, by grupa G byla podgrupa H lub
jedmej # grup sprzedonych z H, potrzeba i wystarcea, 2eby chod jedna
2 liceb V(my(x)), gdrie j=1,2,...,k, naleéala do ciata K.

Dowéd. Jesli V(m(x))=@ 1 @ nalezy do ciala K, to miedzy
pierwiastkami réwnania f(2)==0 zachodzi zalezno§¢ wymierna w K

V(7i(x))—a=0.

Dla dowolnej permutacji = grupy Galois ¢ musi wiee byé
V(nm(x))—a=0, co daje V(my(x))=V(nm(x)). Poniewaz zakladamy,
ze wielomian V czyni zadogé warunkom twierdzenia 6, wice wnosimy
steyd, ze 7, lam 7 nalezy do grupy H, t.zn. ze = nalezy do grupy = J}f nj"17
sprzezonej z H. Grupa @ jest wiec zawarta w o Hom, 1.

Zalézmy na odwrét, ze G jest podgrupa grupy Hr-%, sprae-
zonej z H. Jekli v nalezy np. do warstwy zH, to istnieje w H takie
podstawienie yx, Ze T=my, & Wige THr— r:nijx*lnj"l == szIfyrj"l.
Wynika stad, ze kazde podstawienie = grupy G ma postaé mom
gdzie o jest clementem grupy H. Dla kazdego wiee m nalezg-
cego do @ iloczyn 7N mm) nalezy do grupy H, co dowodzi, 7e
V(vvi(x)):V(:rmj(x)). Wartodé wielomianu V(m(x)) nie ulega zatem
zmianie przy zadnej permutacji o grupy &, a to w mysl twierdzenia 8
dowodzi, ze liczba V(m(x)) naleszy do ciala K, ¢ b.d. o.

Liczby V(my(x)), V(mwg(x)), ..., V(mmp(x)) 53 pierwiastkami wielo-
mianu

(t) = [] 0 ()]

Wykazemy, ze wspolezynniki tego wielomianu mnalezg do
ciata K. Istotnie, jedli liczby ay,,,...,2, poddamy dowelnej permu-
tacji n, to otrzymamy wielomian

(1) O

Uklad liezb V(mm(x)),V(mmy(x)),..., Vinme(x)) roézni sie co naj-
wyzej porzadkiem od ukladu liezb V(m(x)),V(my(x)),..., V().
Istotnie, jesli mm, nalezy do warstwy = H, to b, nalezy do H,
a wiee V(mm(x)) =V(m,(x)); nadto liczby V(mm(x)) i V(zm(x)) sa
xézne dla j=1, gdyz w przeciwnym razie z twierdzenia 6 otrzymuali-

[§6] Wyznaezunie grupy Galeis, - 387"

b‘yéll‘l.}’ ’wln'()'rwk, 70 (fm,)'l'(m?/), Jest elementem H, czyli, ze w-lx,
nalezy do H, ¢o dla §=1 nie Jest mozliwe. Wynika, stad, ze Wielo-J
mian (11) jest identyezny z wiclomianem F(t). Wspélczym,lik; wielo-
mianu F(1) sg wiee funkejami symetryeznymi- liczb ..x ‘w
t. zn. nalezg do ciata K. Na mocy twierdzenﬁ 9 Wynikal’stzf‘luy K
'7‘101’.'0"‘f‘¢(‘7":'1 ¢ 10. Jedli isticje metoda, pozwalajaca sprawdzic
oay chod jeden 2 pierwiastldw dowolnego wiclomiany, o wspo’lczy'nmkaclz
nalezacych do (,fmm K tez do tego ciala naledy, to istwieje teé metoda :‘
pozwalajgca sprawddic, cey grupa Galois dowolnego réunania f(z) =0’
o wspdleaynnilach nalezaeyeh do cial K jest podyrupq dowolme;j z gory
danej grupy H, ewentualnie jednej # grup zmq spraesonych. o
Biorge jako H kolejno wszystkie grupy podstawien liczb
By, Ty oy@n (KLOTYCh il08¢ jest oczywikeie skoriczona), wyznaczymy,
w ten §posol samg grupe ¢, badz jedng z grup sprzeZonych z 6.
Grupa wlm ' rozni sie od ¢ wladciwie tylko sposobem ponu-
merowania liczh Py &gy oy @y Istotnie, jedli @ zawiera permutacje
(ml) Wy veny®n (21)y (L), .ny (@)
ﬁk:l,(l}/,z, ooy «'I/'/g" 1775(56'];1), ﬂ(ﬂ?kz) goeny :7'6(9.’/‘],"))
i vice versa, Wystarezy wige przenumerowaé liczby @y, ..., 2, tak,.
aby m(®) przcszlo na @), o wtedy nGn—' stanie sie identyczne z G.
Wiekszod¢ cial K, jukie spotykamy w zastosowaniach, spelnia,
zadozenia twierdzenia 10, 'W szezegdlnogei. dotyezy to ciala R liezb-
wymiernych (por. dalej ¢wiezenie 5) oraz — jak mozna wykazaél) —
ciala, powstajacego z R przez dolgezenie jednej Iub wielu liczb
algebraicznych. Z drugicj strony, istnicjg tez ciala, nie spelniajace
zatozen twicrdzenin 10 %), ;

), Lo iz zawiera permutacje

PRZY KELAD, Nicel fix) bedzie wielomianem 4-go stopnia bes pierwiast-
kdw wiclokvotnyeh:
Jl@) == agrt - @b+ aya? + agm -+ a,.
Jako II obievawy nastepujacs grupe Gy: ‘ o
LU (s ity gy ) (205 g Yoty ) (9 2y g 0y (7,0, (g, By ), (5 0) (g, ), (04, ) (g g )}
Rozlktad 8, na warstwy ma postaé
‘5'4“:.:w‘leI'-szQ gy,

glado e Uy args s gy, o (0, T, 2y).

Y Por, np, B, L, van der Waerden, Moderne dlgebra, Wyd, 2-e, Tom 1,

Berlin 1087, sir, 142- 144, : -

4) Por. B, 1o, ovan der Waerdoen, Mathematisehe Annalen, Tom 102 (1930), .

whr, 734, )
25%
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. V(fvfa’fas§4)=§1§a+§a§4~
Dia kazdego podstawienia = z grupy @ jest V(n(¥))=V (%), ale:
Vi(mg(®))=my @y + oy 1 V(mg(E))== 2300+ 2y
Trzy te liczby sg réine miedzy soba, gdyz np. z réwnosei
P15 Lqq == 0910y - Ly g ‘
wynikloby, ze (m;—a,) (,—5)=0, whrew zalozeniu, Ze f(») nie ma pierwiastkéw
wielokrotnyeh, Réwnoéé V(n(X))="V(o(X)) zachodzi wiec wtedy i tylko wtedy,.

gdy podstawienia x i o nalezs do tej samej warstwy.
Liezby: .

0= V(%) = i@y +Bay,  Og=V(ry(X))= My +- 9535 1 = 0=V (705(X))= @005 -+ wyt0,,
8y pierwiastkami wielomiann
Ft) = ad(t— 0y) (t— 8,) (t— By)=

‘ = ait’—al ag 24 g (ay g —4daga,) b— (@fa,— da g0, aloag).

Przyjmijmy

Na to wige, by grupa Galois réwnania f(z)= 0 byla zawarta w G4 lub
w jednej z grup sprzezonych z @y, potrzeba i wystarcza, zeby réwnanie F(t)= 0
miato choé jeden pierwiastek nalezacy do K.

CWICZENIA. 1. Grupa réwnania symetrycznego @*-- ax® - bx? - aw 4 1= 0

w dowolnym ciele zawierajacym a i b jest sprzezona z G lub z jedna z podgrup Gy.

[F(t) ma pierwiastek 2].

2, Jefli wyréznik D réwnania f(w)=0 jest kwadratem liczby nalezacej
do X, to grupa G sklada sie wylgeznie z podstawied parzystyeh, t. zn, takich,
ktére sa iloezynalfli, parzystej liczby transpozycyj.

n . B

J-
[D= H 1 (w;—m,)", w mysl wige zalozenia istnieje w K liczba o taka,

J=2 k=1
n j—t1
ze [T [1 (@,—m,)= a, 72 ta zaleznodt jest niezmiennicza tylko wagledem pod-
J=2 k=1

stmvﬁeﬁ—parzystych].

3. Kiedy grupa réwnania =z éwiczenia 1 jest zawarta w grupie
{1, (01,059) (g,84)s (T1,05) (Xa4)s (X1,%4) (@as2y)) 1ub W jednej z grup z nia sprzezo-
nych? .
y [Wtedy, gdy pierwisstel kwadratowy z wyréznika réwnania nalezy do K
lub — co na jedno wychodzi — gdy wszystkie pierwiastki réwnania F(f)= 0 na-
lezg do K.

4. Wyréznik réwnania et ax® 4 ag0® -+ age 4 a,= 0 réwny jest wyrdini-
kowi réwnania F(f)==0. Obliczyé wyréznik réwnania stopnia 4.

[Oprzeé sie na tozsamosciach:

Oy (L) (By—y),  Op— Oy (01—L) (=) 1 Oy 5= (B —1w,) (Wg—11a)].
‘5. Jedli réwnanie o wspdlezynnikach callkowitych aox” - a,lw"“1+...‘+ a,=0

ma pierwiastek wymierny w, to w=p:a,, glzie p jest dzielnikiom liczby a,{)““lu",
[Por, Rozdzial VIII, § 15, str. 187].

<y

1§71 Wlasnokei liezh eiata 389

§ 7. Wlasnoéc‘i‘ .liczb clala . W § 5 bédalis’my «liezby,
kt()ry(&g gﬁgﬁh 851’1m6131'11 Jest cala grupa @. Ohecnie zbadamy liczby @
ciata 2, ktorych grups symetrii jest dowolna pod
Udowodnimy najpierw podems gmpy 6.

Twierdzenie 11. Jedli H jest grupa  symetrit liceby ©
§ G=mH w|n; 7o H ~|~'... -+ oznacea rosklad grupy G na warstwy lewo-
stronme wegledem H, to iccby 1(0), 75(0), ..., wx(0) sq wsaystkimi Lies-
bami sprzgionymi £ O i sq wszystkie réime. «

Liczby te sq pierwiasthami réwnania P(t) =0 stopnia k o wspdl-
caynmikach naletqeych do K, niepraywiedinego w ciele K. .

Dowéd. Liczby m/(0) sg dla j=1,2,3,...,k sprzeione z .
Gdyby bylo 7(@) == 7(0), to mielibydmy 7w (0) =0, a wige nlw,
nalezatoby do H, t. zn. ze z; nalesatoby do ij, co dla j==1 ; nie
jest mozliwe, Kazda liozba sprrezona z 6 ma postadé =(0), gdzie n
jest dowolnym podstawieniem z grupy 64 istnieje wiee j<k takie,
ze m nalezy do warstwy mH, t.j. zachodzi réwnodé postaei
m=mo, gdzie o omaczs podstawienie naleigce do H. Stad .

glyt o(6) -6 7(8) =(a(6)) =(0),

Lifzby 7y(0), 79(0), ..., x(O) 83 pierwiastkami wielemianu
P(t) :.—j][1 [t-~m)(@)] stopnia k. Jezeli zastosujemy do liczb @y, ..., o,

0 M ‘ h
podstawienie = grupy @, to otrzymamy wielomian [][i—any(6)],
. j=1

ktéry pokrywa sie z P(t), gdy? liczby am(0) sa tei sprzezone z @
i tez sa rézne miedzy. sobg. Wspdlezynniki wielomianu ' P(t) nie
ulegajg wiee zmidnie, gdy liczby 2,,4,,...,2, poddamy dowolnemu
podstawieniu nalezgecermu do grupy @; w mysl zatem twierdzenia 8
nalezg one do K. ' : ;

. Wreszeie, wielomian P(t) jest nieprzywiedlny w K. Istotnie,
jesli Q(t) jest wielomianem, ktérego ‘wspétezynniki sg -elementami
ciata, K, i takim, ze @Q(m(@))=0, to dla kazdego podstawienia =
z grapy & musi byé Q(mm,(@))=0 (por. twierdzenie 3). Przyjmujac
tu we=mmt dojdziemy do wniosku, ze wszystkie pierwiastki wielo-
miagnn P(¢) sg tez pierwiastkami wielomianu @(t). Wielomian P(f)
nie moze wiee mied czynnika @), ktérego wspdlezynniki nalezg
do K i ktéry ani nie jest stalg, ani nie rézni sie od P(f) tylko
czynnikiem. stalym. ‘ :

Twierdzenie 11 jest w ten sposéb udowodnione calkowicie.


pem


icm

390 A, Mostowski, ZARYS TEORII GALOIS, Czeié I.

. Jesli w szézegél-noéci ‘zalozymy, ze € jest liezbg pierwotng
clata X, to H bedzie grupa jednostkows i permutacje omy,m,,...,m;
wypelnig caly grupe G. Iloczyn [] [i—=n(0)], rozciagniety na wszystkie

nwe@
permutacje = grupy @, jest wieec wielomianem nieprzywicdlnym
w K o wspbélezynnikach, nalezgeych do K, posiadajacym wspélezyn-
nik 1 przy najwyzszej potedze.t i réwnym 0 dla {=6. Jak wiemy
(por. Rozdzial XII, § 1, twierdzenie 2, str. 211), wlasnogei te wy-
znaczaja jednoznacznie wielomian; mozemy wige wypowiedzied

Twierdzenie 12, JeSli O jest Uezbg pierwotng ciata X, to
iloczyn R(t) =[] [t—n(O)] jest jedynym wiclomianem nieprzywiedinym
. we@ :

w K o wspdlezynnikach nalezqeych do K, réwnym 0 dla t=0 i ma-
jacym wspdlezynnik rdwny 1 prey na,y'wyz'szej potedze t.
 Wielomian R(f) nazywa sie roswigeujacq Galois. Kazdej
liczbie pierwotnej odpowiada wige pewna rozwigzujgea.
; W zwiazku  z twierdzeniem 11 wprowadzimy pewne nazwy.
Kazdy pierwiastek @ wielomianu P(f) o wepélezynnikach, nale-
zgeych do K, nazywamy liczbg algebraiceng wegledem IC.
Stopniem liceby @ algebraiczne] wzgledem K nazywamy stopien
wielomianu nieprzywiedlnego w K, ktérego pierwiastkiem jest 6.
7 twierdzenia 11 wynika zatem E
Twierdzenie 13. Jesli H jest grupq symetrit liccby 6, to @
jest liceby algebraiceng wegledem K, ktorej stopieh réwna sie wskagni-
fows grupy H w @. o :

- PRZYKLAD, Niech ()= aq@+ 3,2° -+ ag -+ a5, Grupa ¢ réwnania (@)= 0
jest zawarta w grupie wazystkich podstawieh pierwiastkéw @,,x,, %5, Przypusémy,
26 grupa G rawiera wazystkie te podstawienia, Liczba 0= (T, —Xy) (&y——125) (g ~—2,)
ciata ¥ ma jako grupe symetrii grupe eykliozng O={1, (z;,®,,%s), (%1, %3, 2,)} 0 wekaz-
niku 2, czyni wiee zadoié réwnaniu stopnia 2 o wspdlezynnikach nalezacych
do K. Istotnie, ‘a‘é @2T—-a‘fa§+ 13“0“1?20”3#4“0“3—f{“i‘%—“”flﬁaﬁs gdyz ag 02 jest
wyréznikiem wielomianu f(x). Drugim pierwiastkiém réwnania dla @ jest liczba
(63—, ) (g —15) (¥3—w,), Sprzezona z O (por. tu tez réwnanie F(t)= 0, podane
w przykladzie z § 6, str, 388). N -

Z twierdzen 8 i 11 wynika dalej latwo nastepujace uogol-
‘pienie lematu 3: ‘ '

Twierdzenwie 1+, Jesli H jest grupq symetria liceby 0, a grupa
symetrit liceby Z zowiera H, to isinieje taki wiclomian R(E) jednej
zmiennej o wspdlezynnikach nalesqeych do ciata K, ze Z -=R(0).

[§ 8] : KP,Y terinm ni(’:]:)f'zywi(a([]n()‘)é“i Wie].()lniﬂ;llu, 391

) A [7AWN! . . .
Dowod. Zachowujemy oznaczenia wprowadzone w twierdze-
niv 11 i przyjmujemy:

“P(1) g —jak wiemy z twierdzenia 11 —wspolezynniki, nalezace
do ciala K. To samo dotyczy wielomianu P(t)-Q(¢), gdyz nie ulega
on zmianie, jesli liczby wy,a,,...,a, poddamy jakiemukolwiek pod-
stawieniv @ grapy @ (por. twierdzenie 8). Wystarczy teraz zauwaszyé,
e wielomian P(1)-Q(4) przyjmuje dla t=0 wartosé Z -P(@), i za-
stogowad 10 samo rozumowanie, co w dowodzie lematu 3.

Twierdzenie 14 nazywane jest czesto twierdeeniem La grangeéa.

Jako prosty wniosek otrzymamy jeszeze

Twrierdzenie 15, Jedli 6@ jest lcabq pierwotng ciata X, to
kagde inna Uiezba tego ciata mode byé preedstawiona jako wiclomian
R BTN L S ]»‘(r;,(ﬁ)", gdetie ¢4,0y...i00 30 Wetbami ciala K.

Twierdzenio 15 jost zndcznie’ogélniejéze ‘od lematu 3. ”Wyisté'}iﬁjzmé
w tyw lemaecie liezbn Z-=W(x) jest niewatpliwie liczba pierwotny “ciata 3
twiexdzenie 15 moéwi nam, ze mozemy kazda.inng liezbe pierwotng ciala 3 uzyé
do tego samego celu, choéby nawet liczba ta nie dawala sie przedstawié w po-
staci W (%), gdzie T spelnia zalozenia lematu 3, -

CWICZENIA, 1 Omaczajae praes s,6% e i ¢t pierwiastki réwnania
BA-pat bt -f - Lo 0, podaé réwnanie, kibremu czyni zadodé liczha @= g-- st

[Wprowadznjne oznaczenic @ g2+ g8, mamy 040'=—1 i 00/= —I].

2, Kovzystojao 2 wynikéw éwiezenia 1, rozwigzaé réwnanie ‘

g w4 1=,

§ 8. Kryterium nieprzywiedlnoSei wielomianu. Zasto-
sujmy twierdzenie 11 do przypadku @ =x,..Grups symetrii tej liczby
jest grupa H tych podstawien z nalezacych do grupy &, dla ktérych
a(wy) -, Wynika stad, ze w rozkladzie grupy @ na warstwy wazgle-
dem H: .

G m H +mgH A+ .+ H

s

kompleks mH sklada sie z wszystkich = nalezacych do @, dla kt6-
ryeh m(w,) = myliey). Istotnie, jedli = nalezy do kompleksu = H, to
mo o, gdzie o nalezy do H, a wiee z(m)=um(o(x,))=m®). Na
odwrdt, jedli m(w) - m(@y), o ataley) =m, & wiee 7 'm nalezy do
grupy H, G.j. x nalezy do kompleksu wH. Liczby mfey) 1 may)
s rome dla jd=1, gdys warstwy oM i 7H s rozaczne.
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‘Mozliwe s teraz dwa przypadki:

1° Dla kazdego j<in istnieje w grupie @ takie podstawicnie n,
ze m(ay) =% )

Grupa @ nazywa sie wtedy preechodniq i wskaznik k grupy H
w G musi byé réwny a.

20 Igtnieje j<n takie, ze dla zadnego = nalezacego do (G nie
zachodzi réwnodé () =a;.

Grupa @ nazywa sie wtedy nieprzechodniq i b jest mniejsze od n,

Jezeli grupa G jest przechodnia, to wielomian

P(t) = (l—my(@1)) (B 79(@1)) ... (b—0(21))

rézni sie od f(t) co najwyzej eczynnikiem stalym, gdyz oba te wielo-
miany staja sie réwne 0 dla ¢ réwnyeh @y, ...,%, i tylko dla tych t.
Jedli natomiagt grupa G jest nieprzechodnia, to P(t) jest dzielnikiem
wladciwym f(¢). Otrzymujemy w ten sposéb

Twierdzenie 16, Na to, aby wielomian f(x) byt niepreywiediny
w ciele K, potrzeba i wystarcza, by grupa rownania f(z)=0 w ciele K
byla prezechodnia.

PRZYKEAD, Obliczanie grupy réwnania stopnia 3, Grupa wszysi-
kich podstawien trzech przedmiotéw ma tylko jedna podgrupe whadciwa prze-
chodnia, mianowicie grupe cykliczng O (por. przyktad z § 7). Grupg réwnania
njeprzywiedlnego stopnia 3 jest wiee albo grupa symetryczna §;, skladajaca sie
ze wizystkich podstawien liczb wy,%,,%,, albo grupa eykliczna. Drugi przypadek
zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy w ciele X istnieje liczba, ktérej kwadrat réwna
sie wyrésnikowi réwnania. ‘

Z faktu, ze wskasnik grupy H w G jest réwny 2, oile @ jest grupy prze-
chodnig, wynika od razu nastepujace twierdzenie z Teorii grup:

Twierdzenie 17. Rzqdl) grupy preechodnief jesi podzielny przez jej slopien,

Istotnie, rzad kazde] grupy jest podzielny przez wskasnik dowolnej joj
podgrupy (por. Rozdzial XIX, § 10, tw. 13, str. 327). -

éWICZENIA. 1. Wyznaczyé grupy réwnah @ —2=0 i B4 204+1=0
w ciele R liezb wymiernych.

2. Jeli posiadamy sposéb, pozwalajacy rozstrzygnaé, czy dowolne réwnanie
o wsp6lezynnikach naleiacych do K ma choé jeden pierwiastek nalezgey do K,
to posiadamy tez gposéh, pozwalajacy rozlosyé dowolny wielomian o wspdlezyn-
nikach nalezacych do K ma ezynniki nieprzywiedlne,

[Zgodnie z § 6 mozemy wyznaczyé grupe G lub jedny z grup sprzeho-
nych z @. Jekli grupa ta jest przechodnia, to f(@) jext wiclomianem niepray-
wiedlnym. W przeciwnym razie zbidr @22y, 00,} T0ZPAda 8ig 1A zhiory nic majgee

1) Beedem grupy (skofiezonej) nazywamy liczhe jej elemontdw.

icm
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elemoentow Wn]‘n’»luynh, w ohrghio ktoryeh grupa ta jest przechodnia. Jedli np
Wylgs e @y, (B<m) jort takim zhiorem, +to iloezyn (& —ax, ) (w—a) (11-3; ) fest
crynnikiom nieprzywiedinym wielomiany, ()], ! 2 W 18
3. Rzl grupy przemiemmnej 1 przechodniej jest réwny jej stopniowi.
[Oznaczajue praez H grupe tyeh =, dl (

a Hab jost graps tyel . .
Jr.ij,Fj . fost Erap ty(& > dla ktérych (@)= (x,). Poniewai grupa G jest
przemienna, wiee u Ha 7

* - \ =, o dowodzi, ze podstawienia z grupy H przeksaztal-
o)t k[;w(m # licab ‘?’1‘“,’2"""”:1 W samy siebie (gdyz kazde z; moze byé przedsta-
wione jako (). 11 jest wigo grupy jedvostkowa i wskadnik jej w @ jest réwny
rzedowi grupy ¢,

o § 9: Béwnania 0 grupie symetrycznej. Zastosujemy
twwrcl,zume 16 do dowodu istnienia r6wnanh stopnia p, bedacego liczba
pierwszg, ktérych grupa jest symetrycena, t.j. sklada sie z wszyst-
kich podstawien pierwiastkéw. .

Potrzebny nam bedzie nastepujacy

Lemat 4. JeSli p jest liodbg pierwseq, o @ jakgkolwiek grupaq
podstawieh zbioru A s {iyy gy oy @y} Preechodniq 4 zawierajgee choé
jednq tramspozycje, to G zawiera wszystkie podsiawienia zbioru A.
. 'Dowdd. Podebiér N zbioru 4 nazwiemy spéjnym, jesli dla dowolnych
dwu Jego elomentéw a,b trangpozycja (a,bh) nalezy do @.

[/ N AL y 2 2 L] . .
A Almq Spojuy nazrywa sig maksymalny, jesli nie jest czefeia sadnego innego
zbioru #pdinego,
Jost jasne, Ze

a ktérych a(@y) =2, wnosimy, ze

(i) Dla kasdego a, naledacego do A, istnieje maksymalny 2bidr spéjny, zawie-
rajaey «,

PokaZemy nnstepnie, o -

(if) o ("4“. Nz {1 ttgr.nns,) fest maksymalnym 2bhiorem spéjnym, @ = permu~
tacjq naledaeq do G, to 4 2bidr a(N )= Ao ) (@y), oo i@, )} ost maksymalnym zbio-
rew spdinym.,

Igtotnie, josli @ 1b nalezs do N, to transpozyeja (a, b) nalezy do G. Grupa @
zawiera zatow transpozycjq (w(a),w(d))=n(a,b)nx—1, t.zn. ze zbiér =(N) jest
spéjny. Gdyby zbiér ten nie byt maksymalny, to istniatby poza =(¥N) element. b
taki, ze dla kaidego a, nalesgcego do N, transpozycje (z(a),b) naleiatyby do 6.
Wynika stad, %e i transpozycje (a,7—1(b))=n—1(z(a),b)z naleiatyby do @, mimo
Zo w—1(b) nie nalezy do N, Zbiér N nie bylby wiee maksymalnym zbiorem
apdinym,

(iii) Régne maksymalne 2biory spdine M i N nie majg elemeniu wspdlnego.

Wystnresy pokazaé, 2o josli M i N maja element wsp6lny ¢, to suma zbio-
vow M N jesl spdina, Do tego celu zak wystarezy zauwazyé, ze jesli dwa ele-
menty a i b nalezy jednoezeinie do M lub jednoezeénie do N, to transpozycja (a,b)
nalezy do (& w myél zalozenin, jesli zaé o nalezy do M, a b do N, to transpozycje
(a,0) i (hy0) nnlody do ¢, skad wynika, %e i transgpozycja (a,b)== (a,¢)(b,¢)(a,¢)
nalezy do @,
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7 (iii) wynika latwo, %

(iv) Dwa maksymalne zbiory spijne M i N majq zawsze tg sama liczbe cle-
mentdw,

Istotnie, praypusémy, ze a jest elementem M, zaé b — elementem N,
Grupa G — jako przechodnia — zawiera podstawienie z, dla ktdérego ={a)=b.
Zhiory »(M)i N maja wiec element wepdlny b, a %e oba sa w wyél (i) maksymal-
nymi zbiorami spéjiuymi, wiee zgodnie z (iii) musza byé identyczne. To dowodzi,
se M i N maja po tylez elementéw. ‘ ' 2

Udowodnimy wreszcie, Ze

(v) A jest zbiorem spéjnym.
i Istotnie, w mys$l zalozenia istnieje w @ co najmniej jedna transpozycja (a,b).
Maksymalny zbiér spéjny N, zawierajacy ¢, ma wige co najmniej dwa elementy.
G-dyby zbiér N nie wypelnial calego 4, to istnialby w 4 element ay, nie nalezyey
do N. Niech =, oznacza takie podstawienie, nalezgce do grupy @, Ze m(a)==a,.
Zbiér Ny=7z,(N) ma tyles elementéw co N i nie ma z N Zadnego olementu
wip6luego, Jedli zbiory Ny i N nie wyczerpuja jeszcze calego zbioru 4, to istnieje
w A element ay, nie nalezaey ani do N, ani do I¥,. Oznaczmy praez iy podstawienie,
nalezace do @, dla ktérego ny(a)= ay, I prayjmijmy Ny==uy(N). Zhidr Ny ma tylez
elementéw ¢6 N i nie ma ani z N, ani 'z Ny zadnego elementu wspdélnego, Kon-
tynuujae to rozumowanie, dojdziemy do wnioskn, ze zbiér A rozklada sig na sume
gkoilczone]j liczby zhioréw, ktére maja te sama liczbe elementéw i nie maja miedzy
soba zadnego elementu wspdluego. Wniosek ten jest niemozliwy, gdyz ilo&é ele-
nmentéw zbioru 4 jest liczby pierwsza. Zatem N musi byé rédwne A, t. j. zhiér 4
jest spdéjny. g

Z(v) wynika, ze grupa G zawiera kazda transpozycje (a,b) dla dowolnych
@ i b, nalezacych do A, Wynika stad, ze & jest grupy symetryczna rzedu p!, gdy?
kazde podstawienie zbioru A jest iloczynem skoficzonej liczby 1‘.1'ans'pozy(:yj.

Opierajac

sie na udowodpionym lemacie, wyprowadzimy

Twierdzenie 18. Jesli réwnanie h(w)=0 o wspdlezynnikach
wymiernych, ktorego stopiert p jest liceba pierwszq, jest niepraywiedlne
w oiele R liceb wymiernych i ma doltadnie p—2 pierwiastki reecry-
wiste, to jego grupa G w ciele R jest grupa symetryczna reedu pl.

Dowdd. Zatézmy, ze pierwiastki y,,,...,,—s réWwnania h(x) =0
88 rzeczywiste, a 4, i ®,» — zespolone sprzezone, W ciele
R(®1, @y ..., p—2) Wielomian h(x) rozpada sie na iloczyn p—2 czyn-
nikéw pierwszego stopnia i na czynnik drugiego stopnia g(z), ktorvego
pierwiastkami sg @, 4 i @, :

") = (B—m) (B 2g) v.. (-8, p) - y(e8).
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Wielomian g(@) jest nieprzywiedlny w ciele Ry Doy orvy Bp—s),
gdyz w przeciwnym razie liezby x,4 i #z, bylyby rzeczywiste.
Grupa réwnania Ma) =0 w ciele R(x,x,,...,25—0) zawiera wige pod-
gtawienie (@, 1,%,), a poniewaz grupa ta jest zawarta w G (por.
§2‘, (Ithl('va‘(‘-]l]‘(%‘2), wiee G zawiera transpozycje (,—1,,). W mysl
twierdzenin 16 grupa G jest przechodnig, na moecy zatem lematu 4
@ zawiera wszystkie podstawienia pierwiastk6w ay,@,,...,2,, ¢. b. d. 0.

Twierdzenie 18 wiagze sie z nastepujacym zagadnieniem:

(4) Majac dang grupe podstawief n Liczb oraz eialo liczbowe K, skonstruo-
waé réwnanie stopnia # o wspdlezynnikach nalezacych do K, ktérego grupa
w ciele K jost izomorficana z @, ,

Dla ciala liczb wymiernyeh i grupy G symetrycznej lub naprzemiennej
gagadoienie to rowwigzal ILilbertt). Twierdzenie 18 pozwala rozwigzaé za-
gadnienie (4) dla prazypadku oiata liczb wymiernych i grupy symetrycznej przy
zalogeniu, %e n jest liozby plerwsza. Dla dowolnego & zagadnienie (Z) nie jest.
dotad rozwinzune nawet w przypadku, gdy X jest ciatem liczb wymiernych 2).

CWICZENIA. 1. Grupa réwnnnia a5—10z+2=0 w ciele liczb wymier-
nyeh zawiera wezystkio podstawienia pierwiastkéw.

[Nieprzywiedlnoéé tego réwnania ustalié mozna na podstawie kryterium
Risensteina (Rozdzial VIII, § 26, str, 133, twierdzenie 14). Ilo&é pierwiastkéw
rzeczywistyeh obliczamy, ?ada‘j@c zdnak vvliielomianu x5—10x+2" 1 jego pochodnej

. . 4
w przedzistach (—oco, —J2), (—I2, +V2) i (+)2, +o0)l.
2. Podaé prayklady réwnan o wspélozynnikach calkowitych stopnia p,
gdzio p jest liczba pierwsza, ktérych grupa G wagledem ciata liczh wymiernych
jest gymetryezna rzedu p. :

§ 10. Wyznaczenie wszystkich cial miedzy K i 2.
Pokazemy obeenie, w jaki sposéb Teoria Galois pozwala rozklasyfi-
kowaé¢ wezystkie ciala zawarte w 2 i zawierajace K. Udowodnimy
mianowicie, ze miedzy takimi cialami a podgrupami grupy Galois
zachodzi odpowiedniogé wzajemnie jednoznaczna.

Twierdzenie 19. (1) Jesli H jest podgrupa grupy @, to 2bidr
Ay tych liceb ciata Z, Ktorych grupa symetrii zawiera. H, jest ciatem
zawartym w X i zawierajocym K. : :

(2) Jesli grupa symetrii liczby © jest H, to Ay=K(O).

(3) Kaéde cialo zawarte miedzy K i X jest jedmym 2 cial Ap.

5 D, Hilbert, Crelle’s Journal fir Mathematik, Tom 110 (1892), str. le’

2y O zagadnieniu (%) poinformowadé sig mozna dokladnie w ksigzce N, Cze-
boturew, Osmowy ticorit Galois (po rosyjsku), Leningrﬂ.d-l\los.kwa 1934, Roz-
dzinl V; Wy, 2-e (1036), Rozdzial II1. W ksingee tej podana jest tez obszerna
lteratura,


pem


396 A. Mostowski, ZARYS TRORILI GALOIS, Czeié 1.

wienia z nalezgcego do grupy H, to
O+ Z)=0+7, n(@-Z)=0-Z i #n(0:Z)=60:Z (o0ile Zs0).

Ze wzoréw tych wynika, ze Ay jest cialem liczbowym. Cialo
to jest oczywidcie zawarte w X, zawiera zad ono K na mocy twier-
dzenia 2. ‘

(2) wynika bezpodrednio z twierdzenia 14,

Wreszcie, aby udowodnié (3), zalézmy, ze A jest cialem za-
wartym miedzy K a X, i oznaczmy przez H czes¢ wapdlng grup
symetrii wszystkich liezb ciala 4. 4 jest wige zawarte w Ay, gdyz
grupa symetrii kazdej liczby ciala A zawiera H.

Poniewaz ilo§é wszystkich podgrup @ jest skonczona, wige H
jest czedcia wspblng skonczonej liczby grup Hy, H,,...,H, przy
czym H; jest grupg symetrii pewnej liczby @; ciala 4 (j=1,2,...,7).
Rozwaszmy teraz wielomiany liniowe r zmiennych £y,¢,,...,¢0

Wal(layCoseony&r) =Cal7(Oy) O]+ L[ 70(Oy) "“@2]‘ + oo +C[7(6,)—0,],

gdzie = jest dowolnym podstawieniem grupy ¢, nie nalezgcym
do H. Wielomiany te nie 83 tozsamogeiowo réwne 0, gdyz w prze-
ciwnym razie zachodzilyby réwnofel =(0)=0; dla §=1,2,..,7,
a wiec = nalezaloby do wszystkich grup H; (§=1,2,...,7), t.j. do
grupy H. Zgodnie z lematem 2 z § 4 (str. 380) istnieja wiece liczby
naturalne mgy,fy,..., 0, takie, ze Wy(ng,ny,...,n,)3=0 dla kazdego
podstawienia = grupy @, nie nalezacego do H. Przyjmijmy

0 =m0, +ny0y + ... +0,0,.

Dla = nie nalezgeych do H bedzie wiee n(@)==6, podczas gdy
dla 7 nalezacych do H jest #(@)=0; dla j=1,2,...,r, a wiec z(0)=6.
Grupa symetrii liczby @ jest wiec H, skad w myél twierdzenia 14
wnosimy, ze kazda liczba ciata Ay daje sie przedstawié jako wielo-
mian wzgledem @ o wspoélezynnikach z K. Poniewaz liczby ©,,6,,...,0,
nalezg do 4, wiee i @ nalezy do 4, co dowodzi, ze cialo Ay zawiera
sie w 4. Ciala 4 i 4y sa zatem identyczne, c. b. d. o.

Z twierdzenia 19 wynika kilka waznych wnioskdw.

Wniosek 1. Kazde ciato zawarte miedzy K 1 X powstaje # K
przez dotqezenie pewnej liceby naledacej do Z.

Istotnie, je$li @ jest liczba, ktérej grupa symetrii jest H, to
Ap=K(0) w my§l twierdzenia 19,
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Wyznaczenio wrzystkich eial miglzy K i .
WWnioscl 2. Julli 2 nalsy do viata K(8), a © do eiata 3, to
stopien liczby ’Z Jest deielnikiem stopmia liczby 6.

Istotnie, jeli Hy | Hy omaczajy grapy symetrii liczb Z i 0,
to Hy swwiera gnune He, skad wynika, ge 1ad grupy Hy jest wiclo-
krotnodcig 1'.:4(3/(111 grupy He. Wikaznik H, w @ jest wiec dzielnikiem
wska/nika He, wekazniki te zad sg roéwne stopniom liczh Z i &
(por. twierdzenice 13).

Wniosek 3. Jedli Z nalesy do ciala K(®), a O do ciata X, oraz
stopnie liezh © @ Z sq réwne, to K(0)=K(Z).

Istotnie, z zatozenia wynika, ze wskazniki grup He i Hy 83
rowne, @ wige i rzedy ich ss rowne, Poniewaz za$ He jest pod-
grupy grupy Hy, wiee Hy=Hy, co daje K(@)=K(Z). '

GWICZENIE, Jedli 1/ jest podgrupg grupy H”, to cialo A g EAWiera.
eialo Ay, 1 nu odwrdt,
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