ROZDZIAL XX
UOGOLNIENIE CIAL LICZBOWYCH

§ 1. Definicja ciala. Cialem nazywamy "kazdy zbiér K
4o dowolnych elementach), w ktérym okreglone i wykonalne sy dwa
<dziatania — né,zwijmy je dodawaniem i mmnoseniem orag oznaczImy
Pprzez + i -, przy czym dodawanie jest Iaczne, przemienne i jed-
mnoznacznie odwracalne w zbiorze K, mnozenie zasg jest  Igczne,
Pprzemienne i rozdzielne wzgledem dodawania, tudziez spelniajgce
Jeszeze warunek W, ktéry podamy dalej.

Wzgledem dodawania zbiér K jest wiec grupg abelowy. Jednogé
“tej grupy bedziemy oznaczali przez 0. Bedzie to wiee jedyny element
zbioru K, taki iz s+w@=a, przy czym bedzie 0t+a=a+0=qa dla
kazdego elementu o zbioru K. W szezegélnofei wiec 0--0=0,
skad wobec rozdzielnosei mmnozenia wzgledem dodawania mamy
a0 =a(0+0)=a0+a0, co dowodzi, ze a0=0, gdyz na mocy twier-
dzenia 3, Rozdzialu XIX, § 3, str. 312, z s -+p—2 wynika, ze o jest
Jjednogeia dzialania grupy K.

Mamy wieec a0==0 dla kazdego elementu ¢ zbioru K, a zatem
Jezeli zbibr K skiada sie z wiecej niz jednego elementu, to mno-
Zenie w nim nie jest odwracalne (gdyz dla a==0 nie ma takiego x
izby ®0=a) i przeto zbiér K nie jest ze wzgledu na mmnozenie
£rupg. .

Ot6z zapowiedziany warunek W opiewa, ze dla kazdego ele-
Tmentu ¢ zbioru K oraz kazdego elementu b zbioru K réznego od 0
igtnieje jeden i tylko jeden taki element # zbioru K, iz bw=a.
‘Wobec przemiennogci mnozenia spelnia on tez réwnanie ab=gq.

Bedziemy go oznaczali przez afb i nazywali dlorazem z dzie-
lenia a przez b.

Dzielenie jest wiee jednoznacznie wykonalne w zbiorze I

’
© ile dzielnik b nie jest zerem.
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Twierdzeniec 1. Ilocsyn dww eementéw zbioru K réemych od
sera jest zawsze réimy od zera.

, Dowd6d. Praypusémy, ze a0 i b0, za§ ab==0. Poniewas
a0 =0, wiec wobec ab==0 i jednoznacznogei dzielenia, o ile dzielnik.
nie jest zerem, wnosimy, ze b=0, whbrew zalozenin. Musi wiee byé.
ab=0, ¢. b. d. o. ‘

Z twierdzenia 1 wynika, ze zbiér K —(0), czyli 2bidr wseysthich.-
elementéw =bioru K, réémych od Rera, tworzy grupe abelowq ze wegledu
na mnodenie (por. Rozdziat XIX, § 1, przykiad 19, str. 309-310).

Jednosé tej grupy bedziemy nazywali jednoéciq ciata i ozna--
czali przez e.

Oznaczanie jej przez 1 nie jest wskazane, gdyz wéwezas nale-
zadoby konsekwentnie oznaczaé sume n jednogei przez n; zag§ — jak
zobaczymy w § 2 na przykladzie 1 — suma # jednodei ciald’ przy
naturalnym n, moze byé zerem. Niektérzy autorzy zamiast ¢ pi--
sza 1, za§ sume n skladnikéw réwnych e oznaczaja przez @ ).

Dziatanie odwrotne wzgledem dodawania bedziemy nazywali’
odejmowaniem, zaf element x, spelniajacy dla danych a i b ze zbioru K
réwnanie b+ =w--b=a, bedziemy oznaczali przez a—b."

W zbiorze K sa wiec jednoznacznie wykonalne cztery dzia--
lania arytmetyczne z wyjatkiem dzielenia przez 0. W ten spos6b.
rozwazane tu ciala sg uogélnieniem cial liczbowych. ,

§ 2. Przyklady cial. 1. Niech p bedzie liczbg pierwsza,.
za§ K zbiorem liczb 0,1,2,...,p--1. Sume (iloczyn) elementéw a i b
zbiorn K okredlimy jako resste z dzielenia przez p zwyklej sumy
(zwyklego iloczynu) liezb a i b. Opierajae sig na elementarnych -
twierdzeniach z Teorii liczb dowodzimy z latwoscia, ze okreflone
w ten sposéb dodawanie i mnozenie elementéw zbioru K majg.
wezystkie wlasnodei, jakie dzialania te muszg posiadaé w ciele.
Zbiér K gtaje sig w ten sposéb ciatem. Jednodeia tego ciala bedzie
oczywifcie liczba 1; suma p jednodei jest tu réwna 0 (czyli p=0).

Gdyby jednak p bylo liczbg zlozona, np. p=mmn, gdzie m i n
83 liczbami naturalnymi wiekszymi od 1, to nie otrzymalibysmy
przy powyzszych okrefleniach ciala, nie istniatby bowiem zaden
element zbiorn K, taki iz me=-1 (gdyz przy wszelkim calkowitym o
iloczyn maw daje przy dzieleniu przez p==mn reszte podzielng

- przez m, zad m>1).

m.mf) Ob. np. ksia¥ke N, Czebotarew, Osnawy Tieorit Galdis, Czedé I,‘ L\en,i'n‘»‘a
grad-Moskwa 1984, str. 164 (po rosyjsku), '
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Istnieja wige ciala, zlozone z 2,3, 5,7, 11 it.d. elementow.
Ciatami o skoriczonej liczbie elementéw zajmiemy sie blizej w § 4.

2. Niech K bedzie zbiorem wszystkich liczb wymiernyo‘;h, zad

icm

4=0 dang liezbg wymierng. Sumg elementéw « i b zbioru K nie-

chaj bedzie zwykla suma liczb a i b, iloczynem za$ clementéw « id
zwykly iloczyn liezb a i b, pomnozony przez ¢. Latwo sprawdzié,
Ze zbiér K bedzie eiatem izomorficznym (ze wazgledu na dodawanie
i na mnozenie) z ciadem R liczb wymiernych, przy czym odwzoro-
wande izomorficzne ciala K na cialo R otrzymamy, przyporzadko-
wujac kazdemu elementowi a ciala K liczbe ga ciala R. Jednodeig
ciata K jest wiee liczba 1/q.

3. Zbiér wezystkich funkeyj wymiernych jednej zmiennej
o catkowitych (a tak same o rzeczywistych, o zegpolonych) wepdi-
ozynnikach jest ciatem, jezeli przez sume i iloczyn jego elementéw
rozumieé zwykls sume i iloezyn funkeyj. Podobnie jest dla funkeyj
dwu dub wigkszej liezby zmiennych. Mozna by na tej drodze utworzyé
cialo o dowolnej mocy nieskoficzonej m, jako zbi6r wazystkich
funkeyj wymiernych m zmiennych o wspolezynnikach cadkowitych,

Ciato K wszystkich funkeyj wymiernych jednej  zmiennej

0 wspélezynnikach catkowitych jest izomorficzne ze wzgledu na
4 dzialania arytmetyczne z cialem R(a), gdzie o jest dowolnie dang
liczbg przestepng. pla otrzymania odwzorowania izomorficznego
clala K na cialo R(a) wystarezy kazdej funkeji f(#), nalezacej do
clata K, prayporzadkowaé liczbe f(a) ciata R(a), ,
" Mozna te: dowiegé, ze cialo wszystkich funkeyj wymiernych
dwu zmiennych o wspélezynnikach cafkowitych jest ze wzgledu na
4 dziatania arytmetyczne izomortficzne z cialem R(a,B), gdzie aip
83 danymi liezbami przestepnymi, algebraicznie od siebie nieza-
leznymi,

4. Niech p bedzie liczby pierwszy bostaci 4k 3, a K zbio-
rem P* liezb zespolonych postaci a - bi, gdzie a i b 83 liczhami ciggn
0,1,2,...,p—1. Dodawanie i mnosenie elementéw zbioru K okreslimy
W ten §poséb, ze po wykonaniu zwyllego dodawania ezy mupozenia
T .zqggpqlgn,ycl%, Zastapimy czedé rzeczywista, jako tez wspol-
ik przy 4, odpowiednio przez ich reszty przy dzieleniu przez p.
emy, ze wowezas K jest ciatem.

Ok

5

Blizszego dowodu wymaga tylko jednoznaczna odwracalnodé

mnozenia w zbiorze K—(0).

‘ Niech wige a-bi i ¢+ di==0 beda
liczbami zbioru K. '

[§21 Przyklady cial, 351

Mamy dowiedd, ze istnieje w

L K jedna i tylko jedna taka
liczha @-+ 91, iz , .

1) (o +@)(@+yi)=a-+bi (mod p),
wryli e istnicje w ciggu 0,1,...,p—1 jeden i tylko jeden taki

uklad liczb oy, iz:

2) er—dy=a(modp) i cy-t+dp=b (mod p).

Zalézmy w tym celu, ze uklad %,y spelnia kongruencje (2).
Mnozge pierwszg z nich przez e, a druga przez d i dodajae, otrzy-
mamy kongruencje:

(3) (6*+ d)0 2= a4 bl (mod p),

zaf MNOZye pierwszg pracz —d, a drugg
mamy kongruencje:

(4) (€% -+ ARy s -0l -+ be (kmo-d P).

Jak wiadomo z Teorii liczb, liczba pierwsza postaci k-3 nie
moze byé dzielnikiem sumy dwu kwadratéw liczb przez nia nie-
podzielnych. Poniewaz ¢-di jest elementem zbioru K i ¢+ di==0,
wiee mamy ¢*- d@==0(mod p). Wobec tego, jak to wynika z teorii
kongruencyj pierwszego stopnia o module pierwszym, istnieje jedyna
para liczb @ iy z ciagu 0,1,...,p—1, spelniajaca kongruencje (3)
1(4), z ktGrych wnosimy z tatwodeia, ze:

brzez ¢ i dodajac, otrzy-

(62~ @) (e —dy) = a2+ d2) (mod p),
(- @®) (ey 4 dav) == b(2 + d*) (mod p).

Wobee ¢®--d?==0(mod p) wynikajg stad kongruencje (2), za-
tem tez i kongruencja (1). Poniewaz zad x4 44 jest oczywidcie liczbg
zbioru K, wige jednozmaczna odwracalnogé mnozenia w tym zbiorze
zostata w ten gposdb mdowodniona. Zatem K jest ciatem, c. b. d. o.

Przyklad ten dowodzi, Ze istniejg ciala, ktérych liczba ele-
mentdw jest kwadratem dowolnej liczby pierwszej postaci 4%--3.
W szezegdlnoded, istniejg ciala zlozone z 9 oraz g 49 -elemientow.
‘ Zouwazmy, ze gdyby p byloliczbg 2 Tub liczbg pierwsza postaci
4k +1, to pray tym samym okresleniu dodawania i mnozenia w zbio-
rze. KO mie otrzymalibydmy zefi eiata. W tym bowiem przypadku
p jest — jak wiadomo z Teorii liezb — gumg kwadratéw dwu Liezb
naturalnych, & zatem istniejs w eiggu 1,2,...,» —1 takie liczby ¢ i d,
it p = @ d?, gkad (¢ di) (¢ —di) =0 (mod p) i przeto, zgodnie z przy-
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jetym w zbiorze K okregleniem mnozenia, iloczyn liczb e+-dii ¢ —di
tego zbioru, obu réznych od zera, jest zerem, co dowodzi, ze zbir K
nie jest ciatem.

Nie wynika stad oczywidcie, ze nie istniejs ciala zloZone z p
elementéw, gdzie p jest liczbg 2 lub liczba pierwsza postaci 4k--1;,
dowodu istnienia takich cial nalezy jednak szukaé na innej drodze
(ob. przyklady 5 i 6).

5. Niech K oznacza zbidr ezterech funkeyj zmiennej (z kt6-
rych pierwsze dwie sg stale):

0, 1, &, 1+

Dodawanie i mnozenie elementéw zbioru K okreglimy w ten
gposéb, ze po dokonaniu zwyklego dodawania lub mnozenia wielo-
mianéw podzielimy wynik przez tréjmian 22+x--1, a w otrzy-
mane]j stad reszcie, ktéra bedzie postaci ax + b, zastapimy liczby a i b
przez ich reszty z dzielenia przez 2. Zbidr K jest tu wiee zbiorem reszt
wedlug dwu moduléw:

w2441 1 2,

ezyli' (por. dalej przyklad 9) zbiorem reszt
(modd a? 421, 2).

Tabliczkami dodawani\a i mnozenia w zbiorze K beds wiec:

Dodawanie Mnozenie
01| e [14a 0|1 | o |1+a
0|l 0| 1| 2 14a 010 o0 o0 lo ;_
1 1 0 14 @ 0 1 ¢ 142
x | 2 |14z 0 1 B & 0 x |1+ 1
l+2|l4+a = 1 0 142 0 14 1 @

, - Wéwezas zbiér K bedzie cialem. Przemiennogé bowiem i lgcz-
_noéé obu dziatani, jak réwniez jednoznaczna odwracalnodé doda-
wania (w zbiorze K), wynika bezposrednio z ich okreflen, zaé
Jednozmczna odwracalnogé mnozenia w zbiorze K—(0) widoczng jest
bezpodrednjo z tabliezki mnozenia dla zbioru K.

Istnieje wiec cialo, zlozone z 4 elementéw.

[§2] Prayklady cial. ' 3563

. Niech p b(; lzie Jiezbg pierwszg nieparzysta, za§ s liczbg
% (Mgu 0,1,2,...,p -1, nie bedgey Teszty z dz1ele111a przez p mdne j

) - 1
z liczh 0212, 9% (l 5 ) Taka liczba s 1stmeJe gdyz p=3," sk@d
p—1 -

1+ —T;'“" b.

Niech dalej K oznacza zbidr ’pz dwumiandw posta,m a-+bx
zamienne] @, gdzie o i b sq liczbami ciggu 0, 1,2,...,p —1. Dodawanie
i mnozenie elementéw zbioru K okreglimy w ‘ren Sposob, ze po do-
konaniu zwyklego dodawania i mnozenia wielomianéw podzielimy
vymkl Praes w--g, o w ()1r1ymame] reszeie postaci a-+br zasty-
pimy liczby a i b przez ich veszty z dzielenia przez p.

Okazemy, ze zbiér K z okreflonym w ten sposéb dodawaniem
I mnozeniem jegt eiatom.

Blizgzego dowodu wymaga tylko ]ednonuum odwmcalnoéc
mnozenia w zbiorze K — -(0).

Niech wiee a-be i ¢-+dw beds dwoma elementaml zbioru K,
Przy ezym lws'by ¢ 1 d niechaj nie bedy jednoczegnie zerami. Po-
niewaz reszia z dmelcnm iloczynu (¢+dw)(g+he) przez x®—s jest
¢g -+ dhs |- (ch-I- dg)z, wiee mamy dowiesé, ze istnieje jeden i tylko
jeden taki o]ement ¢ hx zbioru K, iz:

(B) (eq'+-dhsa(modp) i ch+dJ=b(modp)

Mnozace pmrwsma z tyech kongruencw przez e, a drugab przez ds
i ode]mu J&(‘, otrzymamy:

(6) (¢ -—d?s)g = ac —dsb(mod p),

mnozge zad pierwszg przez —d, a drugg przez ¢i doda]adc, otrzy-
mamy:

(7) (¢ —~d28)h =—ad -+ be (mod p).

Liczby ¢ i k z ciggu 0,1,...,p—1 bedg przez te kongruencje
wyzhaczone jednoznacznie, jezeli okazemy, ze ¢ —dPs==0(mod p).

Ot6z gdyby bylo ¢ —d¥%s=0(modp) i d=0(modp), mieli-
bydmy tes ofma0(mod’p), skad (poniewas p- jest liczbg pierwsza)
o=0(mod p), & wiec (poniewaz ¢ i d sg liezbami ciggu 0,1,...,p —1)
byloby ¢:=d=0, whrew zalozeniu. Jezeli wiec ¢®—d?s=0(mod p),.
to mugi byé d==0(modp) i — jak wiemy z Teorii liczb — istnicje.
wociggu 1, 2,..,p-~1 taka liczba 2, iz de=1(modp), skad
(20)? == (2d)?s ma g (mod p). Niech r oznacza jreszte z dzielenia liczby
WV, Sierpliski, Zusndy Algebry Wysszej. 23
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z¢ przez p. Jest-wiee P=g(modp) i (p-—rP=rl= .s'(mo(lp), przy
czym jedna z liczb r i p—r nalezy do ciggu 0,1,2,.. ’p 0"', whrew
okregleniu liczby s. Dowiedlidmy wige, Ze ¢*—d?s==0(mod p),
a przeto istnieja w ciagn 0,1,...,p--1 liczby g i A, dla ktérych za-
chodzg kongruencje (6) i (7). Kongruencje te dajg: ‘ R
(e*—d?s)(eg + dhs) = (e —d2s)a(mod p),
(62 —d?s)(eh + dg) =(c® —d?s)b(mod p),

co wobec ¢@—dPs==0(mod p) daje kongruencje (5). Zatem K jest
ciatem, c¢.b.d.o.

Wrynika si@d, ze istniejq ciala, kidrych liczba elementéw. jest
kwadratem dowolnej liczby pierwszej wieparzysie]. '

7. Niech K oznacza zbilr wszystkich funkeyj (zmiennej )
postaci pw+¢, gdzie p i ¢ sy dowolnymi liczbami rzeczywistymi.
Zbiér K bedzie ciatem, jezeli przez sume jego elementéw rozumied
zwykla sume funkeyj, zad przez iloezyn jego elementéw a i b ro-
zumieé reszte z dzielenia iloczynu dwumiandéw a1 b przez dwumian
22+ 1. Iloczynem elementdéw g, i pov+ g, bedzie wige element

(P192~+Pog1)% —Paps 4 4.

Latwo widzieé, ze K jest cialem, ktére (wzgledem (dodawania
i mnozenia) jest izomorficzne z cialem wezystkich liczb zespolonych,
przy czym otrzymamy ten izomorfizm, przyporzadkowujge liczbie
zespolonej pi+-¢q funkeje pa-i-¢.

8. Niech f(m)=a?+cpr+-¢, bedzie tréjmianem 2-go stopnia
0 wapbleczynnikach wymwrnvoh, nie majacym picrwiastkéw wy-
miernych (innymi stowy takim, ze 2 —4¢, nie jest kwadratem liczby
wymiernej). Niech K oznacza Abl()l‘ wszystkich dwumiandéw pe+ g,
gdzie p i ¢ sg liezbami wymiernymi. Przez sume elementéw zbioru K
bedziemy rozumieli zwykly sume dwumianéw, zag przez iloczyn ele-
mentéw tego zhioru — reszte z dzielenia ich ~zwyklego iloczynu
przez tréjmian f(z).

. Aby okazad, ze przy takim okredleniu sumy i iloczynu elemen-
t6w K hedzie cmlam, wystarczy. dowiedé, ze dla kazdego elementu
a0 +-ay zbioru K ikazdego elementu b+ by tegoz zbioru, réznego
od elementu 0 (f.j. nie réwnego tozsamogciowo Aeru), istnieje
jeden i tylko jeden taki element p,z- “Pp zbioru K, iz wiclomian

(8) (b1 -+ by) (P 4-1y) — (a4 + )
jest podzielny przez tréjmian f(m)

(52 Prayklady eial -, - ; 355

Otéz, jak latwo obliczyd, chlommn (,8) daje ‘przy dzieleniu
pmv trojmian f(a) reszte: :

(hopy + 1'17)‘ =ty == b6y, ) - bypy —ay —by sty

Na to wige, aby ta reszta byl zerem, potrzeba i wystareza,
zeby bylo: ‘
9) “ (bg -bye)py | bypy =0y i — 103y +bypy = ay.

Mnozge pierwsze z tych réwnad przez b,, a drugie przez b,
i dodajge, otrzymamy:

(10) (bz“'bxbz('H br(‘z)pixlfhbz *asz,

728 MNOZYe Pierwsze pww byty, 8 drugie przez b, —bye, i dodaq@c
otrzymamy:

1

(11) - (B3 -bibaes + Hlo3)py = ayhis + aghy—asbyey.
Jezeli b0, 1o by/by jest ]ic.zbae wymiemley taks, ze:
<"l?‘2) "“(’1 N ’| (’2=’F 0
by

gdyz wielomian f(a) nie ma pl(xrwmstkéw wymiernych. Mamy wige
wowezas:

(12) B8 —bsbyoy + Bloy 0 -
i réwnania (10) i (11) dajg po jednej tylko wartogei wymiernej na
Pyl Po ‘

Jezeli zad by =0, 10 by==0 (gdyz z zalozenia bw-+b, nie jest
tozsamogceiowo zeren) i znowu mamy nierdwnosé (12), zatem réwna-
nia (10) i (11) ZnowWu daja po .]e(lnej tylko ‘wartosel wymiernej na
P1i Do '
Z drugiej strony, wul)(’c (12) spmwdza.my z tatwodcig, ze llezby :
Py 1 pe, Wyznaczone z réwnan (10) i (11), ‘spelniaja réwniania (9).
Zbibr K jest wige ciatem, c. b.d.o. . Lo
Zauwazmy, ze jednomian g==g(@)=go jest elementem:eiata K,
spelniajacym (w tym ciele) réwnanie: - : :
(13) P teg-t-e=0
wlbowiem ¢* dajo pray dzieleniu przez f(w) reszte -—ed—cy) & praeto
mamy w ciele K '
(21 g A e Oyl = Oy O g == 0.
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Cialo K zawiera w. sobie ciato wszystkich liczb wymiermych &
(ktére otrzymujemy z px+¢ dla p=0). W ciele R réwnanie (13)
nie posiadalo rozwigzan (wzgledem g), za§ po rozszerzeniu go do
ciata K juz je posiada. R o :

. Niech teraz.o bedzie jednym z pierwiastkéw tréjmianu f(z).

Jest to wiec liczba algebraiczna 2-go stopnia. Niech K, oznacza ciato-

liczbowe R(a).

Oka,Zemy, ze ciala K i K, sy izomorficzne wzgledem dodawa-

nia i mrozenia. Co do dodawania jest to oczywiste, gdyz — jak
‘wiemy z twierdzenia 8 Rozdziatu XIIT (§ 3, str. 229) — kazda
liczba ciata K,=R(a) moze byé w jeden i tylko w jeden sposoh
przedstawiona w postaci pa+g, gdzie liczby p i ¢ sa wymiecrne.
Co ‘za$ do mnozenia, to mamy tu wobec fla)==0 wzbér: '

(b ”sz) (P10+ Do) = bip1a®+ (bypy + byPa) -+ by =
= (DgP1 -+ biPa—byP101) @+ Doy by,

a ze resztg z dzielenia wie]omianu (b3 + by) (Pa2 -+ o) priez fz) jest:
(b_zpl + b1Pp —byP101) 8 - by —b1p10s,

wiec pfzyporz&dkowujqc kazdemu elementowi pux--p, ciata K
_odpowiednio liczbe p,a-+p, ciata K, .otrzymamy odwzorowanie,
ustalajace izomorfizm tiych ciat wzgledem dodawania i mnozenia.

izomorficzne (wzgledem dodawania i mnozenia) z cialem wszystkich
liezb zespolonych postaci pyi-+p,, gdzie p, i py 89 liczbami wy-
miernymi.

Ogoélniej, niech  f(x) bedzie -wielomianem nieprzywiedlnym
n-go stopnia o wspélezynnikach wymiernych. Oznaczmy przez K
zbiér wszystkich wielomianéw stopnia mniejszego od # o wspél-
czynnikach wymiernych. Okre§limy w zbiorze K dodawanie jako

zwykle dodawanie wielomiandw, iloczyn za elementéw tego zbioru -

jako reszbe z dzielenia zwyklego ilocZynu wielomianéw przez f(@).
Mozna z latwoscia okazad, ze ze wzgledu na tak okreglone dodawanie
i mnozenie zbiér K jest izomorficzny z cialem R(a), gdzie a jest
(ktérymkolwiek) pierwiastkiem wielomianu f(z). '

" Poniewaz definicja ciala K nie wymaga wprowadzenia liczb
niewymiernych (ani zespolonych), wiee rézne wlasnodei ciala R(a),

1§21 : Prayklady cigl, E Vg

jako izomorfieznego z ciatem K, mogy byé ‘badane bez pomocy
liezb niewymiernyeh (i zespolonych). a

Podane przyklady moina by jeszcze uogdlni¢, zakladajac, ze
f(z) jest wielomianem o wespélezynnikach nalezaeych  do danego

ciala K, (nickoniecznie liczbowego) i nieprrywiedinym w tym ciele.

Okredlone podobnie jak wyzej cialo K bedzie wéwezas zawieralo
element ¢ ==g(2) =, spelniajgcy réwnanie f(@)=0 (tozsamosciowo ze
wzgledu na @, G.j. f(g(2))=0), oczywidcie przy uwzglednieniu
okredlenia sumy iiloezynu elementéw ciala K, a wiec i wielomianéw
w tym ciele. :

Ponicwaz cialo K, jest czedeig ciala K, wiee mozemy tez powie-
dzied, ze ciato K, zostalo rozszerzone (do ciala K) w ten s;posbb,
e wielomian f(z), niepraywiedlny w ciele Ky, stal sie przywiedlnym
w ciele M.

9. Mowimy, ze wielomian f(#) o wspélezynnikach catkowitych
jest micpraywiedlny modulo p (gdzie p jest liczbg naturalna), jezeli
nie istnieja Zadne trzy takie wielomiany ¢(z), p(z) i 9(x) o wspél-
cxynnikach calkowitych, ze g(z) i y(x) sa stopni nizszych od stopnia
flw) oraz ze rdwnogdé:

o

Har) = plap(a) -+ p9a)

zachodzi tozsamogeiowo wzgledem @, czyli takie, dla ktéryeh mamy
tozgamosciowo; : ,

f(@) = g(z)p(x) (mod p).

Niech f(z) oznacza wiclomian stopnia n o- wspélezynnikach
catkowitych, nieprzywiedlny modulo p, gdzie p jest dang liczhg
pierwsza. Niech dalej K oznacza #biér p» wielomianéw stopnia
co0 najwyzej n—1 o wepblezynnikach, bedgeycl liczbami z ciagu
0,1,2,...,p —1. Dodawanie i mnozenie elementéw zbioru K okreslimy
w ten sposéh, ze po dokonaniu zwyklego dodawania i mnozenia
wielomianéw podzielimy wyniki przez wielomian f(z), a w otrzy-
manej stad reszcie (ktéra bedzie wielomianem - stopnia co najwy-
7ej m--1) zastgpimy kazdy wspolezynnik przez jego reszte z dzicle-
nia przez p. :

O zbiorze K] mdéwimy wowezas, ze iest‘zbiorem reset wedlug
dwu moduldw: f(x) i p, co piszemy krocej (por. str.352): !

(modd (), p).
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Mozna okazaé, ze okreslony w.ten sposob zbidr K tworzy
cialo (zlozone z p* elementéw)?l) oraz ze kazde cialo skqne'/one jest
izomorficzne z jednym co najmniej z otrzymanyeh w ten sposéb cial.

~ Przypadkiem szezegélnym takiego ciala K jest cialo zbadane
w przykladzie 5 (str 352). Zajmiemy sie tu blizej innym przypadkiem
szezegblnym, mianowicie, gdy f(a)=a3—2 1 p=7.
_ Okazemy przede WS/ystklm, ze wielomian f(#) jest nieprzy-
wiedlny modulo 7.
Istotnie, gdyby bylo:
23 —2 = (aw - b) (cx®-- dw -+ e) (mod T),
mugielibyémy mieé:
ac=1 (mod 7), ad--be=0 (mod T)
ae-+bd =0 (mod 7) be = —2 (mod 7).

Trzecia z tych kongruencyj daje ae=- —bd (mod 7), ska
a*¢ = —bad (mod 7), a ze na skutek drugiej kongruencji jest
ad= —be (mod 7), wige mamy -a’¢=>b" (mod 7), skad dostajemy:

‘ a?c®be= (be)® (mod 7), k '
co wobec pitrwszej i czwarte] kongruencii daje:
(be)® =—2 (mod 7).

Latwo  jednak -sprawdzié, ze ostatnia kongruencja przy cal-
kowitych b i ¢ zachodzié nie moze. Bo ]97011 x=0,4-1,4-2,4-3 (mod 7),
to #*=0,+1,+1,41 (mod 7), zatem a*==—2 (mod 7) dla kazdej
liezby catkowitej ®. Wielomian f(x) jest wiee nieprzywiedlny
modulo 7

Aby okwac, ze 7b10r wezystkich reszt (modd @3 —2,7) ezyli
7b161" wazystkich 7% wielomianéw aa® -+ bz -+ ¢, gdzie a,b,¢ sg liczbami

1 Jedynad trudnosé stanowi tu dowdd, ze innozenie w szbiorze K-—(0)
jest jednoznacznie odwracalne, Dowdd ten opiera sie na nastepujacym twier-
dzeénin udéwodnionym priez J. Ai Serret’a w jego dziele Cours @ Algébre Supé-
rieure, Tom 11, Wyd. 5-e, Paryz 1885, str. 125:

1o leseli plw): 5 (m) “sck takimi wiglomiomami o wspdleaynnikach calkowitych, ié:

T p@)p(@)==0 (modd fl@),p) i p@)=0 (modd f(x),p)
o (x)==0 (modd f(x),p). .

© Wynika stad z latwoseia, ze jezeli p(x) jest dang veszty weding dwu modu-

16w f(x) i p, réing od zera, to gdy () praebiega wszystkie réime vessty wodlng

modwéw f(z) i p, veszty (modd f(),p) iloczynu ple)p(®) czyniy Lo samo, co
Jjuz pociaga za soha, jednoznaczng odwracalnogé muozenin w ciele A - ~(0),

(§3] Dolyezanie elementu do ciala. 359

z ciggu 0,1,2,3,4,5, 6, tworzy eialo, wystarczy okazaé, ze mno-
zenie jest ]edno/;naunw odwracalne w zbiorze K— —(0).

Niech wiee aw?-+br+c i da?+ex+ f beda dwoma eleméntami
zbioru K, przy czym liezby d, e i f niech nie beds jednoczesnie
réwne 0. Poniewas reszig z dzieleniailoczynu (da?+ ex+ lge?+re-+ts)
przez b2 jest:

(fa +er -+ ds)a? 4 (fr-+es -+ 2dg)w -+ fs + 2(eq -+ dr),
wige mamy dowiedé, ze istnieje jeden i tylko jeden taki element
quA- e - 8 zhioru K, iz
fq-+er4ds=a (mod 1),
fr-t+es42dg=>b (mod 7),
fe--2(eq -+ dr) =c (mod 7).

Nu to, Zeby ten uklad 8 kongruencyj miat jedno i tylko jedno
rozwigzanie w liczbach g,7,s z ciggu 0,1,2,...,6, potrzeba i wy-
stareza, by dla wyznacznika tego ukladu ‘

f,e,d
D= |2, f e ~—f*‘l~4d3~}-263-6d6f
2e, 2d, f

bylo D=0 (mod 7). 066z z uwagi na to, ze liczby f, d i ¢ nie 83
jednoezednie réowne 0 oraz ze dla calkowitych x, nie podzielnych
przez 7, mamy #f=-+1 (mod 7), stwierdzamy za pomoeg latwych
préb, ze istotnie D=0 (mod 7). Zbibr I jest wige cialem, zlozonym
278343 clementow.

§ 3. Dolaczanie elementu do ciakla. Jezeli cialo L za-
wiera cialo K oraz element a, nie nalezgey do K, 1i jezeli kazde ciato,
zawarte w I i zawierajace K oraz a, pokrywa sie z L, to méwimy,
#e cialo L zostalo otrzymane z ciala K przez dolgczenie do niego
clementu a, i oznaczamy je przez K(a).

Juk latwo widzieé, K(a) jest zbiorem wazystkich elementéw
postaci f(a), gdzie f jest funkeja wymierng o wspolezynnikach, na-

lezgeyelh do K. Jezeli x nalezy do K(a), to K jest zawarte w K(z),

a K@) w K(a), przy czym moze byé K==K(z)+K(a).
Np. gdy R jest ciatem wrzystkich liezh wymiernych, to 4 nalezy

do 5?( '/“:i) ornz Re=R (1) (@;—1)

Ilement o (nie nalezacy do K) NAZyWwawy preestepnym wagle-
dem ciata I, jezelinie jost plerwinstkiem zadnego wielomianu o wsp6l-
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czynnikach nalezgeych do K, z ktorych nie wszystkie sg rowne 0
w przeciwnym razie element-a nazywamy algcbm'i(‘znym weiledem
ciata K. . ' ‘

Yatwo dowiedé, ze wezystkie ciala, otrzymane z ciala K przez
dolgezenie do niego elementu przestepnego wzgledem K, 89 izomor-
ficzne ze wzgledu na 4 dzialania arytmetyczne.

Inaczej jest w przypadku dolgczenia do JC clementu alge-
braicznego wzgledem K. Np. ciala KR(2) i K1) nie sa izomorticzne.

Mozna dowiesé, ze jedelt a jest elementem przestepnym wegledem
ciata K, to kazdy element ebioru K(a)—IC jest praestepny wegledem
tegoz ciala. '

Cialo L zawierajace I nazywa sie algebraicanyin wsyledem
aala K, jezeli kazdy element ciala L jest algebraiczny wzgledem K.

Cialo K nazywamy algebraicenie zamknigtym, jezeli gie pokrywa
z kazdym zawierajgcym K cialem algebraicznym wrzgledem K.

Np. zbidr wszystkich liezb algebraicznych jest cialem alge-
braieznie zamknietym. '

Mozna dowiedé, ze dla kazdego ciate istnieje rawicrajgce je cialo
algebraicenie zamknigte'). Znane dowody tego twierdzenia poslugujg
sig pewnikiem wyboru (twierdzeniem E. Zermelo o dobrym upe-
rzgdkowaniu) i nie daja metody efektywnego wyznaczenia cialy
algebraicznie zamknietego, zawiérajacego dane cialo 2).

§ 4. Podciala. Ciala proste. Czesé danego ciala, bedacy
cialem, nazywamy jego podciatem. '

- Kazde cialo K jest wlasnym podcialem, jako tez zawiera pod-
ciato, zlozone z jednego tylko elementu: zera ciala K. O ile zaf
podeialo ciata K zawiera wiecej niz jeden element, to — jak atwo
widzie¢ — zawiera ono zero i jednodé ciala K (ktére zarazem sg od-
powiednio zerem i-jednodcia tego podeciata).

Aby dowiedé, ze czedé danego ciala jest jego podcialem, wy-
starczy okaza¢, ze sg w niej wykonalne cztery dzialania arytme-
tyczne z wyjatkiem dzielemia przez 0.

Cialo, zlozone wigeej niz z jednego elementu i majace tylko

dwa podeiala: samo siebie oraz podcialo zlozone tylko z zera, na-
zywamy prostym.

1) Ob. E. Steinitz, Algebraische Theorie der Korper, Berlin-Lipsk 1930,
str, 113,
%) Por, tamze str, 129.

1§ 4] Podeiala, Cialy proste, 361

Theierdzenie 2, Kaide cialo, zlodone 2 wigeej nii jednego ele-
mentu, postada jedno i tylko jedno podeialo proste. ,

Dowdd. Niech K bedzie danym cialem, zlozonym z wiecej
niz jednego elementu. Oznaczmy przez P iloczyn (cze$é wspdlng)
wszystkich podeial ciala K, zawierajacych jego zero.i jego jed-
nosé (podeiala takie istnieja, np. samo K). % definicji ciata wynika
natychmiast, ze P jest cialem prostym. Jezeli bowiem P, jest pod-
ciatem ciala P, zawierajagcym wiecej niz jeden element, to P, jest
zarazem podeiatem ciata K, zawierajacym jego zero i jego jednodé,
a przeto w mydl definicji ciala P, eialo P; jest jednym z ezynui-
kow iloczynu P, skad wynika, ze P jest zawarte w Py, co (wobee
tego, ze Py jest zawarte w P) daje Py= P..

(dyby teraz cialo K posiadalo jeszeze podeialo proste P’,
to czgd¢ wspilna PP’ bylaby podcialem cial P i P’, zawierajacym
wigeej niz jeden element; poniewaz zag ciala P i P’ sg proste, wiec
wynikaloby stad, ze PP'«P i PP'=P', czyli ze P=P'. Udo-
wodnilismy zatem twierdzenie 2.

Postaramy si¢ teraz wyznaczyé wszystkie ciala proste. Niech
P omacza dane ciato proste, ¢ jego jednodé. Rozréinimy dalej
dwa przypadki:

10 Wszystkie wyrazy ciggu nieskohezonego

(1) e, e+4e e-e-te,

sg réznymi elementami ciala P. Oznaczmy, dla skrocenia, sume: n
skladnikéw réwnych e przez ne, a clement 0—ne przez (—n)e. Jak
latwo widzied, jezeli kazdej liczbie wymiernej p/g przyporzadku-
jemy element pejge ciala P, to otrzymamy odwzorowanie izomor-
fiezne (ze wzgledu na 4 dzialania arytmetyczne) ciata &R wszystkich
liczb wymicrnych na pewng czedé P, ciala P. Cialo P, bedzie wiec
podeialem ciada progtego P, zlozonym z wiecej niz jednego elementu,
skad wynika, ze P, =P. W przypadku 1° cialo proste P jest wiec
izomorficzne z cialem R. : '

29 Nie wazystkie wyrazy ciggu (14) sg rézne. Niech me=ne

daje ke-r0 na mocy okredlenia zera. Niech p oznacza najmniejszg
liezbe naturalng, taks iz pe=0. Nie moze byé p==1, gdyz es=0,
jak to wynika z definieji jednodei ciala (§ 1, str. 349).. Gdyby p
bylo liczby zlozong p«rs, gdzie » 1 ¢ sg liezbami naturalnymi
niejszymi od p, 10 wobece ee e (gdyz e jest jednodeia ciata P) mie-
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libysmy re-se=7s-¢ =pe=0, gdy tymezasem z okreflenia liczby 9
wynika, ze re=0 i se==0, co daje re:se==0, skad sprzecznodd. Liczba p
musi wiee byé pierwszg. ' '

Okazemy teraz, ze zbidr Z, wszystkich elementéw ke dla
k=0,1,2,..,0—1 tworzy cialo, Poniewaz elementy te naleza do
ciala P, wiec wystarczy okazaé, ze w zbiorze Z, wykonalne sg
4 dzialania arytmetyczne z wyjatkiem dzielenia przez 0.

Ot6z jezeli ky 1 ky 83 dwiema liczbami z c¢iggu 0,1,..,p—1,
to mozemy napisaé ky -k, =mp -k, gdzie k jest liczhg z tegoz ciggu,
skad ke +kye =mpe -+ ke=ke, gdyz mpe==m-pe=0. Podobnie, piszgc

Wreszcie, piszge fky==mp -k, otrzymamy kekye == ke.

Pozostaje do okazania, ze w razie, gdy k=0, istnieje w ciggu
0,1,...,p —1 taka liczba %, iz kee-ke==Ike. Otoz, skoro liczba p jest
pierwszg, zad liczba ky, naturalug, to —jak wiemy z Teorii liczb ~
istnieje w ciggu 1,..,p—1,p taka liczba k, ze kyk=1Fk, (mod p),
czyli ze kol =mp +ky, gdzie n jest liczbg calkowita. Mamy zatem
ot - ke = ok - € = (P + ky)e =mpe+ k¢ = kye.

Zbiér Z, jest wiee cialem. Latwo spostrzec, ze jest ono ze
wzgledu na 4 dzialania arytmetyczne izomorficzne z cialem P,
wszystkich reszt modulo p, zbadanym w § 2 (przyklad 1, str, 349).
Ciato to, jako podecialo ciala prostego P zlozone z wigcej niz jed-
nego elementun, musi z nim by¢é identyczne.

Otrzymane wyniki doprowadzajg wiee do nastepujgcego twier-
dzenia: ' h : o
" Twierdzenie 3. Kaide cialo proste mieskoiiczone jest izomor-
ficane z ciatem R liceb wymiernych, za$ cialami prostymi skosiceo-
nymi sq. ciala izomorficene z cialwini wseystkich reset modulo Dy
gdzie p jest (dowolnie dang) liezbq pierwszq, 1 tylko takie ciala.
 * Nie dla kazdych jednak dwu ciak K, i I, istnieje cialo K, za-
\@riemj@ce podcialo izomorfiezne z K, i podeialo izomorficzne z K,.

Np. jezeli K, jest cialem zlozonym z 2 elementéw, a K, ciatem
zlozonym z 3 elementéw, to takiego ciala K nie ma. Gdyby howiem
ono istnialo, to jego-jednofé e bylaby zarazem jednofcig cial K,
i K,. Lecz w ciele K; mamy e+e¢=0, a w ciele K, mamy ¢4 es=01).

1), Intotnie, eiato K; skladasie z 2 elementdw, a wige tylko z elementow 01 e,
skad ete=0 Jub e--e=e, przy czym druga réwnosé dawalaby e-=:0, co jest
u;i,emozliwe. W ciele zaé K,, ktére wzgledem dodawania jest grupy, (gdzie jednoseiy
grapy jest 0), mamy e4-e-e=0; gdyhy wige hylo e-kew(, wielibydmy e==0,
¢o‘niemozliwe, : s

[§ 5] s Ciala skoficzone, - 363

Natomiast kazde cialo K jest podcialem innego wigkszego
ciala, np. ciala W wezystkich funkeyj wymiernych jednej zmiennej,

térych wspolezynniki nalezg do ciala K. W szezegélnogel, ciala

K i W mogg byé izomorficzne, np. jezeli K jest cialem wszystkich

Afunkeyj wymiernyeh o wspdlezynnikach catkowitych przeliczalnej

mnogosei zmiennych. Mozna by jednak okazad, ze kazde cialo K jest
podcialem innego ciala, nie izomorficznego z ciatem K. Takim jest
np. cialo wazystkich funkeyj wymiemyeh m zmiennych, o wspél-
ezynnikach nalezaceyeh do K, gdzie m jest liczbg kardynalng wieksza

.od mocy ciala K.

§ 5. Ciala skoficzone. Niech K oznacza dane ciato skon-
czone. W mydl twierdzenia 2 posiada ono jedno-tylko podcialo pro-
ste P, oczywidcie skofczone, a wiec w my§l twierdzenia 3 zlozone
z p elementow, gdzie p jest liczbg pierwszg, i izomorficzne z cia-
fem P, wazystkich reszt modulo p. ‘

Liczbe p nazywamy charakterystykg ciala skonczonego K.

Twierdzenie 4. Liczba elementéw cidla skohozonego jest zawsze
potega jego charalterystyki. B ;

Dowdd. Niech m oznacza liczbe elementéw ciala  skonezo-
nego I, ktérego podciato proste P zawiera p elementdw. Jezell
K == P, to mamy oczywideie m=p i twierdzenie jest sluszne. Zalézmy .
wiee, ze K=P, ; S .

 Istnieje zatem element o ciala I, nie nalezaey do P.
Utworzmy p? elementéw (ciala K) postaci @+ aw,, gdzie 2 i @,
naleza do P. Wszystkie one s rézne. Igtotnie, gdyby bylo
Ly - ity =Yy - Ay, AZiC Dy, Xy, Yy 1 Y, 53 clementami P, to w razie,
gdy g 1y, mielibydmy am,==ay,, a zatem tez =y, Jezeli zas
W=y, t0 poniewaz e].emem,l.z:%;—g% nalezy do P, mieliby§my
= (), —®,)2, wiec o nalezaloby do P, whbrew zalozeniu,

Gdyby elementy @4 az, wyczerpywaly ciato K, mielibysmy
oczywiscie m-=p W przeciwnym razie oznaczmy przez b element.
dala K résmy od nich wszystkich i utwérzmy p* elementow
(ciata JO) postaci ay |- axy - by, gdzie @y, x, i 23 nalezg do P. Latwo'
mowu okazaé, ze 8y one wszystkie rézne. Gdyby bowiem bylo
By by - bty == Yy b oy -+ byg, t0 W razie, gdy Ly ==y;, zna,lei]ibyémy

¢

przyjmujac 2 o wnogilibyémy, ze 2 nalezy do P i ze

o
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b=y, — @)+ (Yo—wp)ea == & +Epa, gdzie & 1 &, nalezg do P, wbrew

okredleniu elementu b. |
Gdyby elementy ,-+dw,+bry wyczerpywaly cialo K, znaleg-
libydmy m=p% W przeciwnym razie oznaczamy przez ¢ element
clata K rézny od nich wszystkich i rozumujemy jak poprzednio.
Poniewaz cialo K jest skonczone, wiec os‘fdfec,znw znajdziemy
skonezong liczbe n jego elementéw:

ay=e, (b ==, ag =D, . o, ty==1

takich, iz kazdy element ciala K daje sie, i to w jeden tylko sposéb,

przedstawié w postaci:

By by +-Dg Qg - coit Ly sy

&

gdzie »; nalezy do P dla i=1,2,..,n. Jest wiee m=pn c b, d.o.

O elementach ay,a,,...,a, méwimy, Ze tworzg baze liniowq
dla ciala K. ‘
Z twierdzenia 4 wynik:

Wniosek. Liczba elementow ciota skowiczonego (o dle precwys-
sea 1) jest zawsze potega liceby pierwszej.

' Mozna okazaé, ze moze to byé dowolna potega d()wo]ne] liczby
- picrwsze] (por. przykiad 9 z § 2, str. 358-359)..

Wyprowadzimy tu jeszeze jedna wlasnofé elementéw ciala
skonficzonego. Niech ay,dy,...,an—1 bedg wizystkimi réznymi od ZETi
elementami ciala skoticzonego K i niech « oznacza ktérykolwick
z nich. Tloczyny:

ady, (g, Cre ey Uty -1

89 oczywiscie wezystkie rézne (gdyz agy = aa; wobec as=0 d&]c g ==0ly)
i rézne od zera (jako iloczyny elementéw réznych od zera). Roéznig
si¢g one wige co najwyzej porzadkiem od elementdéw a,a,..
Wrynika stad, ze: .

. Gm—1-

Uty - U+ o ® Ol 3 == (gl v

czyli: ,
s Wy lhg v Qoy == Oy llg oo gyt

€0 Wobee ayty... @y 10 (gdyz a0 dla ¢-21,2,..,m—1) daje:

(15)

a1 g,

icm

[§ 6] Cialn zivzone z-4 elementéw. 365

- Mamy - wiec

Twierdzenie 5. Potega (m—1)-a katdego réinego od zera ele-
mentu ciata skotiezonego o m clementach jest jednoscig tego ciata.

Inny dowdd fego twierdzenis wyniks stad, 7e zbiér wszystkich réznych
od zers elementdw cista tworzy grupe ze wagledu na mnozenie (ob. str. 349) i ze
w grupie skofiezone] rzad kazdego elementn jest dzielnikiem liczby elementéw
grupy (ob. Rozdzial XIX, § 10, str. 327 wmosek 2), a wiec w danym razie
liczhy m—-T1. sl o

W s/eyvg‘o]nym ])r/ypa(lku, dla ciala P, gdzie p ]est liczbg.
pwrws&zy, otrzymujemy stad ma,ne z Teorii liczb t.zw. male twier-
dzenie Fermata (p. str. 237). " !

Mnozace rdwnogé (16) pmz a, otrzymujemy z niej réwnodé:

Qe g w2 )

sachodzgeq rowniez 1 dla a0, a zatem dla kazdego bez wyjatkw
elementm. ciada K. Mamy wiec ' »
Wniosek. Kaidy dement clatd ‘skotceonego o m elementach
Jest pierwiasthiem réwnania " o
w"'w—m = 0.

e w

§ 6. Ciata zloione z 4 element(‘iw.. Dow1edhémy, ze
1stnlo]e cialo zlozone z 4 elemcntéw (ob.-§ 2, str. 352, przyklad 5).
Postaramy sie béenie wyznaczyé wszystkie takie. ula&a .

Zabzy, ze K jest cialem o 4 elementach: 0, e (Jednoéc ciata),
aib. Blementy ¢, a il tworm ze ‘wzgledu na mnozenie grupe, kté-
rej jednogeia jest e. Tabliczkd mnozenia dla takiej grupy moze
byé tylko nastepujaca:

elalb
elald
alb|e
bilble|a
Wubee tego tabliczka mnozenia w. ciele K musi byé:
0lelald
010i0{0(0
(16) o ofelals
al0]a|b|e
blOjbje @
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Co za§ do dodawania, to — jak wiemy (p. str. 348) — cialo K
jest ze wzgledn na nie grupa, przy czym jednodeig tej grupy jest 0.

Aby obliczyé tabliczke dodawania w ciele K, obliczmy na-
przéd e-e.

Nie moze byé e-¢=e, gdyz wynikatoby stad, ze e==0, co jest
niemozliwe. Gdyby bylo e e=aq, mielibydmy a(¢-- )= aa, skad wo-
bec aa="b i a(¢+e)=aec+ae=a-+a, znalezliby$my a-+a=b, a zatem
¢+e+e+te=b. Lecz z uwagi na to, ze grupa K sklada sie z 4 ele-
mentéw i ze jednodeia tej grupy jest 0, wynika, z¢ ¢4 e¢tete=
Byloby wiec b =0, co jest niemozliwe. Podobnie, gdyby 1)ylo
e+e=b, mielibySmy b(e-e)=0bb, skad wobec bb=a znalezlibyémy
b+b=ble+e)=bb=a, co daje ede+e-te=a, skad a=0, co tez
nie jest mozliwe. Suma e-+e nie jest wiee zadnym z clementdw
¢ @ i b, a zatem moze byé tylko pozostalym elementem grupy
czyli zerem, t.j.

€4e==0
- Mamy stad dalej dla kazdego elementu x grupy K
' T4 @ =me-we =w(e+ ¢) =
zatem a¢+a==0 i b-4+b=0.

Wreszcie, -obliczmy ¢+-a."'Gdyby bylo e4-a=0, mieliby‘émv
wobec ¢+¢=0 ré6wnosé a=-¢, coniemozliwe. Gdyby bylo ¢-+a==
mieliby§my ¢ =0, co réwniez nie jest mozliwe. Gdyby wreszcie bylo
e+a=aq, mmhbyémy €=0, co tez jest niemozliwe. Musi wiec byéd
e+a b St@d wobec e+e==0 znajdujemy:

e+b~~-e+(e+a) =(¢4e)+a==a
czyll e+ b= =q, zaf wobec b+4-b=0 majdujemy:

a+ bi=(6'|“‘b) +b-—‘—=u+(b—-|~ ):::4(’
czyli a—[—b—e 7 uwagi wreszcie na przemiennogé dodawania otrzy-
mujemy:

@+b bta=0a-4b=e.

o+te=¢t+a=>b, b-|}e=s
Tabliczka dodawania w rozwaZanym ciele jest wiee nelyst;cg]_)tfjad(‘zu:
0lelald
0[0]e|alb
(17) elel01bla
alalb|0]e
blblalelo

icm

(§ 67 Clala slozone 7 4 clementiow. 367
Jezeli przaeto A jest cialem o 4 elements ach, to tabliczki mno-
zenia i dodawania w tym cicle sg w zupelnogel okreslone. W ynika

ghad natychmiast, ze:

Kagde dwa ciata o 4 clementach sq izomorficzne (ze wazgledu na
4 dzialania arytmetyczne),

Zastanowimy si¢ jeszeze. nad tym, jakby mozna sprawdzié
bezpofrednio, ze znalezione przez nas tabliczki nmozenm i doda-
wania wyznaczajgy cialo.

‘Liatwo spostrzec, ze na to, aby dane tabliczki mnozenia i do-
dawania wyznaczaly ciafo, ])011‘1(*1)(1 1 wystarcza, zeby:

10 tabliczka dodawania wyznaczala grupe abelows,

20w tabliezee mnozenia wiersz i kolumna o nagléwku 0 hyly
zapelnione samymi zerami, po usuniecin za§ tego wiersza i kolumny
aby tabliczka wyznaczala grupe abelowa,

30 mnozenie bylo rozdzielne wzgledem dodawania.

Sprawdzenie, ze tabliczki (16) 1 (17) spelniaja fe warunki, nie
przedgtawia trudnodei. Warunek 2° wynika od razu z budowy ta-
bliczki mmnozenia, a warunek 1° z uwagi, ze tabliczka dodawania
jest izomorficzma z drugy tabliczka z Rozdzialu XIX, § 15, str. 337.
Warunek zag 3° sprawdzié moina bezposrednio z tabliczek, badajac,
czy rawsze jest (w4-y)e=aztye, przy czym wystarczy sprawdzié
ten wzor tylko w 12 przypadkach, poniewaz dla z=0 i z=¢, jak
réwnies dla w =01 dla =0, wzdér ten jest oczywisty; skorzystaé
nadto nalezy z praemiennodei dodawania.

Mozna dowiedé ogdlinie, ze:

Dwa ciale skodiezone o tej samej licsbie clementow sq zawsze
igomorficene (ze wzgledu na %-dziatania arytmetyczne).

Inaczej natomiast jest dla cial nieskorezonyeh, choéby prze-
liczalnych. Np. ciata R i R(J2) nie sa izomorficzne ze wzgledu
na dodawanie. W ciele R bowiem dla kazdych dwu élementéw aib
réznych od 0 istniejg takie liezby calkowite ki, iz ka=1b, za
cialo R(J2) wlhasnodei tej nie posiada (np. dla a=11 b= 2).

Dwa ciala nieskoficzone mogg tez byé izomortficane ze wzgledu
na dodawanie (a wiee i odejmowanie), a nie byé izomorficzne ze
wzgledu na mnozenie, Np. ciala KR(2) i R), ktoryeh izomortizm
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368 ROZDZIAL XX. Uogéluienie cial liczhowyeh,

ze : wzgledu na dodawanie ustalamy, przyporzadkowujac kazdej
liczbie p +g)/2 ciala R()/2) liczbe p -+ ¢i ciala R(4), nie s izomorticzne
ze wigledu na mnozenie, gdyz w ciele R(4) rownanie 2* =1 ma eztery
rézne pierwiastki (1, —1, 4, —i), zas w ciele R(V-‘J) tylko dwa.

CWICZENIA Z ROZNYCH ROZDZIALOW,
1. Dowiesé, ze:
(144)*+(1— 9)*=0, (L4 (1—-4) P, .
2. Obliczyé:
W= (14 VT — i VT3, w=(1i PB)54(1—14 F3)8.
Odyp.: u=16, v=232, _
‘3. Ubliczyé@uk=(l+i)"'+(l—~'a')l"‘ dla eatkowitych k.
. [ (— Il k=l i kel 1,
0dp.: u, Qo Ao k=dlt2
. I ‘ "
[yt Ao b=dig3.
4. Obliczyé v,=(1-+i }3)F+(1—i J3)* ala calkuwil;wy.m:«l‘l k.

Lo (—=Df28H Al k=81 i k==3l41,
0 dp.: V= .
(— 1)1 282 qla p=314-2.
5. Zmalesé wazystkie pierwiastki rzeczywiste réwnania:
Ifdm\4 [ 1—i)\ 8
S5+ =
Odp.: J7i—J7.
6. Zbadaé, jakiego stopnia liczba algebraiczng jost
Odyp.: 2-go stopuia, gdys
. (@2 — 6)2 —= 20=(),
ale ,
(2 — 8)2— 20 = (224 25 — ) (a2~ 2p — 4),

skad z latwoseig wnosimy, ze w==}5.4-1,

Cwiczenia z réanyeh rozdzialéw. 369

7. O ciggn nuslcnnczunym maciersy mgéwimy, ze zmierza do grawicy ¢
(bedaeej maciorsy), jezeli odpowicdnie elementy macierzy, hedaeyeh wyrazami
cigg, zmierzajy do odpowiednich elementdéw macierzy g1). B :

Okazad, ze dla

e 2 YA
o == ‘() U; b=[2z 0!
bedzie:
n_ |27 PR . o ()I
“ IU 0 ‘u-).(), b _“I 142 ()s >0,
levz:
40" 0] oo o
(ab)" m:! (#/,
o o "{,u l :

8. Zmalesd wwzystkio rozwigsania w réanyeh od zera liezbach rzeczywi-
styeh i,y ukladu dwa rédwna:

aby =g — y)3, 28y’ =b(x — )2,

) 5
Odp.: w=ab—2Jad=F3, y=a"' Vot =, glzie wartosé pierwiastka na-
lezy wziné raecrywinty,

9. Dowiedé, ze kazdo z dwu dzialan 9 i 15, podanych na str. 285, da sie.
wyrazié jedno przez drugio.

Dowdd. Latwo sprawdzié, e oznaczajge przez O dzialanie 9, a przez ©
dzinlanie 185, hedziemy mieli dla jakichkolwiek elementéw @ i y zbioru {a,bd):
@y =[(0s) Oy Cy10eCx) Ty Oy,
2Oy=[(@®2)®(y©4)]|O[2@2)® (y© y)].

10, Dowické, 2e kazde 2z 16 dziadan, podanyeh na str. 285, da sie wyrazié:

za pomocy jednego tylko dziatania 9, a takie za pomoca jednego tylko dzia-
Tania 15 (fakt ten ma zastosowanie w Logice).

Y Por, 0, Taussky i J, Todd, Journal of London Mathematical Society,.
Tom 17 (1942), wtr, 146 i nastgpne.

W. Sterpitakd, Zosady Algebry Wyzszej. 24
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Uwaga. Momna dowiesé — co jest jednak rzecza frudng — Ze kuzde
z 19683 dzialan, okredlonych i wykonalnyeh w zhiorze o 3 elementach a, b i ¢
(por, str. 286), daje sie wyrazié za pomocsa dzialania okreslonego tabliczky 1)

b

C |

b

¢ |u

&
SRRl BN

aia

) Por. D. Wehb, American Journal of Mathematics, Ton 58 (1936),
str. 193-194,

Andrzej Mostowski

ZARYS TEORII GALOIS

0ZRS6 1
GRUPA GALOIS

§ 1. Grupy podstawien. Pojecie symetriis Nlech A
oracza. dowolny zhidr. -

Podsiawieniem ebioru A nazywamy kazda funkeje ¢, odwzoro-
wujaceq zbiér 4 na samego siebie w 8poséb wzajemnie jednoznaczny.

Tloezynem dwu podstawien ¢ iy nazywamy pod\sta,meme & =qy,
dane wzorem 9(@)==g(p(x)) ).

Jegli zbiér ¢ podstawien zbioru 4 jest grupy ze wzgledu na
tak okteglone pojecie iloczynu (por. Rozdzial XIX, §1, str. 309,
przykiad 17), to méwimy, ze @ jest grupq podstawiesn.

Jednodeig 1 takiej grupy jest podstawienie itoésamoéeiowe:
1(e) == dla kazdego elementu z zbioru’ A. Elementem odwrot-
nym do ¢ jest podstawienie ¢, odwrotne do ¢.

Tlod¢ elementéw zhioru 4 nazywamy stopniem grupy 6.

Pojecie grupy podstawien zjawia si¢ wszedzie tam, gdzie jest
mowa 0 niezmienniczogel pewnych relacyj.

Zatosmy, ze w zbiorze A okreglone 83 pewne relacje mn@dzy
elementami: F(x,y,2,...), S(®,v,2,...), ...

Méowinty, ze relacje te sy miezmiennicze, albo symetryczne, ze
wzgledu na podstawienie ¢, jedli z zachodzenia ich miedzy elemen-
tami @,9,2,... wynika zawsze zachodzenie ich miedzy elementami
(@), p(y), (&),

R(‘f "/7’*7' )= B(g(@), (), (2 ) D S(my?'/’z;'“) —S(g(2), p(y), ¢(2),...)-

) I’mli-sl»nwumu- Lo oznaesn mq tes eznesto praez ye (por. Rozdzial XVIIL,
§ 2, str, 301), aby mwmaezyé poragdek, w jakinm wykonywane sg podstawienia.
Symbolika taka nie jest jednuak konsekwentna, jedli podstawienia cheemy trak-
townd juko lunkeje, N:L]whtm‘lwuym wydajo rig pisad: 4= (p't/) lecz r-7vt.ac ten
wzdr: @ jont rdwne o razy ¢
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