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ROZDZIAL XIX

GRUPY

§ 1. Definicja grupy. Przyklady. Zbior (nie pusty) &
o dowolnych elementach nazywamy grupaq, jezeli jest w nim okre-
flone dziatanie, ktére kazdym dwom (réznyro lub nie) elementom
a i b zbioru G przyporzgdkowuje element zbioru @, ktéry ozna-
czamy przez ab (niekiedy przez a-b), w taki sposéb, ze spetmione
83 dwa nastepujace warunki:

10 dziatanie to jest tqoene czyli

(ab)e==a({bc) ~ dla wszelkich ae@, bel@ i ¢ceG )

(lecz niekoniecznie przemienne, t. j. moze byé ab==ba),
2° oba jego dziatamia odwrotne sq w zbiorze G wykonalne, t. j.

dla kazdych a1 b, nalezacych do zbioru @, istnieje co najmniej je-

den element @, nalezgey do zbioru G i taki, ze

ax =b,
oraz co najmniej jeden element y, nalezacy do zbioru G i taki, ze
ya =b.

Grupe, ktérej dzialanie jest przemienne (t.j. takie, ze ab=ba
dla wszelkich a e @ i be G) nazywamy abelowy.

PRZYKLADY. 1. Jezeli G jest zbiorem wszystkich liczb cal-
kowitych, za§ ab oznacza sume liczb ai b, to G bedzie grupg abe-
lowg. Zbiér wszystkich liczb calkowitych nie bylby jednak grupa,
gdyby ab oznaczalo xéznice lub iloczyn liczb a i b. Dla réznicy bowiem
dziatanie nie byloby laczne, dla iloezynu dzialania odwrotne nie
zawsze bylyby wykonalne.

2. Jezeli @ jest zbiorem wszystkich réznych od zera liezb
wymiernych rzeczywistych (albo liczb wymiernyeh zespolonych), zad
ab oznacza iloezyn liezb a i b, to G bedzie grupa (abelowg).

1) Znak e oznacza przynaleznoéé elementu do zbioru.
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3. Zbiér czterech liczb 1, —1, i oraz —i jest grupa (abelowa),
jezeli ab oznacza iloczyn liezb a i b. Ogélniej, zbiér wezystkich pier-
wiastkéw n-go stopnia z jednofei tworzy grupe, jezeli ab oznacza
iloczyn liczb a i b.

4. Zbiér liczb 1, 2, 3 i 4 jest grupa (abelows), jezeli ab oznacza .
reszte z dzielenia iloczynu liczb @ i b przez 5.

B. Zbibr, zlozony z liczb 0,1,2,..,n—1 jest grupa (abelows),
jezeli ab oznacza reszte z dzielenia sumy liezb a i b przez liczbe
naturalng o.

Istnieja wige grupy abelowe o dowolnej skoneczonej liczbie
elementéw, jak réwnies grupy abelowe niegkoriczone.

Istnicjy tex grupy (abelows) nieskoficzone dowolnej mocy. Istotnie, niech m
ozngeza dowolny liezbe kerdynslng, a M jakikolwiek zbiér moecy m. Niech @
omnacza zbior wezystkich funkeyj fim), okrveflonych na zbiorze M i przybiera-
jacyeh tylko dwio warboded, =11 —I, przy czym warto§é —1 tylko dla skod-
czonej (lub réwnej zeru) liczby clementéw zbioru M, Jak wiadomo z Teorii mno-
gobel, zhidr nicgkofiozony ey m posiada m réimych czefei skofczonych. Wynika
gtad, ze zbibr & jost mocy w. Jezeli teraz okredlimy iloczyn elementéw zbioru &
jako zwykly iloczyn funkeyj, to, jak latwo dostrzee, zbidr & stanie sie grupa
(abelowa). Bedzie to wige grupa mocy m.

Dowodzi sie te?, Ze istniejs grupy nieskonczone nie abelowe dowolnej
mocy.

v Natomiast nie z kazdej skoiczonej liezby elementéw moina utworzyé grupe
nie abelowq. Udowodnimy péiniej (Rozdzial XIX, § 14, str. 836, wniosek 1),
2o kazda grupa, ktdrej liczba elementéw jest pierwsza, jest abelows. RéwnieZ
katda grupa z 4 lub 9 elementéw jest abelows, ale istnieja grupy nie (abelowe,
zlozone z 6, 8, 10 lub 12 elementdéw.

Teoria grup gra wainy role w matematycznym ujmowaniu zjawisk fizyez-

“nych. Bir BEddington np. poswigea jej w swej keigice) caly rozdziat.

8. Opierajge sig na elementarnych wiadomodciach z Teorii
liezb, latwo dowiedé, ze dla kazdej liozby naturalnej m>1 zbiér
wezystkich liczb pierwszych wzgledem m, wystepujacych w ciagu
1,2,...,m, jest grupa (abelowa), jezeli ab oznacza reszte z dzielenia -
iloezynu liczb « i b przez liczbe m.

7. Zbiér wszystkich pierwiastkéw wezellkich naturalnych stopni

1z jednodei jest grupa (abelows nieskoriczona), jezeli ab 0ZNACZA

zwykly iloczyn liczb a i b. '

4 A, Bddington, Nauks na nowych drogach (z ax‘l,gielskiago przetozyl
prof, 8, Szeseniowski), Biblioteka Wiedzy, Tom 30, Rozdziat XII, str. 268-291.
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8. Szedé funkeyj:
1 1 ?

g l—z, . Pl 1——-2, —

tworzy grupe, jezeli przezr ab, gdzie a=f(z) i b=g(2), rozumied
funkeje h(z) =g(f(2)). Grupa ta nie jest abelowa, gdyz np. dla o =1—az,

b:l mamy ab:—li'z i ba:z~;1’ a wiec ab=ba.

9. Zbiér wszystkich funkcy] +2, gdzie wspolczynmkl a,bycid

..lr.
89 liczbami catkowijymi (albo liczbami wymiernymi, albo liezbami
rzeczywistymi, albo liczbami zespolonymi) spelniajacymi warunek

ad—be==1,

tworzy grupe (nie abelow), jezeli ab okreflimy jak w przykladzie 8.

10. Zbi6r wszystkich przeksztaleced kuli na siebie, dokonanych
za pomocy takich jej ruchéw, przy ktérych $rodek kuli pozostaje
na miejseu, tworzy grupe (nie abelows), jezeli przez iloczyn dwu
przeksztalcen o i b rozumieé przeksztatcenie, polegajace na kolejnym
wykonaniu przeksztatcenia @, a nastepnie przeksztalcenia b.

11. Zbiér liczb rzeczywistych (wszystkich, albo tylko wymier-
nych) #, takich iz 0 <@<1, tworzy grupe (abelows), jezeli przez ab
rozumnieé liczbe a-+b—E(a-b), gdse E( ) oznacza , Entier” z licz-
by t (ob. str. 219).

12. Niech G oznacza zbiér wezystkich czefci dowolnie danege
zbioru Z (wlaczajac i czeéé pusta). G jest grupa (abelows), jezeli
przez ab rozumieé zbibr, utworzony z tych wszystkich elementéw
czesel a (zbioru Z), ktére nie naleza do czedei b, oraz z tych wszyst-

kich elementéw czedei b, ktére nie nalezg do czedei . Dowéd opiera

sie na przemiennofei i lacznofei dziatania aQb=(a—b)+ (b—a) na
zbiorach (por. Rozdz. XVII, § 1, str. 281, przyklad 4) oraz na tej
jego wiasnodci, ze wzory aOb=c¢ i aOc=>b 83 ré6wnowazne.

~ 13. 7 Teorii przeksztateeri liniowych (Rozdziat IV, §1) wynika,
ze przeksztalcenia liniowe jednorodne danej liczby = >1 zmien-
nych o wyznaczniku réwnym 1 tworza grupe (nie abelowy), jezeli
przez ab rozumieé przeksztalcenie, polegajace na kolejnym wylko-
naniu przeksztalcenia a, a nastepnie przeksztalcenia b.
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14. Z wlasnofei macierzy (ob. Rozdzial V, § 2, str. 69) wynika,
e macierze kwadratowe utworzone z liczb rzeczywistych (lub tylko
wymiernych) o liczbie elementéw wigkszej od 1 i o wyznaczniku
roznym od 0 tworza grupe (nie abelowa), jezeli przez ab rozumleé
iloczyn macierzy e i b,

15, Cztery macierze:

!1 0 -1 0 L 0 f—10
o1, | o —1f, Jo—z], |o 1”
tworza grupe (abelows), jezeli ab oznacza iloczyn macierzy a i b.

16. Zbi6r wezystkich funkeyj dodatnich (lub tylko dodatnich
cigglych) zmiennej rzeczywiste] tworzy grupe, jezeli przez ab ro-
gumieé zwykly iloczyn funkceyj e 1 b.

17. Zbiér wszystkich przeksztalcen wzajemnie jednoznacznych
dowolnego zbioru Z (skoiezonego lub nieskohczonego) na siebie
tworzy grupe, jezeli przez iloczyn przeksztalce o i b rozumied
przeksztaleenie, polegajace mna wykonaniu najpierw przeksztalce-
nia @, a nastepnie b. Grupa ta nie jest abelowa, jezeli zbiér Z za-
wiera wiecej niz 2 elementy.

W szczegdélnodel, zbidr wszystkich n! podstawien (w obr@bm
wazystkich permutdcyj n clementéw) twmzy grupe ze wzgledu na
mnozenie podstawien.

Grupe tworzg tez, jak latwo widzied, wezystkie podstawienia,
bedace iloczynami parsystej liczby transpozyeyj (t. j. wszystkie te,
ktére przeprowadzaja permutacje 12 ... n na permutacje klasy pa-

!
rzystej). Jak wiemy z Rozdzialu I (§4, tw. 3, str. 5), jest ich %

H

Cztery podstawienia:
1, (12), (34), (1234
tez tworza — jak latwo widzie¢ — grupe (abelowa). :

18. Kwaterniony 1, 4, §, &k, —1, —i, —j, —k (ob. Rozdziat VI,
§ 4, str. 88) tworza grupe 8-elementows (nie abelows) ze wzgledu
na mnozenie kwaterniondw.

Zbiér weszystkich kwaterniondw réznych od zera tez tworzy
grupe (nie abelows) ze wzgledu na ich mnozenie.

19, Kazde ecialo liczbowe (por. Rozdzial XTI, § 1, str. 224)
oczywidcie jest grupg (abelows) ze wzgledu na dodawanie, nie jest
jednak grupg ze wzgledu na mnozenie, o ile zawiera wigeej niz jeden
clement (gdyz a0 0 dla kazdego clementu a ciala).
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Natomiast zbiér wszystkich réznych od zera (Iub tylke dodat-
nich) liezb kazdego ciala liczbowego jest grupa (abelows) ze wagledu -
ha mnozenié !} (por. przyklad 2), lecz nie na dodawanie.

§ 2. 'Jednoéé‘_ grupy i jej wlasnoSel. Mamy nastepujace
Twierdzenie 1. W Latdej grupie G istnicje jeden i tylko jeden
taki element ¢, zwany jednosciq grupy G, is:

(1) ae=ea=a dla wszelkich a ¢@.

Dowéd. Niech ¢ oznacza dowolny element grupy &. Na mocy
wiasnodei 2° grupy istnieje taki element e e @, iz:

(2) 60 =¢.

Zarazem dla kazdego elementu o grupy @ istnieje na moey 2¢
taki element @ grupy @, iz:

e "-‘-:d,
skad wobec wlasnodei 1° grupy oraz wobee (2):

e =¢(0x) = eo)w...om o

czyli
a € G.

Z drugiej strony, wobec 20 1stn1e]e taki element ¢’ grupy @, iz
e’ mc, orag taln element y grupy @, iz yo=a, skad wobec 19

v -

—(yo)e’ =y(0e") =yo =a

(3) ea=a dla kazdego

cz’y‘li“
(4) ; ‘ag'=q dla kazdego aeG.
Na mocy (3) mamy dla a=e":
(5) - o ee’ =¢/,
za$ na mocy (4) dla a=e:
(6). - oo’ =e.
Wzory (5) i (6) Jdowodzad, iz ¢'=e, skad na mocy (4):
(1) ' ae=a dla kasdego ae@.
- Wzory (3) i (7) daja wzér (1). Istnienie jednogei e w grupie G

Jest wige udowodnione.

1) Jest to prawdziwe i dla ogdlniejszych ciat (nie liczbowyeh), ktérych
okredlenie podamy w Rozdziale XX, § 1, str, 348, a

: Skadd a’

§3] Elementy odwrotne, 311

Pozostaje dowiedé, ze jest ona jedyna. Oté# gdyby bylo jeszcze
a6, =60 =0 (la kazdego ae@, mielibyémy dla a=¢ T6Wnosé ee, =e,
a 76 wobec (1) dla a-=e, mamy ce, =e,, wiec jest e=¢, ¢.b.d.d.

Jedno§¢ grupy bedziemy stale ‘oznaczali przez e.

§ 8. Elementy odwrotne i ich Wlasnoéci. Niech a ozna-
eza dowolny element grupy G. W mydl 20 igtnieje taki element a1 -

grupy @, iz
ag—1=e,

oraz taki element o’ grupy G, iz
a’a=e.

‘Wobee (1) i 1° mamy stad:
"(aa) ==a'e =a" i

(a'a)a’“i O (a’a)a——l = eg—1 :a—lf

a1 Jest wige:

a0 ! =a~la =g.
Gdyby bylo ab e, znaleilibyémy jak wyzej:
(a—ta)b =eb =D,

()b =a~Yab) =ale==a~1 i

skapclb o', Zachodzi zatem

Twierdzenie 2. Dla kazdego elementu a grupy ¢ istnieje
jeden i Jlko jeden element a—t grupy taki, ié: f‘

(8) aat=e;

dlement ten spelnia ted rdwnodé:

(9) a~'a=e. .
Blement a-*nazywamy odwrotnym albo odwmmoémq elementu @
Jak latwo stwierdzié, jest: : :

e~ l=g¢,
gdyz eel==0 1 eele=el
Dla elementéw odwrotnyeh zanotujemy jeszeze wabr:’
(10) (ab)~t=b"1a"1,
ktérogo dowéd wynika z rdwnofei:
(11) (b1 1) (ab) =b=(a~a)b =b~leb ==b—1b =¢e;


pem


312 ROZDZIAL XIX. Grupy.

otrzymujemy dalej: ,
(abe)t =[(ab)e]~? =c—(ab)~! =c¢—1b~1g~1

i, ogblnie, przez tatwg indukcje:

(12) : (a,0,...a, ) =ata— L az o]t

Wyprowadzimy obecnie pewns - wlasnosé charakterystyczng,
elementu ¢ (jednodci grupy). Na mocy okredlenia jednogei e grupy G
mamy:

e =¢;
ot6z udowodnimy |

Twierdrzenie 3. Jednodé ¢ jest jedynym elementem x grupy G,
spelniajgeym réwnanie:

2w =2.

Dowéd. Jezeli element x gpetia to réwnanie, to mnozge obie
strony przez x—%, otrzyntamy: '

(wx)r—! =z,

a zatem wobec réwnofei zw—1=e¢, zachodzgcej na mocy (8), oraz
z uwagi na r6wnodé (zx)r— =m(wr—1) =mre =, otrzymujemy z=e,
¢.b.d.o.

Réwnanie e2=e jest wige dla jednoéci grupy charakierystycene.

§ 4. Jednoznaczna wykonalno$é dzialan odwrotnych.
Niech teraz dane beds dwa elementy o i b grupy ¢. W mys§l 20
igtnieje taki element e @, iz aw=b, skad (0 la)w =0 Yaz) =a~1b,
a ze (a7 'a)o=ew =u, wice & =a~1p.

Zachodzi zatem

Twierdzenie 4. Dla kasdych dww elementdw a i b grupy @
isinieje jeden i tylko jeden taki element grupy G, i ax=b, miano-
wicie element x =aq—1h.

Podobnie dowodzi sie, ze zachodzi v

Twierdzenie 4. Dla kasdych dwu elementdw o i b grupy G
istnieje jeden © tylko jeden taki element Y grupy @, iz ya=>b, miano-
wicie element y =ba-1,

Twierdzenia 4 i 4’ dowodza, ze w kazdej grupie oba deialania
odwrotne sq wykonalne jednoznacenie.

Warunek 2° mozna by wiee wzmocnié, zgdajac, aby oba dzia-
fania odwrotne byly wykonalne jednoznacznie. :

icm

313

Jednoznaezna wykonalnodé dsintan odwrotnych,

184

Dziatania odwrotne do dzialania grupy niekonieeznie jednak
wyznaczaje grupe, jak tego dowodzi przyklad 1 2z § 1 (stx. 306).
Z twierdzed 4 i 4’ wynika natychmiast nastepujacy

Oto inny latwy wniosek z tychze twicrdzen:

Wniosek 2. Jeieli o jest dowolnym elementem grupy @, zaé »
praebiega wszystlie elementy grupy @, kaddy raz tylko, to ceyni to
samo zardwno ax jak wa. :

Tloezyn n czynnikéw, z ktérych kazdy jest réwny elementowi a,
0ZNACZANYY PYZCZ an.

Potegi o wykladnikach ujemnych —n okre§lamy wzorem

o=z (@ 1),
Jak tatwo wykazaé, bedzie tez o "=(a")™".
Dla kazdego elementu « grupy rozumiemy przez a° jednogé e

grupy. . .
Dowodzi sie z latwodcig, ze:

a]i'al =a}l+l’

(a/!)l e alkl

(13)
(14)
dla kazdego elementu a grupy oraz dla wszelkich catkowitych % il.

Natomiagt moze byé

(ab)2= a2b?,

jak to zobaczymy dalej (ob. §16, str.339). -

Jezeli jednak grupa jest abelowa, to mamy w niej (dla wezel-
kich elementéw o i b oraz dla kazdej liczby calkowitej k): -
(18) (ab)k ==atpt.

Okazemy teraz, ze w definicji pojecia grupy warunck 20 mozna
zagtapié przez zegpét dwu warunkéw 2; i 2;:

90 zachodei twierdzenie 1, o

25 dla kazdego elementu a naledaoego do @ istnicje co najmnie
jeden taki clement a—* naletqey do @, 42:

ag =0 la ==e.

Yy s . s 0o
Istotnie, jezeli @ jest grupa, to zaehodzs twicrdzenie 1 czyli 24
oraz twierdzenie 2, ktére pocigga za soba 2.
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Na odwrot, za&éymy, ze w zbiorze G okreflone jest dziatanie,

spetniajace warunki 1°, 2} i 2). Niech & i b beda elementami na-
lezacymi do G i niech a—! bedzie elementem zbioru @, spetniajgcym
warunek 2% 7 uwagi na to, ze w mysl 21 jest eb =:be =¢, bedzie wiee:

a{a1b) =(aa1)b =eb = b i (ba—1)a =b(a—'a) =be =b,

co dowodzi, ze speliony bedzie warunek 2°.

Jak widzimy, dla przekonania sie, czy dane dzialanie, okre-
glone w zbiorze @, wyznacza grupe, wystarcza sprawdzié:

czy jest ono lgczne,

cry stnieje (jedyna) jednodd tego deialania,

o2y kaddy element 2bioru G posiada (co najmniej jeden) element
odwrotny.

§ 5. Produkt grup. Z dwu grup @, i @, powstaje nowa’

grupa @, ktorej elementami sg pary uporzadkowane (ay,a,), gdzie a,
jest dowolnym elementem grupy G, za§ a, dowolnym elementem
grupy Gy, przy czym za iloczyn dwoéeh takich par (ay,a,)(by,by) uwaza
si¢ pare (a;by,asbs). Jednoseiy tej grupy @ jest, jak tatwo sprawdzié,
para (ey6y) gdzie e; jest jednodeia grupy @, zaé e, jednodeia
grupy G,; odwrotnofciy elementu (ay,a,) jest element (a;?,a;).

Te nowa grupe ¢, w ten sposéb utworzong, nazywamy pro-
duktem (lub dloczynem kombinatorycznym) grup G, i G, i oznaczamy
przez @y X G,.

Dowodzi sie latwo, ze produkt dwdch grup abelowych jest grupa
abelowg.

Mozemy tez tworzyé produkt nieskofezonego ciggu grup
@1, @, Gy, ..., mianowicie grupe:

G =0; XGy X Gy x

ktorej elementami sy wszystkie ciagi nieskoriczone gy gy Ag, ..., gdzie
n-ty wyraz jest dowolnym elementem grupy @,, aw ktérejiloczynem
elementow (@1, 05, Qs,...) 1 (bl,bz, g-+-) Jest element (a,b;,ayby, agby,...).

Oczywiscie, produkt ciqgu nieskoriczonego grup abelowyoh jest
grupq abelowq.

Mozna tez tworzyé grupy, bedace produktami pozaskeiczo-
nyeh ciaggéw grup.

[§6] Podgrupy, 315

§ 6. Podgrupy. Przyklady. Niech G, oznacza taka czedé

(nie pusta) grupy @, ktéra przy dzialaniu okreglonym w @ sama
jest grupa.
' Jezeli wige a jest elementem @, to istnieje w G ta]ue @, iz
aw =0, skad (w @) o~‘aw-=a~ly, zatem €x =6, 00 wobec ex=u daje
¢=e. Zatem ¢ jest elementem Gy (przy czym, jak latwo widzie,
¢ jest zarazem jednodeig grupy @y). Istnieje wige dla kazdego a,
nalezgcego do Gy, w grupie @, taki element y, iz ay=e, skad
a~toy =a~te, zatem ey =a~', gkagd y=a~1, co dowodzi, ze a~! jest
elementem Gy.

Jezeli wige zbibr Gy zawarty w G jest grups, to:

(i) dla kazdych dwu jego elementéw a i b iloczyn ab jest ele-
mentem. G,

(if) jesli @ jest elementem @, to a—! jest elementem @,.

Z warunkéw (i) i (i) oraz zalozenia, ze @==0, wynika, ze
jednodé e grupy @ naledy do- Gy, gdyz jezeli o jest elementem G,
to wobee (i) i (ii) réwniez e=aqa~* jest elementem G.

Na odwrét, okazemy teraz, ze jezeli @& jest grupa, zaf G, jej
czedeig speiniajgcq warunki (i) i (ii), to Gy jest grupa.

Wystarczy oczywideie okazad, ze G spelnia warunek 29,

Zalézmy wiee, ze-a i b sg elementami G;. Wobec (ii), a=* jest
clementem Gy; wobee (i), zaréwno @ =a" jak y=ba= sg elemen-
tami @, skgd:

ap aa—1b =eb :xb" Yya ==hotg =be = b.

Warunek 20 jest wiec spelniony. Mamy zatem:

Twierdzenie &. Na to, éeby czedé (nie pusta) Gy grupy G byla
grupa, polrzeba i wystarcza, by spetnione byly warunki (1) ¢ (ii).

Zatézmy, w szczegblnodei, ze @, jest czefcig skonczong (me
pusta) grupy @, spelniajaca warunek (i).

Dla danego a@e@, wszystkie wyrazy ciagu nieskorczonego
a,a%,0%,... nalezg do Gy, a ze @ jest zbiorem skonczomym, wige
istniejy takie naturalne & i I, ze a*=qkt. Jest zatem o* = atal,
skad (at)-igk - (a¥)~taka! w @, ozyli e=eal =al, skad al=e¢
i przeto ¢ jost elementem Gy. Jezeli =1, to a=e i a~l=¢"1=0=a,
a wige o~ jest elementem Gy; jezeli zag 1>1, to as'—'=a'=e W G,
60 dowodzi w my#l twierdzenia 2, ze a~'=a"%, a zatem ze a~? jest
elementem grupy Gy. W kazdym wiec razie jesli a ]est elementem Gy,
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to i a' jest elementem G, Warunki (i) i (ii)

89 wiec spehmione
i wobee twierdzenia 5 mamy '

Twierdzenie 6. Na to, seby cee$é skonczona (nie pusta) &,
grupy G byla grupe, potrzeba i wystarcza, by deiatamie okreslone
w G bylo wykonalne w Gy, t. j. by spelmiony byl warunek (i)

‘ W szezegllnosed, aby pewien zbidr podstawier (dla skotczonej
liczby elementéw) tworzyl grupe, potrzeba i wystarcea, by ilocayn
Qww podstawien, tego 2bioru zawsee do niego nalesal.

Kazda czesé danej grupy, ktéra sama jest grupa (ze wagledu
na to samo dzialanie), nazywamy jej podgrupq.

Uwaga. W wyslowieniu twierdzenia 6 nie mosma skreglié wy-
razu ,8kodezona”. Np. zbiér wszystkich liczb naturalnych mnie
tworzy podgrupy grupy G wszystkich liczb catkowitych, w ktérej
dziataniem jest zwykle dodawanie liczb, chociaz suma dwu liezb
naturalnych jest liczba naturalna. Do zbioru tego nie nalezy bo-
wiem liczba 0, ktéra jest jednoscia grupy G. Ale i zbiér Z wazyst-
kich liczb catkowitych nieujemnych nie tworzy podgrupy grupy G,
chociaz suma dwu liczb catkowitych nieujemnych jest liczba cal-
kowitg nieujemna (bo np. do zbiorn tego nie nalezy liczba —1,
kthra jest w grupie @ elementem odwrotnym do elementu -1
zhbioru Z).

Podobuie zbiér wszystkich funkeyj dodatnich rosngeych zmien-
Tej rzeczywistej nie tworzy podgrupy w grupie F wszystkich funkeyj
dodatnich zmiennej rzeczywistej, jezeli przez ab rozumieé zwykly
iloezyn funkeyj, chociaz iloczyn dwéch funkeyj dodatnich rosngcych
jest zawsze fynkeja dodatnia rosnacg. Do zbioru tego nie nalezy
bowiem jednosé grupy ¥ (ktéra jest funkeja stale réwna 1).

Podgrupa podgrupy danej grupy ijest oceywiscie jej podgrupa.

PRZYKEADY. 1. Dla grupy ztozonej z liezb 1, —1, 1 i —i,
gdzie dziataniem jest zwykle mnozenie liczb, podgrupa jest np.
«czedé utworzona z liezb 1 i —1.

2. Jezeli @ jest grupa, zad e jej jednodeia, to zbiér zlozony
z jednego tylko elementu e jest podgrupy grupy @. Jest to naj-
mniejsza podgrupa grupy @, gdyz — jak wiemy — kazda podgrupa
grupy ¢ musi zawieraé jej jednogé.

3. Dla grupy @ utworzonej ze wazystkich liczb wymicrnych
dodatnich, gdzie dzialaniem jest zwykle mnozenie liczb, podgrupg
jest zbiér wezystkich liezb 2% gdzie I przebiega wszystkie liczby

icm

Przyklady podgrup, 317

[§ 6]
catkowite. Oznaczmy te¢ podgrupe przez G,. Podgrupa grupy G,
(a wiee tym bardziej grupy @) jest zbiér wszystkich liczh 4%, gdzie
7‘7:05:’:21,:!:29 . ) )

4. Jezeli @ jest grupa abelowa, zag k liczbg catkowita, to k-te-
potegi wszystkich elementéw grupy @ tworzg oczywifcie jej pod-
grupe. Podgrupe grupy abelowej tworza réwniez wazystkie jej
elementy a, dla ktérych przy danym catkowitym ¥ jest ak=e,
gdzie ¢ jest jednodeig grupy. ‘ o

5. Jezeli a jest elementem grupy G, to wszystkie potegi ak,.
gdzie b=0,-4-1,--2, ..., tworzg — jak latwo stwierdzié — podgrupe
grupy G (mogaes, w szezegélnodei, byé réwng grupie @).

6. Element ¢ grupy @, ktérego iloczyn z kazdym innym ele-
mentem grupy jest przemienny (t. j. taki, ze aw =oa dla kazdego
nalezacego do @) nazywamy centralnym.

Udowodnimy, %e zbiér wszystkich elementéw centralnych
grupy tworzy joj podgrupe; nazywa si¢ ona centrum grupy G-

Igtotnic, jezeli ¢ 1 b gy centralnymi elementami grupy @, a
jest dowolnym eclementem tej grupy, to:

(ab)® = a(bw) ==a(wb) = (am)b = (xa)b =n(ab),

sk@d wynika, ze ab tez jest elementem centralnym. Dalej, jezeli @
jest elementem. centralnym grupy @, zad o jej dowolnym elemen-
tem, to aw --2a, skad a~Yaw)a~t=aYwa)a—l, a stad wobec tozsa-
mofei: ‘

o am)o—t = (0~ ta)pa~t = epa—t =xa,

o~ Ywa)a— =ao~w(ae—t) =a"we =02

znajdujemy sa—l=a—%, co dowodzi, ze a-! tez jest elemex.ltem cen-
tralnym grupy @. Poniewaz ponadto jednosé grupy tez jest oczy-
widcie jej elementem centralnym, wiee zbi6r wszystkich' elementt.ﬁw
centralnych grupy G spelnia warunki (i) i (ii) twierdzenia 5, a wiee
jest w mydl tego twierdzenia podgrupa grupy G.

Ogoblniej, mozna tatwo dowiedé, ze jeseli Z jest d?wolnym po_d-
biovem grupy G (nickoniecznie bedgcym grupa), to zbidr wsgysﬂcwh
elementdw grupy @, preemiennych e kaddym elementem ebioru Z,.
tworzy podgrupe grupy G-

Podgrupa ta nazywa sig normalizatorem zbioru Z.


pem


318 ROZDZIAL XIX. Grupy.

1. Podstawienia:
1, (12), (3 4), (12) (3 4)

tworzg podgrupe grupy wszystkich 4!=24 podstawien, mozliwych
dla 4 elementéw.

- 8. W grupie, utworzonej ze wazystkich macierzy liczbowych
kwadratowych o danej liezbie elementdéw, podgrupe tworzs macierze
‘ortogonalne.

9. Zbiér Z wszystkich funkeyj eigglych rosngcych zmiennej rze-
-czywistej, przyjmujacych kazda warto$é rzeczywisty, bedzie oczy-
wigeie grupy (nie abelows), jezeli przez ab, gdzie a=a(®) i b=b(z),
bedziemy rozumieli funkcje a(b(w)). Jednodcia tej grupy bedzie,
funkeja f(x) =

- Oto jeszeze przyklad elementu grupy Z: funkeja f(w)==
odwrotnym bedszie tu funkeja:

ST V—ﬂ; dla @20,

! (m)m{wy—_:a"s dla <0
(gdzie pierwiastek nalezy braé arytmetyczny). Natomiast do grupy Z nie nalesy
funkeja x?, gdyz nie jest rosnaca w zbiorze wazystkich liczb rzeczywistych.

Grupa Z jest podgrupa grupy T wszystkich funkeyj ciggtych
zmiennej rzeczywistej, przyjmujacych raz i tylko raz kazda war-
to§é rzeczywisty, przy tak samo okreslonym dziataniu grupowym,
zad obie grupy Z i T sg podgrupami grupy @ wszystkich prze-
“ksztalcen wzajemnie jednoznacznych zbioru wszystkich liczb rze-
sezywistyeh na giebie.

Podgrupa (nie abelowy) grupy Z jest zbiér Z, wszystkich
Tunkcyj postaci px-+g, gdzie p>0, a ¢ jest dowolng liczby rzeczy-
wista.

Podgrupg grupy Z, jest zbiér Z, wszystkich funkeyj postaci pa,
gdzie p>0.

Zbi6r wazystkich funkcyj postaci pz+1, gdzie p >0, nie tworzy
jednak grupy przy tak samo okreflonym dzialaniu ab, gdyz np.
dziatamie (#41)(x-+1) nie jest w nim wykonalne (bowiem funkeja
@+2 do zbioru tego mie nalezy).

Podgrupa (abelows) grupy Z, jest zbiér Z, wszystkich funkeyj
postaci pz, gdzie p jest liczba wymierng dodatnig.

Podgrupg (cykliczng; ob. § 7) grupy Z, jest zbiér Z, wszystkich
funkeyj postaci 2%z, gdzie k przebiega wszystkie liczby catkowite.

Podgrup@ grupy Z, jest zbi6r wszystkich funkeyj postaci 22’fw,
gdzie k=0,-41,4-2,... it. d.

@-|®|; elementem
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10. Niech €@ =G4 X Gy Xy X... bedzie produktem cizggu nie-
gkoficzonego grup Gy, Gy,...; podgrupa grupy G bedzie zbiér wszyst-
kich cla@éw ay,dg,..., gdzie a,e @Gy dla k=1,2,... i gdzie tylko skon-
cgona lub réwna 0 liczba wyrazéw a, nie spelia warunku ay=e
w ktérym e, oznacza jednodé grupy @,

11. Podgrups grupy wszystkich przeksztalceh wzajemnie jedno-
sacznych danego zbioru nieskofezonego Z na samego siebie jest
gbiér wszystkich tych przeksztalcen, ktére zmieniaja tylko skon-
czong lub téwng 0 (zmienng) liezbe jego elementdéw.

§ 7. Podgrupy grup cyklicznych. Zagadnienie wyzna-
czenia wezystkich podgrup danej grupy nie jest w przypadku og6l-
nym rozstrzygnigte. Dla pewnyeh jednak rodzajéw grup daje sie
ono z tatwodcig rozstrzygnad, np. dla t. zw. grup cyklicznych.

Cykliceng nazywamy grupe, ktérej wezystkie elementy sa po-
tegami o wykladnikach catkowitych tego samego (niekoniecznie
zreszty jednego tylko) elementu grupy.

Np. grupa, okre§lona w przykladzie 3 z § 1 (str. 307), jest
cykliczna, gdyz kazdy jej element jest potega elementu ¢ (ale
réwniez elementu —).

Eazda grupe cykliczna jest oceywifcie abelowq.

Niech G bedzie grupa cykliezng. Istnieje wice (eo mnajmnie]
jeden) taki element o grupy @, iz kazdy element grupy G jest po-
staci a®, gdzie & jest liczbg calkowits. Przypudémy, ze I' jest pod-
grupg grupy G, zawierajaca poza jednodeia grupy G ]eszcze mn}é
jej element b. Jest wige b=caF, gdzie k=0, przy czym b =a
réwniez nalezy do I; grupa I' zawiera wiee co najmniej jedns
potege elementu a o wykladniku naturalnym. Niech m oznacza
najmniejszg liezbe naturalng, taks, iz em nalezy do I'. Do I beda
wiec tez nalezaly wszystkie elementy o=, gdzie k=0, £1, +2,...

Okazemy, %e tylko te elementy naleia do I'. Istotnie niech
element ¢ nalezy do I'. Jest wige ¢==af, gdzie [ jest liczba catkowita.
Trzeba dowie§é, ze o jest postaci e Otéz gdyby I nie bylo po-
dzielne przez m, mielibyémy l=gm---r, gdzie g jest liezba calkowita,
za8 r liczby ns—nturalncy mniejszg od m. Byloby wige 0 ==al==qumt,
Poniewaz ¢ i a~m nalezg do I, a I' jest grupa, wiee i a—9me=a’
nalezy do I', whrew definicji liczby m. Liczba 1 jest wiee podzielna
przes m, (szyu 1--lm, gdzie & jest liczba catkowity. Zatem istotnie:

¢ == o) == ahm,
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Jezeli wiec @ jest grupa cykliczng, utworzony przez potegi
catkowite jej elementu a, to jedynymi jej podgrupami Boza grupsy
utworzony z jej jednosei e sa grupy (cykliczne) @, utworzone przez
potegi elementu o o wykladnikach catkowitych podzielnych przez m,
przy czym mozemy zalozyé, ze m jest najmniejsza liczbag naturalng,
takg iz a™ jest elementem @,

Aby zbadad, ile spofréd tych podgrup jest réznych, rozréznimy
dalej (dla grupy &) dwa przypadki:

19 Istnieje liczba naturalna I, taka iz a'==e, gdzie e
jest jednodciag grupy &. Niech = oznacza najmniejsza z takich
Hezb 1. ‘

Wéwezas G sklada sie z n réinych elementéw:

e 10 2 e
6 =0q0 a, a?, cey a1,

Z jednej bowiem strony, jezeli a* jest dowolnym elementem
grupy @, mozemy prayjaé k=gn-+r, gdzie q i r sg catkowite, przy
czym 0<r<n. Wowczas ot =aitr = (a")%07 = e%F = a¥, 8 zatem a*
jest jednym z wyrazéw ciggu a%aly...,a""1. 7 drugiej za§ strony,
wazystkie te wyrazy sg réznymi elementami grupy @; gdyby bowiem
bylo a*=a! dla 0<k<I<n—1, to mieliby$my a'~*=gi~t=qgd=¢
przy 0<l—k<mn, wbrew okrefleniu liczby n.

Dalej, jezeli @, jest podgrupg grupy @, to m jest dzielnikiem
liczby m. Istotnie gdyby *byto n=gm+r, gdzie 0<r<m, to mie-
libydmy a9mtr—gn=¢, a ze ¢ i o™ a wiec i ¢—™¢ gg elementami
grupy G, wiec ea—m9=gr nalezatoby do G, whrew zatozeniu, ze m
jest najmniejsza liczby naturalna, przy ktérej am nalesy do @,.

‘ Zbadamy jeszcze, ile @, ma réznych elementéw. ‘Skoro min,
to mozemy przyjaé n=my, gdzie q jest liczbg naturalng. Kazdy
element grupy &, ma, jak dowiedli$my, postaé a*», gdzie % Jjest.
Ticzba catkowity. 7 drugiej jednak strony, kazdy element grupy 6.,
jako podgrupy grupy @, jest jednym z jej elementéw adal,... a1,
Mozemy wige zalozyé, ze 0< km<m=mq czyli ze 0<k<<g. Ale dla
O0<hk<k;<<q elementy aim i gham gg roine, gdyz 0<Tm<kym<gm=n.

Grupa G, zawiera wiec q:% réznych elementéw.

Wresz_eie, jeze‘li'm1 i my 8y réinymi dzielnikami liczby n, to
grupy G, i G, 88 rézne. Jezeli bowiem My <My, 0 -a™ nalezy do G,
nie nalezac do G, :

(§71 Podgrupy grap eyklicznych, 321

Widzimy wige, ze w przypadku 1° wezystkimi réznymi pod-
grupami grupy G 88 grupy G, gdzie m Przebiega wazystkie dziel-
niki naturalne liczby n. Ticzba tych podgrup jest wiee réwna liczbie
wezystkich dzielnikéw naturalnych liezby n, Przy czym wliczamy
tez i samg grupe G -- G, oraz grupe @, zlozona z samej tylko
jednodei ¢ grupy @. ‘ . ; o

2° Przy wizelkim naturalnym 7 jest a4-e. Wéwezas dla
naturalnyeh my i mgskmy grupy -G, i G, 83 rézne. i

Okazemy w tym celu, ze dla catkowitych %, i &y, gdzie k== Koy
manmy. eh==a%  Gdyby bowiem dla k<%, bylo ah =gk, to mie-
liby$my o’k =gl ~ti= ghig~hi=¢, whrew zalozeniu 2°, W razie wige,
gdy my<my, element a™ nalesy do @, nie nalezgc do G, (gdyz G,
sktada si¢ tylko z elementéw abm, gdzie jest liczba calkowits,
zaé 7 uwagi na nieréwnodé m<m, i na to, ze m, jest liczba natu-
ralng, m; nie moze byd postaci km,).

W przypadku 2° grupa ¢ ma wiec nieskoriczenie wiele r6z-
nyeh podgrup: sa nimi, poza grups zlozong z samej tylko jednogei
grupy G, grupy Gy,Gy,Gy,... Oczywidcie, 53 one wezystkio nieskon-
czone, : :

Ostatecznie wige mozemy wypowiedzieé nastepujace

Twierdzenie 7. Grupa oyklicena skohcona G posiada tyle
réémych podgrup (wliczajace © same grupe G), ile deielnikéw naturalnych
ma liczba m jej elementéw, Jeseli d jest deielnikiem (maturalnym )

liceby m, to odpowiada mu podgrupe G, grupy @, #losona z q=%"

réénych  elementdw, prey crym, fjedeli G sklada sig 2z elementdw
adyatya?, ..., a"1, to Gy sklada sig z elementdw a° ad, a%, o a,(q—-l)d.

Grupa oyklicena nieskonczona G posiada nieskonczenie wiele
réénych podgrup. Jeseli G sklada sig = poteg calkowitych elementu a,
to kaidej licebie naturalnej m odpowiada podgrupa Gn grupy G, 2o-
gona & poteg caltlowitych elementu am (ktdre sq wszystkie rééne). Poza
grupq, ztozong tylko = jednodci grupy G, grupy G sq wszystkimi pod-
grupami grupy Q. :

Grupa cykliczna niesloficzona posiada wiee przeliczalng mnogoéé‘réznych
podgrup, MoZna z nich tworzyé ciagi nieskoficzone malejace podgrup, b, j. w kt6-
rych kazdy wyraz jest zawarty w poprzednim, np. ciag CT‘= LY C L C N N C X T
Grupa cykliczng nie zawiera jedunak Zadnego ciagu nieskonczonego Tosnacego
podgrup. Gdyby bowiem Zy,Z,,... bylo takim ciagiem 'podgrup grupy @, zawie-
rajgeyeh wiecej ni% 1 eloment, to w myél twierdzenia 6 grupa Zi skladfala,by
8ig zo warystlkich poteg catkowitych pewnego elementu o™ grupy G, gglnme mi
jest liczbay naturalng, Skoro -Zyp jest podgrupa grupy Zp+41, element o™ mu-

21
W. Sierpitiski, Yosady Algebry Wylszej,
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sialby ‘byé catkowita potega elementu o™+, zatem my musiatoby byé podzielne
przez mpt1,: pray tym réime od mpti; skoro grupy Zp i Zi+1 8a réine. Bylohy
wiee mp>mp1 dla k=1,2,..., a zatem istniatby cjag. nieskoflezony malejacy
liezb mnaturalnyeh, co nie jest mozliwe. ‘
Tstnieja jednak grupy nie eykliczne, posiadajace ciagi nieskoficzone rosnace
réimych podgrup. Np. jezeli przez I'; oznaczymy grupe wazystkich pierwiastkéw
n-go stopnia z jednofei, to Iy, Iy, I, ..., Tyn,... jest ciagiem niegkonhczonym rosngy-
cym podgrup grupy I' wszystkich pierwiastkéw wezelkich naturalnych stopni
z jednodei. ’ ‘
Zauwaiymy tes, Ze istnieja grupy przeliczalne, majace nieprzeliczalnie
wiele réznych podgrup. Takg jest np. grupa wezystkich tych podstawien dla
ciagu liczb naturalnych, ktére zmieniaja tylko eo najwyzej skofhczona liczbe
wyraz6w tego ciagu. Moina okazaé, %e grupa ta ma continuum réznych podgrup.

§ 8. Cze$é wspélna podgrup. Rzad elementu grupy.
Przyklady. Udowodnimy nastepujace

Twierdzenie 8. Crzedé wspdlna dowolnej mmogosei podgrup
grupy @ jest podgrupa grupy G.

Dowéd. Niech M oznacza dowolng mnogodé podgrup danej
grupy @, zaf G, cze$é wspllng wszystkich podgrup nalezacych
do M, t.]. zbiér wszystkich tych i tylko tych elementéw, ktére
naleza do kazdej nalezgcej do . M podgrupy grupy -G. Aby stwier-
dzié, ze G, jest grupa, wystarczy w my$l twierdzenia b okazad, ze
zbiér @, spelnia warunki (i) i (ii) z § 6, str. 315. C
oo Ad (i) Niech a1 b beda elementami zbioru &;,. Na mocy okre-
§lenia G, zaréwno ¢ jak i b sg elementami kazdej grupy H nalezacej
do M, zatem tez (skoro H jest grupa) ab jest elementem I , co do-
wodzi, ze ab jest elementem zbioru G,. ,

. Ad (ii). Jezeli a jest elementem zbioru @, to dla kazdej grupy H,
nalezacej do mnogogei M, a jest elementem H » @ poniewaz H jest
grupa, wiec a~' tez jest elementem H, skad wynika, ze a1 jest
elementem zbioru @,.

) Warunki (i) i (ii) sa wiec spelnione i przeto zbiér G, jest grupa,
c.b.d.d. - ' S ,

_ Niech Z bedzie nie pustym zbiorem elementéw grupy G. Istnieja
podgrupy grupy &, zawierajace zbiér Z (np. samo @). Czesé wspllna
wszystkich podgrup grupy @, zawierajacych Z jest w mydl twier-
dzenia 8 podgrupg grupy G i oczywidcie zawiera Z.

' Jest to wiec najmniejsea podgrupa grupy @ rawierajgea 7 (4.].
podgrupa zawarta w kazdej podgrupie grupy @ zawierajacej Z).

(58] Czgié wespdlna podgrap, Rzad. elemeritu grupy. 323.

Mamy wiee , |

Twierdrenie 9. Dia Latdego nie pustego 2bioru 7 dlementdr-
grupy G istnicje najmmicjsza podgrupa grupy G, cawierajaca Z.

Podgrupa taka musi na mocy okreglenia, pojecia grupy zawie-
ra¢ wszystkie iloczyny skotiezone, ktérych czynnikami g elementy
zbioru Z lub ich odwrotnodei. Ale z twierdzenia 5 wynika, ze zbiér
wszystkich takich iloczynéw tworzy grupe. Mozemy wiee wypo-
wiedzied : \ .

Wriosek. Najmniejsea podgrupa grupy G, zawierajqca pod-
2bidr 7 tej grupy, sklada si¢ ze wszysthich tloceyndw skornczonych,
kidrych ceynmiliami sq elementy ebioru Z lub ich odwrothodei.

W szezegolnoded, jezeli zbiér Z skiada sie z jednego elementu a,
to najmniejsza podgrupa grupy @ zawierajaca element a'tej grupy
sklada si¢ ze wszystkich poteg e, gdzie n=0,1,2,...

Grupa ta jest oczywifcie' cykliczng, zatem abelows. Rozréz-
nimy dalej dla kazdego elementu a grupy @ dwa przypadki:

1. Wezystkie potegi a0 a',a?,... 83 réine. Element a grupy G
nazywamy wowezas jej elementem rzedu mieskorczonego. :

2. Istnieja takie liczby calkowite k>0 i 130, dla ktérych
at=attl. Mamy stad a'a'==gt, skad (a¥)—'ata'=(a*)~la%, zatem
a' =e. Jezeli m jest najmniejszg liezbg naturalna, taks ze an=e,
to a nazywamy elementem rzedu n (grupy G). .

Wowezas clementy a%al,...,a"! §g wizystkie rézne i tworza
najmniejszg grupe zawierajaca a.

Jezeli grupa jest skodezona, to moze zachodzié oczywicie
tylko przypadek 2. :

W kaidej grupie jedynym elemeniem rzedu 1 jest jedno$é grupy.

Kazdy element grupy jest ocrywidcie tego samego rzedu, co jego
odwrotnodé. \ ‘

PRZYKLADY. 1. W grupie (nieskolczonej), utworzonej ze
wazystkich pierwiastkéw z jednoei wszelkich stopni naturalnych,
gdzie ab oznacza iloczyn liezb ¢ i b; kazdy element jest rzedu skon-
czonego, przy czym istniejg elementy dowolnego rzedu skoriezonego.

2. W grupie, utworzonej ze wazystkich liczb wymiernych
(1 podobnie: algebraicznych, rzeczywistych, zespolonych), gdzie ab
oznacza sume liezb o i b, kazdy element précz liczby 0 (ktéra jest,
jednogeia grupy) jest rzedu nieskoriczonego. ‘
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3. W grupie, utworzonej ze wszystkich liczb algebraicznych
réznych od zera, gdzie ab oznacza iloczyn liczb @ i b, istnieje nieskon-
czenie wiele elementéw rzedu skonczonego (sa to pierwiastki do-
wolnego . naturalnego stopnia n>1 z jednodci i tylko one) oraz
nieskonczenie wiele elementéw rzedu nieskonczonego.

4. W grupie, utworzonej ze wszystkich wielomianéw o WEpoL-
czynnikach wymiernych (i podobnie: rzeczywistych, zespolonych),
gdzie ab oznacza sume wielomianéw a i b, kazdy element prées.
wielomianu tozsamogciowo réwnego zeru (ktéry jest jednogcig grupy)
jest rzedu niegkoriczonego. A

5. Istnieja grupy nieskonezone, w ktérych kazdy element,
nie bedacy jednofcia grupy, jest rzedu 2. Grupa taks jest np.
produkt I'=@ X @ X @ X... jednakowych @, utworzonych z liczb 1
i —1, w ktérych iloczynem elementéw jest zwykly iloczyn liczb.
Grupa I" jest nieprzeliczalng (mocy continuum).

Chege mieé grupe przeliczalng, ktérej kazdy element, poza
jednofcig grupy, jest rzedu 2, wystarczyloby wziaé podgrupe I
grupy I, utworzong ze wszystkich tych elementéw == (0, gy ...}
grupy I', ktore.zawieraja co najwyzej skofczong liczbe wyrazéw
- réwnych —1. .

Mozna tez utworzyé grupe mocy wyzszej niz continnum, ktérej kazdy
element, poza jednodcia, jest rzedu 2. Takg jest np. grupa I, utworzona ze
wazystkich funkeyj zmiennej rzeczywistej, przyjmujacych tylko dwie wartogei
14 —1, gdzie iloczynem elementéw grupy jest zwykly iloczyn funkeyj. Grupa I
jest mocy hypercontinuum (t. j. moey 22, ‘

Innym przykladem grupy nieskoriczonej , ktorej kazdy element,
poza jednofcia grupy, jest rzedu 2, jest grupa zlozona ze zbioru
pustego i ze skoticzonych zbioréw liczb naturalnych, gdzie ab oznacza.
zbibr (a—b)+(b—a), t.j. zbiér utworzony z elementéw zbioru a
nie nalezgeych do b oraz z elementéw zbioru b nie nalezacych
do a. Jednodcia tej grupy jest zbidr pusty (por. przyklad 12 z §1,
str. 308). -~ ‘ ‘ :

Dowiedzione jest, ze istnieja grupy niegkoriczone, ktérych
kazdy element, nie bedacy jednoscia grupy, jest rzedu 3 (a takze
dowolnie danego rzedu p, gdzie p jest liczbg pierwszg).

- 'Natomiast nie istnieje zadna grupa, ktérej kazdy element
rézny od jej jednokci bylby rzedu 4, gdyz jezeli a jest elementem
rzedu 4, to a? jest oczywiscie elementem rzedu 2,

189 Podgrupy praeksztatcone i spraezone. 326

6. Iloczyn dwéch elementéw rzedu 2 moze byé¢ elementem
rzedu mieskorczonego. Np. w grupie @ wszystkich przeksztalcer
wrzajemnie jednoznacznych zbioru wazystkich liezb catkowitych na
siebie przeksztatcenia f(#)=—a oraz 9(@)=1—a 53 1z¢du 2, zad
przeksztatcenie (@)= g(f(#)) =1-+u jest rzedu nieskonczonego.

Na odwrdt, iloczyn dwu elementéw rz¢du niegkoriczonego
moze byé elementem rzedu skoiczonego (np. iloczyn elementu rzedu
nieskoniczonego i jego odwrotnogei jest elementem rzedu 1).

Natomiagt w grupie abelowej iloczyn dwu elementéw rzedu
skoriczonego jest zawsze elementem rzedu skonczonego, gdyz jezeli
an=¢ i b"==6, to (ab)™ ==a™p™ -z, Zatem:

Zbidr wseysthkich elementéw reedu skoriczonego grupy abelowej
tworzy jej podgrupe.

Twierdzerie 10. Dia Toidej pary a,b elementéw grupy (chodby
nie abelowej) elementy ab i ba sq tego samego regdu. ‘
 Dow6d. Jeseli (ab)'==¢, to b(ab)"a =bea=ba. Lecz b(ab)"a =
=(ba)"ba. Zatem (ba)"ba==ba, skad (ba)"=e.
Tak wige ba nie moze byé wyzszego rzedu nii ab. Oeczywitcie
tak samo na odwrét, skad réwnodé rzedéw, c.b. d. d.
Z twierdzenia 10 wynika natychmiast

Wniosek. Dia wseellich elementéw a,b,c grupy jej eementy
abe=a(be), bea == (bo)a=b(ca) i cab={(ca)b sq tego samego rzedu.

Natomiast rzqd clementéw ach, bac i cba (ktéry tez jest dla
wazystkich trzech ten sam) moze sig réinié od rzedu elementéw
abe, bea i cab, jak to stwierdzimy na przykladzie w § 16, str. 339.

§ 9. Podgrupy przeksztalcone. Podgrupy sprzeZone.
Dzielniki normalne. Jezeli o jest elementem grupy @, zag H jel
czefeia, to zbiér wszystkich elementéw ah, gdzie kb jest elementem H,
bedziemy oznaczali przez oH, zad zbibr wszystkich elementéw ha,
gdzie b jest elementem H, przez Ha.

Jezeli element o grupy @ nie nalezy do H, to ani aH, ani Ha
nie jest grupg. Gdyby bowiem aH bylo grupa, e wiee podgrupa
grupy @, to aH musialoby —jak wiemy z § 6, str. 315 —zawieraé
jednoké ¢ grupy @, a wige istnialby taki element h grupy H, iz ah=e,
skad byloby a==h'. Poniewaz jednak % jest elementem H, wige
z zadozenia, %e H jest grupa, wynika ze h—! tez jest elementem H;
zatem a byloby clementem H whrew zalozeniu, Podobnie dowodzi
8i¢, ze Ha nie jest grupa.
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Udowodnimy natomiast

. Twierdzenie 11. Dla kasdego elemeniu a grupy G‘, yezeh H jest
' m podg'rupq, to 2bidr a— Ha jest grupa.

Dowé6d. Jezeli hy i h2 85 elementaml podgrupy H grupy @, to
(a—th, a)(a7hya) = (a~1hy) (aa" )(ha)—(a hy) (hga) = a—"(hyhy)a, skad
wynika, ze iloezyn dwu elementéw zbioru o~'Ha zawsze nalezy
do tego zbioru. Nastepnie, z uwagi na to, ze a~lea=a-lg=e¢ ize
¢ nalezy do H, wynika, ze ¢ nalezy do a—'Ha. Wreszcie, jezeli
h nalezy do H, to i b7 nalezy do H (gdyz H jest grupa), a wiee
tez (a *1ha)~1~—a*1h-1a nalezy do- H, zatem odwrotnosé kazdego
elementu zbioru a—Ha nalezy do tego zbioru. W my§l twierdzenia 5
‘zbiér a—1Ha jest wiec grupa, ¢. b.d.o.

Grupe a—Ha nazywamy preeksatalcong prey pomocy elamenm ‘a.
Grupy, otrzymane ’w‘.ten spdséb z grupy -H (gdy o jest ’elemen-
tem' &), nazywamy grupami sprzgéonymi z podgrupa H grupy 6.
Jezeli wszystkie grupy sprzezone z podgrup@ H grupy G s

réwne H, to .H nazywamy podgrupq wyrdéniong lub mezmwnnq,
albo dzielnikiem normalnym grupy G-

Dzielnik normalny grupy @ jest to wiec kazda taka jej pod-
grupa H, ze dla dowolnego elementu o grupy ¢ mamy:

o 'Ha=H
lub, ¢o na to samb ‘wychodzi:
‘ Ha,*_—aH‘.

W szczegélnodei, podgrupa utworzona z samej tylko jednodei
grupy G jest jej dz1@1n1k1em norma]nym

§ 10. Liczba elementéw podgrupy grupy skox’nczonej

Twierdzenie 12. Jeieli H jest podgrupg grupy G i jezeli dla

pewnych elementéw a5 b grupy G gbiory aH ¢ bH maje element wspdlny,
to aH bH.

.Dowdd. Jezeh ah, =bh,, gdzle h1 i hy 89 elementami H to kit
nalezy do H (gdyz H jest grupa) oraz dla & nalezzgeego do H réw-
niez hghy h nalezy do H i wzér ah =ah.hi 'h = =bhohi'h dowodzi, ze ah
nalezy do bH. Wymka stad, ze aH jest zawarte w bH. Podobnie
dowodzimy, ze bH jest zawarte w aH. Jegt wiec aH =bH, c.b. d. o.

(§10] Liczbu elementéw podgrupy grupy skohczonej, 827

.. Dla a nalezaeego do G oczywiscie a jest (,lementem aH, gdyi
a=ae, zaf e nalezy do H, skoro H jest grups. W ten sposéb dla
kazdej podgrupy H grupy & mamy rozkiad (skoﬁczony lub me)
grupy ‘@ na skiadniki roztgezne: ‘

(16) G =aH +a,H+ ... ‘
gdzie ay,0y)... 82 elementami grupy 6. Co najwyzej Jeden 'z nich
moze byé podgrupa grupy & (gdyz jeden tylko z mch wobee ich
roztacznoscl, zawiera jednosé grupy G).

Skladniki (16) sa tej samej mocy co H. Aby ustalié odpo-
wiedniodé wzajemnie jednoznaczng miedzy elementami zbioxéw aH
i H, wystarczy dla’h nalezacego do H elementowi ah przyporzadd
kowa,é element h. W Mcmgélnoécl, jezeli podgrupa H jest skoﬁczona,
dozona z m elementbw, 4o ka,ﬂly ze pkladnikéw (16) zawiera m ele-
mentéw. Jezeli grupa G tez jest skoficzona.i zawiera elementéw,
to G rozpada sie.na skofezong liczbe czedei roztgcesnyeh, zawieraja-
¢ych po m elementéw, skad wynika, ze m jest’ dz1e1n1k16m llezby N

Mamy wiec g

Twierdzewie 13, Liczba elementdw podgrupy grupy skonozo'ney
jest detelniliem Uiceby elememtéw tef. grupy.

. Wniosel: 1. Grupo shorhczona @, kidrej liczba elementdw fjest
licebg pierwszq, nie posiada Zadnych innych podgrup pricz réwnej G
lub #logonej z jednego tylko elementw (z jednodecl grupy @).

Jeozeli bowiem grupa ¢ ma p elementdéw, gdzie p jest liezbg
pierwsza, to w mysl twierdzenia 13 dowolna jej podgrupa moze mieé
albo p elementéw — a wtedy pokrywa sic z grupg @ — albo 1 ele-
ment, ktérym musi byé jednodé grupy, gdyz jak wiemy z § 6,
str. 318, kazda podgrupa grupy G zawiera jej jednogé. ,

Dowodzi sie, ze i twierdzenie odwrotne jest prawdziwe:

Jedeli grupa G nie posiada sadmych innych podgrup, précz réw-
nej G lub elodonej 2 jednego tylko elementu, to jest skoticzong, a liczba
jej elementow jest pierwszq.

7 twierdzenia 13 otrzymujemy tez (na moey okreélema rzedu
elementu grupy) nastepujacy

Wniosek 2. Reqd elementu grupy skoticzonej jest zawsze dziel-
nikiem liceby fjej elementow.

Wynika stad, ze jezeli grupa sklada sie z n elementéw, to
kazdy jej element @ spetnia réwnanie:

o =6,
gdzie e jest jednofeig grupy.
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Mozemy to uwazaé za uogélnienie malego twierdzenia Fer-
mata z Teorji liczb, ktére jest szezegélnym przypadkiem wniogku 2,
gdy n~+1 jest liczba pierwszg, a grupa sklada sie z liczb 1,2,..,m,
przy czym ab oznacza reszte z dzielenia iloezynu liczb a i b przez
- n+1 (por. § 1, przyklad 6 str. 307).

- Na tej drodze mozna réwniez otrzymaé twierdzenie Eulera
z Teorji liczb, gdy dla dowolnego naturalnego m grapa skiada sig
ze wszystkich n=g(m) liczb naturalnych nie wiekszych od m
i pierwszych wzgledem m, przy czym ab oznacza reszte z dzielenia
_iloczynu liczb a i b przez m.

Z wniogku 2 wynika tez, ze jezeli grupa ¢ ma p elementéw,
gdzie p jest liczby pierwsza, to rzad kazdego jej elementu a, réznego
od jednofci grupy, jest réwny p. Ciag a%at,...,a»—" gklada sie wowezag
z samych réznych elementéw grupy @, zatem zawiers ‘whzystkie
jej elementy. Grupa @ jest wiee cykliczna. Mamy zatem

Wniosek 3. Grupa, kidrej Viesba elementéw jest Dierwseq, jest
cyklicena, a kaidy jej element jest potega kasdego innego jej elementu,
rdénego od jednosci grupy.

Istniejy oczywidcie tez grupy cykliczne, ktérych liczba elemen-
téw jest zlozona (por. § 1, przyklad 3, str. 307), a takze grupy
cykliczne nieskoriczone (por. § 1, przyklad 1, str.306).

Mozna dowiesé, ze dla kazdego naturalnego n grupa okreglona
w przykladzie 5 z § 1 (str. 307) jest cykliczng.

Dla danej grupy & i danego jej dzielnika normalnego H
oznaczmy pizez @, zbiér wszystkich réznych zbioréw aH (gdzie a
przebiega elementy grupy G). W zbiorze G, okredlmy mnozenie
za pomocy wzorn oH -bH =abH. Jak latwo widzieé, przy tak okre-
§lonym mnozeniu @, staje sie grupg (ktoérej jednofcig jest zbiér eH,
gdzie ¢ jest jednogeiy grupy @). : ‘

Grupe te oznaczamy przez G/H i nazywamy grupeq tlorazowaq.

Uwaga. Gdyby H bylo podgrupa grupy @, lecz nie bylo jej dzielnikiem
normalnym, to iloczyn okreflony za pomocy wzoru oH -bH= gbH méglby uledz

zmianie, gdyby&my zamiast o i b wzigli inne elementy, naleigce odpowiednio ,

do oH i bH,

§ 11. Kompleksy i ich iloczyny. Kazdy zbiér elementéw
danej grupy @ nazywamy kompleksenm.

Przez iloczyn HK dwu komplekséw grupy @ rozumiemy zbiér |

wazystkich elementéw hk, gdzie h jest elementem H, a & jest ele-
mentem K.

[§11] Kompleksy i ich iloczyny, 329f

Tloczyn komplekséw ma wlagnodé Igcznodei:
(ITK)L = H(KL).

Twierdzenie 1. Na to, by dloceyn HK podgrup H i K grupy G
byt jej podgrupa, potraeba i wysiarcza, éeby bylo:

{1 HE = KH.

Dowéd. Zaldozmy, ze iloczyn HE jest grupg. Jezeli o jest
elementem’ HK, to na moecy okreglenia iloczynu komplekséw jest
a=hk, gdzie h nalezy do H i k do K. Skoro HEK jest grupa, to
réwniez ' nalezy do HI, zatem a='=hk,, gdzie hy nalezy do H,
aky do K. 8tad a==(a7") " =(hhy) ™ =47 na mocy wzoru (10)
z § 8, str. 311. Skoro zbiory K i H g podgrupami, to z uwagi na
to, ze h nalezy do H, a k do K, wnosimy tes, ze hi* nalezy do H
ik do K. Wzbr a=ki'hi" dowodzi wiee, 7¢ « jest elementem
KH, a zatem %e K jest zawarte w KH.

7 drugiej strony, jezeli a jest elementem KH » 10 a =Fkh, gdzie k
jest elementem K, a h elementem H, gkad o' =4 "%, Skoro H i K
83 grupami, to b nalezy do Hi %™ do K, zatem a~! nalezy do HK.
Poniewaz HK jest z zalozenia grupa, wiec wynika stad, ze a tez
nglezy do HIC. Zatem KH jest zawarte w HE, a Ze wyzej zna-
leflismy, iz HE jest zawarte w KH, wiec mamy HE=KH. Wa-
runek (17) jest wiee konieczny.

Na odwro6t, zalézmy teraz, ze zachodzi réwnogé (17). Jezeli H
i K sg podgrupami grupy @, a e oznacza jej jedno$é, to e nalezy
do H i do K, skad wobec ¢==e¢¢, ¢ nalezy do HE. Dalej, jezeli a na-
lezy do HI, to a=hk, gdzie h jest elementem H, a & elementem K.
Waoosimy stad (poniewaz H i K sg grupami), ze b~ nalezy do H,
a k' do K, zatem a”' %% nalezy do KH, i wobee (17) a—! na-
lezy do HK. Wreszcie, jezeli a i b sa elementami HE, to ab nalezy
do (HK)(HK) i w mydl (17), wobec laeznofei iloezynu komplekséw,
ab nalezy do H(KH)K = HHE)K = (HH)(KK)=HEK, gdys z uwagi,
ze H i K g3 grupami, mamy — jak latwo widzieé — HH =H oraz
KK =K. Na mocy twierdzenia 5 (§6, str. 315), HE jest wiec pod-
grupa grupy €G. Warunek (17) jest wiee zarazem dostateczny,
¢.b.d o,

Jezeli grupa @ jest abelows, to warunek (17) jest oczywidcie
zawsze gpelniony. 7 twierdzenia 14 wynika wiec nastepujacy

Wridosek. Iloczyn dww podgrup grupy abelowe] jest zawsze jej.
podgrupa.
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§ 12. Izomorfizm i automorfizm grup. Przyklady.
Jezeli miedzy elementami dwu grup ¢ i @' istniejé taka odpo-
wiednio§é wzajemnie jednoznaczna, przy ktorej wyniki dzialan
okreflonych w grupach ¢ i @, a dokonanych na odjpowmda]ayeych
sobie elementach tych grup sa zawsze odpowiadajacymi sobie ele-
mentami, to méwimy, ze grupy G i @ sa izomorficene, a ich roz-
wazang odpowiednioéé nazywamy izomorfizment.

Jezeli wige o’ oznacza ogélnie clement grupy @, odpowiada-
jacy elementowi @ grupy @ i rozwazana odpowiedniogé miedzy
elementami grup & i @' jest wzajemnie jednoznaczna, to aby usta-
lata, ona izomorfizm miedzy grupami @ i @', potrzeba i wyst arcm,
zeby dla Wszystklch aibd nalezadcych do @G bylo: ‘

(18) ' ‘ ~(ab)' =a'D".
W tym bowiem przypadku; 0ZNacZajge ogéln]’e przez (¢') =a

element grupy &, odpowiadajacy elementowi a’ grupy G, bedziemy
mieli na mocy (18) réwnies:

(ab'y =[(ab)]'=ab dla o' i b nalesgeych do 6.

W szézegblnym przypadku, gdy @=6", izomorfizm miedzy
grupami @ i G’ nazywamy automorfizmem (grupy @).

Wszystkie grupy nieskoriczone cykliczne sa oczywidcie izo-
morficzne. Wynika st'yd natychmiast, ze grupa nieskonczona moze
byé izomorficzna ze swg czescig wiladciwg.

Np. grupa wszystkich liczb catkowitych, gdzie ab oznacza
sume liczb @ i b, jest izomorticzna ze 8wg podgrupa, uLworzonay
z liczb catkowitych parzystych.

Niech dana bedzie grupa @ i jej element a. Przyporzgdkujmy
ka,zdemu elementow @ grupy @ ]e] elemen’r.

(13) ‘ . —_—amorl ‘
Okazemy, ze 4o pmyporzqdkowame wyznacza automorfizm
grupy G.
‘ Istotnie, 6wnodé (19) daje: ‘
a~''a=a"axa" )= (a~ta)z(aa) = exe = .
Odpowiedniodé miedzy » a %’ jest wiec wzajemnie jednoznaczna;
przy tym dla © 1y nalczepcych do G mamy w mys§l (19):
@'y’ = (awa=")(aya~) = (az) (a—2a) (ya~!) = (az) e(ya—2) = () (yo—?) =
= a(wy)a—"=(wy)’.

[§12] Tzomortizm i bubom orfigm grap. 331

‘Dla kazdej grupy @ mozemy rozwazaé zbidr wezystkich jej
przeksztalceﬂ wzajemnie ]ednoznacz’nych na samsg swble, ustala-
jaeych auntomorfizm grupy @. Vo
' Zbiér ten stanowi grupe przeksztalcen.

W grupie abelowej otrzymamy automorfizm, przyporzadio-
wujge kazdemu elementowi grupy jego element odwrotny. Eatwo
tez stwierdzamy, ze na odwrét: jezeli takie przyporzadkowanie daje
automorfizn grupy, to jest ona abelowa. Wéwezas bowiem mamy

‘dla o i-b nalezgeych do @

(@™57) F (@) =,
a ze wobec (10): :
| (@7 (07 @™ = b,

wuge ab =:ba, czyll grupa jest przemienna. :

Dowodzi sie, ze grupa cykl:uczna nieskoticzona posiada jeden
tylko automorfizm nie bedacy tozsamogeis, mianowicie ten, przy
ktérym kazdy element grupy przechodzi na swéj element odwrotny.

Tstniejg atoli grupy przehczaﬂne majgce - mepmeheza]naa mno-
godé automorfizméw.

Takg jest np. grupa, utworzona ze Wszystklch funkcy] liezbo-
wych (t.j. ftunkecyj zmiennej  naturalnej), przyjmujgeych tylko
dwie wartogei: +1 i —1, z ktérych wartosé —1 tylko co najwyzej
gkoticzong liczbe¢ razy, przy czym iloczynem elementéw grupy jest
zwykly iloezyn funkeyj. Otrzymamy bowiem automortizm dla tej

grupy, przypormdkowuj% kazdej nalezacej do niej funkeji f(n) fun-
keje flp(n)), gdzie @(n) jest dowolng (ale stats dla wszystkich ele-
mentéw grupy) permutacja ciggu niegkoniczonego liezb naturalnych.

PRZYKLADY. 1. Niech gripa G sklada sig¢ z czterech liczb
1, —1, ¢ oraz —i, a joj dzialaniem miech bedzie zwykle mnozenie
liczb. Ofrzymamy automorfizm tej grupy, jezeli elementom
1, 1, 4, — 1)rzyp01~1@dk113emy odpowiednio elementy 1, —I, —i, %

2. Grupa ¢; utworzona ze wszystkich pierwiastkow n-go stopma
z jednogei, gdzie dzialaniem jest zwykle mnozenie liczb, jest izo-
morficzna z grupsy G, utworzong z liezb 0,1,2,..,m—1, gdzie ab
jest reszte z dzielenia sumy liczb o i'b przez m. Aby otrzymad izo-
morfizm grup & i @', wystarezy clementom 1,e,62,...,e*~! grupy @,
glzie & oznacza pierwiastek pierwotny n-go stopnia z jednosei,
przyporzadkowaé odpowiednio elementy 0,1,2,...,n—1 grupy G'.

*®
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3. Niech @, oznacza zbiér wszystkich liczb postaci k413, -

.gdzie liczby % i1 sa catkowite; niech dalej @, oznacza zbiér Wazyst-
kich liczb wymiernych, a @; zbiér wszystkich liczb algebraicznych,
Kazdy z tych zbioréw bedzie oczywifcie grupa, jezeli przez ab
rozumieé bedziemy sume liczb a« i b. v

Okazemy, ze grupa @, nie jest izomorficzna z zadna podgrupg
grupy 4,.

Istotnie, jezeli a i b sg jakimikolwiek elementami grupy G,
r6znymi od jej jednosei (ktéra jest liczba 0), to istnieja liczby catko-
wite, réine od zera, ¢ i u, takie iz af=-b* (w grupie @,). Jezeli bo-

wiem a:% i bzg, gdzie liczby m i p sg calkowite rézne od zera,

za liezby n i ¢ 83 naturalne, to w grupie @, bedzie @ =bma, Gdyby
grupa G, byla izomorficzna z pewng podgrupa grupy Gy, to i kaszde
dwa elementy grupy &, posiadalyby takg wlasnogé. Tak jednak
nie jest, gdyz dla a=1 i b=)2 réwnodé at=">b" oznaczalaby w gru-
pie G, ze t=ul/2, co jest niemozliwe przy t i  catkowitych ré6z-
nyech od zera.
-Poniewaz G, jest podgrupa grupy @,, wiec wynika tez stad,
¢ grupa G nie jest izomorficzna z zadna podgrupg grupy .
‘Tym bardziej wiec grupy @, i @, nie sa izomorficzne.
Okazemy teraz, ze i na odwrét: grupa @, nie jest izomorficzna
z zadng podgrupa grupy @,.
Istotnie, dla kazdego elementu a grupy @,, w szezegdlnogei
dla elementu a réwnego liczbie 1, oraz dla kazd ej liczby naturalnej n
istnieje w grupie @, element x, taki, iz (w tej grupie) "= a. Gdyby
grupa G, bylta izomorticzna z pewns podgrupg grupy &, to w tym
izomorfizmie elementom a i @, grupy G, odpowiadalyby takie ele-
menty a' i @, (gdzie n=1,2,..) grupy 6, iz byloby (#n)"=a’
dla #=1,2,... (w grupie @). Jezeli a’:k—f—lVE i w},——-k,l—{—l,,l/ﬁ
dla n=1,2,.., to w grupie @ wmicliby$my nk,+nl,}2=5k+1)3,
skad nk,=k i nl,=1 dla n=1,2,...,, co daje k=0 i 1=0, zatem
~a'=0. Element a’ bylby wiec jednogcig grupy @; wéwezas jednak
na mocy twierdzenia ogblnego, ktére podamy w § 13 (ob. twierdze-
nie 15, str. 334), element & musiatby byé jednofcia grupy @, t.j.
byloby a=0, gdy tymezasem a=140. - ‘ .
Zadna wiee z grup @, i @, nie jest izomorficzna z zadng czesein
drugiej. :

[§12) Tzomortizm i automortizm grup. 333

4. Niech @, bedzie grupa, utworzons ze wazystkich pierwiastkéw
z jednogei wezelkich naturalnych stopni, gdzie ab oznacza iloezyn
lieczb o i b; niech @, bedzie grupa, utworzons ze wezystkich liezb-
wymiernych nieujemnych mniejszyeh od 1, gdzie ab oznacza liezbe-
a+b—T(a--b) ).

Grupy Gy i @, sy izomorficzne. Istotnie, kazda liczba grupy Gy
daje si¢ w jeden i tylko jeden sposéb przedstawié w postaci
o8 2w -1 8in 2wm, gdzie w jest liezba Wymierng nieujemng mniejsza.
od 1, przy czym: '

(cos 2uw,m |- % sin 2w17i) (CO8 2wym+ 4 8in Qwym) =
== 008 2[(y -+ wy) —T(wy + wy) w4 sin 2[ (w, + wy) —E(w, + wy) .

Aby ustali¢ izomorfizm grup & i @, wystarczy kazdemu
elementowi 7 = cos %Z%E ~‘|«4}sin?-74£f- grupy G, (gdzie k=0,1,...,n—1)
przyporzadkowaé liczbe T/n. -

5. Grupa, utworzona z szedciu macierzy:

10) =Lt [o—1] [o1 I‘—-IO
o1l |—=t1of, Jr =], [10], |—11

H1-1
H O"'ly

H ’

- gdzie dzialaniem jest mnozenie macierzy, jest izomorficzna z grupa.

{nie abelows) podstawien:
1, (123), (132), (12), (13), (23).

Natomiast pierwsze trzy z tych macierzy tworzg grupe izomor—«»
ficzng z grupa abelowy podstawien: :

1, (123), (132).
Gdyby$my do tych trzech macierzy’ dolgezyli jeszcze ma-

cierze:
-1 0
0 -1

otrzymalibydmy grupe izomorficzng z grupa pierwiastkéw 6-go
stopnia z jednodei 2),

1 -1 01”
10|, |-11f,

b)

1) B maczy tu ,entior® (oh. str, 219, odnoénik). )
3 Ob. G, A, Miller, H, B, Blichfeldt, L. E, Dickson, Theory and Appli-
cations of Iinite Groups, Now York 1916, str, 18,
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§ 13.. WlasnoSeci izomorfizmu. Grupy a. podstawienia.
Udowodnimy zapowiedziane w przykladzm 3, str. 332:

Twierdzenie 15, Przy izomorfizmie grup G4 G jednodé grupy G
preechoder na jednodé grupy G, zaé element odwrotny kasdego elementu a
grupy G na element odwrotny odpowiedniego elementu o' grupy G

Dowéd. Jezeli e oznacza jedno$é grupy G, za$ a dany jej ele-
ment, to — jak Wlemy—zachodm réwnosé (1) z § 2, str. 310, skad
Wobec (a6)' =a'e’ i (ea)'=e'a’ (gdyz grupy G i @' sg 'z za&ozenla,
izomorficzne):

a'e’=¢e'a'=aqa';

wobec dowolnofci elementu a' grupy @' dowodzi to, ze ¢’ jest
jednoseig grupy @'.

Jezeliteraz a— oznacza element odwrotny elementu a grupy @, to:

: aa~1=¢,
skad:
a'(a—1) ==¢',
€0 wobec twierdzenia 2 (§3, str. 311) dowodzi, ze (a~1)’ jest (w gru-
pie G') elementem odwrotnym elementu a’, czyli ze (a=')'=(a’)-1
Z pierwszej czefel twierdzenia 15 wynika
Wniosek. Przy momomz’m ie grup odpowiednie elementy maja
ten sam reqd.
Twierdzenie 16. Kaida grupa 2losona z n elementow jest izo-
morficena z pewng podgrupa grupy n! podstawieh ciagu liced 1,2,...,n
Dowéd. Niech G oznacza grupe zlozona z n elementéw
A1y @gy -y Gn. Dla kazdego @ z grupy @ iloczyny aya, aya, ..., ana,
tworzg — jak to wynika z wlasnosei 2° pojecia grupy — cigg 162-
nigey sie co najwyzej porzepdkmm wyrazow od eciagu ay,dy,...,ap.
Niech to bedzie cigg Opyy Ohgy ooy Oty Clag wskasmikow ko, ky,...,k, jest
wiee permutacjg ciggu 1,2,. ,n. Przyporzadkujmy e.]eme‘ntowi @
grupy @ podstawienie:

(12 .o
ki by o Knl.
Otz #bidr wszysthich podstawien, przypmzcgdkowanych w ten
sposdb elementom grupy @, tworzy grupe izomorficenq & grupag .

Istotnie, niech a i b beds dowolnymi elementami grupy @.
Mamy wiec:

(19) A =ay i ab=a, dla i=1,2,.. oM,

{§18] Whasnodei izomorfizmu, Grupy o podstawiena. 335

gdzie eiagi kg kg ..k i U,0,,...,1, 83 dwiema permutacjami ciggu
1,2,...,n. W myfl przyjetego przyporzaddkowa,nm elementowi a

grupy ‘G odpowiada podsbawmmo a' == (kl 7? ), zad. elementowi
14V, "

1L2..n
Ll .. ) ‘

Wobee (19) mamy  aab=a,b =ay, dla ¢=1,2,...,n. Elemen-
towi ab grupy G odpowiada wiee podsta,wmme

(ab)’ = (1 2 .. 'n)

Zki zIQ
Leez, jak wiemy (ob. Rozd.zmi XVIIL, § 2, str. 301):

(1 2. fn)(l Z..m\ (12 ..n
Toy Teg ovv Ty )\, 1y ... Z,,) - (l,,l Uiy +e lkn)'

Mamy wiee (ab)’-~a'b’, co wobee dowolnogei elementow a i b
grupy @ dowodzi, ze przyjete przyporzadkowanie ustala izomorfizm
grupy ¢ z pewng czescig zbiorn wszystkich n! podstawien dla cisgu
1,2,..,m. Udowodniliémy wiee twierdzenie 16.

Z twierdzenia 16 wynika, ze Teoria grup skoriceonych sprowadea
sig do Teorii grup podstewieh. Moina by wiee tez powiedzied, ze
Teoria grup skorcezonych jest réwnowaszna Teorii grup podstawien
(dla skorezonego ciggu elementéw).

Uogdlniajae twierdzenie 16, mozna dowieéé, ze kazda grupa
(skoriczona Jub niegkoncezona) ¢ ](‘SL izomorficzna z pewny podgrupg
grupy wazystkich przeksztalced wzajemnie jednoznacznych zbiorn G
na siebie. Wynika stad, ze grupa wszystkich przeksztalcen wza-
jemnie jednoznacznych zbioru dowolnej mocy m na siebie ma te
wlasnogé, ze¢ dla kazdej grupy mocy n<m zawiera podgrupe z nig
izomorficzng,

podstawienic b’ = (

Nie wiadomo natomiast, czy istnieje grupa przeliczalna, zawierajaca
dla Lazdej grupy przeliczalnej podgrupe z niy izomorficzng, Pp. Mazur i Ulam
twierdzg '), e udowodnili istnienie grupy przalieza.lnej abelowej, zawierajacej
Adla kazdej grupy przeliczalnej abelowej podgrupe z nia izomorficzns,.

Mozna by stad dalej wywnioskowaé, ze dla kazdego zbiorn Z
grup istnicje grupa, zawicrajgca dla kazdej grupy zbioru Z pod-
grup@ ] nisb :izomorfiozn@

) Ob b Mwur i 8. Ulam, Roernik Polskiego Towarzystwa Matema-
tyeznogo, Tom 9 (1980), str, 204,
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"~ § 14. Grupy, ktérych liczba elementéw jest liezbg
pierwszg. Ich automorfizmy. Dwie grupy izomorficzne mogy,
byé uwazane za réznigee sie tylko znakowaniem, Wobec te £0 waznym
jest pytanie, jakie grupy mozna tworzyé z danych elementéw (przy
réznych okregleniach dzialania grupy), tak by zadne dwie nie byly
izomorficzne.

Niech p bedzie liczbg pierwsza, a G grupa zlozong z p ele-
mentéw. Niech ¢ oznacza jednoéé grupy @ i as=e Jakikolwiek jej
element. W my¢l wniosku 3 z twierdzenia 13 (§10, str. 328) grupa ¢
sklada sie z poteg elementu a, od zerowej do (p—1)-e] wlacznie.

Wynika stad, ze dwie grupy, zlozone kazda z p elementéw,
gdzie p jest liczba pierwsza, s3 izomorticzne. Bo niech @, oznaczs
grupe zlozong z p elementéw i a, jej element rézny od jej jednogei
Grupa @, jest wiec utworzona z elementéw af, &y ..., aP=1. Aby ustalic
odwzorowanie izomorfiezne grup @ i @, oczywiscie wystarczy
- przyporzadkowaé elementom af%al,...,aP~! grupy & odpowiednio
elementy af,al,...,ap~! grupy @,. Mamy zatem "

Twierdzenie 17. Dwie grupy, ktdrych liceba elementéw jest
tg samq licebq pierwszq, sq izomorficzne.

Ogoélniej, dowodzi si¢ w sposéb analogiczny, ze dwic grupy
eyklicane o tej samej liczbie elementidw sa zawsze izomorficene.

W szezegélnodei, jezeli grupa @ sklada sie z p elementéw,
gdzie p jest liczba pierwsza, to grupa ¢ jest izomorficzna z grupa,
utworzong ze wszystkich pierwiastkéw P-go stopnia z jednodei,
gdzie mnozenie grupy jest zwyklym mnozeniem liczb zespolonych.
Jest ona réwniez izomorficzna z grupg utworzona zliczb 0,1,2,...,p—1,
gdzie ab oznacza reszte z dzielenia sumy liczb a i b przez p (por.
§ 12, przyklad 2, str.331).

Wniosek 1. Katda grupa skoticeona, Tidrej liceba elementiéw
jest pierwseq, jest grupq cyklicena, o zatem abelowq.

Jako inny latwy wniosek z twierdzenia 17 wyprowadzimy

Wniosek 2. Grupa, kidrej liczba elementdw P jest liczbg pierwsezq,
posiada p—2 automorfieméw, nie bedacych todsamodciq ).

1) Ogélniej, mozna okazaé, e grupa cykliczna o n elementach posiada.
@(n) — 1 automorfizméw, nie bedacych tozsamokeis (gdzie @(n) oznacza funkeje
liczbows Gauss’a; ob, Rozdzial VI, § 8, str. 95).

‘pujgceyeh tabliczek:

[§15) Grupy o 4 elementach, 337

Mozemy bowiem, dla otrzymania automorfizrm grupy @ przy-

porzgdkowad jej elementowi a==e dowolny inny jej element be,

przez co elementom a®al,... 4P~ bedy przyporzadkowane odpo-
1 . : :

‘wiednio elementy b°,b',...,57

. W szeregolnobed, grupa slosona zdwu 'élementdw nie posiada.

fz‘ddmgo automorfizmu, nie bedacego todsamodeiq.

Badanie grup skoficzonyeh, ktéryeh liczba elementéw jest
pierwizy, mozemy uwazaé w ten sposoh.za wyczerpane. Znacznie
trudniejszym jest badanie grup skotezonyeh, ktéryeh liczba ele-
mentéw jest zlozong. Najprostszym przypadkiem s3 tu grupy
4-elementowe, L ‘

§ 15. Grupy o 4 elementach. 7 4 elementéw: o (jednogé

‘g&*uPy),‘ 4, b 1 ¢ mozna utworzyé dwie grupy (abelowe) & i @,

w ktbryeh mnozenia sa okrelone odpowiednio za pomoes naste-

¢ (L!b e

6la|b]|e
eletalb)o ¢lelaldb|c
wlalble e alaleleib
b|b|cle|a b|blele]a
clele|albd cleiblale

Pierwszg z nich otrzymuje sie, przyjmujae:
6::::17 (],:::.:?;’ b.::.:’ia;::—-l i :’czz’b"sz—-—’l:,,

przy czym iloezyn elementéw grupy jest zwyklym iloczynem liczb.
Druga otrzymuje sie, przyjmujac:

0:::'.1’ Cl;:‘—'-'»"3, b-’-"-—-’5 i 01'477,

przy czym iloczyn elementéw grupy jest reszta z dzielenia zv'vykle.go
iloczynu tych elementéw przez liczbe 8. Grupa ta jest tez izoxoor-
ficzna — jak latwo sprawdzié — z gmpad’,utwqr}’z,onae z-4 funkeyj:
1. 1
i, — 5 1 —-E,
gdzie fg oznacza funkeje f(g(w)). ‘ .

Zo grupy G i Gy nie sy izomorticzne, wynika juz stad, Ae pierwsza.
zawiera clementy (a i ¢), ktéryeh kwadraty nie sg jednodeia grupy,
druga zaf takich clementéw nie zawiera. .
W. Stexpiiski. Znaady Algebry Wytsze]. 2z
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Niech teraz @ oznacza jakakolwiek grupe, zlozong z 4 elementow:
e (jednogé grupy), a, b i ¢. W mys$l wniosku 2 z twierdzenia 13
(str. 327) rzad elementéw grupy G musi byé dzielnikiem liczby 4,
a wiec jest jedng z trzech liezb 1, 2, 4.

- Jezeli istnieje w grupie @ element rzedu 4, np. a, to grupa
ta ‘jest cykliezna, a zatem izomorficzna z grupa @, (poniewas
wezystkie grupy eykliczne ztozone z 4 elementéw sg izomorficzne).

Jezeli zag w grupie @ nie ma elementu rzedu 4, to kazdy z ele-
mentéw a, b, ¢ jest rzedu 2. Mamy wigc ae=a i aa=e¢, a przeto (wo-
bec¢ twierdzenia 3) ab jest rézme od @ i od e l.ecz nie moze byé
ab="b, gdyz eb=>b, zas a=Fe. Musi wiec byé ab=-¢. Podobunie wno-
simy, ze iloczyn kazdych dwu elementéw grupy €, résnyeh mie
dzy sobg i réznyeh od jednofci grupy, jest rézny od kazdego z tycl
elementéw i od jednokei grupy, a zatem iloczyn ten jest pozostatyn
(czwartym) elementem grupy G Dla grupy G zachodzi wiee ts
sama tabliezka mnozenia, co dla grupy Gy: grupy te sa wiee izo-
morficzne.

Dowiedlismy tym sposobem, ze kazda grupa losona = 4 ele-
mentow fjest izomorficena badé = grupa Gy, badé 2 grupg G,

W obrebie grup zlozonych z 4 elementéw mozna wiee utworzyé
dwie i tylko dwie grupy, ktére nie sg izomorficzne. _

Co do automorfizméw w grupach zlozonych z 4 elementéw,
to dla grupy @, otrzymamy przeksztalcenie automorficzne, zaste-
Pujac wzajemnie przez siebie elementy a i ¢, przy czym jest to jedyne
przeksztalcenie antomorficzne grupy G, nie bedgee tozsamodciowym.
Dla grupy za$ @, otrzymamy automortizmy, dokonujac dowolnej
permutacii -elemernitéw a, b, . Mamy wiec dla tej grupy 5 réimych
automorfizméw, nie bedacych toisamoscig.

Grupa G; ma jedng tylko podgrupe rding od niej i nie jedno-
stkows, mianowicie podgrupe zlozong z elementéw ei b, zad grupa @,
ma 3 takie pedgrupy (mianowicie podgrupy zlozene z elementéw
eia,eiborazei e, ‘ ‘

-~ § 16. Grupy o 6'i wigcej elementach. Poniewas kazda
grupa zlozona z 4 elementéw jest abelowa, wiec na, mocy wniosku 3
z twierdzenia 13 (str. 328), w mysl ktérego kazda grupa, ktérej liczba
elementéw jest pierwsza, jest grupg cykliczny, a wigc abelows, stwiex-
dzamy, e katda grupa majaca mwiej wiz 6 elementdw jest abelowq.
' Inacze] jest jednak dla grup ztozonych z 6 elementéw. Tutaj
Juz grapa wszystkich 316 podstawien dla ciggu 1, 2, 8 nie jest
abelowa.

(5161 Grupy o 6 iwitce] oferhontael. 359
Proyjmuige: , y : ,
‘ N = 1 2 3 awli 1123 ", ]1‘:(‘2" 31( ', -

bt Tli2s) "Tlagq) l’,‘m(ﬁ 1 2)’ .

o 123 123 . j1a2g

! : ‘"“"‘(1‘3 2)’ d““"(i‘a 1"31)‘? | “f‘""(a”z 1)’”
otwzymamy nastepujacy tabliczke mmozenia:
Jelalblelalf]

5 ¢lelaldlela]f]
ala|bleiflelal
blblelald)f|e
cleld|f alb
dld|fle|blela
flileldla|ble

~ Mamy tu ac-f i ca=d, zatem acs=ca. Grupa nie jest wiec
abelowa. - S S
Mamy tu ter (ca)l=d¥=6 i Pa?=eb=b, zatem (¢a)- c¥a?,
o) Whidr wezystkieh rozvigzah  ¥6WnAmis: @R e SKIAAE iste tu
(jak wekazuje tabliczka) z elememtéw 6, 0; @i 'f y; masteTry: nde: bworzy
grupy, gdyz od==a (pox. § 6, przykiad 4 str.317). Natomist zbibr
lowadratéw wezystkich elementéw grupy tworzy jej podgrupe {(zto-
2ong z elementéw ¢, @ i b). Lecz zbi6r smesciaméw' wazystkich ele-
mentéw grupy nie tworzy juz podgrupy, gdyz e*=a*=b3=e, ®=¢,
B=d i B f, ale ed--a. ‘ ’
Mamy tu datej: SRR

bef==df ==a, fob=ab=e, ‘bfe=cc=e, cbf=ff=s,

& 2e a®=bs¢, wige element bef jest innego rzedu iz Kazdy z ele-
mentéw foby Bfe i obf 1) (por. §8, str. 328). e .

- Tstnieje tes ocxywidele grupa abélowa ‘zlozoma z 6 eleinen-:
6w, np. grupa (cyklicana) wszystkieh pierwidstkéw 6-go stoptia
Z jednoei. C ‘

Mozna okazad, zc katda grupa elodona z 6 clementéw jest izomor-
ficena 2 jednag 2 tyoh dwu grwp. ’

Y Ob, L. Bauwmgartner, Grippentieors,  Sammlmty Gdschén 1921,
str. 89, zudanio L1, :

2%
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Mozna dalej okazaé, ze wiréd grup' utworzonych z [8 elementéw
istnieje b nie izomorficznych miedzy sobg i takich, ze kazda grupa.
utworzona z 8 elementéw jest izomorficzna z jedng z nich; gpodréd
tych pieciu grup 3 sg abelowe.

Z 9 elementéw mozna utworzyé tylko 2 grupy [nie izomor-
ficzne miedzy soba; obie sg abelowe.,

Z 10 elementéw mozna utworzyé réwniez tylko dwie grupy:
jedna abelowg, drugg nie abelows. '

Z 12 elementéw mozna utworzyé az 5 grup, z nich 2 abelowe.

Nastgpujaca tablica ') podaje ilogé gn grup nie izomorfieznych
miedzy sobg, jakie mozna utworzyé z n elementéw dla n< 32:

n| 2 38 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
g 1 1 2 1 2 1 '35 2 2 1 5 1 2 1 14

n|17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31
/1 5 1 B 2 2 1 15 2 2 5 4 1 4 1]

Z przeliczalnej mnogosei elementéw mozna utworzyé nieprze-
liczalnie wiele (mianowicie continuum) grup abelowych i tylez nie
abelowych, z ktérych zadne dwie nie sg izomorficzne.

§ 17, Homomorfizm. Endomortizm. Niech teraz kazdemu
elementowi g grupy @ przyporzadkowany bedzie pewien element fa)
grapy ‘G; w sposéb jednoznaczny (ale niekoniecznie Wwzajemnie
jednoznaezny; t. j. réznym elementom grupy ¢ moze odpowiadaé
Jeden:ten 'sam element grupy @), a przy tym taki, Ze wzér

(20) o ab=¢
dla elementéw grupy G pocigga za soba zawsze wzér
(21) ‘ H@)f(d) =f(c)

dla elementéw grupy @,. :

Okazemy, ze zbiér f(@) wszystkich elementéw flx) grupy G,
przyporzagdkowanych w ten sposéb elementom x grupy @, tworzy
girppgﬁ‘(podgrgpg gi*upy Gy, mogaca byé réwng G,).
© Istotnie, jezeli a, i b, sg elementami zbioru (@), to w mysl
okreslenia tego zbioru istnieja takie elementy a i b grupy @, ze:

(22) wm=fa) 1 by=f(b).
oo 1) Ob. W, Burnside, The Theory of Groups of Finite Order, Wydanie 2-8,
Cambridge 1911, str, 160 i 145-146.

w2
i

(517] Homomortizm, Endomorfizm. 341

Niech ¢==ab. Jest to wiec ‘element grupy @ i bedziemy mieli
wzbr (20), ktéry —jak zatozyliémy —pociaga zs, sobg Wzér (21) ez¥li
wobec (22) wzér: o - -

“11’1;‘#(0)7 ,

gdzie f(¢) jest elementem zbiorw {(6), gdyz ¢ jest elementern zbioru @.
Dowiedlismy wige, ze jezeli a; 1 b, nalezs, do (@), to i a:b, nalezy
do f(&). ‘

- Niech dalej e oznacza jednogé grupy @ i niech e =f(e). Wobee.
eo=¢ mamy dla a=b=o=e wiér (20), zatem tez i wzér (21) ezyli
wzlr €6, =€y, ktéry —jak wiemy z twierdzenia 3 (str. 312) — dowb-
dzi, 26 ¢, jest jednofeiy grupy Gy. Element f(e)=e, Jest wiee jed-
nofeig grupy Gy. S SR

Niech teraz a, oznacza jakikolwiek element zbioru f(G).: ‘Istnieje
wige taki element o grupy @, iz a,= f(@). Niech aj=f(a~1). Jest to
réwniez element zbioru (&), przy czym na mocy okreflenia odpo-
wiedniogei f mamy: ‘

asd} = H(a)f(a—) =f(aa—) = fle) m er;

na mocy twierdzenia 2 (str. 311) dowodzi to, ze af=a—1 Zbiér f(&)
zawiera zatem dla kazdego ze swych elementéw element odwrotny.
Tak wiee dowiedliémy, ze 'zbiér f(@) spehnia warunki-@)si (ii)
twierdzenia 5 (str. 315), a przeto na mocy ‘tego twierdzenia jest:on
grupg, ¢. b. d. o. ‘
Grupe f(@) nazywamy homomorficeng z grupa @, a przypo-
rzgdkowanie f homomorfiemem 1), .
Szezegblnym przypadkiem homomorfizmu jest izomorfizm, mia-
nowicie gdy f(a) jest odwzorowaniem wzajemnie jednoznacznym.
Odwzorowanie homomorficzne grupy na jej czedé nazywamy
endomorfizmem. ‘ o
Podgrupa dowolnej grupy G, utworzona z jednego tylko ele-
mentu, mianowicie z jednogei ¢ grupy @, jest homomorficzna z do
wolng grupy @. . SRR
Aby otrzymaé ten homomorfizm, wystarczy przyjaé fla)=e,
dla kazdego elementu o grupy G-

) Niektdray antorzy nazywajg homomorfizm izomorfizmem meriedrycanym
ozyli czpdoiowym (lub wiclostopniowym), zad lizomorfizm w naszym znaczeniu
omortismem holoedryezngym czyli calkowitym (lub jednostopniowym).

A
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-y Dig grnpy abelowej latiwo. gtrzymac. endomontizm, misnowicie
przez. odwzorpwanie f(a)=4¢%; lub ogélniej. fla)== w“f @dm k- jest
dang liczbg catkowita.

Dla grup nie abelowych moze. tak nie by¢, nawet Jemh 1b16r
f(@) jest grupa. Np. dla grupy z 6 elementéw, badanej w § 16,
wamy (ca)? 6% Grupa ilorazowy G/H (ob. § 10, str. 328) jest ho.
momorficzna z grepe ¢ homomorfizm ten ustala, jak Iafuwo wm’lzwé
funkeja (@) =2H.

Twierdzewie 18, Dla kasdej grupy I, homomorfwzm; 2 ol(m@
grupa G, istnieje taki deielnik nar mmlny H. gmpy G, & grupa F ye{,-t
mmwfwzm % grupg GH. f

‘Dowéd,  Niech f' oznabéza ®praeksztaleenie h%omomorfmm
grupy @ na grupe I'i niech ¢ oznacza jednodé grupy @.. Ounaczmy
pizez H zbidr wezystkich tych elementéw h grupy &, dla ktoryol

$hY = §(6). Jalk l:a,two s@rawd%é, E bedzie dﬁmel“mku,m nmmalnyrr
grupy G

Przyporzadklljmy tela,y kazdemu elementowi o grupy I" ele-
ment grupy G/H, bedacy zbiorem wazygtkich elementéw grupy @
‘postaci ah, gdzie h nalezy do H i gdzie a jest takim elementem
grupy. G, i f(a)=a. Mozna dowiegé z tatwoseia, ze Przyporzadico-
wanie to ~ustala izomortizm m;@dzy grupami I7 i GIH. :

'§ 18.  Grupy 'pedstawiesn; nie zmienia]qcych "wie‘lo&‘
midny v pmienmyeh: ' Jezeli f(aym,,...,2,) jést: wielomidne
(lub ogélniej, funkecjg) n zmiennych @,a,,...,,, to wizystkie pod-
stawienia zamiast eiagw ay,®sy...,4, takiej permutaeji zaiennych,
po ktérej dokonaniu f nie ulega zmianie dla Zadnego ukladu
warbogei zm@nnych (ezyli WQ&L&JQ tym. samym wielomianem),

bworzy grupe, .
J ezeh bowiem toyﬁamosclowo

23)
to z (23) wynika tozsamosc:

f(mhmz’ :mn)—ﬂmal’wtw zwu,,)a

f(‘p;x@z; ‘e e:mu) !(”@p» Py 2ee )%,,)

f(mﬂi’mﬁzy wﬁ,‘) f(wﬁalzmﬂaz’ mﬁan)y
schl wohec (de&) znajdujemy toasa;mo&é

' 17y B == Fl gy 385,300 B, )

4

[§18] Grupy podstuwied, ne amioniajapyeh wiclominnu, 343

Zatem iloczyn dwu podstawies ‘nie . zmieniajacych f rownlez
nie zmienia f, skad wnosimy na moey twierdzenia 6 (str. 316), 1
podstawienia nie zmieniajgce f: tworza, grupe. ' A

Jezeli funkeja f jest symetryesna wzgledem zmlennych
Wy ey ®ny B0 — jak wiemy z okreglenis (ob. Rozdzial IX, § 1,
str, 187) - nie ulegnie ona zmighie brzy zadnym z ‘nl podsmmeﬁ
(w obrebie permutacyj ciagu ay,a,,... wn,)

7% tego wzgledu grupa Wszystkmh nl podsmwmﬁ nazywa sie
grupa SYmetryorng. ,

Dla
k .
” ” (wk”"l‘l

grupg wszystkich ]mdﬁta,wwﬁ nie znuuua,,m(ych f jest, oczyw1éele,

grupa wezystkich «l/2 podsmwwﬁ bedsgcyeh 1loczynam1 parzystej
Tiézby trauspozyeyi. ! ool

Nazywamy ja grupg napreemienng, ‘gdyz funkeja f zmienia
znak prey kazdej transpozycji- zmlennyeh

Dla

f(wl, wm ,03,,

¢ g

i

J (01, @, 23 ) == 0 - g0y

mozemy oczywiseic, nie zmieniajae f, zamiagt permutacji 1 2.3 4
wskc»/mkow przy zmienmych, brad 1)01mutac]e

1243, 2134, 2143, 3412, 4813, " 3421, "4321

itylko te permutacje. Grupa podstawien nie mmemagswyeh ¥ siklada,

sig tu wige z 8 podstawien (wliczajge aezywikcie i podstameme
tozsamodciowe),

- Udowodnimy teraz - 1. - ‘ :

Twierdzenie 19, Dig kazdey ﬁodgmpy**@ grupy wszystkmoh nl
podstawiens (dokonywamych ne clagu vy, wy)...\0,) istniecje wiclomiah n
emiennyoh f(@y,0y...,w,); Ttéry (e sadmego whladu wartodci tyoh
emiennych) mie emienia swej wartodei prey podstawieniach nalesqoych
do G i tyllo pray takich podstawieniach.

Dowdd. Jezeli W jest ier1.110mi&nem:

'rl '”2 mS 11’

(25) LR )

& 8 podstawieniem: o . ’ .

Mﬁ) H—W—( 1 2 Bt n) C P
nly. ‘ .

a1 QQ e @
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to przéz W bedziemy oznaczali je’dnomiam:

'(27) WS :W( 7wc¢23 wan) - ulwtz’tzng 2,

~ Niech 8;=1, Sy 8 ..., Sm beda wezystkimi podstawie-
niami tworzacymi grupe @ i niech:

(28) [(@13 @y ey ®n) =W+ Wy + oo - W, 0
’ Dla § danego wzorem (26) oznaczmy przez fs funkeje:

{29) fs=F(®ass Begy e s ar,)-
Jezeli podstawienie § nalezy do grupy G, to ciag podstawien
8,8, 8o8, wvry Sl

bedzie si¢ réznil co najwyzej porzadkiem wyrazéw od ciggu
84,8500, 80, skad wnosimy, ze:

(30) Wes+Weps+ oo +Ws, 5=We, +Wg, ...+ Wg,
a zatem wobec (28), (26), (27) i (29):
(31) fs=f

dla kazdego podstawienia § na,lezacego do grupy G oraz dla kazdego
ukladu wartogei Lyy Loy ueey L.

Okazemy teraz, ze jezeli 8 jest podstawieniem nie nalezacym
do grupy @&, to réwnosé (31) nie moze zachodzié tozsamogeiowo
wzgledem @,,%,,...,%p.

Istotnie przypudémy, ze dla podstawienia (26) mamy réw-
no§é (31) tozsamodciowo wzgledem a,@,,...,,. Wobec (29), (28)
i (27) bedziemy wiec mieli réwnodé (30) tozsamogeiowo wgzledem
Byy Loy ey @ Lz, jak wiemy z twierdzenia 4, skoro § jest pod-
stawieniem. nie nalezagcym do grupy @, to wszystkie podstawienia:

(32) 8y 8 ey Bmy 88, 8.8, .., S8

83 réine, a wiec przeksztateaja permutacje 1 2...» na same réine
permutacje. Wobee (27) wynika stad, ze wezystkie 2m jednomiandw
wystepujacych po lewej i po prawej stronie réwnodei (31) sy rdézne.
R6wnogé (31) nie moze wiec zachodzié tozsamogeiowo, gdyz np.
pierwszym skladnikiem jej lewej strony jest mﬂlwﬁz...m{;", a gkladnika
takiego po prawej stronie nie ma.

(§18] aeupy podstawien, nie mnieniaj@cych ‘wielomianu. 345

Przypuszezenie, ze mamy tozsamogeiowo (wzgledem zmiennych
85,009y, @) T6WDOSE (31) dla pewnego podstawienia § nie nalezacego
do grupy @, prowadzi wiee do sprzecznoéel Zatem twierdzenie 19

 gogtato udowodnione.

W szezegdlnosel, jezeli grupa @ sklada sie z samego tylko
pOdSt“le(‘nla; tozsamogciowego, to wzér (28) daje wobee (25):

H@,y @y .0y, =Wy =W=2a..an

Jednomian w308 ... a1 zm.ienialwi@c swojg wartodé (przynajmniej
dla pewnego ukladu wartosei zmiennych @y,a,,...,4,) przy kazdej
z n! permutacyj zmiennych.

Te¢ samg wlasnosé posiada tez wyrazenie liniowe:

w1 ‘"'|“' 2(D9 "i"‘ 3% "}‘ or "I” nm".

Miedzy wielomianami a grupami podstawien istnieje wiec tego
rodzaju zwigzek, ze kazdemu wielomianowi n zmiennych odpowiada
oznaczona w zupelnosci grupa. podstawien, (przy. ktéryeh i tylko
przy ktéryeh wielomian ten nie zmienia swej wartodci dla zadnego
ukladu wartofei zmiennych), zag kazdej grupie podstawiett dla liezb
ciggu 1,2,...,n odpowiada pewien (nie pusty) zbiér wielomianéw n
zmiennych (ktére przy podstawieniach tej grupy i tylko przy tych
podstawieniach nie zmieniajy swej wartofei dla zadnego ukladu
wartofci zmiennych).

Niech teraz f(wy,®g,...,2,) bedzie wielomianem n zmiennych, a G
odpowiadajgce mu grupa, zlozong z podstawienr S;=1, 8, ..., Sm.
Mamy wiee tozsamodeiowo wagledem @y,2,,...,2,:

(33) fsl "":fsg:""mfsm'

Niech dalej 8 bedzie podstawieniem nie nalezacym do grupy. G.
Wobec (33) bedzie tozsamodciowo wzgledem oy,%s,..., 2, ‘
(34) [fss=Fsys = .. =Fs,s-

Leez w myél okreflenia grupy & nie bedzie tozsamodeiowo
(wazgledem @y, g, ..., 2,) fs=F, ezyli nie bedzie fs=Fss. Wifelom.lany (.3'4)
8 wiee rézme od wielomianéw (83). Jezeli 2m<n! i jezeli T ]egt
podstawieniem réznym od kazdego z podstawien (32), to podobnie
anajdziemy tozsamosé::

(35) fsl_f/v s ;fﬂzr S, .y ::;:fsmrlv,
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przy ezym wielomiany (35) beda réme od wiclomiandw (33), jakotes
od wielomiandw. (34). Gdyby bowiem. bylo f,g‘T fss czyli fre==fg,
to mielibydmy stad f=f s = [ g~y ZabeM T8t na.lcmloby do &,
czyli przy pewnym k z ciggu 1,2,..,m byloby T8 = Sy skad
I'=8,8, whrew zalozeniu co.do T. A

Rozumujge w ten spogéb dalej az do wyczerpania wszystkich n!
podstawien, dojdziemy do wniosku, ze wielomian (1, @y ey )
bedzie przy wszystkich n! permutacjach zmiennych Wyy Ly vy Ly
dawat n!/m réznych wielomiandw.

Wiec np. jednomian w3} ..o, jakotez wielomian:
-2y - Bg - ..o - My,

(ktorego grupa sklada sie, Jak wiemy, ; jednego tylko elementu,
skgd m==1), daje przy wszystkich n! permutacjach zmicnnych same
rozpe Wlelommny

1

§19. Grupa Galois danego r(iwnania. Mozeray te/ badaé,
dla jakich podstawied (w ciagu a,, By .ty @n) Wartodé danoego ww]o-
mianu f(%y,y...,4,) lub ogdlniej, danej funkeji, nie ulegnie zmianie
dla. damych lieeh ws,uwy,...,w,. Zbiér wszystkich takich podh(@wmﬂ
moze jednak nie tworzyé grupy.

Niech np. & oznacza p1erw1astek plerwoﬁny 5-go stopnia z jed-
nodei i niech: S : :
H,, mz,%,'r m) =) — 03, .

" Dla w,-rsf (gdzw 7—1 2 3,4,5) wartogé funkeji f Jost OWDE,
et —e?=0 i nie ulega zmianie przy podstawieniu:

234
S= 1 345
23451
(edy (o 2,w5, 150 ) =y — 3, =8 — %= 0), ani tez przy podsta-
wieniu: ,
(12345
[EN TS R - 31521

(gzﬂyz f(%,w4,m mg,a%) = W3 =12 617 o O) m-é ulega zmianie przy
podstawieniu: - )
! ., 2345\
Slvz.w( 591 3),
gdyz flz, 2, Ty @) = W} — Ly == 18 g g(7, —g)==0.

[§19] Grupa Galois, 347

Natomiast dla kazdego ukladu danych liezb By Byy o vey By ETUPY
12..n

O3 Qg vue Qp

wlasnodé, ze jezeli dla jakiejkolwiek funkeji (lub wielomianu) § zmien-
nych @y, ..., &, zachodzi pray danyeh wartogeiach tych zmiennych

ré6wnogé:

(36) f(wlﬁmm "-7‘73") = 0,

to zachodzi tez pray nich réwnogé:

bedzie zbidr wszystkich podstawien §— ( , majacych te

(37) 2P ﬁ(mﬁkﬁwmgﬂ-g, :Ean):z:@, FoPe el
. o (12
“Jezeli bowiemy 1= /5’ p ;3 jost 150dsfanemm mm ze
1 Pg e Pf
akoro dla m]{ fejd funkeji g mamy mzy. (Lmych w&ltoma,ch mn %’ e mm
(38) l !](m1,$2,...,m,,) :?::0’
to mamy tes: ‘ e
(39) h.(](w‘ﬁumﬁz)'«“;fpﬂ,;) =0,
to dla P o
. €40) (/(11,'62, tu) f(tc‘l’t'“l” tdn)

hedziemy mieli wobec (87) rownoéé (38), poeia;_ga,jggq@: iza,sob&.
rownosé (39), czyli wobee (40) réwnoéé sty oaden

(41) CONL R awﬂa)*“o?ﬂ S

Rdownodé (36) pocigga wiee za soby réwnoéé (41), €0 dawodm
e podstawienie §7' nalesy do omawianego zbioru: po@"ﬁs@&wwny ktOl‘Y
zabem jest grupa. frotew :

W azeregdlnodei; J(‘Z(:‘]J lxczby wl,ww oy By B8 Wuystkimzt pier+
wiagtkami réwnania f(#)=0, to tak ekreflong grupe podstawueﬁ
naw'yvs amy grupg Galois tego réwnam&
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