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ROZDZIAYL XVIII
PODSTAWIENIA

§ 1. Podstawienia. Ich znakowanie. Podstawienia
odwrotne. Jezeli zamiast ciggu elementéw Gy Agy ..., 4, bierzemy
ciag by, bay.veybny t0 mbwimy, zoSmy dokonali podstawienia lub sub-
stytueji), ktore oznaczamy prze

Uy Qg ...ty
(1111)2...1),,).
W kazdej kolumnie dolnym elementem jest wiec ten, ktéry
ma zagtapié element gérny tejze kolumny.
Zajmiemy sie tu w szczegdlnogei podstawieniami, polegajacymi
na tym, ze zamiast danej permutacji elementéw pewnego zbioru
skonezonego bierzemy inng permutacje elementéw tegoz zbioru.

Jezeli zamiast permutacii a;a,...a, bierzemy permutacje
(g Oy oo+ ey, 60 dla uproszezenia pray  zapisywaniu podstawienia,

(dl . )
Wiy Gy« G,

bedziemy opuszezali litere o i wypisywali w obu wierszach tylko
wekazniki. Rozwazane podstawienie zapigzemy wiec profeiej:

12..n
Oy g ... Oy
' . L. [k
lub, przy stalym n, jeszeze progeiej: wf
k.

To samo podstawienie moglibydmy oczywidcie zapisaé, zmie-
niajge dowolnie porzadek kolumn, np.:

( n w1 ... 1
Uy Ul ooe Oy )

Ogolnie, dla dowolnej permutacii YiVarer liczb 1,2,...,n jest:

L2 ..n ).w ( Y1 Yo +or ¥ )
0y Uy oo Uy Uy Oy oo

i
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300 ROZDZIAEL XVIIT. Podstawienia,

Dwa podstawienia sg rdsne wtedy i tylko wtedy, jezeli jakig
element zostal zastapiony w jednym z nich przez inny element niz

w drugim.
Podstawienia:
(L2 an) {12 ..
(0‘1'“2 “n)’ <ﬁ1 Ba - 6::) «
sa wiee rézne wtedy i ty]ko Wt’edy, jezeli permutacje o a,...qa,

i p1Bs...Bn sa xOine.
W obrebie permutacyj z n. elemenLow mamy zatem n! r6z-

11yeh podstawien.
Dla kazdego podstawienia

) L2 ..n
Iy Qg «uu Op/y

.0, jest permutmcm hCLb 1,2,..

g Gy Oy oo Uy
- 12 4
L2 ...n/,

ktére tez moglibydmy napisaé w postaci:

Sy—_l ( 1 2. ’ﬂ/) .
A
. ﬁl ﬂ’ o ﬁ" b

Uy Uy vus G,
172 "‘) tak, aby elementy plu'w-

{gdzie ayay..

., 1) istnieje podstawie-
nie odwrotne: ‘

zmieniajac porzadek kolumn (1 5

szego wiersza daly ciag 1,2,...,%.

- § 2. lloczyn podstawien. Jezeli po dokonaniu podstawienia:
12 ..n

8=
Ay Uy oo iy

12 ..m
(35 0),
' ﬁl /32 /311 [
to otrzymamy z permutacji 12...n permutacje Be,fa,

mogliby$my tez otrzymadé z permumcgl 12
‘mocg jednego tylko podstawienia; i

Py e

dokonamy podstawienias:.

v Bay, ktora
... bezposrednio za po-

icm

[§2] Tloczyn podstawich, 301.

Podstawienic P unazywamy iloceynem podstawienia § przez
podstawienie T i piszemy:

T ),
Jegt wiee:

(1, 2 n )( 12 n)( L2 n \)
(hy Uy «ve thy ﬂ] By . ﬁn ﬂul ﬂaz ﬁan .

Podobnie:
(1. 2.Ln )(l d. 'n,) ( L2 .. n)
By By oon Buf\uty ag ... Ly gy Ugy -on Up, .

Toczyn podstawienl na ogdl nie jest przemienny, np.:

ERNEENIEE RN EEINNTE
on iflse ) lers) 2 dsuiflas 1 13

2 3\ . L2 . .
Dla & (1‘ ) 5) 1A (] ;) mamy wiee 87 == T 8. Natomiast:

231 321
iloezyn podstawien jest facemy, mianowicie dla:

A 1) 2 .. 12..n'
Nw(l' n )7 7 (1 n)} U::(l n)
(y (hy ouv (Ly Bi By - Ba Y1 Vg < Vn
mamy zawsze:

L2 ...%0 >(1 ] --'“>,.,< 1 2 .. )
By Bay o Bog) \P1 V2 oo Vol \Vpy Vit -+ Vo )s

S(1T) (1,2 ...n)(l 2o az) < 1 2 n)
N =
) Ay g vor Uy yﬂi 7/[32 iee yﬂ" yﬂ“l yﬂaz .ee '))ﬂ“ ’

n

(NT)U (

zatem
(81U == 8(T'T).

Oba te iloczyny oznaczamy poprostu przez STU.

Podobnie postepujemy dla dowolnej skofczonej liczby czyn-
nikow,

1y Nicktiorzy autorsy piszy tu ezymniki § i T w odwrotnym porzadku, po-
dobnie jak pray superpozyeji funkeyj. Pochodsi to rtad, e operator § moina trak-

towad jako funkejo permutaeji, mianowicio:
N()ll Yo 1ne 9ln) o

(7“] y“'& A "q‘”)-
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302 ROZDZIAL XVIIL. Podstawionia.

Lloczyn k czynnikéw, z ktérych kazdy jest tym samym pod-
stawieniem 8, oznaczamy przez S* Nyp.:

12 .2\ 1 2 .. n )
Oy Uy oo Uy Ogy Gy vov Uy, /o

Dla dowolnych naturalnych % i 7 mamy ociywiscie:
Qe = 18k == S+l | (SR == QH,

L2...n

Podstawienie tozsamodciowe S":(l 9

) ma oczywidcie te
wlasnodé, ze dla kazdego podstawienia § jest:
S8 ==88,=48.

Podstawienie §, zachowuje si¢ wiee przy mnozeniu podstawien
tak, jak 1 przy mnozeniu liczb. Umawiamy sie przeto ommaczaé §
poprostu przez 1: ‘

L2 ..n
; =1.
12..n

o Jezeli § oznacza podstawienie odwrotne do podstawienia S,
to oczywidcie:
S8 =87 =1,

Z twierdzenia, ze kazda permutacja ciggu liezb 1,2,...,n moze byé otrzymana
z kazdej innej przez stosowanie skoficzong liczbe razy transpozyeyj dwu sy-

siednich elementéw (ob. Rozdziat I, § 3, tw. 1, str. 4), wynika z Tatwodeiy, e kazda .

permutacja ciagu 1,2,...,m moze byé otrzymana z permutacji 12...0 przes stoso-
wanie skoiiczong liczbe razy (w odpowiednim porzadku) dwu podstawieh: pod-
stawienia cyklicznego ( 123.n—1 n) i transpozyeji (1 23 ) Wypisujoe
T \284. w1 S 213... w.) o

\ .
te dwa podstawienia jako czynniki (w odpowiednim porzadku) skofiezony liezbe
razy, mozemy wiee otrzymaé kazde podstawicnie dla ciggu liczh 1,2,..,m.

§ 3. Przedstawienia podstawien za pomoca cykléow.

Wyrazenia analityczne podstawien. Jezeli w dan ym podsta-
. 12 ..n)\. Lo

wieniu S:(a' o " jest a;==1, to podstawienie S przeprowadza
1 g enn (U,

element a, na element Ua, TéZNY 0d ay. Jezeli réwniez Uy 71, to

podstawienie § przeprowadza element Ugy D& element (g, - POZDY

od ayio0d a,. Jezeli aaa1=(= 1, to rozumujac w ten sposdh dalej, otrzy-

') Por. mojy uwage w artykule Sophie Piecard, Fundaments Mathema-
ticae, Tom 24 (1935), str. 300. - ‘

1§31 Pracdstawienia podstawien, - 303

I‘n'ujemy weigZ nowe clementy. Nie mozemy ich jednak otrzymad
wiecej niz n (1. j. wiecej nizliczb w ciagu 1,2, ..,n). Dojdziemy zatem
wreszeie znown do elementu 1 i w fen sposéb cykl sie zamknie.
Jezeli cykl ten nie wyezerpuje wszystkich liczb 1,2,...n, to biorge
w gérnym wicrszu ktdrykolwiek (np. pierwszy) element, nie nalezacy
do ofrzymanego cyklu, mozemy dla niego utworzyé nowy cykl
ﬁlap}i”aﬂ"H i t.d., az wy'(.'-zerpiemy (za pomocy skoﬁ.czonej liczby
eykléw) wazystkie liczhy 1,2, ..n,
Cykl daje t.zw. podstawienie eyklicene:

(m By oo P /f/e)
ﬁE ﬂ{] e ﬂle ﬁl 1]

gdzie kazdy wyraz gérnego ciggu fy, Ba,..., fi zostal zastgpiony przez
nasbepny wyraz tego ciggu, zad jego ostatni wyraz — przez wyraz

pierwszy .
Podstawicenic 1o oznaczamy krécej praez

(B1Ba-Bi)

(t.j. opuszezamy dolny wiersz).

Jezeli podstawienie cykliczne dotyezy nie wazystkich elementéw
permutacji 1 2.0 (6. jezeli k<n), to znaczy, e pozostale zostaly
zagtgpione kazdy sam przez siebie (t.j. nie ulegly zmianie). Z po-
wyzszego wynika

Twierdzenie 1, Kagde podstawienic moze byé preedstawione
jako iloczyn  (skodiczone] Vieaby) podstawien cyklicenych, dotyezqeych
samyceh réznyeh elementdw.

W szezegdlnodel transposyeja (Por. Rozdziat I, § 3, str. 3) jest
na moey swego okreslenia eyklem atozonym 2z dww elementdw.

Jak wienmy z Rozdziadu I, § 4, kazde podstawienie jest iloczynem
samych tylko transpozycyj, niekoniecznie jednak dotyezaeych sa-
mych réznych elementoéw. Wynika to tez z twierdzenia 11 z uwag.l.,
ze kazde podstawienic eyklicame jest doceynem samych transpozyeyi;
istotnie:

(12 o Rys= (1 2)(1 38) ... (1 k).

L2 ...n
N
(hy thy «ve Uy

W podstawicnin
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304 ROZDZIAL XVIIL. Podstawienia.

@ jest funkejg zmiennej &, okveglong dla k=1,2,...,n. Funkcje te
mozna przedstawié zawsze w postaci wielomianu zmiennej % co naj-
wyzej (n—1)-go stopnia, a to na podstawie wzoru interpolacyjnego
Lagrange’a (ob. Rozdzial VIII, § 12, tw. 22, str. 130). Mamy tu bo-
wiem dla szukanego wielomianu warunki f(k)=«, dla k=1,2,...,n.

PRZYKLADY:
123456\ oy o (L2348 _
1. (_1 o1 ))m (143)(265), = (2 Lasa)m2e0),

3 1

<

2345 T Y n L K2 210
= (1852 D=(123LH*=(L3)ELH(LH 2

w

Bo(L 23 4 Bt

=

9ok
=

L(123
123
6. (3 67

-1

L

Lo
ot
-1
s3]
[
I

o =
Lo
(WA
128
ot §
=
-3
== == B

23061 ‘
9. (213)=(1L23)(1L2 8)7 10, (12 3)=(1 2)(& b)(4 5) (1 3),

11. Dla 1,a,b,¢,d réinych jest (abe)=(1da)(1bec)(lad), lecz
dla d==b byloby to falszywe.

12345678
2 T

12. Mamy:
(12 .. a)2=(13..n—1)(2 4 ..n) da n parzystyeh,
(12 ..n2=(13 .. 2n24.. n—1) da n nieparzystych.

§ 4. Podstawienia' w ciagu nieskonczonym lieczb na-
turalnyeh. Rozwazaliémy dotad podstawienia w ciagu skonezo-
nym elementéw. Mozna tez badaé podstawienia w zbiorach nie-
skoficzonych, innymi stowy przeksztalcenia wzajemnie jednoznaczne
tych zbioréw na same siebie. W szczegdélnodei, mozna badaé podsta-
wienia w ciggu wszystkich liczb naturalnych:

2 3.
ty Oy Oy von).

[§4] Podstawienta w eingu nieskofczonym. 305

W podstawieniu tym ayayaq... jest permutaciq ciggu wieskon-
oronego 1 2 3 ..., t.j. ciagiem réznigeym sie od niego co najwyzej po-
rzgdkiem wyrazéw czyli ciggiem zawierajacym raz i tylko raz kazda
liczbe naturalng. '

Jak wiadomo z Teorii mnogosei, podstawier takich jest conti-
nuum. Niektére wlasnogei podstawieri skoticzonych ulegaja zmianie
przy przejéciu do podstawien dla zbioréw niegkoniezonych.

Podstawieniani w eiggu nieskoficzonym liczb naturalnych zajmowali sie
pp. Sehreier i Ulam?). Badali oni m. in. rozkiady takich podstawien na cykle
(skoficzone oraz nieskofczone typu o* 4 w) i dowiedli, se dla permutacy;j ‘nie-
gkoniezonych nie da sie ustalié Pojecie permutacyj »parzystyche, t.j.,ie zbior
wazystkich podstawien dla ciggu 1,2, 3,... nie da #ig podzielié na dwie klasy
4 i B w ten sposoh, aby iloozyn katdych dwéeh podstawier tej samej klagy
nalezal do 4, zad réinych klay do B. Fakt ten ma pewre zastosowanie w To-
pologiis), e . Cor e :

W Rozdziale XIX (§ 1, praykdad 17, str. 309) okazemy, ze
zbidr wszystkich podstawien w obrgbie dowolnego danego zbioru
elementéw tworzy t.zw. grupe. W ten sposéb z ogblnych wiasnosci
grup beds w szczegélnogei wynikaly rézne wiasnodei podstawieti.
Dlatego tez nie dowodzimy ‘tu tych wiasnosei gpecjalnie dla pod-

‘stawier.

1) J. Schreier i §, Ulam, Studia Mathematica, Tom 4 (1983), str. 135.
2) Ob, tamze, str. 139.

W, Sierpitieki, Zasady Algebry Wyisue). 20
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