"ROZDZIAL XVII
OGOLNA TEORIA DZIALAN

§ 1. Ogélna definicja dzialania. Przyklady. Niech Z
oznacza jakikolwiek zbiér przedmiotéw, np. pewien zbidr liczh,
pewien zbidr wielomiandw, pewien zbidr figur geometrycznych na
plaszezyZnie.

_ Przedmioty, tworzace zbiér Z, nazywaja sie jego elementami,

Jezeli kazdej parze uporzadkowane] a,b elementéw zbioru Z

& .
(réznych lub jednakowych) zostal przyporzadkowany pewien ele-
ment ¢ (nalezgey do zbioru Z lub nie; r6zny od @ i b lub nie), to pray-
porzadkowanie takie nazywamy deiataniem okreslonym w zbiorze Z.

Jezeli jako znaku tego dzialania uzyjemy O, to przyporzgd-
kowanie elementu ¢ parze uporzgdkowanej a,b elementéw zbioru Z
zapisujemy w postaci: '

aQb=ec.

- Gdyby w zbiorze Z bylo okreflone jeszcze inne dzialanie, to
trzeba byloby dla niego uzyé innego znaku, np. ©.

- Dwa dziatania, O i ©, okre$lone w zbiorze Z, uwazamy za
réwne wtedy i tylko wtedy, jezeli dla kazdej pary (réznych lub nie)
elementéw a,b zbioru Z mamy:

aQOb=a(®hb.

Jezeli dla kazdej pary a,b elementéw zbioru Z aOb jest elemen-
tem zbioru Z, to méwimy, ze dzialanie O jest wykonalne w zbiorze Z.

PRZYKLADY. 1. W zbiorze wszystkich liczb naturalnych jest
okre§lone i wykonalne dodawanie i mnozenie. W fymze zbiorze
okreglone i wykonalne jest tez potegowanie.

Niech np. aOb oznacza ab. Bedzie tu wiec 2(Q3=23=8§
i 302=32=9; widzimy, ze 203+302.

Wynik dziatania zalezy wiee wogéle od porzadku elementéw
W parze a,b: dlatego tez, méwiac o parze a,b, uzyli§my przymiot-
nika ,uporzadkowana“.
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[§2]

Tabliczka: dziatania, 281.

Odejrr}owanie i dzielenie s3 wprawdzie dzialaniami okreglo-
nymi w zbiorze liczb naturalnych, ale nie 83 W tym zbiorze wyko-
nalne, gdyz np. 2—3 i 2:3 nie nalezg do zbioru liezb naturalnych.

2. Okreflmy w zbiorze zlozonym z czterech liczb naturalnych
1, 2, 3, 4 dziatanie O, rozumiejac przez a Ob reszte z dzielenia ilo-
czynu liezb @ i b przez 5. Jak latwo dostrzee, dzialanie to jest wyko-
nalne w rozwazanym zbiorze. W szezegblnosei bedzie tu 303 =4,
203=11403=2.

3. W zbiorze wszystkich wielomianéw o wspétezynnikach cal-

- kowitych okreflone i wykonalne s3 dodawanie i mnozenie wielo-

miandéw.

4. Niech Z oznacza zbiér wszystkich zbioréw, utworzonych

" z punktéw plaszezyzny. W zbiorze Z wykonalne jest dziatanie O,

gdzie AOB oznacza sume zbioréw 4 i B, t.j. zbiér utworzony ze
wszystkich punktéw, ktére naleza do A, oraz ze wszystkich punk-
tow, ktére naleza do B. W zbiorze Z wykonalne jest tez dziala-
nie ©, gdzie 4 ©B oznacza zbiér (4—B)O(B—A4), t.j. zbi6r
utworzony ze wszystkich punktéw zbioru 4, nie nalezgeych do B,
oraz ze wszystkich punktéw zbioru B, nie nalezacych do A4.

§ 2. Tabliczka dzialania. Jezeli elementy zbioru Z, w kté-
rym jest okreslone dziatanie O, daja sie ustawié w ciag (skoxczony
lub nieskonczony) a,b,c,..., to mozemy zbudowad tabliceke dziatania
(takg jest np. tabliczka mnozenia). '

W tym celu wypisujemy elementy a,bd,¢,... jako nagléwki od-
powiednich wierszy oraz kolumn, a na skrzyzowaniu sie wiersza
0 nagléwku @ z kolumng o nagltéwku b wypisujemy wynik dziatania,
dokonanego na elementach « i b, t.j. element ¢=aOb zbioru Z.
Tablica taka wyglada wiec jak nastepuje:

a bl e d
alaQa

aQOblaQOclaOd

b|bOa|bOb[b0e|bOd

¢|eQal eOb eQe|cOd

a|d0a|d0b|d0Oec|d0d
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. Dla dziatania okreélonego w przykladzie 2 tego Rozdzialu (§ 1)
bedzie to tablica:

12[34
11112,3|4
21214113
313|131 (4(2]
4143|211}

Dla dziatania aQOb=a?
by$§my tablice nieskonczong:

1 2

w zbiorze liczb naturalnych mieli-

R R I A T A

ol 2| 4| s |16 30
S8 3 | o |27 81 | 243

4| 4 | 16 | 64 | 256 |1024

5| 5 | 25 | 125 625 (3125

§ '3. Dzialania przemienne i dzialania lgczne. Jezeli
dla kazdej pary a,b elementéw zbmru Z, w ktérym okreglone jest
dz’ra&a.me O ma,my

aOb:bOa,
t0 méwimy, ze dziatanie O jest preemienne. .

Wynik dziatania przemiennego nie zalezy wiec od porzadku
elementéw pary, na ktérej dokonywamy dzialania.

Np. dodawanie i mnozenie w zbiorze liczb naturalnych sg dzia-
laniami przemiennymi (ob. przykiad 1, § 1). Dziatania, okre$lone
w przykladach 2, 3 i 4 s3 przemienne.

Czy dzmla.me jest przemienne, czy nie, latwo rozpoznadé z jego
tabliczki. Zachodzi mianowicie

Twierdzenie 1. Na to, geby deiatamie bylo preemienne, po-
trzeba i wystarcza, by yego tabliceka byla .gymmyczna wagledem gldwne)
przekaine;.

[
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(53] Dzialahia przemiennd. i dziskania Hyezhe " 283

v Jezeli w zbiorze Z- Jesb okreélon@‘l Wykona,lne dz1a,la,me O,

to przez
: (a o b) O 0 , |
nalezy rozumieé element f=dQe¢, gdzie = aO b, zag przez
' a0 ®O0)

n@lezy rommleé element S aOg, gdz1e g= bOc
Np. J@Z@h aOb ozmacza a, (303)03=
30(303)=238"=3%, zatem (303)03#:30(303)
Rozstawienie nmwmséw gra tu wige role igtotng, nawet gdy
a=b==¢.

W szezegblnodei moze sig zdarzy¢, ze dla kazdych trzech (r6z-
nych lub nie) e]omentéw ayb,0 ZblOI"U. z mamy:

:( '53)3 =39 zag

Méwimy woéwezas, ze dziatanie O jest w zbmrze Z lqoeme.

Np. w zbiorze liczb naﬁuuralnyeh dodawame i mnozenie sg
laczne, natomiast potegowanie (jak stwierdziliSmy przed chwila)
laezne nie jest. W zbiorze liczb catkowitych odejmowanie nie jest
laczne, gdyz np. (7-—3)~—2~~2 zad 7—(3 -——2) 6

~ Jezeli dzialanie O jest Iaéczne, to zamiast (aOb) Oo p1szemy po
prostu a Qb Oe.

. Jezeli dziatanie O Jest I@czne W zbmue Z .to dla kazdych
cgterech elementéw a;b,¢,d tego zbioru mamy:.

aO[O(eQd)]=aO[(bO0)Odl=fa O (b Oo)]Od—~
=[(a0¥)06]0d=(a0)O(e0d)~ [(aOH) O Od:

l’rzy kazdym rostawieniu nawmséw W Wyrazenm aQOb OcOcl
otrzymujemy wige ten sam wynik. To tez oznaczamy g0 po prostu
przez aQbQeQd. :
" Dowodzi sie przez J.ndukcJ@, 26 w-razie tgoenosei deiatania wynik
jeyo dla dowolrej (skoa’wzoney ) lwzby elemenw'w nie zwlezy od rozsta-“
wienia nawiaséw. o

Jozeli d/‘ieblmll(* O ]est prrermenne i laéeme, to:

aQeOb= (»O(cOb)maO(bOa) =4O b0 e,
bOaO¢:=(b0a)Oe==(a0b)Oo=aQbQe¢, .
bQeOQa=(b0Qe)0a=a0b00)=a0bOe¢, .

vt . eQa0beO@Obl)=(aQb) Qe=a0bOe¢, .
eQbQa=cQbOa)= (bOa)ch(aOb)Oo“«aObOc;
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Zaten: jezeli deiatanie O jest przemienne ¢ lacene, to prey trzech
elementach wynik deiatania nie zaledy od ich porzadiku. ‘

Dowodzi sie przez indukeje, e podobnie jest przy dowolnej
{skoniczonej) liczbie elementdw. ‘

Przemiennodé i lgcznosé sa wlasnodeiami dzislania od siebie
niézaleZnymi: istnieja dziatania przemienne, ale nie laczne, jakotes
dzialania laczne, ale nie przemienne. Np. w zbiorze Z wszystkich
liezb wymiernych dziatanie O okrelone wzorem:

aOb= ﬁj);ﬁ

{t. j. $rednia arytmetyczna dwuch liczb) jest przemienne, ale nie
3 9 ' vy DT
laczne, gdyz np. (102)03:;503:;, za§ 10O203) = I.Oi;:::z.

. Natomiast w zbiorze Z wszystkich wielomianéw jednej zmien-
nej # dziatanie O okreflone wzorem:

a(x) O b(x) = a(b(x))

Jest oczywiscie Iaczne, ale nie jest przemienne, gdyz np. dlaa(z) =z+1
i b(w)=ua? mamy a(x) Ob(x)=a2+1, zak b(x) O a(x) = (w+ 1)
Przyklad dziatania lacznego, ale nie Przemiennego, otrzymamy
tez, okreflajac w zbiorze wszystkich liczb naturalnyeh mOn jako
liczbe, ktéry otrzymamy, wypisujac najprzéd kolejne eyfry liczby m,
a po nich kolejne cyfry liczby » (np. 208 =23,302 = 32,1001=101).
Mozna z latwoseia udowodnié, ze na to, aby deialanie O, okre-
Slone, wykonalne ¢ przemienne w zbiorze Z, bylo w tym zbiorze lqcene,
potrzeba i wystarcza, isby dla kagdych treech elementdw a,b,c zbioru Z
zachodzila réwnodé: ‘

(@aOb)Oe=(aQe)Ob.

CWICZENIA. 1. Dowiess, e w zakresie ljezb zegpolonych dziatanie
aOb=a+b+ab jest przemienne i taczne. Podobnie dzialanie ¢ ® b =a +b—ab.

2. W zbiorze Z (dowolnie danym) okreglone jest dzialanie O, spelniajace
nastepujace dwa warunki dla wezelkich elementéw a, b i ¢ zbioru Z:

I. a a=uq, II. (@Ob)Ce=(D0e¢)la.

Wyprowadzié stad przemiennoé i Iacznodé dziatania O 1),

1) Por. Lee Byrne, Bulletin of the American Mathiematical Society
Tom 52 (1946), str. 269-272.

[§ 4] Duindania na ghiorach skonhezonych, 285

§ 4. Dzialania na zbiorach skoficzonych. Jezeli zbiér Z
gklada sig z jednego tylko elexnentu @, t0 mozna w nim okredlié jedno
tylko wykonalne w nim dzialanie, mianowicie 4O a =g,

Jezeli zbibr Z sklada sie¢ z dwu réznych elementéw g i b,
to mozna okreglié 16 réznych dzialad w nim wykonalnych, ktérych
tabliczkami sa: L :

a,]b} o|b ’ a|b alb
alala alola a ajala
blala bla|b b|bla b|b

L. 2. 3. 4,
al bl alb a|b alb
ala bl wlalb a
bla|a bla|b blbla blb

D 6 7. 8

alb a|b alb
a|{bla @ @ a a
blala “blalb b b b

) 1.0, 11. 12.

alh alb] a b
alb|b blb o
bla|a bla|b b @ b

13. 14. 15. 16.

Z tyeh 16 dziatan przemiennymi sg tylko 1-e, 2-e, 7-e, 8-¢,
9-e, 10-e, 15-e i 16-¢, a lgcznymi tylko 1-e, 2-e, 4-e, 6-e, 7-¢, 8-,
10-e i 16-e. Przemienne i laczne jednoczegnie sg tu wiee tylko dzia-
lania 1-e, 2-8, 7-¢, 8-¢, 10-e i 16-e.

Dzialanie 9-¢ jest przemienne, ale nie jest laczne, dziatanie 4-e
jest tgezne, ale nie przemienne. ‘ '

Dla zbioru, zloZonego z n elementéw mozna okreglié—jak latwo
obliezy¢— na* réznych dziatan wykonalnych w tym zbiorze, z ktérych

wetn .
n 27 jeslt przemicnnyech.
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Wiec np. w zbiorze ztozonym z 3 elementéw istnieje. 39=19683
roznych dziatan, .z ktérych 729 jest przemiennych. :

Dzialanie okreglone w zbiorze Z i wykonalne w tym zbiorze
Jest —na mocy definieji — bym samyin, co funkecja dwuch zmiennych,
okreflona dla wartogei zmiennych nalezacych do zbioru Z i praybie-
rajgea wartosei réwnies nalesqee do Z. ‘

Zamiast ¢Ob moznaby wiec pisaé f(a,b). Przemiennogé dzia-
tania wyraza si¢ wowezas warunkiem:

1(5,a)=f(a,b)
dla wszelkich @ i b, nalezgeych do zbioru Z. Ligeznodé dziatania wy-
Taza si¢ mniej przejrzystym warunkiem:
f(f(“}b)Jc)':f(a’ﬂbac))
dla wszelkich a, b i ¢, nalezacych do Z.
§ 5. Rozdzielno$é dzialania wizgledem innego dzia-

lania. Jezeli w danym zbiorze Z 83 okreflone i wykonalne dwa dzia-
fania O i ®, to méwimy, ze dziatanie Q© jest prawostronnie rozdeielne
wzgledem deziatania O, jezeli

' (80b8)Oe=(a06)O(bO¢)
dla wszelkich a, b i ¢, nalezgcych do.zbioru Z.

Tak samo dziatanie O nazwiemy lewostronnie rozdzielnym swzgle-
dem deziglania O, jezeli

¢0(@0b)=(c0a)O(cOb)
dla wszelkich a, b i ¢ nalezgcych do Z. ‘

Jezeli dzialanie © jest przemienne i prawostronnie (lewo-
stronnie) rozdzielne wzgledem dzialania O, to jest ono tez wzgle-
dem hiego lewostron’nie (prawostronnie) rozdzielne.

Méwimy wéwezas poprostu, ze dzialanie O jest roedeielne
wzgledem dziatania O, ‘ ' ’ ‘

N ‘  Np. w'zbiorze wszystkich liezb wymiernych mnozenie jest roz-
dzielne wzgledem dodawania, gdyz jest ono przemjenne i méamy
zawsze: ‘ s _ T
(a+b) X e=(axXe)+(bxo),
natomiast dodawanie nie jest rozdzielne wzgledem mnGZenia ani
prawostronnie, ani lewostronnie, gdyz np.: :

(2X3)+4=10, za§ (2+44)x(3+4)=42,

[§ 5] Rozdzielnogé dziatania wrgledem innego dridtania. 1287

Potegowanie liczb dodatnich jest prawostronnie rozdzielne

‘wazgledem mnozenia i dzielenia, gdyz:

(able=ac-be i (a:bp=as: be,

natomiast nie jest lewostronnje rozdzielne wzgledem zadnego z tych
dziatani, gdyz np.:
. 2MBEDR.08 | 9808 92

Odejmowanie liczb nie jest rozdzielne ani prawostronnie, ani
lewostronnie wzgledem dodawania, gdyz np.:

(B41) =2 (3--2)+ (1—2) 1  2—(3+1)=(2—3)+(2—1).

Réwniez dodawanie liczb nie jest rozdzielne wzgledem odej-
mowania, gdyz np. (3-—1)425=(3-42)—(1-42).

Natomiast odejmowanie zbioréw jest rozdzielne prawostron-
nie, lecz nie lewostronnie, wzgledem dodawania zbiordéw, zad doda-
wanie zbioréw nie jest rozdzielne wzgledem ich odejmowania.

Dodawanie, a tak samo odejmowanie i mnozenie liczb, nie jest
rozdzielne wzgledem samego siebie ani lewostronnie, ani prawo-
stronnie. ' .

Natomiast dodawanie, a tak samo mmnozenie zbiordéw, jest

- rozdzielne wzgledem samego siebie (lewostronnie i prawostronnie),

a odejmowanie zbioréw jest rozdzielne wzgledem samego siebie

prawostronnie, ale nie - lewostronnie; mamy bowiem dla wszelkich
zbioréw A, B, 0 wzbr: ‘ : :
(A-~—B)-~0==(4—C)—(B-—C), ,

ale zbiory C---(4---B) i (U--A)—(C—B) mogg byé réine. .

Jak wiadomo z teorii t.zw. liczb pozaskonczonych, mnozenie

liczb porzgdkowyeh jest lewostronnie rozdzielne wzgledem dod.a-
wania, ale nie jest prawostronnie rozdzielne WZgl@dem‘doﬁg.wanla,

- gdyz np.:

(I+ Dokl o+l ol).

Gdybysmy . dla oznaczania dziatan uzywali znakowania funk-
cyjnego a wige przyjeli aQb=f(a,b) i a@b=g(a,b), to prawo-
stronna rozdgielnogé dzialania g wzgledem dziatania f wyrazitaby

" gle wzorem:

g(f(a,b),0)==Ff(g(a,¢),g(b,0)),

, zag lewostronna - wzorem:

g(e, fla, b)) = f(g(e,a); (e, b)).
1 Ob. np, méj Zarys teoris mmogodei, Wyd. 8, Warszawa 1928, str. 166,
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CWICZENIA. 1. Dowieté, ze jezeli w sbiorze wazystkich liczb rzeczywistych
przyjaé aCb=max(ab), za§ a®b=min(a,b), to kazde z dwu dziatan O i ®
jest rozdzielne wzgledem drugiego.

2. Dowiesé, ze jezeli w zbiorze wuzystkich liczb na,tum.lnyoh aOb oznacza
najwiekszy wspdlny dzielnik liczb o i b, za§ a®b najmniejsza wspdlng wielo-
krotnodé liczb a i b, to kazde z dwu dziataii O i @ jest rozdzielne wzgledem
drugiego.

Wsk.: Dow6d mozna oprzeé na éwiczenin 1, rozkladajae liczby a, bic¢ na
ezynniki pierwsze.

3. Dla wielomianéw (lub ogélniej, dla funkeyj) jednej zmiennej précz
dodawania f+¢ i mnozenia f- g, moina, okréélié tez dziatanie O, gdzie fQyg
oznacza wielomian (funkcje) h(x) = f(g(x)

Dowiedé, ze dziatanie O ]est pmwostronme, lecz nie lewosfronmc 10~
dzielne wzgledem dodawania, jakotes wzgledem mnozenia,

4. Niech Z oznacza zbiér wszystkich par uporzadkowanych (f,,7,), gdzie
f11f; sa wielcmianami (lub funkejami) dwu zmiennych » i y. W gzbiorze Z
okredlimy dzialania -+ i - przez wzory:

(Fusfa) +(
(fufa)

“(g1-gs) niech oznacza pare (hy,h

g1:92) = (fa~Ffas gl‘l‘_gz)n
“(g1592) = (11911 faga)»

zad (fi,fa) C o), gdzie:

hal®,9) = falg2(@9); G2 9)).

(%, y)=f1(gu(%: 9) ga(®: )

Dowiedé, ze dzialania 4 i - sa przemienne i laczne, ze dzialanie . jest
rozdzielne wzgledem dziatania + oraz ze dzialanie O jest taczne i prawostron-
nie (lecz nie lewostronnie) rozdzielne wzgledem kazdego z dzialah 4 i . 1), -

5. W zbiorze o dwu elementach daé przyklad dwu dzialan, z ktérych
drugie nie jest przemienne, ale jest rozdzielne wagledem pierwszego zaréwno
lewostronnie jak i prawostronnie,

0dp.: Dzialania 4 i 3 ze str. 285,

§ 6. Dzialania odwrotne. Przyklady. Niech w zbio-
rze Z okreflone bedzie dziatanie O. Jezeli dla kazdej pary uporzad-
kowanej a,b (réznych lub réwnych) elementéw zbioru Z igtnieje
dokladnie jeden taki element z zbioru Z, iz

bOw=a,

t0 méwimy, ze w zbiorze Z jest jednoznacznie wyﬁonalne prawo-
stronne dziatanie odwrotne wzgledem dzialania O.

1) Por, K. Menger, Algebra of Analysis, Notre Dame 1944, oraz Journal
of Symbolic Lovm, Tom 11 (1946), str, 30.
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Dzinkanin odwrotne,

[§6] 289
- Jezeli zas dla kazde] pary a,b (réznych lub réwnych) elemen-
tow zbioru Z istuieje dokladnie jeden taki element y zbioru Z, iz’

‘}/Ob ::':a’

to mowimy, Ze w zhiorze Z jest Jednoanwcnmc wykomlne lewo-
stronne degiatanie odwrotne wzgledem dziatania O. :

Latwo udowodnié twierdzenia nagtepujace:

Twierdzenie 2. Jeseli deiatanie O jest przembmm, to. albo
oba jego dziatania odwrolne sq jednoznacenie wykonalne i réwne, albo
tes gadne 2 nich nie jest jednoznacanie wykonalne.

Twierdzenie 3. Na to, éeby w zbiorze Z bylo jednoznacenie
wyk®nalne prawostronne  (lewostronne ) dzialanie odwroine wzgledem
deiatamia O, potrecha i wystarcza, by katdy wiersz (Lasde kolumna)
tabliczli deiatania O sawicrat (Zawicrala) kagdy element zbioru Z i to
doltadnie jeden raz.

Tak np. z dziatai wykonalnyeh w zbiorze zlozonym z dwu
olementéw, prawostronne dzialanie odwrotne posiadaja tylko dzia-
lania (kolejno, wedlug tabliczek podanych na str. 285): 6-e, 7-e, 10-e,
11-e, a8 lewostronne — tylko dziatania 4-e, 7-e, 10-e i 13-e. Oba dzia-
lania odwrotne posiadaja wiee tylko dziatania 7-e i 10-e; poniewas 53
one oba ]’)rmmwnne, wiec dla kazdego z nich oba dziatania odwrotne
89 réwne.

0 ile dla danego dzialania O mtme;e dzialanie odwrotne pra-
wostronne (lewostronne), mozna tabliczke tego dziatania odwrotnego
otrzymadé 7 tatwolcig z tabliczki dziatania C.

Tak np. gdy chodzi o prawostronne dzialanie odwrotne wzgle-
dem dzialania O, to dla otrzymania jego tabliczki nalezy na skrzy-
zowaniu wiersza o naglowku e i kolumny o nagléwku b wpisaé na-
gléwek tej kolumny, na ktérej skrzyzowaniu z wierszem 0 nagltéwku b
znajdnje sie w tabliczce dzialania O element a. .

Np. dla dziatania (przemiennego), okreslonego w przykladzie 2

1 (str. 2??.) tabliczks dzialania odwrotnego bedzie:
ot

1]2]3]4
284
dlsltle]2
FIEIIHEI.

19
W. Sierpitiskl, Zusady Algebry Wyksnef.
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Dzialanie to nie jest przemienne. Widzimy wiee, Ze dzialanie
odwrotne wzgledem dzialania przemiennego moze nie byé prze-
mienne. ,

Dla dziatania O w zbiorze zlozonym z dwu elementdéw o ta-
bliczee 7, str. 285 (ktére otrzymamy tez, przyjmujac a=1, b=-—1,
a za O zwykle mnozenie liczb) kazde z obu dzialadi odwrotnych
pokrywa sie oczywidcie z dzialaniem O. Podobnie jest dla dziatania
o tabliczce 10, ktére tez otrzymamy, biorgec a=—1, b=1 i za O
zwykte mnozenie liczb.

Dla dziatania O w zbiorze o trzech elementach a, b, ¢ o tabliczce:
alb
cla

blbie
cla|bd

[«

IS IR

D

tabliczkami dziatat odwrotnych, prawostronnego i lewostronnego,
bedg odpowiednio:

Ia blel alble
alblecla afcialbl
wb_ cla|b 7)— b n al
olalblel olalb]e

| ’

Prawostronne dzialanie odwrotne jest tu wiec przemienne, zag
lewostronne nie. Dziataniem odwrotnym wzgledem pierwszego bedzie
oczywideie pierwotne dziatanie O, zad drugie ma dwa r6zne dzialania
odwrotne (prawostronne i lewostronne) o tabliczkach odpowiednio:

__a}b ¢ | Ia ble
~albjcla alelalb]
b clalb| blbiela
elefple]  efajblol
H

§ 7. Dzialania odwrotne wzgledem dzialan odwrot-
nych. Przyklady. Niech O oznacza dzialanie okreglone w danym
zbiorze Z i wykonalne w tym zbiorze. Jezeli w zbiorze Z wykonalne
Jjest jednoznacznie dzialanie odwrotne prawostronne (lewostronne)
wzgledem dziatania O, to bedziemy je oznaczali przez Op (przez Q).
L
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Jezeli w zbiorze Z wykonalne jest jednoznacznie dzialanie O,
to dla kazdych elementéw a, b, ¢ zbiorn Z waér:

(1) Qe
jest oczywiscie rdwnowazny wzorowi:
(2) (*Opb:" a.

Wezmy Geraz pod uwage dla danych elementéw a i b zbioru %
réwnanie:

(3) 2Oy b= a.
Jest ono wiee réwnowagzne réwnaniu:
(4) z-bOa.

.

Rownanic (3) posiada wiee w zbiorze Z jedno i tylko jedno
rozwigzanie, mianowicio wyznaczone przez wzér (4). Zmaczy to, ze
dziatanie O, posiada w zbiorze Z jednoznacsmie wykonalne dzialanie
odwrotne lewostronne, ktore oznaczymy przez Op. L

Wzér aQOpb--¢ jest wige réwnowazny wzorowi (2) i przeto
tez wzorowi (1), Mamy zatem

Twierdzenie 4. Jeicli dla deialania O, okreslonego © . wyko-
nalnego w 2biorze Z, jest wykonalne jednoznacanic dzialanie odwrotne
prawostronne Oy, to posiada ono jednoznacenie wykonalne w zbiorze 7
swoje deiatanic odwrotne lewostronme Oy, prey ceym dla kazdych

dwu elementdw a i b bioru Z mamy:

W szczegdlnodel jeseli deiatamie O fest nadto preemienne, to
deiatanic Op pokrywa sie z dzialaniem O. ‘

Dziatanie O,, nawet gdy jest jednoznacznie wykonalne, nieko-
niecznie posiada jednoznacznie wykonalne swoje dzialanie odwrotne

prawostronne, ktdre oznaczamy przez Opp- .

Np. dla dzialania O w zbiorze dwu elementéw o tabliczce 6,

str. 285, dziatanie O, jest jednoznacznie wykonalne i ma tabliczke 4,

7z ktorej widaé, ze dzialanie O,, nie jest wykonalne w zbiorze Z
(gdyz nie ma w nim takiego @, dla ktérego byloby aQpa=b).
Niech teraz w zbiorze Z, w ktérym okreglone i wykonalne jest
dzindanie O, wykonalnym jednoznacznie bedzie jego dzialanie od-
wrotne lewostronne O, Wéwezas dla kazdych elementow a, b, ¢
zbioru 7 wabr:
(") aQb.-e
19*
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jest rOwnowazny Wzorowi:

(6) cOrb = a;
zatem réwnanie:

(7 2Ob=a
jest réwnowazne réwnaniu: B
(8) z=aQb.

Dla ‘ka;zdy":éﬁ dwu elementéw a i b zbioru Z réwnanie (7}
posiada wiec w zbiorze Z jedno i tylko jedno rozwigzanie, mianowicie
wyznaczone przez wzoér (8). Znaczy to, ze dziatamie O, posiada
w zbiorze Z jednoznacznie wykonalne dzialanie odwrotne lewostronne,
ktére oznaczymy przez Op. Wzér aOyb=c jest wie¢ réwnowazny
wzorowi (6) i przeto tez wzorowi (5). Mamy zatem dla wszelkich ele-
mehtéw ‘@ i b zbioru Z:
: . aOpb=a O b,

t:j. dziatanie Oy jest réwne dziataniu O. Zachodzi wiec:

Twierdzenie 5. Jeseli dla dziatania O, okreslonego i wykonal~
nego w zbiorze Z, jest jednoznacenie wykonalne dziatanie odwrotne lewo-
stronme Oy, to dziatanie O jest dla niego deiataniem odwrotnym lewo-

stronnym. '

Dzialanie O, nawet gdy jest jednoznacznie wykonalne, nie-
koniecznie posiada jednoznacznie wykonalne swoje dzialanie odwrotne
prawostronne, ktére oznaczymy przez Cp. Np. dla dziatania O
w zbiorze Z dwu elementéw o tabliczee 4, str. 285, dzialanie O,
jest jednoznacznie wykonalne 1 ma te sama tabliczke (dzialanie Oy
pokrywa sig tu wige z dziataniem O), natomiast dziatanie Oy, ani
dziatanie O,, nie 33 wykonalne w zbiorze Z (gdyz nie ma w nim ta-
kiego #, dla ktérego byloby aO;z=b). ‘

Niech wreszcie dla dziatania O, okre§lonego i wykonalnego
w zbiorze Z, wykonalne beda jednoznacznie oba dzialania odwrotne,
O, i Op. Wzory:

(9) ¢ QO a=1b,
(10) bOpc=a,
(11) bOra=¢
53 wiee réwnowazne. Réwnanie:

(12) bOpr=a

jest zatem réwnowazne réwnanius
(13) 2=bQa.
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Dla kazdych dwu elementéw a i b zbiorn Z réwnanie (12)
posiada wiee jedno i tylko jeduo rozwigzanie, mianowicie wyznaczone
przez wzor (13). Dowodzi to, ze jednoznacznie wykonalne jest w zbio-
e 7 dzintanie Op,, przy czym mamy dla wszelkich a i b w zbiorze Z

aOppb=b0Oya.

Podobnie wnogimy, Ze wzory:

(14) aQ e=b,

(15) bO,a=c,

(1.6) b O, E=X]

sg réwnowazne, Zatem réwnanie:

{L7) b= a

jest rownowazne rownaniu; '
(18) = b Oy a.

L Wynika stad, ze jednozacznie wykonalne jest w zbiorze Z
dziatanie Oy, przy czym mamy dla wszelkich o i b w zbiorze Z:

i «Qpb=00,a. I

Ogtatecznie wiee mamy

Twierdzenie 6. Z istnienio O, wynika istnienie. Op, 2a$
2 istnienia Oy isinienie Oy, wreszeie 2 isinienia obu dziatan O, ¢ C;
wynika istnienic wssystkich cxterech deiatah O, Opy Op ¢ Ou.

Jezeli w zbiorze Z jest wykonalne jednoznacznie dzialanie O,
to wzory: ‘ S
aQb=¢ 1 ¢Opa=b

s réwnowazne. Wnosimy stad, ze jezeli wykonalne jest jednoznacz-
nie dzintanie O, to wzory te 8§ réwnowazne wzorowi' bOpp o= a,
co dowodzi, ze dla elementéw i b zbioru 7 istnieje jedéni tylko jeden
taki element @ zbioru Z, ze b O, » = a, mianowicie element z=aOb.
Wynika stad, #e wtedy jost jednoznacznie wykonalne w zbiorze Z
dzintanie O, i ze pokrywa sie ono z dziataniem O. Zatem mamy

Twierdzenie 7. Jeseli dla deialania O, okre$lonego i, wyke-
nabnego w zbiorze Z, jednoenacenie wykonalnym jest dziatanie Oppy
1o w ebioree Z jest ted jednoenacenic wykonalne dzialanie Opppy P72y
azym jest ono réwne deiataniu O.
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Oznaczmy jeszcze ogélnie dla danego dziatania O (okredlo-
nego i wykonalnego w zbiorze Z) przez O* dzialanie, okreglone
WzoTen:

aO*h=0bQa

dla wszelkich elementéw a1 b zbioru Z. B@dme wiec w razie istnienia
dziatania O:

O=0p i Ou=0*
za§ W razie istnienia obu dziatat O, i Oy
Opp=(On)* i Op=(Oy)*.
Nadto, jezeli istnieje dzialanie O, to:
Oy=0.

PRZYKEADY. 1. Niech Z oznacza zbiér wszystkich liczh
wymiernych dodatnich, za$ dziatanie O niech bedzie zwyklym mno-
zeniem liczb. Dzialanie to jest wykonalne w zbiorze Z. Poniewaz
Jest ono przemienne, wiec oba dzialania odwrotne (prawostronne
1 lewostronne, ktére s jednoznacznie wykonalne w zhiorze Z).ss
roéwne. Mamy tu: "

aOb=ab, aO,b=a0b=
dalej, jak tatwo sprawdzié:
aOpb=a0p,b :rg—, aOpb=aQyb=ab.

Daziataniem odwrotnym prawostronnym wzgledem dzielenia
nie jest wiee mnozenie.

. Niech Z oznacza zbidr wszystkich liczb catkowitych. Przyj-
mijmy aOb=a—>b dla kazdej pary a,b elementéw zbioru Z. Oba
dzialania odwrotne sa tu oczywideie wykonalne w zbiorze Z, ale
58 rézne (gdyz odejmowanie nie jest przemienne). Mamy tu:

aQOp b=b—a, aQ; b=a+D, aOpb=a+b,

aOp,bzb“w, aOzpb:a-JJ, (LOU b-“:a-*-b,
zatem: '

Omp=01  Ou=0p, Op=0y=0.

Slone 1

1§8] ' Tzomortizm (lzinl'u‘x’;, o 295
3. Dl dziatania O w zbiorse Z o trzech elemenmch a,b,c,
okredlonego przez tabliczke

mamy, jak latwo sprawdzi¢, O;=0, za dzialanie O, jest okre-

glone przes tabliczke L
a|b|e
alelo)b
bla|b]el

elblela

Poniewaz jest ono przemienne, wige Op= Opp, zad wobec
Op == O* otrzymamy tabliczki dziatan Op i O, przez obrét

tabliezki dziatanin O o 180° dokola giéwnej pryekadtne], co daje
‘tabliczke

[a]b]ec

Wreszeie, wobee Q== O mamy Oy,=0,, na mocy za$ twier-
dzed b i 7, Oy O, jakotez Opp,=O.

§ 8. lzomorfizm dzialah. Przyklady. Dzialanie O, okre-

i wykonalne w zbiorze Z, nazywamy szomorficenym z dziata-
niem @, okreslonym i wykonalnym w zbiorze Z’, jezeli migdzy ele-
mentawmi zbioréw Z 1 Z' istnieje taka odpowiedniodé wzajemnie jed-
noznaczia, %e wzor:

(19) ‘ aQb=
pociggn zn soby dla wazelkich elementéw a, b, ¢ zbioru Z wzor:
(20) WOV =,

gdzie a’, b', ¢’ #g elementami odpowiadajaeymi elementom a, b, ¢
w zbiorze Z'.
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Jezeli dziatanie O jest izomorficzne z dzialaniem @, to i wza-
jemnie, dziatanie © jest izomorficzne z dziataniem O. Innymi slowy
zachodzi ‘ Y ’ .

Twierdzenie 8. Stosunck igomorfizmu dziatar jest symetryceny.

Dowdd. Niech dla elementéw a’, b’ i ¢’ zbioru Z' zachodzi
wzor (20). Przyjmijmy: ‘ ,
(21) w=000.

Skoro dzialanie O jest izomorficzne z “dzialaniem @, to WzOr
(21) pocigga za soby wzolr:

a’@b’:_w’,
ktéry wobec (20) daje z'=¢’, co dowodsi, Ze:
(22) L=,

gdyz odpowiednio$é miedzy elementami zbioréw Z i Z' jest z za-
lozenia wzajemnie jednoznaczna. Wzory (21) i (22) dajg wzér (19).

Dowiedlidmy, ze wzoér (20) pocigga za s0bg W/or(l‘)) D/mme o
jest wiee izomorficzne z dziataniem O, c. L. d. o.

Lzomorfizm deiatan  jest ted oo yw%cw stosumlkiem  zuwr oifnwn
% przechodw,zm, t.j. kazde dziatanie jest izomorficzne ze sobg samym
oraz dwa dzialania izomorficzne z trzecim sa izomorficzne. o

Aby dowiedé, ze dwa dzialania s izomorficzne, wystarcza
okazaé, ze istnieje miedzy elementami zbioréw, w ktérych te dzia-
tania sg okrelone, odpowiedniosé wzajemnie jednoznaczna, ustala-
jaca izomorfizm, t.j. wynikanie wzoru (20) ze wzoru (19). Nat omiast,
aby dowiedé, ze dwa dzialania nie sq izomorficzne, potrzeba olm.
zaé, ze miedzy elementami zbioréw, w ktérych te dzialania 82
okreslone, nie istnieje zadna odpowiedniodé wzajemnie Jednoznacz-
na, ktéraby ustalata izomorfizm tych _dziatan.

PRZYKEADY. 1. Dmaﬂanle Tz §4 (p. tabliczke 7 7, str. 285)
jest izomorficzne 7 mnozeniem hczb w 7b10rze utworzonym z liczb
a=11b=—1; odpowmdnloée wzajemnie jednoznaczng, ustalajaca
ten 1zom0rf17m, otrzymamy, przyjmujac o' =115’ =—1. Dziatanie 10
z tegoz § 4 jest izomorficzne z mnozeniem w zbiorze dwu liczh a=1.
i b=—1; odpowiednio$é, ustalajaea ten izomorfizm, otrzymamy,
przyjmujac. o’'=—11i b'=1. Wynika stad (wobec pr.ae(,hoan]ose
1zomorf1zn1u), ze dziatania 7 1 10 S’y 1zom01'hc'/110

. Dzialanie 2 z § 4 (p. ta:bhozk(g 2, str., ’)85) Jest 11011101'11(‘7119
Z mnozeniem w 7b10ue utworzonym z liczb'a=='0'1 b= 1’0(101)111(,
dziatanie 8 (tamze). o

icm
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3. Dzinlania okredlone przez tabliezki:

_—(lw;[l!(' a bl e
alaibie , alcia b
blblela bl b el
elelald ‘ el | a o

| .

sg izomorficzne; odpowiedniodd, lwmu]ey(aé ten izomorfizm, otrzy-
mamy, przyporzadkowujae elementom a, b, ¢ odpowiednio elementy
bya, ¢ (6., zastepujac wanjernnie praes swble elementy o i'b).
Oznaczmy piotwsze z tych dziatad przez O. Wykazemy, e
nie jest ono izomorficzne z dzialaniem Q©, okre§lonym przesz tabliczke:

plqlr!

plulpr]
afrlriei
Mgl

| |

Istotnie, z tubliczki dziatania O majdujemy aO a=a; zatem
w razie izomorlizmu dziatat O 1 © byloby a'®a’=a’, co jednak—
jak widad 7z tabliczki dziatania @ — nie zachodzi ani dla p, ani dla g,
ani dla ».

L Dowodzi si¢ z latwoseig, ze dzialanie 1-e z § 4 (str. 285) jest
izomorficzne tylko z 16-ym, 2-¢ tylko z 8-ym, 3-e tylko z 12-ym.

5. Dodawanic w zbiorze wyzystkich liezb naturalnyeh jest izo-
morficzne z mnozeniem w zbiorze liczb postaci 2", gdzie n=1,2,...
Odpowiedniogé, ustalajaea izomorfizm tych dzialan, otrzymamy,
przyporzadkowujac kazdej liczbie naturalnej » liczbe 27,

6. Dodawanie w zbiorze wszystkich liezb naturalnych nie jest
izomorficzne z mnozeniem w tymze zbiorze. Mamy bowiem 1-1=1,
za§ nie ma takiej liczby naturalnej n, zeby bylo n+4n=n.

7. Dodawanie w zbiorze wszystkich liezh naturalnych nie jest
izomorficzne z dodawaniem w zbiorze wszystkich liezb wymiernych
dodatnich, Gdyhy bowiem te dziatania byly izomorficzne, to liczbie
naturalnej 1 odpowiadalaby jakad liezba wymierna dodﬂ,tnm w.
Liczba wymiumm dodatnia v -=w/2 spelnia réwnanie v-v=w, na-
tomiast nie ma takiej liczby naturalnej 2, dla ktdrej a-+x=:1.
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3. Dodawanie w zbiorze wszystkich liczb naturalnych jest
izomorficzne z dodawaniem w zbiorze wszystkich liczb parzystych
dodatnich. Odwzorowanie, ustalajace ten izomorfizm, otrzymamy,
przyporzadkowujac kazdej liczbie naturalnej n liczbe parzysta 2n.

Natomiagt mnozenie w zbiorze wszystkich liezb naturalnych
nie jest izomorficzne z mnozeniem w zhiorze wszystkich liczb parzy-
stych dodatnich, gdyz mamy 1-1= 1, zad niema liczby parzystej do-
datniej p, dla ktérej byloby p-p=p.

Tak wiec, jezeli dzialanie O jest okredlone i wykonalne w zbio-
rze Z, to moze iStnie¢ taka czedé wlasciwa Z, zbioru Z, ze dzia-
Ianie O jest wykonalne w zbiorze Z, i przy tym izomorficzne z dzia-
laniem O w calym zbiorze Z albo tez z nim nie izomorficzne.

9, Dziatanie O, okreslone w zbiorze wszystkich liczb calkowitych
wzorem aQb=a-+b+1, jest izomorficzne z dodawaniem w tym
zbiorze. Odwzorowanie, ustalajace ten izomorfizm, otrzymamy, przy-
porzadkowujace kazdej liczbie catkowitej liczbe o 1 od niej wiekszg,.
Jezeli bowiem aQb=¢, t0 (@ 1)+ (b+1)=(¢4+1)+1.

Jezeli w danym zbiorze okreflone jest dzialanie lypczne (ale
niekoniecznie przemienne), jednoznacznie wykonalne i jednoznacznie
odwracalne w tym zbiorze, to méwimy, ze zbi6r ten stanowi grupe.

. Wiasnodeiami grup zajmiemy sie szczegdlowiej w Rozdziale
XIX-ym.

icm

ROZDZIAL XVIII
PODSTAWIENIA

§ 1. Bodstpwienia. Ich znakowanie. Podstawienia
odwrotne. Jozeli zamiast ciggu elementéw Ay, Byy..., 4 bierzemy

ciag by, ay.veybny t0 mowimy, zoSmy dokonali podstawienia lub sub-
stytueji), ktore oznaczamy prze

(ala,ﬂ...a-,,)
byby... b, /.
W kazdej kolumnie dolnym elementem jest wiec ten, ktéry
ma zagtapié element gérny tejze kolumny. '
szjm.unny sie tn W szezegilnodel podstawieniami, polegajacymi
na tym, ze zamiast danej permutacji elementéw pewnego zbioru
skonezonego bierzemy inng permutacje elementéw tegoz zbioru.
Joezeli  zamiagh permuta.gji 0y 8y...0,, Dbierzemy permutacje
(g Oy o2 ey, 60l uproszezenia pray  zapisywaniu podstawienia,

(dl . )
Wiy Gy« G,

bedziemy opuszezali litere @ i wypisywali w obu wierszach tylko
wekazniki. Rozwazane podstawienie zapigzemy wiec profeiej:

12..n
() Ogueily

lub, przy stalym n, jeszeze prodeiej: (f)
-k

To samo podstawienie moglibysmy oczywidcie zapisaé, zmie-
niajge dowolnie porzadek kolumn, np.:

( n -1 ... 1
Uy Ul ooe Oy /o

Ogolnie, dla dowolnej permutacii YiVarer liczb 1,2,...,n jest:

i

)
L2 n N CR T
ty Uy voo (hy Uy Uy oo U
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