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ROZDZIAL XVI

OBLICZANIE PIERWIASTEOW ROWNAN
ALGEBRAICZNYCH '

§ 1. Twierdzenie Sturma. Niech f(z) oznacza wielomian

0 wspdlezynnikach r7eosz1styeh hie posmda]acy “pierwiastkéw
wielokrotnych. Wielomiany f(2) i fi(x)=f(2) sa wiee w my#l twier-
dzenia 12, Rozdziatn VIIL (§ 9, str. 120) wzglednie pierwsze. Zasto-
sujmy wzgledem nich ztlgbrytm Euklidesa z tg jedynie réznica zna-
kowania, ze przy kazdym kolejnym dzieleniu zmienimy znak reszty.
Bedzie wiec:

flo) = gle)fy(e)—Fala),

hl@) = gy(@)fs(2)—fyla),
(1) Ce
J () = Qas(0)fe -1(2) —fil ),
Fre-1() = @u(@)fulx)

przy czym fi(#) bedzie statay rézna od zera, gdyz wielomiany f(x)
i f(x) sa wzglednie pierwsze.
WeZmy pod uwage dla danej wartodei rzeczywistej x ciag liczb:

(2) fo(a,)-:f(w), fl(w)‘: f‘_‘(w)a ve) fk(‘r)a

zwany ciggiem Sturma. _
Jezeli w tym ciagu, po ewentualnym odrzuceniu wyrazoéw po-
Srednich réwnych zeru, nastepuje po dodatnim wyrazie ujemny
lub na odwrdt, to bedziemy moiwili, ze w ciggu wystepuje (co na,]-
mniej jedna) zmiane znalku. :
Dla kazdej wartodci liczby rzeczywistej x mozemy obliczyé
liczbe Z(z) kolejuych zmian znaku w ciggu (2). -
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PRZYKLADY. 1. Niech f(x)== a*—z.

Mamy tu f[y(»)=/"(z)=28x*—1, dalej a’—z= g (B 1)—-% @, zatem

2
fal®) = 3% wreszeie 3xt—1 == 9 @ 2 x—1, skad fy=1.

278
4
Dla x=—2 ciag (2) jest ciagiem liczb —6, 11, -3 1; mamy w nim 8
zmiany znaku ezyli Z(—2)= 3. Dla x=—1 ciag (2) jest ciagiem liczb 0, 2, —_g, 1

mamy W nim 2 zmiany znaku, zatem Z(—-1)=2.
Dla #=0 ciag (2) jest ciagiem liczb 0, —1, 0, 1; mamy w nim 1
zgmiane znaku, zatem Z(0)=1.

znaku, zatem Z(1)=0.

2. Niech f(x)=x%— 32+ 2.
Mamy tu f/(x)= 5z*-—922 4 2, dalej:

Dla z=1 cigg (2) jest ciagiem liczb 0, 2, —‘;, 1; nie ma tn Zadnej zmiany

1 6 8
LR P 3 == = op( Bt — Op? e {2 e ),
o5 — 33 20 5:1:( bt —9x2 -+ 2) (5"" 5:»)
25 /6 8 7 \
4__ Qm2 = g a8 = ) e (= 2
Bot— 9Pt 2 = w(5x 5m) (39,; 2),
6 8 18 (7 20
- — = ) ) G
5957 35”(3“‘ > 3"
7 245 20
9 222,
R TR TR
zatem:
folt6) = 25— 3%+ 2, fo () = 5at—-9a® - 2, falm) = —g ac“»m-g x,
7 20
hle)= 32—, fule)= g5 fol)=2.
Dla m=—2 ‘ciag (2) jest ciagiem liczb —12, 46, ——»37,?, gag, —--§—g, 2,
zatem Z(—2)=35, ‘
. . - Lo 2 1 20
Dla z=—1 ciag (2) jest ciagiem liczb 0, —2, 33 T3 2, zatem

Z(—1)=3.
Dla 2=0 ciag (2) jest ciggiem liezb .0, 2, 0, —2, 0, 2, zatem Z(0)= 2.

21 20 7
¥ 3 3 2, zatem Z(1)=1.

Wreszcie, dla =2 ciag (2) jest ciagiem liczb 12, 46, 32 22 40

¢ 5’335
4(2)=0.

Dla x=1 cigg (2) jest ciagiem liczh 0, —2, —

2, zatem

Zhadamy obecnie dla jakich wartodei @ zachodzi zmiana war-
todei funkeji Z(x).

Poniewaz funkcje (2), jako wielomiany, sg wszystkie ciagle,
wiec jezeli dla danej wartodei #=2x, zadna z liczb (2) nie jest zerem,
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[§ 1] Twicrdzenie Sturma, 267
to dla liczb z (dostatecznie bliskich liczby @, znaki liczb (2) beda
wszystkie odpowiednio te same co dla liczby z,, a przeto dla z do-
statecznie bliskich liczby z, bedzie Z(w)=Z(x,). Zmiana wartosci
liczby Z(w) moze wiec nastapié jedynie wowezas, gdy przynajmniej
jedna z liczb (2) jest zerem, czyli gdy o przechodzi przez pierwiastek
ktérejkolwiek z funkeyj (2). -

‘ Zanim zajmiemy si¢ tym przypadkiem, udowodnimy naste-
pujaca wiasnodé ciagu Sturmas

Lemat. Zadne dwa kolejne wyrazy ciagu (2) wmie moga jedno--
cze$nie byé rouwme zeru.

Dowdd. Ze wzordw (1) wynika, ze jezeli dla ktérejkolwiek
z liezb j==1,2,...,k—1 zachodzg réwnosei f_4(&)=0 1 f{(&)=0, to
zachodzi tez réwnofé fi4(£)=0, skad wnosimy przez indukcje, ze
gdyby przy pewnym j 'z ciagu 1,2,...,k—1 bylo f,_((§)=0 oraz
f(&)=0, to musiatoby tez byé fx(§)=0, co nie jest mozliwe, gdyz.
fx(2) jest stala rézna od zera.

Przy pomocy udowodnionego lematu zbadamy obecnie, jak
sie zachowuje funkeja Z(x), gdy 2 przechodzi przez pierwiastek «,
unkeji f;(x), gdzie j jest jedng z liezb 0,1,...,k—1.

Niech bedzie naprzéd j=0, t.j. niech 2 przechodzi przez pier-
wiastek x, wielomianu fy(x)=F(x). Jak wiemy (Rozdzial VIIL, § 2,
wzor (6), str.106), mamy tozsamosé:

f() — (@) = (2—1o) @ (2, %),

zatem, wobec f(xy)=20:

(3) j(x)=($_m0)Q(m7mo):‘
gdzie -
Qur,z) =f (z) =fi().

(4)
H
Poniewaz w mysl lematu nie moze byé jednoczesnie f(x,)=0
i fi(w)==0, wige wobec f(xz)=0 jest f,(z,)=0.. Wskutek tego dla =
dostateeznie bliskich liczby =z, warto$é fi(») ma ten sam znak co
warto$é f,(z,). Poniewaz za$ wobec (4) jest @(xg,xo)=F (%), Wigc
dla = dostatecznie bliskich z, wielomian @(x,z,) ma ten sam znak co
fy(mo), a wiee tez ten sam co fi(z). Lecz dla z<<z, mamy 2—z,<0,
za§ dla x>z, mamy r—z,>0. Z tozsamosei (3) wynika wiee, ze dla
@ <z, znaki liczb f(x) i Q(e,x,) sa rézne, zas dla x>z, jednakowe.
Ostatecznie wiee wnosimy, ze dla z dostatecznie bliskich x,, ale
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968 ROZDZIAL XVI. Obliczanie pierwiastkéw réwnail algebraicanych.
mniejszych od @y, znak liczby f(x) jest réiny od znaku liczby f(w),
zaé dla # dostatecznie bliskich x,, ale wigkszych od »,, znaki liczh
flw) 1 fi(x) sa jednakowe. )

- Znaezy to, ze dla z dostatecznie bliskich x, przed przejsciem
przez s, wyrazy f(#) i fy(#) dawaly zmiane znaku, zad po przejéciu
przez m, juz jej nie dawaly. A wige w czedel ciagu (2), utworzonej
z pierwszych dwuch jego wyrazéw, przy przejéciu przez m, ubyla
jedna zmiana znaku. v ,

Niech teraz § oznacza jedng z liczb ciggu 1,2,...,k—1. Zmiana
znaku funkeji fi(#) moze wplynaé na liczbe zmian znaku tylko
w ozedei ciagu Sturma, zlozonej z trzech kolejnych funkey;j:

fi-1(@),  fi(®);  fira (@),

gdyz zmiana znaku liezby f;(#) moze nastapi¢ tylko wtedy, gdy «
przechodzi przez pierwiastek wielomianu fy(w), & na mocy lematu
zadne dwa kolejne wyrazy ciagu Sturma nie mogg byé jedno-
czegnie réwne 0.

Niech @, oznacza pierwiastek wielomiapu fi(z). Jest wige
Fi(wy) =0 i przeto fi4(2,)==0 oraz fu1(wy)==0. Zatem f,_i(x) ma dla
i dostatecznie bliskich @, ten sam znak co fi_i(%,), za fa(z) ma
ten sam znak co fi(x,). Lecz wobec (1) mamy:

fi—1(®) = gi(@) f(0)—fra(2),
zatem wobec fi(x,)=0: ‘

et (@0) =—Fu1 (o),

«ezyli liezby fi—a(®g) 1 fipa(w,) maja znaki rézne. Wnosimy stad, ze
«dla o dostatecznie bliskich x, liezby fi—1() i fija(x) tez maja znaki
rézne. ,

Co sie tyczy funkeji f;(), to moze ona przy przejéciu @ przez a,
zmieniaé znak Iub nie. Skoro jednak dla x dostatecznie bligkich z,
znaki liezb f4(®) i fir1(z) 58 rdine, to dla takich x bez wzgledu ha
to, jaki jest znak liezby f;(#) — i nawet jesli jest ona réwna 0 —
ciag trzech liczh:

() fi(®),  fral@)
daje jedns zmiang znaku. Wyrazy tego ciagu moga bowiem przyj-
mowaé jedna z nastepujacych 6 kombinacyj znakéw:

+ +'—‘; +'"';—") +0""’ _++; ) —-'“"+9' mo"f"

fj—l(m)‘y
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Przejicie wielomianu f;() przez zero nie wywiera zatem zad-
nego wplywu na liczbe zmian znaku ciagu (2) w czesei tego ciagu,
utworzonej z trzech wyrazéw (5). Poniewaz jest to prawds dla
i=1,2,..,k—1, wiec z uwagi na to, ze ostatni wyraz fy(x) ciggu
Sturma ma wartosé stata, a wiec i znak staly, dochodzimy do
wniosku, ze zmiana wartodei liczby Z(») zachodzi jedynie wtedy,
gdy @ przechodzi (rosnac) przez pierwiastek wielomianu f(2) i ze przy
kazdym takim przejéeiu ubywa jedna zmiana znakn w ciggu Sturma,
czyli ze Z(x) zmniejsza sie o jednogé. Przejscie zas x przez pierwiastek
jednego lub wiecej wielomiandw fy(),fy(),..., fz1(2) — 0 ile nie jest
polaczone z przejiciem przez pierwiastek wielomianu f(z) —powodo-
wat¢ moze jedynie zmiane rozkladu znakéw w ciggu Sturma, nie
wplywajac na wartosé liezby Z(z).

Ostatecznie wiec, jezeli a<b oraz f(a)&=0 i f(b)==0 to przy
przejsein @ od a do b funkeja Z(z) zmniejszy sie o tyle jednogci,
ile. jest pierwiastkéw wielomianu f(z) lezgeych miedzy & i b. Mo-
zemy zatem wypowiedzie¢ nastepujace twierdzenie Sturmal):

Twierdzenie 1. Jeieli wiclomion f(z) o wspdtezynnikach rze-
czywistych mie posiada pierwiasilkéw wieclokrotnych, to liczha pier-
wiastkéw wielomianu f(x) lesacych miedey liczbami rReceywistymi
a i b>a, kibre same nie sq jego pierwiastkami, jest réwna Z(a)— Z(b)
cayli ubytkows liceby zmion znaku prey preejsciu od a do b w ciqgu
Sturma, utworzonym dla wielomianw f(z).

Tak np. w przykladzie 1 dla wielomianu f(z)=a3—z mielimy
Z(—2)=3 1 Z(2)=0, a ze —2 i 2 nie 33 pierwiastkami tego wielo-
mianu, wige na mocy twierdzenia Sturma ma on Z(—2)—Z(2)=3
pierwiastki, lezagce w przedziale o korecach —2 i 2. Pierwiastkami
tymi 83 liczby —1, 01 1. Natomiast, mimo, ze Z(—2)—Z(1) =3—0=3,
nie mozemy wnioskowaé, ze ten sam wielomian ma 3 pierwiastki
lezgce migdzy liczbami a=-—2 i b=1, gdyz mamy tu f(1)=0, a wiee
nie jest zachowane zatozenie twierdzenia, ze liczby a i b same nie sg
pierwiastkami wielomianu f(z),

Podobnie, w przykladzie 2 wielomian f(x)=x5—32%4 2z mia}
Z(—2)—2(2)=5—0=>5 pierwiastkéw lezgcych miedzy —2 a 2 (sa
nimi liezby —}2, —1, 0, 1 i J3).

1) Twierdzenie to zakomunikowal Akademii Nauk w Paryiu Ch. Sturm
w 1829 r. J. A. Serret nazywa je w swej ksiaice Cours d’Algébre Supérieure,
Tom I, Wyd. 5-te, Parys 1885, str. 277, jednym z najwspanialszych odkryé,
jakimi wzbogacila si¢ Analiza matematyeczna.
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Uwagi. Przy praktyeznym stosowaniu twierdzenia Sturma,
.dogodnie jest korzystaé z nastepujacych uwag:

1°. Poniewaz znaki wyrazéw ciaggu Sturmga nie zmienig sie
przez pomnozenie ich przez liczby dodatnie, wiec przy wykonywanin
kolejnych dzieleri dla otrzymania ciggu Sturma mozemy, o ile to
jest wygodne (np. dla zniesienia mianownikéw), mnoiyé wyrazy
tego ciagu przez dowolne liczby dodatnie. Nie wolno natomiast
mnozyé przez liczby ujemne, ani opuszezaé mianownikéw ujemnych,

20, Poniewaz w dowodzie twierdzenia Sturma korzystalidmy
jedynie z tej wiasnodei funkeji f,(%), ze jest ona statego znaku w roz-
patrywanym przedziale, ale nie powolywaliémy sie¢ poza tym na te
silniejsza jej wlasnogé, ze jest ona liczba staly rézng od 0, wige pray
wyznaczaniu ciagﬁ Sturma mozemy zatrzymadé sie na takim wy-
razie, o ktérym wiemy, ze nie zmienia znaku w badanym prze-
dziale, choéby nie byl stala.

§ 2. Wnioski z twierdzenia Sturma. 7 twierdzenia
Sturma wynika natychmiast nastepujace ‘

Twierdzenie 2. Jeieli kasdy 2z pierwiastkow rzeczywistych
wielomianyu o wspdlezynnikach rzeceywistych

f(@) = agem+ @™ 1k .. 4 QO

gest wigkszy od a i zarazem mmiejszy od b, to liczba wszystkich pier-
wiastkéw rzecaywistych tego wielomiany jest réwna Z(a)—Z(b).

Ot6z takie liczby aib latwo znalezé. Istotnie, oznaczmy przez ¢
.dowolng liczbe spelniajaca warunki:

Q;l i Q>!all+|aﬁi+“'+laml
||

i prayjmijmy a=—o, b=p. Jezell ¥ nie lezy miedzy @ i b, to musi
byé |z|>e, zatem 2| =1 1 |ag||®] > |ay| + |ag] + ... + |@m|, & przeto:

lalwm-”l + dawm—z '}' ree + a'm| < !mm-—ll ('“1[ “Halal""{“ LA "I'“laml) <
< lom = o] o] = [agwm|,

skad wynika, ze  nie moze byé pierwiastkiem wiclomianu f(x)
{gdyz woéwezas byloby a@m—1-+ a@m—24- ... +ay, =—agpm, zatem
Jo@™ b a4 L - | = |ag@m|).
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Twierdzenie Sturma daje wiec $posob obliczenia liczby wezyst-
kich pierwiastkéw rzeczywistych wielomianu o wspélcz‘ynnikafch
rzeczywistych; daje tez moznogé zbadania, czy takie pierwiastki
istnieja; r6Wnos¢ Z(—g)=Z%(e) dowodzi bowiem, ze badany wielo-
mian pierwiastkéw rzeczywistych nie posiada. :

Liczbe wszystkich pierwiastkéw rzeczywistych wielomianu f(z)
mozna jednak otrzymaé z ciggu Sturma proseciej, a mianowicie
w nastepujacy sposéb.

Dla # dostatecznie wielkich co do wartosei bezwzglgdnej, kazdy
z wielomianéw ciggu Sturma ma, jak wiemy, taki sam znak jak
jego wyraz z najwyzsza potegs . Wnosimy stad, ze dla oblicze-
nia Z(—e) czy Z(e) nie potrzeba znaé liczby g, ani podstawiaé jej
do ciggu (2), lecz wystarczy . obliczyd liezbe zmian znaku w ciagu
utworzdhym z najwyzszych wyrazéw wielomianéw (2) dla <0 Iub
dla >0 (wigc np. dla x=—1 lob x=1).

Uwaga ta pozwala zarazem rozstrzygnaé, kiedy wizystkie pier-
wiastki wielomianu f(), nie posiadajgcego pierwiastkéw wielokrot-
nych, sa rzeczywiste. ‘

Ciag (2), w ktérym pierwszy wyraz jest wielomianem stopnia m,
a kazdy nastepny (jako reszta z dzielenia) jest stopnia o jednogé niz-
8zego niz poprzedni, ma co najwyzej m+41 wyrazéw, a wiec moze
wykazywaé co najwyzej m zmian znaku. Jest wiee 0<Z(m)<m
przy wszelkim .

Jezeli wszystkie m pierwiastkéw wielomianu f(x) sa rzeczywiste,
to musi byé Z(—pe)—Z(e)=m, zatem wobec Z(—o)<m i Z(p)>0
zndjdujemy Z(—p)=m 1 Z(p)=0. Ostatnia réwnosé dowodzi wo-
bec uwagi uezynionej co do obliczania Z(p), ze dla z=1 najwyzsze
wyrazy wielomianéw (2) maja wszystkie ten sam znak; innymi slo-
WY, ze wspotezynniki przy najwyzszych potegach x wielomianéw (2)

$3 wszystkie tego samego znaku. Przy tym, wobec Z(—g)=m,

cigg (2) musi mieé co najmniej m+1 wyrazéw, czyli musi byé
k=m, a ze k<<m na mocy okrelenia, wiec musi tu byé k=m.

Na odwrot, jezeli k=m i jezeli wspélezynniki przy najwyzszych
potegach wielomianéw (2) sa wszystkie tego samego znaku, to dla
ujemnych » dostatecznie wielkich co do wartosci bezwzglednej bedzie
Z(g)=m. Skoro bowiem ciag (2) zawiera k+1l=m+}1 wyrazow,
to musza one byé wielomianami odpowiednio stopni:

", m—1, m—2,

. 1, 0
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i najwyzsze ich wyrazy, jako majace wipolezynniki jednakowego
znak'u, maja dla o=—1 znaki odpowiednio takie jak:

(—1)aty,

a w ciggu tym jest zawsze m zmian znaku. Udowodnilismy zatem

(____1)171 Gy - (w—']‘)’”"l(,tm oy o3

Twierdzenie 3. Na to, zeby wszystkie pierwiasthi wielomiany
f() stopnia m o wspdlezynnikach rzeczywistych, 'rwle. MaAjGoego pier-
wiasthkéw wielokrotnych, byly rzeceywiste, poireeba 4 wystoqua, by
odpowiedni cigg Sturma sktadal si¢ 2 m+1 wz’elomi(m'dw, w ktérych
wspdlezynniki przy najwyészych potegach © sq wszysthie tego samego
znaku.

PRZYKEAD. Zagtosujmy twierdzenie 3 do wyznaczenia wa-
runku koniecznego i dostatecznego na to, aby wszystkie pierwiastki
wielomianu '

(@) =a*+po+q,

gdzie liczby p i ¢ sa rzeczywiste, byly rzeczywiste.
Gdyby wielomian ten mial pierwiastek podwéjny, wazystkie
Jjego pierwiastki bylyby rzeczywiste. »
Zal6imy wiec ze nie ma on pierwiastkéw wielokrotnych.
Mamy tu:

filw)=38a+p 1 fol)=(—2px/3)—q.

. Gdyby ybylo p =0, cigg Sturma dla wielomianu f(x) skladatby
si¢ tylko z trzech wyrazéw i w mysl twierdzenia 3 nie wezystkie
pierwiastki jego bylyby rzeczywiste. Zatéimy wiec, ze p==0. Znaj-

- dziemy wowezas fy(x) =(—27¢2/4p®)—p. W my$l twierdzenia 3 wa-
runkiem koniecznym i dostatecznym na to, aby wszystkie pier-
wiastki wielomianu f(z) byly rzeczywiste, beda wiec nieréwnogei:

0 2

L>o0 i —%%-—p 0.

' Drpga z tych nieré6wnosei pocigga za sobg pierwszg, wobec

czégo warunek ten wyraza sie przez jedns tylko nier6wnogé druga

(por. Rozdzial X, § 3, str. 178): '

4pP 272 < 0.
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§ 8. Oddzielanie i praybliZone obliczanie pierwiast~
kéw. Twierdzenie Sturma pozwala obliczaé pierwiastki rzeczy-
wiste wielomianu o wspélezynnikach Tzeczywistych z dowolng do-
kladnodcia. W tym celu nalezy przede wszystkim dany wielomian
zastgpié przez wielomian f(#), majacy te same pierwiastki co dany,
ale wezystkie jako jednokrotne, co — jak wiemy z twierdzenia 14
Rozdzialu VIIT (§ 10, str. 122) — jest zawsze mozliwe.

Nastepnie nalezy wyznaczyé (np. w sposéb, jaki wskazemy na,
str. 274) przedzial (e,b), wewngtrz ktérego znajduja sie wszystkie
pierwiastki rzeczywiste wielomianu f(z). Jezeli teraz chcemy obliczyé
pierwiastki wielomianu f(#) z dokladnogeig do danej liczby dodat-
niej ¢, to wystarczy podzieli¢ przedzial (a,b) na przedzialy o dlugosei
mniejszej niz e, np. na # réwnych przedzialdw, gdzie n>(b—a)le,
zbadaé (przez podstawienie), czy konce tych przedzialéw nie sg pier-
wiastkami wielomianu f(x) — co ewentualnie datoby dokladne war-
to$ci pewnej liczby pierwiastkéw — 1, stosujae twierdzenie Sturma,
wyznaczy¢, ile pierwiastkéw wielomianu f(z) znajduje sie wewnatrz
kazdego z tych przedzialéw. Dla kazdego z pierwiastkéw, zZnaj-
dujgeych sie wewngtrz ktéregokolwiek z tych przedzialéw, konce
tego przedziatu dadza wartoei pierwiastka z btedem mniejszym
od e.

Mamy tu wiee, teoretycznie przynajmniej, pewnsg metode
obliczania z dowolna dokladnodcia pierwiastkéw rzeczywistych

‘kazdego réwnania o danych wspélezynnikach rzeczywistych.

W praktyce sposéb ten moze jednak wymagaé ucigzliwych
rachunkéw; praktyczne rozwigzywanie réwnan algebraicznych sta-
nowi przedmiot odrebnych badan, ktérymi sie tu zajmowaé nie be-
dziemy!). Ograniczymy sie tylko do uwag nastepujgeych.

Przede wszystkim mozemy poprzestaé na znajdowaniu pier-
wiastkéw dodatnich wielomianu f(z), gdyz pierwiastki ujemne tego
wielomianu 83 oczywifcie pierwiastkami dodatnimi wielomianu
f(—x) i na odwrét, za 0 jest wtedy i tylko wtedy pierwiastkiem
wielomianu f(z), gdy jego wyrazem wolnym jest 0. Ot6z przedzial,
wewnatrz ktérego mieszezg sie wszystkie pierwiastki dodatnie wie-
lomianu f(z), znalez¢é mozna, jak nastepuje.

Niech
(6)

fle) = agrm 4 am=1+ ... + tp.

1) Por. cytowana na str. 103 ksiazke C. Runge’go, Prawis der Gleichungen.

W. Sierpinski. Zasady Algebry Wyiszej. 18
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semv oczywidcie zalozyé, ze >0, gdyz‘r: W prz‘eeiwqym
razie i[xgzz;agy 'zaJsZaapié wielomian () przez Wi@l(?mmn'—n f(o.v). Gdyby
wazystkie wspotezynniki ag, ay, ., U byly dodatme.a, réwnagl;m f() '—_Lo
nie posiadatoby oczywidcie pierwmfstké'w dodatplch. Zal zmy ‘wiee,
"7 tak nie jest. Niech a; (gdzie & jest ]edl_lag 7z 1.1czb ciaggu 1,2,...,m)
.0zZnacza pierwszy wsp6lezynnik ujemny wielomianu .f.(w), zag o bez-
wzgledng warto$é najwiekszego (co do bezwzgledne] Wa,rtoéc}) lub
jednego z jednakowych najwigkszyeh (co do bEZWZgIQdI‘le]‘war.
todei) ujemnych wsp6lezynnikéw wielomianu (6). Ma.my‘ wiec:

a,>0,  a,>0; ..., G120, Gy Qi B0y oy 20,
@ ‘

gkgd dla #>0:
. | f(m) ? domm_wwm—k__wmm-—lz——-l_._. JU -
kAl oY g 1) - W
S i N eSS I
p— —1 .
zatem dla x>1 wohec w>0:."
ot (B—1)—0 _ v Gg(@—1)—0
‘ (7) ;f(w)}wzzl-—k-}-l_,g___:i,;.i__.}x 1 -] .

B ok |
Dla o> 1+ I/2 mamy a,(s—1)*>w, zatem wobeé¢ (7) f(z)>0.
Lo S B

A wiees
Kasdy pierwiastek dodaini wielomianw f(x) jest mniejszy od

Tak samo znaleilibyémy dolng granice doydatniad h pierwiast-
' k6w dodatnieh wielomianu f(x), zwazywszy, ze jest ona réwna

gbrnej granicy pierwiastkéw dodatnich wielomianu omf(1/a).
Majac przedzial (a,b), w ktérym zawarte sg Wszystkle'p.ler-
wiastki rzeczywiste danego wielomianu (6), dzielimy go na mniejsze
przedzialy, np. za pomocy przepolawiania, i badamy w mysl th‘GI.'-
dzenia Sturma ilogé pierwiastkéw wielomianu f(z) w tych nnej-
.-azych ‘przedziatach, odrzncajac dalej te, w ktérych pierwiastkow
niema i 6. d.

w4

[§3] - Oddzielanie i prayblizone opliczanie pierwiastkow, . | 275
. . 3 o o o

Powtarzajac to postepowanie dostateczng liczbe razy, doj-
dziemy oczywiscie badZz do pierwiastkéw wielomianu, badz do prze-
dziatéw, wewngtrz, ktérych miesei sie po jednym tylko jego pier-
wiastku, czyli dokonamy t.zw. oddeielenia pierwiastkéw. B

Nastgpi to w kazdym razie wtedy, gdy dlugosé rozwazanych

‘przedziatéw bedzie mniejsza od bezwzglednej wartodei réznicy ja-

kichkolwiek dwéch réznych pierwiastkéw wielomianu. Liczbe takg
mozna wyznaczyé za pomoca wspélezynnikéw wielomiamu.

Istotnie, niech y,a,,...,2,, beds jego pierwiastkami. Wspél-
ezynniki ré6wnania

m k—1

)= I] [1Tt—(@—a)*]=0

sg oczywiscie funkcjami symetryeznymi pierwiastkéw wielomianu f(x),
a wiee w my§l twierdzenia Cauchy’ego (Rozdziat IX, § 3, str. 159,
tw. 2) dadzy sie wyrazié jako wielomiany wzgledem jego wsp6l-
czynnikéw. Jezeli teraz oznaczymy przez h dolng granice dodatnig
pierwiastkéw wielomianu F(z), ktére s3 wszystkie dodatnie (znale-
ziong jak podano wyzej), to réznica bezwzgledna dwéeh réznych
plerwiastkéw wielomianu f(«) bedzie oczywidcie wieksza od Ja.
Jezeli wiec przedziat, w ktérym mieszczy sie wszystkie pierwiastki
rzeczywiste wielomianu f(#), podzielimy na przedzialy o dlugodei co

* najwyzej Jh, to dokonamy oddzielenia pierwiastkéw wielomianu f(z).

Gdy pierwiastki wielomianu f(x) sg oddzielone, to przy dalszym
rozdrabnianiu przedzialéw nie trzeba juz badaé ciggu Sturma,
lecz wystarczy uwszgledniaé tylko znak funkeji dla punktéw po-
dziatu danego przedziatu. ‘ v

Istotnie, niech w przedziale (p,¢) lezy tylko jeden pierwiastek z,
wielomianu f(z). Wielomian f(z) jest podzielny przez &—i,, przy czym
iloraz Q(») z tego dzielenia nie jest zerem dla &=, gdyzi—jak za-
kladamy —wielomian f(z) nie ma pierwiastkéw wielokrotnych. Zatem
H#) = (2—a,)Q(x), gdzie Q(%,)=+0, i przeto przy przejsciu przez x,
wielomian f(z) zmienia znak (gdyz s—z,<0 dla < x,, za$ 2—xy>0
dla #>w,). Znaki liczb f(p) i f(g) muszg wiee byé réine, gdysz
W przeciwnym razie wielomian f(z) zmienialtby wewngtrz przedziatu

{p,9) znak wiecej niz jeden raz i przeto, jako funkeja ciggla, prze-

chodzilby wewnatrz przedziatu (p,q) przez zero wigcej niz jeden raz,
whrew zalozeniu, ze w przedziale tym jest tylko jeden pierwiastek.

Niech wiec bedzie np. f(p)<0 i f(g)>0. Niech-teraz » oznacza
jakakolwiek liczbe, lezaca wewngtrz przedziatu (p,q). Jezeli przypad-
18
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kowo f(r)=0, to znalezliémy pierwiastek ‘w.ielomianu' f(@), jezeli
za§ f(r)>0, to pierwiastek wielomianu f(xz), lezgcy ml(-g(.lzy piog,
bedzie lezat miedzy p i r; jezeli wreszcie f(r)<<0, to bedzie on lezal
miedzy r i q.- .

§ 4. Regula falsi i metoda Newtona. Sg rdz.ne §posoby
wybierania nowych punktéw podziatu przy rozdrabnianiu prze-
dziatéw, zawierajacych pierwiastek. Oméwimy tu szkicowo dwa
najwazniejsze z nich, bez blizszego roztrzasania warunkoéw, przy
jakich sa one skuteczne, t.j. przy jakich pozwalaja szybko obliczyé
pierwiastek z duzg doktadnoseiq.

10 Regula falsi. Niech pierwiastek @, wielomianu (6) zawiera
sie wewnatrz matego przedziatu (p,q). Jest wige p<w,<<g, przy
czym liczby @o—p=2g; i q—®=¢6, 53 mate. W mysl wzoru Tay-
lora (Rozdziat VIII, §8, wzér (28), str. 119) mamy:

. 81 ’ 8% Iy
f(P)f——f(mo‘“81)=f(mo)“ ‘l‘if (@g) + Tz‘;f (@g)— -+

0) =f(@o-+ e =1@o) + 2 (o) + 52 @)+ -

Mamy f(z)=0, za§ z uwagi na to, ze liczby s, i &, 83 male,
mozemy pomingé drugie i wyzsze ich potegi, przez co otrzymamy
przyblizone réwnosei:

f(py=—e.f (my), Q) = exf' (@)

Wobec f(1,) =0, jest f'(xq)==0, gdyz wielomian (6) nie posiada—
jak zalozyliémy —pierwiastkéw wielokrotnych. Mamy stad proporcje
przyblizong:

g _ flp)

e N0
dajaea wobee &+ g,=¢—p TéwWnodé przyblizong:
pf(9) —af(p)

R R

Za przyblizong wartosé pierwiastka, albo tez za punkt podzialn
przedziatu (p,q), mozna wiec wziaé liczbe
PHe)—af(p)

%(q) —f(p)

" z-6w cigeiwy tej krzywej, laczacej

1§4] : Regula falsi i metoda Newtona. 277
Wzgledem nowego, mniejszego Y
przedzialu mozna nastepnie zastoso- e

waé podobne postepowanie.
Znaczenie geometryczne opisa-
nej metody jest nastepujace: zamiast
odcigtej punktu przeciecia si¢ krzy-
wej y=f(®) z osiag x-6w, bierzemy
za przyblizong warto$é pierwiastka
odcieta punktu przeciecia sie z osig

jej punkty o odcietych p i ¢ (Rys.5).

Rys. 5.

20 Metoda Newtona. Jezeli p jest przyblizona wartodeia pier-
wiastka x, wielomianu (6), to mamy z,=p+ e, gdzie £ jest liczba
maly. Pomijajac jej druga i wyzsze potegi w rozwinieciu Taylora

@)= 1o+ o) =Hp)+ 55 f (0) + S ) + ..,

otrzymamy wobec f(z,)=0 réwnogé
prayblizong  0=f(p)+sf(p), skad Y
8:—"?7((2;-})- (jezeli f(p)==0). Przybli- ‘

zong wartogcig pierwiastka zo=p-+ ¢
bedzie wiec:
fp)

o Py

Z ta nowa wartodcia przybli-
zong mozemy postapié dalej podob-
nie jak z wartodcia p i t.d. Oczy-
wifcie, jezeli f/(p)=0 lub jezeli sto-
sunek f(p): f(p) jest duzy, to me- Rys. 6.
toda ta nie daje si¢ stosowaé.

Podobnie jak dla metody regula falsi mozemy metode New-
tona zinterpretowaé geometrycznie (Rys. 6): za przyblizong war-
togé¢ pierwiastka przyjmujemy w niej odcietg punktu przeciecia
osi o i stycznej do krzywej y=f(x) w punkeie (p;f(p)).

Dla otrzymania lepszego przyblizenia moznaby tez uwzgledniad
pierwsze trzy skladniki rozwiniecia f(x,) 1 wyznaczaé & z réwna-
nia 2-go stopnia *

[

o)+ ef (p) + 5 17/ (0)=0.
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Zastosujmy metodq Newtond do obliczania pierwiastka’ dodatniego
réwnania 2* =D, gdzie D >1. Za przyblizong wartodé pierwiastka weimy

g—D p}+D
po= 1. Nastepnym przybhzemem ‘bedzie WJQG pl-— Py— ——é—ﬁg——-ﬁ “Tpe dal-
24D pi+D ,
szym Pa= 2_0.1.+_. it.d.; ogélnie Z’n+1"‘ "2 dla n=1,2,... Prayjmijmy
2py Pn o L
jeszeze: . o
g == dla n=012,..
‘pn . et
Bedziemy mieli: i oy o
P,, Qn pn qn ) -
pn+1 = —“'2—"7: ‘ qn+1 p” +q" dla n== 0 1 2 .

Metoda Newtons doprowadza WIQG do znanej z kursu Ana,llzy metody“

oblipzania pierwiastkéw kwadratowych, za pomocy frednich. arytmetyezno-har-
mqmoznych da]adceg——]ak madomo—-cmgl bardzo szybko zbleme

BRZYKLAD Obhczmy p1erw1astk1 dodatnie wmlommnu ‘
. fa)=a*+ To—T.

kY ’-7

Mamy tu k=2, o="17, 1+

mianu f(») sa wiec mniejsze od 4. Dla. obliczenia, ile ich jest, tworzymy. ciag

E- =1+)7< 4. Pierwiastki dodatnie wielo-

Sturma. Mamy tu fy(z)=232"47, skad dalej znaqdu;emy f,(m)z—-]-‘-"fw +1. 4

Wielomian ten mozemy zastapié jego 1loczynem przez liczbe doda,tma 3/'7 t.].
przez wielomian — 2+ 8. Dzielac fy(x) przez —2x--3, otrzymujemy reszte 55/4.
Zatem fy(x) jest stala ujemna. *

Dla =0 ciag Sturma maznaki —, +, +, —, t.j. dwie zmiany znaku,
zaé dla » =4 gnaki 4, +, —, —, t.j. jedna zmiane zna.ku ‘Wnosimy stad, Ze
miedzy 0 a 4 miefcl sie jeden pierwiastek wielomianu f(ax) ¢

Poniewaz f(2)>0, wiec wobec f(0)<0 pierwiastek t’en mijedei sie wewnatrs
praedziatu (0,2). Poniewaz dalej f(1) >0, wch pierwiastek ten leiy wewnatrz
przedziatu (0,1).

Biorge p=1 i stosujac metodq Newtona,, otrzymamy- jako przyblizong
wartosé pierwiastka liczbe: . S )

Poniewa,i f(0,9)>‘0; 788 f(0;89)<0,’ wige pierwiastek ten lezy miedzy 0,89
3 0,9. Liczba 0,9 daje wiec jego wartosé z bledem mniejszym od0,01.

§5. Obllczanie pierwiastkéw zespolonych wielomianu
o dowolnych wspélezynnikach zespolonych. Niech f(z) be-
izle Wielomianem: 0 dowolnych Wspé?cczynmkach zespolonych!’

* ‘ 1(z)=ap@m+a, z"’"i"}‘ G,

gdzie ap=>byt+cxi dla k=0,1,2,...,m, przy czym 11c7by by 1 e 88
rzeczywiste.

icm
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Dla liczby zespolonej z=g-+yi mamy:

fle)=f@tyi)= 3 (ba+cxi) (o4 yiy"—*=P(z,y) + iQ(z,y),
gdzie P(z,y) i Q(x,y) sa wielomianami (dwéch zmiennych = i y)
o wspétezynnikach rzeczywistych. Na to, zeby bylo f(z) =0, potrzeba
i wystarcza, aby bylo jednoczesnie:

P(2,y)=0 i Qz,y)=0

Obliczanie pierwiastk6w zespolonych wielomianu f(z) sprowadza
si¢ w ten sposéb do obhczama p1erw13,stkéw rzeczywistych, wspol-
nych dla dwa Wlelomlanéw dwu zmiennych o wsp6lezynnikach rze-
czywistyeh, co znowu — jak wiemy z teorii eliminacji (por. Roz-
dziat XV, § 3, str. 257) — sprowadza sie do wyznaczania pierwiast-
kéw Wielomianéw jednej zmiennej o wspélezynnikach rzeczywistych.
W ten sposéb ostatecznie obliczanie pierwiastkéw zespolonygh do-
wolnego wielomiaru o Wspélczynmka.ch zespolonych sprowadza sie
do obliczania ‘pierwidstk6w rzeczymstych wielomianu o wspélezyn-
nikach rzeczywmtyeh

Zauwaﬁymy 1;11 Jeszcze, ze — jak dowi6dl Carmichael 1) — kazdy pier-
wiastek £ Wlelommnu (8) przy a,=1 spelnia nieréwnoké:

m
]§| <laf+ V| ag| + Ha,s| Tt Vla_ml'
Dowéd tego twierdzenia podal tez Walsh?) oraz profesor Rudnickis?).

1) R. D. Carmichael, Bulletin of the American Mathematical Society,
Tom 24 (1917 18), str. 293.

2) J. L. Walsh, Annals of Mathematics (2), Tom 25 (1924), str. 285-286.

3) J. Rudnicki, Rocznik Polskiego Towarzystwa Matematyeznego, Torn 11
(1932), str. 14.18,
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