ROZDZIAL XV
UKLADY DWU ROWNAN ALGEBRAICZNYCH

§ 1. Wspélne pierwiastki dwu wielomianéw jednej
zmiennej. W Rozdziale VIIL (§ b, str. 114) wprowadzilismy dla
ukladu dwu wielomianéw jednej zmiennej wyznacznik 4, ktérego
elementami s wspblezynniki tych wielomiandw, czyli t. zw. rugow-
ik ukladu dwu wielomianéw jednej zmiennej.

Udowodnimy obecnie

Twierdzenie 1. Na to, aby dwa wiclomiany jednej zmiennej
posiadaly wspdlny pierwiastek, potrzeba © wystarcza, by ich rugownik
Dyt rowny 0.

Dowd6d. Niech beds dane dwa wielomiany zmiennej x:

1) fle)y=a@m+ a4, g(w) =box™ by '+ ...+ b,.

Jezeli te wielomiany maja wspélny pierwiastek z=a, to —jak
wiemy z twierdzenia 3 Rozdzialu VIII (§ 3, str. 107)~—oba sg po-
dzielne przez x—a, a wiec nie moga byé wzglednie pierwsze. % dru-
giej strony, jezeli wielomiany (1) nie sg wzglednie pierwsze, to maja
najwiekszy wspélny dzielnik d(z) dodatniego stopnia, a ze kazdy
pierwiastek wielomianu d(z) jest oczywiscie pierwiastkiem kaz-
dego z wielomianéw f(x) i ¢g(z), wiec wobece zasadniczego twierdze-
nia algebry (Rozdzial VII, § 2, str. 100) wynika stad, ze wielomia-
ny (1) posiadajg co najmniej jeden pierwiastek wspolny.

Zatem na to, zeby wielomiany (1) posiadaly co najmniej jeden
‘wspolny pierwiastek, potrzeba i wystarcza, zeby nie byly wzglednie
pierwsze, na co znowu w mysl twierdzenia 8 Rozdzialu VILI (§ 5,
str. 114) potrzeba i wystarcza, izby ich rugownik byl réwny 0,
<. b. d. o.

Warunek konieczny i dostateczny na to, zeby dwa wielomiany (1)
Jednej zmiennej posiadaly co najmniej jeden wspolny pierwiastek,
mozna tez wyprowadzié przy pomocy funkeji symetryeznych.,

e, i

icm
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Mianowicie, niech liczby ay,a,,...,a, beda pierwiastkami wie-
lomianu f(z), a liezby B,,8,,..., B, pierwiastkami wielomianu g(x).
Warunkiem koniecznym i dostatecznym na to, zeby wielomiany (1)

posiadatly wspélny pierwiastek, jest oczywiscie réwnogé:
(2) FB)HB,) .- f(B,)=0.

Lewa strona tej rdwnodei jest funkeja symetryczna pierwiastkéw
wielomianu g(z); jesli wiee g(#) podzielimy przez b,, to funkeja ta
da sie wyrazié¢ jako wielomian wzgledem wspétezynnikéw wielomia-
néw flz) i g(z). .

Mozna wykaza¢, ze tak otrzymany wielomian réwna sie

(_ -L)ltmR/b(I)n7
gdzie K jest rugownikiem wielomianéw f(z) i g(x) 1).
Zamiast rownosei (2) mogliby$my oezywidcie rozwazaé réwnosé

glag)g(as) ... g(am) = 0. Wobec tiego, ze f(x)=ay(z—a;) (T—a) ...(0—am)
i g(@)=by(x—p,)...(x— ﬂm), mamy:
HBIFBy - F(B)=az [T [] (B,
i podobnie -
g(al)g(a2)" am Hﬂ a _'ﬁ)
k=1 1=1

PRZYKEAD. Niech:
f@)=2"+au®+agpta,,  glz)=
Jest tu wiee:
81 (By) = (B} + 0,87 + aofty + 1g) (83 + a5 + gy + atg) ==
= (9185)° + 0, (6363 +-6365) -+ a2(8,8,)° + 0 (638, +6,83) + 02,85 -+ g (63 +-83)+
+ a3 + a0y (538, -+6,63)+ 0105 (67 +62) + 0y (8 +8,).
Lecz jak wiemy (Rozdziat VIII, § 11, wzory (41), str. 126):
By +By= B,8y= Dby,

224 byw + by,

_bl’
skad:
B 8% +62 65 = (9,55)" (B -+5g) = —b b,
83 By + B85 = B1y (82 -+ 63) = 8,2, [ (81 + By) 28185 ]1= by (b2 —2b,),
831 83 == (8, +8,)% — 3(8, +8,) B8y = — b3 -+ 3b,bs,
/3¥52+/?1ﬂ§= (ﬂl +ﬁg)ﬁ1ﬁ2= —~b1b2,
(34 B3 = (8, -+ By) 2 — 28,8y = b3 —2b
1) Ob. np. B. L. van der Waerden, Moderne Algebra, Tom II, Berlin
1931, str. 5.
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Warankiem koniecznym i dostatecznym, aby dane wielomiany posindaty
wepélny pierwiastek, jest wige réwnodé:
g ; . 5, . 9
B3 —a,b B2+ 622+ ayb, (b2 —2b,) + a3b, — ay (] — 3b;by) + ag—aayhy b, +-
C oy, (I;lw-2b2)——aza b= 0.

Tloczyn ge,)glas)glas) bytby tu mniej dogodny do obliczenia, gdyi za-
Wiera on 27 skladnikéw. Podobnie, nie byloby dogodne obliczanie iloczynu

” H (op—

=11=1

), majacego 6 ezynnikéw dwwniennych, a wige 28 = 64 skladnikdw.

§ 2. Wspélne pierwiastki wielomianu i jego pochod-
nej. Udowodnimy nastepujace

Twierdzenie 2. Na to, aby wiclomian f(x) posiadat co nejmnie]
jeden pierwiastek w%elokrotny, potrzeba 4 'w':/.stmc 2a, by jego wyrdinik
byl zerem. ;

Dowéd. W mysl twierdzenia 12 Rozdzialu VIII (§ 9, str. 120)
na to, aby wielomian f(x) posiadatl co najmniej jeden pierwiastek
wielokrotny, potrzeba i wystarcza, by wielomiany f(z) i f(#) mialy
choé jeden pierwiastek wspélny. Jesli wiec ay,dy,...,a, o0znaczaja
wszystkie pierwiastki wielomianu f(z), to warnnek ten napisad
mozemy w postaci:

(3) 7 (a)f (¢a) o () =0,

Z Rozdziatu VIII (§ 2, str. 105) wiemy, ze jezeli o jest pier-
wiastkiem wielomianu f(z), to f(a) jest wartodcia, jaks przybiera
dla z=qa iloraz z dzielema, wielomianu f(z) przez x—a. Wobec (2)
otrzymamy zatem: ‘

flaw) = ag(ar—ay) .. (th—pry) (Qp—pt1) .. (Op— ) ==
k-1 m
—I
=(— 1)m ‘ay [ ( a/z**aj I (—a)
j=1 Je=k1
i przeto:
v m(m—l) m k—1 m m
Flo)f (as)...f(am) = "'[] [] ) ]] /[ Uy hp)s
k=2 joel k== kel
Lecz, jak latwo sprawdzié:
m m m R

17 11 -

k=1 j==h-1

]][] Chj== 1)),

Rz et

icm
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Lo
G
~3

Jest wiec ostatecznie:

m(m—- 1) m k—1

m]] y/K “k*“f)

k=2 j=1

f(a)f (as) o flam)=

Wyrazenie to jest wlasnie Pomnozonym przez af wyrdzni-
kiem D wielomianu’ f(z) (por. Rozdziat IX, § 6, str. 168) Waru-
nek (3) jest wiec réwnowainy réwnodei D=0, c. b. d. o.

§ 3. Rozwiazywanie ukladu dwu réwnan algebraicz-
nych o dwu niewiadomych. Metoda Sylvestera. Niech beda
dane dwa wielomiany o dwu niewiadomych: f(z,y) i g(z,y). Poka-
zemy, w jaki sposéb rozwigzywanie ukladu réwnam:

(4) f(w’y):o;

mozna sprowadzié do rozwigzywania réwnan o jednej niewiadome;.
Postepowanie to nosi nazwe rugowania (czyh eliminacji) jed-
nej z niewiadomych z réwnan (4). ]
Uporzadkujmy kazdy z Wlelonua.néw f i g wedlug poteg jednej
i tej samej zmiennej, np. zmiennej y; niech to beds me]omlany od-
powiednio stopnia m i n wzgledem ¥, zatem:

gz, y)=0

H@,y) = ag(@)y™+ ay(@)y™ "+ ... + am(@),
9(@,y) =bo(w)y" +by(w)y™! + ... +ba(2),
gdzie ag(x),ay (), ..., 0n(®), bo(), by(®), ...,ba(x) sa wielomianami wzgle-
dem z o danych wspélezynnikach liczbowyeh, przy czym wielomiany
ao(w) i by(x) nie s tozsamodciowo réwne zeru.

Zatbzmy, ze uklad liczb x,y spelnia oba réwnania (4). Be-
dzie wiec réwniez:

f(@,y) =0, yf(z,y) =0,
(@,9)=0, yg(x,y)=0,

Wypiszmy te m-+n réwnan, wsta,wm]@c za f(z,y) 1 g(@,y) Wy-
razenia ze wzoréw (5), i przyjmijmy:

(5)

yf(z,y) =0,
y=g(2,y)=0.

y3f(x,y) =0
y9(z,y)=0, ...,

[} v e ony

=y vy bopn= '.’/m+"'_’

t=1, te=1,

W. Sierpinski. Zasady Algebry Wyiszej. 17
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258 ROZDZIAE XV. Uklady dwu réwnai algebraicziych,
Otrzymamy m-+n réwnan liniowych jednorodnych wzgledem
biytay ey bmnt
o)t oy (@)t 4+ . (@)l =0,
(@)t + 0y (@)l + - o . W @)ty =0,
a’o(m)tnz+u‘|'a'1(m)tm+n~—1+ e an(@) =0,
bo(@)tnt1 + by(@)tn + ... b (w)E =0,
bo(@)tnys +by(@uts - . . Fba (@)t =0,
bo(w)tm+n+b1($)tm+n-——l+ . "l‘bn( )m """ 0.
Ten uklad m-+n réwnan jest spelniony przez uklad liczb
21,b9, «ory bmny KGOTE nie wszystkie sg réwne 0, gdyz ty =1. Wyznacznik

tego ukla.du musi wiec byé réwnym zern (Rozd/m.]c II1, § 6, tw. 6,
str. 50). Tatwo sprawdzié, ze otrzymamy w ten 8poséb réwnmme

(%) ay(w) ml(z) . 0 . O
0 aye) . (X)) ap(z) . 0
0 . . ..o alw) . W) _
K@) = bo() by(x) N ) B | = 0.
0 bo(m) bn———-l(w) bn(w) oo o0
) 0L by ba()

Podobnie, porzadkujac wielomiany f(,y) i g(»,y) W(‘Cllug poteg
zi 10zum113ac jak wyzej, otrzymamy réwnosé:

Ry(y)=0.

Wyznaczniki R{x) i Rl(y)k nazywamy rugownikami ukladu (4).
Mamy zatem ’

Twierdzenie 3. Kazdy wlkitad liczb x,y spetniajacy réwnania (4)
musi spelniaé réwnania:

(6) Ry(y)=

gdzie R(x) i B,y(y) oznaczajq"mgowmki uktadw réwnan (4).

Blz)=0 i

icm
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§ 4. Przypadek, gdy iaden z rugownikéw nie jest
tozsamosciowo zerem. Jezeli zaden z wielomianéw R(z) i By(y)
nie jest toZsamogciowo réwny zeru, to kazde z réwnan (6) posidda
skoniczong liczbe pierwiastkéw. Jezeli @y,m,,...,2; sa pierwiastkami
wielomianu R(x), a Y15¥ps -y Y, Plerwiastkami wielomianu R (y), to
kazdy uklad liezb o,y hpehna,]aacv réwnania (4 ( ) bedzie jednym z ki
uktadéw wx, _/J, gdzie i=1,2,..,k i §=1,2,..,1, lecz niekoniecznie
na odwrét. Dla znalezienia wszystklch rozwigzah ukladu réwnan (4)
wystarezy wige sprawdzié, ktére z ukladow L dla i=1,2,..,k
i j=1,2,...,1 spelniajg réwnania (4).

(xdyby ¢ho¢ jedno z réwnan R(z)=0 i R,(y)=0 nie posiadalo
pierwiastkOw (bedgce np. postaci 3=0), to uktad ré6wnan (4) nie po-

siadalby rozwigzan.

PRZYKLADY. 1. Niech beda dane réwnania:
Y+ x-—y—1=0, 2y —3x—2 + 6= 0,

Postepujac wskazanym sposobem, znajdziemy:

z—1 z—1
R(x) = w2 _3x+6’ —A4{z—1) (x—2),
, Y+l —y—
vﬂl(y)—; y—3 _2y+61 —(+1)(y—3).

Pierwiastkami réwnania RB(x)=
réwnania B,(y)=10 sg y;=-—11 y,=

083 #,=11 z2_2, zaé plerwiastkami
3. Nalezy wiec zbadaé, ktére z uktadéw:

1,—1, 2,—1, 1,3, 2,3

spelniaja dany uklad réwnan. Sprawdzamy z latwodcia, ze wlasnoié te maja

tyllo uklady drugi i trzeci. Uklad danych réwnah ma wiee dwa rozwi_@zania:
X==2, y=—1 i z=1,y= 3.

2. Niech bedzie dany ukiad réwnan:

zy+y+atl=0.

py?—y*—4x44=0,

Znajdziemy tu:

5—1 - 0 —4x+4|

Rg)= | z+1 a+l =5e—1)@+1)2,
i 0 x4+l a+1 ] :

: Pt —yitd ] .y

v = | " = 2 +1 Y2 —q),

Ryly) g1 y+l. (y+ 1)y )
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+ 260 ROZDZIAE XV. Uklady dwu réwnah algebraicznych.,

Pierwiastkami réwnania R(@)=0 sa @y=1 i @y=—1, & pierwiastkami
réwnania By(y)=10 sa y=—1, Yp=2 i yp=-—2. Nalezy wige zbadat, ktére
7 uktadéw:

ls”"':l’ 1;21 1:"—2; “"‘1,"""1, ——1,2, -.—1’__.2

spelniaja dany uklad réwnai. Sprawdzamy, Ze whasnosé te maja uklady pierwszy,
piaty i szésty. Uktad danych réwnan ma wiee 3 rozwigzania:

w=1, y=——'1, =1, y==2, Gem—1, Y=—2,
3. Niech bedzie dany uklad réwnanh:
m”+2wyL|—fy3—-«2=0, s4y—1=0,

© Znajdziemy tu:

i ze wzgledu na symetrie danych réwnah wzledem « i y réwnies:
By (y)=—1.

Réwnania B(w)=10 i RBy(y)=0 nie moga wiec byé spelnione przez zaden
uktad liezb @,y9, skad wnosimy, ze dany uklad réwnan nie posiada rozwigzai.

Ze réwnania danego ukladu sa sprzeczne, mozna tez zauwazyé bezposred-
,nio, gdyz drugie daje m+y=1, zatem teZ (z+y)=1, za$ pierwsze napisaé mo-
Zemy W postael (#+yf=2.

4, Niech bedzie dany uklad réwnan:

w4yt —2xy—1=0, —y -+ 2= 0,
Znajdujemy: '
1 —2 o°'—1
R@)=|—1 =z-+2 0 | =3—2"
0 —1 =42
1 —2 g1
RBiy)=|1 —2y 0 =3,
0 1 2~y

Réwnanie Ry(y)=0 nie moze tu hyé spelnione przez zadng liczbe y, skad
‘wnosimy, ze dany ukiad réwnan nie posiada rozwiazan.

icm
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5. Niech bedzie dany uklad réwnah:

2yt —y?—3 =0, Y -—y—3=0,
Mamy tu:
x*—1 0 ——3’
R@)=| 2*—1 —3 0 = 3(z®—1) (4—2?),
0 22—1-—38 ]
y: 0 —yr—3 0
. S0 g2 0 —y*—3
Ry(y)= = 9yi(y—1)
1(y) y 0 —y—3 0 9y*y—1)
0 v 0 —y—3 I

Réwnanie R(x)=0 ma pierwiastki 1, —1I, 2 i —2, zaé réwnanie Biy)=0
pierwiastki 0 i 1. Sprawdzamy, e tylko uklady 2, 1 i —2, 1 spelniaja dany
uklad réwnan. . .

§ 5. Przypadek, gdy jeden z rugownikéw jest toz-
samo$ciowo zerem. Jezeli tylko jeden z wielomianéw R(z) i Ry(y)
nie jest tozsamosciowo réwny zeru, np. pierwszy, to oznaczajgc przez
By gy ..y B jegO pierwiastki, wnosimy, ze kazde rozwigzanie ,y
ukiadu réwnari (4) musi mieé postaé z,y, gdzie i=1,2,...,k. Dla
znalezienia wszystkich rozwigzad nalezy wige zamiast ukladu (4)
badaé kazdy z k ukladéw dwu réwnai o jednej niewiadomej y:

- ey =0, gay=0
gdzie 1=1,2,..,k. . | q -

PRZYKEADY. 1. Niech bedzie dany uklad réwnan:
wyt—ytfx-—1=0, wy—y+a;——1:0:\

Znajdziemy tu:

‘ z—1 . 0 z—1
R@)=|x—1 3—1 0 |=2@—1p3,
0 2—1 z—1
241 —yr—1
By (y)= Y = 0.
y+1 —y—I

Réwnanie R(x)=0 ma jeden tylko pierwiastek z= 1. Lecz dla x=1 dany
ukiad réwnan jest tozsamofciowo spelniony przez kaida liezbe y. Wnosimy wige,
Ze rozwigzania danego ukladu réwnaf s postaci 1,y przy dowolnym y.
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263 ROZDZIAY XV. TUklady dwu réwnah algebraicznych.
2. Niech bedzie dany ukiad réwnan:
22y -2t Yyt 1= 0, w2y e gy e L ),
Mamy tu:
72— 1 0 w1
B(x)=| 2?—1 x2—1 0 == 2(: 1)3,
0 22—1 z?-—1
¥4 1 0 Yt 0
0 y2+1 0 e !
By(y)= = (),
RS B B—— 0
0 y+1 0 -1

gdys trzecia kolumna jest réwna pierwszej, pomnozonej przes —L.

Réwnanie R(x)=0 ma tu dwa pierwiastki: @=1 i ®==-—1. Dla kazdej
z tyoh dwu wartofei na- » dany uklad réwnan daje tozsamodé dla y. Rozwigza-
nia danego ukladu réwnai maja wiee postaé l,y i —1,94 przy dowolnym g,

3. Niech bedzie dany uklad réwnan:

s ?—y =0, ay—x =1,
Mamy tu: : :
Re)=|, " ° |=a1—a),
1- —y, 0
Ryy)=|y—1, 0, 0|=0,
0, y—1, 0

Réwnanie B(z)==0 ma tu dwa pierwiastki #=0 i s=1. Dla £=0 dany
uklad daje na y tozsamodé, zad dla =1 daje on na y réwnania l—y=0
i y—1=0, spelnjone tylko przez y=1. Rozwiazaniami danego ukladu réwnai
83 wiec uktady 1,1 i 0,y przy dowolnym y,

§ 6. Przypadek, gdy oba rugowniki sa tozsamoS$ciowo
réwne zeru. W przypadku, kiedy oba wyznaczniki R(x) i R,(y) 5a
tozsamosciowo réwne 0, nalezy szukad rozw1@7aﬁ da,nego ukladu
réwnan na innej drodze

PRZYKLADY. 1. Niech bedzie dany uklad réwnan:

) x2yt—1=0, Y249y =0,
Znajdujemy tu: y Y
2 0 —1 0
. 0 =2 0 -—1
B(x)= == ),
@=lz 1 0o o
. | 0 = 1‘ 0
/ it 0 —1
TEy)= |y oy 0 =0
0 ¥ oy

icm
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Jezeli @,y jest rozwiazaniem danego ulktadu réwnat, to musi byé y=+0,
gdyz dla y= 0 pierwsze réwnanie nie moze hys spelnione przy zadnym z, Lecz
gdy y=0, drugie réwnanie daje xy--1=0, skad g=-—1/y, a uklad —1/y,y
gpelnia oba dane réwnania przy wszelkim y == 0. Rozwigzania danego ukladu réw-
naf majg wiec postaé —1/y,y przy dowolnym y= 0.
2. Niech hedzie dany uklad réwnan:
@yt —a? -+ =0, 2yt —5+1=0.

Wyznaczniki B(x) 1 By(y) 83 tu, jak tatwo obliezyé, tozsamodciowo réwne 0.
Jezeli ukiad »,y spelnia dane réwnania, to musi byé w41, gdyz dla
y=z=x1 drugie réwnanie nie moze byé spelnione przy zadnym ». Lecz dla y==+1

! ey zad ukla,d

drugie réwnanie daje %= p— Yy spelnia oba réwnania

y”’
przy wezelkim y 4 4 1. Rozwiazania danego ukladu réwnan maja wiec postaé

T}—?)—g, y przy dowolnym y 4 +1.

3. Niech bhedzie dany uklad réwnamn:

w“+y2—~1=0, 22+ yr—2=0.

Znajdujemy tu z latwolcia, ze zaréwno R(z) jak R,(y) sa tozsamogeiowo
réwne zeru. Natomiast uktad réwnan, jak Iatwo sprawdzié, nie posiada rozwxqzan,
gdyz odejmujac je stronami, otrzymujemy sprzecznoié: 1= 0.

Zauwazymy, ze uklad dwu réwnad o dwu niewiadomych =,y,
z ktoryeh pierwsze jest wzgledem z pierwszego stopnia, a wzgle-
dem ¥ drugiego stopnia, natomiast drugie jest wzgledem z drugiego
stopnia, a wzgledem y pierwszego stopnia, moze nie byé rozwiazalny
za pomoca pierwiastnikéw (jakiegokolwiek stopnia).

Takim jest np. uklad réwnan:

w(L-—10y?)+2y2=0, Ly—1=0.

Wstawiajac bowiem do pierwszego z tych réwnari wartosé na v,
wyznaezonyg z drugiego, otrzymamy na x réwnanie 5-go stopnia
&5—102-}-2==0, ktére nie jest rozwigzalne za pomocy pierwiastni-
kéw zadnego stopnia (ob. dalej, str. 423, éwiczenie 2).

§ 7. Metoda Fermata rozwigzywania ukladu dwu
réwnan algebraicznych. Rozwiazywanie ukladu dwu réwnan
algebraicznych o dwu niewiadomych daje sie sprowadzié do roz-
wigzywania jednego réwnania algebraicznego o jednej niewiadomej
droga zupeinie elementarna, wskazana przez Fermata.

Niech

) A b @ =0 1 bggn byt b= 0

(LO pa ﬂf-
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264 ROZDZIAE XV. Uklady dwu réwnan algebraicznych,

beda dwoma danymi réwnaniami, gdzie wspélezynniki ¢ dla
$=0,1,2,...,m oraz b; dla j=0,1,2,...,n zalezg od y. Rozwigzujac
uklad dwu réwnan o jednej niewiadomej y, mianowicie a,=0
i b,=0, latwo znaleZé wszystkie takie rozwigzania ukladu (7),
w ktérych £=0. Mozemy wiec dalej szukaé juz tylko takich roz-
wigzan, w ktérych x==0. Ot6z napiszmy dane réwnania w postaci:

%™ + a'lwm_i TFeve G = — Gy,

¢ —b, = b~ by L., b,

Mnozae te réwnania stronami i dzielge obie strony otrzymanego
réwnania przez @ (o ktérym mozemy  teraz zaIOZyC ze jest rozne

od 0, gdyz ewentualne rozwigzania, w ktérych @==0, juz zna-
lefli$my), otrzymamy rdwnanie:
b @y bR L Gy 1Dy = G L G-y

Jezeli m>=n, bedzie to réwnanie stopnia co najwyzej m-—1,

Uwzgledniajac to réwnanie oraz réwnanie:
b+ bynt 4 .. 4-by == 0,

bedziemy mieli zamiast réwnan stopni m i n<\m dwa nowe réw-
nania stopni m—1 i n.

Obnizylismy wiec stopiet jednego z danych réwna. Postq-
pujae w ten sam sposéb . dalej, musimy wreszeie doj§é do réwna-
nia stopnia zerowego wzgledem @, czyli otrzymfmé réwnanie o Jedne]
tylko niewiadomej ¥.

Jako {éwiczenie, czytelnik zechee zastosowad te metode do
dwu réwnan 2-go stopnia wzgledem « i poréwnaé otrzymany wy-
nik z wylozong w §§ 3-6 metoda Sylvestera.
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ROZDZIAL XVI

OBLICZANIE PIERWIASTEOW ROWNAN
ALGEBRAICZNYCH '

§ 1. Twierdzenie Sturma. Niech f(¥) oznacza wielomian
0 wspdlezynnikach r7eosz1styeh hie posmda]acy “pierwiastkéw
wielokrotnych. Wielomiany f(2) i fi(x)=f(2) sa wiee w my#l twier-
dzenia 12, Rozdziatn VIIL (§ 9, str. 120) wzglednie pierwsze. Zasto-
sujmy wzgledem nich ztlgbfytm Euklidesa z tg jedynie réznica zna-
kowania, ze przy kazdym kolejnym dzieleniu zmienimy znak reszty.
Bedzie wiec:

f()
fo(®)

= a(@)fr(2)—fal),
== gale)fa(r)—Ffyla),
(1)
Fr-2(8) = Qs (0 -1(@) —Fil ),
| fi-2(@) = au(@)fil)
przy czym fi(#) bedzie statag rézna od zera, gdyz wielomiany f(z)

i f(x) sa wzglednie pierwsze.
We/my pod uwage dla danej wartodei rzeczywistej x ciag liczb:

(2) fo(a,)-:f(w), fl(w)‘: f‘_‘(w)a ve) fk(‘r)a

zwany ciggiem Sturma. _
Jezeli w tym ciagu, po ewentualnym odrzuceniu wyrazoéw po-
Srednich réwnych zeru, nastepuje po dodatnim wyrazie ujemny
lub na odwrdt, to bedziemy moiwili, ze w ciggu wystepuje (co na]-
mniej jedna) zmiane znalku. :
Dla kazdej wartodci liczby rzeczywistej x mozemy obliczyé
liczbe Z(z) kolejuych zmian znaku w ciggu (2). -
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