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ROZDZIAL XIV
DOWODY NIEMOZLIWOSCI

§ 1. Niemozliwo$é przedstawienia pierwiastkéw wie-
lomianu nieprzywiedlnego 3-go stopnia za pomoca pier-
wiastnikéw kwadratowych. Udowodnimy nastepujace

Twierdzenie 1. Pierwiastki réwnania o wspdlezynnikach wy-
miernych ‘

(1) & +pz+¢=0,

nie majgoeqo pierwiastkéw wymiernych, nie daja sie przedstawié za
pomocq pierwiastnikéw kwadratowych, V ‘

Dowdd. Przypudémy, ze jeden z pierwiastkéw réwnania (1),
np. 2y, daje sie przedstawié za pomocs pierwiastnikéw kwadrato-
wych. Istnieje wiec taki ciag skonezony liezb ay,ay,...,0m, Ze o} jest
liczbg wymierna oraz ze jeSli" Ry=&R i ogllnie Rp=RK;_4(a;) dla
k=1,2,3,...,m, to o2 nalezy do R,y dla k=2,3,...,m, za$ 2 nalezy
do R, Mozemy oczywifcie zalozyé, ze dla k=1,2,...,m liczba o
nie nalezy do Ry (t.j. ze Ry+R, ;) oraz ze liczba z; nie nalezy
do Rp_g.

Poniewaz a,, nie nalezy do E,4, wige o nie jest kwadratem
liezby nalezgcej do Rn-—y, bowiem wrazie o =wu? przy « nalezagcym
do Ry byloby ap=u lub a,=—u, a zatem a, nalezaloby do B,
wbrew zatozeniu. Poniewaz za§ o?, nalezy do R,—, wige w mysl
twierdzenia 7 Rozdziatu XIIT (§ 3, str.229) dwumian 22—o? jest
nieprzywiedlny w ciele R, 1, & ze liczba a, jest pierwiastkiem
tego dwumianu, wiec w my§l twierdzenia 8 tegoz Rozdzialu (§ 3,
str. 229) kazda liczba ciata R,=Rn—i{an), zatem i liczba z,, daje
sie przedstawié w postaci z,=a-+bay,, gdzie liczby a i b nalezg do
Rpyq. Lecz 2, jest pierwiagtkiem réwnania (1); mamy wiee:

(2) @+ 3ab +patq-+(3ah+ a2 +pbla,
W. Sierpifiski. Zasudy AlgeBry Wysszej. 16
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Gdyby bylo 3a*h+0%e? + pb==0, t0 z réownosel (2) oraz z uwagi,
ze liczby @, b i o2 nalezg do R, 1, wynikatoby, ze a, nalezy do
ciata R, .y, wbrew zatozenin. Jest wiec 3a*b-+ b2 --pb=0 i réw.
nogé (2) daje:

co dowodzi, ze liczba 2y,=a—ba, jest réwniez plm'WJ.a‘s‘ukiem réw-
nania (1) i to réznym od 2y, gdyz b==0, skoro liczba & ==a-+ba, nie
nalezy do Rp—. Niech 23 oznacza trzeci z kolei pierwiastek row-
nania (1). Bedzie, jak wiemy:

22y t2g =0,
gdyz w réwnaniu (1) brak wyrazu, zawierajgcego #* (por. Rozdziat X,
§ 3, réwnanie (16), str. 175, i wzér (27), str. 177). Zatem:

B,

2g=—(2 1 2p) =
0 dowodm, ie 2, nalezy do R, ;.
Lecz z; nie jest liczba wymierng, gdyz w mysl zalozenia row-
nanie (1) pierwiastkéw wymiernych nie posiada. Istnieje przeto
taka liczba naturalna k<{m-—1, ze 2; nalezy do Ry, lecz nie nalezy
do Ry Zastepujac w przeprowadzonym rozumowaniu liczbe #
i cialo B, 1 przez liczbe #; i cialo RB,_;, dojdziemy do wniosku, ze
jeden z pozostalych pierwiastkéw (a wiee 2, lub 2z,) nalezy do Ry,
zatem tymbardziej do R, (gdyz k<m-—1). Jedna z liczb a--ba,
lub a—ba, nalezalaby wige do E,_,, & ze ¢ i b==0 nalezg do R,
wyniks stad, ze a, nalezy do R,.;, wbrew zatozeniu, Twierdzenie 1
zostato zatem udowodnione.
Z twigerdzenia 1 wynika w szezegolnoded (dla rdwnania 28-—2 ==0),

#ze liczba V2 nie daje sie wyrazié za pomoca pierwiastnikéw kwa-
-dratowych.

Jest to negatywne rozstrzygniecie tzw. zagadnienia podwojenia
szescianu, w ktérym idzie o to, aby majac dany bok szefcianu, wy-
krefli¢ jedynie za pomocy cyrkla i linialu bok szedcianu dwa razy
wiekszego co do objetosei. ,

Gdyby to bowiem bylo mozliwe, moznaby bylo row niez, przyj-
mujge bok danego szedcianu za l zbudowaé za pomocy jedynie cyr-

kla i linialu odcinek o dtugodei V‘_ (gdyz taka dlugodd ma bok sze-
$cianu o objetosei 2), co znown—jak dowiedlismy w § 5 Rozdzialu X1
3

{str. 208-209) — pociagatoby za s0bg moznosé otrzymania liczby J2

A
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z liezby 1 za pomocy skonczonej liezby dzialan arytmetycznyeh i wy-
cl@ganla pierwiastkdw 2-go stopnia, czyli przedstawialnogé liczby

1/2 2 pomoca pierwiastnikéw kwadratowych, wbrew twierdzeniu 1.

Do wyznaczania liczby Vz sprowadza sie réwnies Wyznaczanle dwu
drednich geometrycznyeh migdzy liozbami 1a 2, 1:] takich liezb » i y, iz
lig=@:y=1y:2. : ’

A oto nietrudny do sprawdzenia przyklad ‘pierwia;stka 3-go
stopnia z liezby niewymiernej, dajacego sie wyrazié za pomocg pier-
wiastnikdw kwadratowych: '

Va2 7575 =13 + 5.

§ 2. Podzial kola na 7 i na 9 réwnych cze¢sci. Try-
sekeja kata. W § 2 Rozdziatu XTI dowiedliémy (str. 202), ze réw-
nanie

nie posiada pierwiastkéw wymiernych. W my§l twierdzenia 1 zaden
z pierwiastkéw tego réwnania nie daje sie wiec przedstawié za po-
mocg pierwiastnikéw kwadratowych, co (jak zauwazyliSmy tamsze
na str. 202) pociaga za soba, ze zaden z réznych od jednosei pier-
wiastkéw réwnania 27=1 nie daje sig¢ przedstawié za pomocg pier-
wiastnikéw kwadratowych.

Wynika stad, ze jesli dany jest promiedt kola, to obwodu kola nie
moéna podrielid za pomocq jedynie cyrkle i linialu na 7 réwnych czesei.

Gdyby to bowiem bylo mozliwe, moznaby bylo réwniez, ma-
jac odcinek o dlugodeil, znalezé za pomocs jedynie cyrkla i linialu
punkt plaszezyzny 003—?—4—@ blni—, a wiec tez wykreglié odeinki

27 2 . . .
o diugosei COS = 012z sin==, co znowu—jak dowiedlismy w §5

Rozdzialu XTI (str r)08~‘>09)
{)
mania liczb c-oq—' oraz sml

7
liczby dzialan a,rytmei yeznyceh 1 wyeiagania pierwiastka 2-go stopnia.
[y}

pociggaloby za soba moznosé otrzy-
z liczby 1 za pomoca skodczone]

0
C . . . =TT P 4 v s L
Stad zas wynikatoby, ze liczba cos— -+ sin = czyli jeden z roz-
i i
nych od 1 pierwiastkgw réwnania 2"—1=0, daje si¢ przedstawic
za pomoca pierwiastnikéw kwadratowych, whrew okazanej przed
chwilg nieprzedstawialnogei ich w ten sposob.
16*
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Tak samo z uwagi, ze réwnanie
—3u+1=0

nie posiada pierwiastkéw wymiernych, wynika na mocy twierdze-
nia 1, ze zaden z pierwiastkow tego réwnania nie daje sie wyrazié za.
pomocg pierwiastn‘ikéw kwadratowych — co, jak wiemy z § 3 Roz-
dziatu XI (str. 204) —pociaga za sobg podobng wlasnosé dla romych
od jednofeci pierwiastkéw réwnania #?—1=0. A

Podobnie jak wyzej, wnosimy stad, ze obwodu kota o danym
promieniu nie mosna podziclié za pomocq jedymnic ayrkla i lindaty
na 9 réwnych cagseil).

Wynika stad, ze nie mozna za pomocy

zbudowaé kata 40° (gdyi 400 = -—%EL)

jedynie eyrkla i linialu

Poniewaz zad potrafimy za pomocy jedynie cyrkla i linialw
podzielié obwdd kola na 3 réwne czedei, a wiec i zbudowaé kat 1200,
wiec — jak widzimy — istnieje kat, kiory moéna zbudowad za pomocq

jedynie cyrkla ¢ linialu (np. kat 1200), lecz ktdrego nie moina jedynie

za pomocy cyrkla ¢ liniabu podzieli¢ na 3 réwne czesei.

T.zw. zagadnienie trysekeji kqta, czyli mozliwodei podzialu do-
wolnego kata na 3 réwne czedei za pomoca jedynie eyrkla i linialu,
jest tym samym rozstrzygniete negatywnie.

Mimo to weigz jeszoze znajdujs sie osoby, znajgce tylko mate-
matyke elementarng, ktére usitujg znaleZé sposéb podziatu dowolnego
‘kata na 3 réwne czesei za pomoca jedynie cyrkla i liniahu.

Jezeli potrafimy dany kat 4 podzielié na 3 réwne czedei jedynie
z% pomocy cyrkla i linialu, to majac odeinek o dlugogdei 1 oraz odei-
nek o dlagodci @ =2 cos #, potrafimy za pomocs tylko cyrkla i linialu

zbudowaé odcinek o dlugosei =2 cog 3 i na odwrét. Poniewaz —

jak to z latwodeia wynika ze wzoru de Moivre’a (ob. Rozdzial VI,
§7, wazbr (21), str. 93) — mamy:

3
: cos $:=4 (cos 2) —3 cos ?,
Wwiee: o o
—3r—a=0.

(3). '

') Ogélniej: mozna dowiedé, %e nie mozna za pomocy jedynie cyrkla ilinialo
podzielié kola na p™ réwnych czebei, gdzie p jest liczba pierwsza wiekszg od 2,
a n liezby naturalng wiekeza od 1.

¥
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Na to wiee, Zzeby mozna bylo przy pomocy tylko cyrkla i li-
niatu podzielié dany kat # na 3 réwne czeei, potrzeba i wystarcza,
izby pierwiastki réwnania (3) daly sie otrzymaé z liczb 1 i .a przy
pomocy pierwiastnikéow kwadra.towych Moznaby badaé, dla jakich
liezb @ jest to mozliwe.

Wspommmy tu jeszeze o zagadnieniu kwadratury Zcola

Jest to zagadnienie budowania, za pomoca jedynie cyrkla i li-
niatu, kwadratu o polu réwnym polu kola o danym promieniu. Je-
zeli promien kola przyjmiemy za 1, to —jak wiemy —bok kwadratu
o polu réwnym polu tego kola wynosi V_ Gdyby wiec kwadratura
kota byla mozliwa, to odeinek o dlugosei = moznaby zbudowaé z od-
cinka o dlugodei 1, uzywajac jedynie c¢yrkla i linialu (i na odwrét),
a wiee liczba = dalaby sie wyrazié za pomocs pierwiastnikéw kwa-
dratowyeh, co jest niemozliwe, gdyz— jak wiemy z Rozdziatu XII,
§ 6, str. 222 — = jest liczbg przestepna.

Zagadnienie kwadratury kola jest oczywidcie réwnowazne za-
gadnienin cyrkulatury kwadratu, t, j. zagadnieniu zbudowania, za po-
mocg jedynie cyrkla i liniatu, kola o powierzehni réwnej polu danego
kwadratu. ’

- Jest ono tez, jak tatwo dowiedd, rdwnowazine zagadnieniu wy-
prostowalnodei okregu, t.j. zbudowaniu, za pomoca jedynie cyrkla
i linialu, odeinka o diugosci réwnej obwodowi danego kola..

Oto co pisze na ten temat prof. Steinhaus?t):

»Znaczng popularnofeia ciesza si¢ niektére navkowe zagadnienia, ktére
przez swy prost forme sa zrozumiale i dla nie majacego specjalnego wyksztalcenia
ogéhu, Pytanie proste, a odpowieds trudna — do tego rodzaju zadan nalezy kwa-
dratura kota., Od zamierzehlej przeszioéci do ostatnich czaséw zagadnienie owo
zaprzatato uczonych i profanéw, tak ze w koheu ,kwadratura kola“ stalta sie
przystowiowem oznaczeniem wezystkiego, co trudne, niemozliwe, samo w sobie
sprzeczne, W wiekach frednich szukano kwadratury kola w mmiemaniu, Ze da
.ona temu, kto ja znajdzie, potege i wiedze taka, jaka daje kamien filozoficzny
i eliksir zycia. Jezeli ten okres kwadratury kola nazwiemy mistycznym, to wie-
kom XVIII:mu i XIX-mu, kiedy wéréd szerszego ogélu bylo rozpowszechnione
przekonanie o wielkich nagrodach, wyznaczonych przez akademie za kwadrature,
nalezy sie nazwa okresu materialistycznego. (Nb. nagréd podobnych nigdy nikt
nie wyznaczat). Do dzié dnia ukazu)a sig rozprawki, ktérych autorowie utrzymuja,
ze im whaénie udalo sie to, nad czem bezskutecznie &lecza matematycy, a kiedy
rzekome odkrycie przechodzi bez wraZenia, uskarzaja sig na zawiéé uczonych.
z rzemiosta. Przewasinie jednak inteligentny ogél stoina stanowisku krytycznym,
t.j. uwaza rozwigzanie za niemozliwe. Motywy jednak sa. czesto bledne (niewy-
miernodé liezby #), czesto tes 6w poglad krytyczny ]est Wymklem mezna]omoé(;l
zagadnienia. . ’ +

1y H. Steinha us, )Zuuadmium Lota, \Vszechwmt Warszawa 1908, -

]
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.oDzi§ chyba kazdy wie, Zze oddawna akademie, zlozone z ,zazdrosnych
fachowe6w™, wrzucaja wszelkie rozprawy, podajace ,wreszeie* konstrukeje kywa-
dratury kola, do kosza, N1estety kosze, przeznaczone na ten cel, bynajmniej ma

87 dzié jeszeze szczuple

Nadworny matematyk kréla Jana ITI, bibliotekarz w Wilanowie, ks. A dam

Kochanski podal prayblidong konstrukeje liczby = za pomoca cyrkla i liniatu,

a mianowicie liczby l/%) — 2J/3, ktiéra—jak tatwo oblicays—wynosi 3, 14153334, .

a zatem réini sie od » mniej niz o 6,10~ Eugen Beutel, autor dzietks Die
Quadratur des Kreises, nazywa rozwigzanie ks. Kochanskiego ,najstarszym z no-
woczesnych i jednym z najdokladniejszych“ 1),

Inng konstrukeje podal Specht, wychodzac z nieréwnofei:

13 V148 7

Zagadnienie kwadratury kola nalezy odrézniad od nastepujacego
zagadnienia, nie majacego z nig bezpodredniego zwigzku: czy mozna
rozbié kolo na skoniczong liczb¢ czedci (niekoniecznie za pomoca tylko
cyrkla i linialu), z ktéryech moznaby zlozyé kwadrat? :

Istnienie rozkladu kuli na skofczona liczbe  ezedci (ktérych
jednak nie potrafimy efektywnie wyznaczyé), z ktéryech mozna
ztozy¢ szescian o tej samej co dana kula (lub nawet innej) obJQLOém,
zostato udowodnione przez Banacha i Tarskiego 2). “

W zwigzku z zagadnieniami mozliwogei konstrukeji przy po-
mocy tylko cyrkla i liniatn wspomnimy, ze — jak okazal Masche-
roni®) — wszystkie punkty, ktére mogg byé wyznaczone z danych
punktéw przy pomoey cyrkla i linialu, moga tez byé wyznaczone
z nich przy pomocy samego tylko cyrkla. Steiner zag dowiédl 4,
Ze mogy one tez by¢ zbudowane przy pomocy samego tylko linialu,
0 ile narygowane jest jakiekolwiek kolo wraz ze érodklem Kolo bez
srodka do tego celu nie wystarcza®).

Niektére konstrukcje, niewykonalne przy pomocy samego
c¢yrkla i linialu staja sie wykonalne przy pomocy tych przyrzaddw,
]ezeh narysowana jest parabola y=g#? lub choéby maly jej luk.

') Ob. ksigzke 8. Jelefiskiego, Sladami Pitagorasa, str. 300,

%) 8. Banach i A, Tarski, Fundamenta Mathematicae Tom 6 (1924),
str, 244;

%) L. Magcheroni, La geometria del compasso, Pavia 1797,

%) J. Steinet, Die geometrischen Konstrultionen ausgefithrt mittelst der ge-
' raden Linis und eines festen Kreises, Berlin 1833, str. 110,

%) Zob. H. Rademacher i O, Toeplitz, Von Zahlen wnd Figuren, Berlin
1930, str.. 141 oraz str. 168,
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Zachodzi mianowicie- .
. Twierdzenie 2. Gdy narysowana jest parabola yj=ut, {0 (majac dang jed-
nosthe dlugodet) moéma zbudowaé 2a pomocq cy'rkl‘a, 4 lintalu kagdg liczbe rzeceywista
algebmwmq sbopma niewigkszego od 4.

Dowéd. Niech bedzie liczba algebraiczng ! rzeczvastq stopnia nie
wigkszego od 4. Jak wiadomo (ob. Rozdzial X, § 6, str. 187), t spelnia réwnanie:

(4) ' #4 a2+ bt o= 0

o wepétezynuikach a, b i ¢ wymiernych, przy czym mozemy zatoiyé, ze b0,
gdyz pierwiastki réwnania #*-|-at?+¢=0 potrafimy zbudowaé za pomocs cyrkla
i liniatu, Mozemy takze przyjaé, ze b*>4e, gdyz w przeciwnym razie wystarczy-
loby zamiast liczby ¢ budowaé liczhe u= ki, gdzie % jest liczba naturalna wieksza
od V4e/b; liczba w spelnia bowiem réwnanie:

wt - Ttaw® 4 TPbu - ko= ut+ au + b+ ¢y = 0,
Te8b2 — 4ltte== I (k*®—4c) > 0.

T 1) ' X
Wobee 02>4c¢ liczba T:VZ —|-(a 41) —c¢ jest pierwiastkiem z liczby

wymiernej dodatuiej i przeto potrafimy ja zbudowaé za pomoca cyrkla iliniatu.

1—a
—

gdzic by—4e,=

Potrafimy wiec tez zbudowaé w ten sposéb koto o srodku w punkcie (—— ;,
i o promienin », czyli kolo o réwnaniu:

(5) 2% Y24 bt (a—1)y+ 6=0,

a zatem potrafimy przy pomoey narysowanej bmaboli

(6)

znale#é punkty przecigeia kola (5) z paraboly (6). Jednym z tych punktéw jest
oezywibcie punks (f,1%), przyjmujac bowiem x=11i y= 1, otrzymujemy wobec (4):

22+ 2+ bt (@— 1)y -+ e= 2+ 144+ bt + (a— 1) 2 0= 0

y= a2

oraz
Yy—t= 17— =0,

Uklad z,y spelnia wiec réwnania (5) i (8). o
Liczba t jest zatem odeigta punktu (z,y)== (t,t*); potrafimy wige ja z.budowaé
(majac parabole (b)) za pomocs cyrkla i liniatu, co dowodzi twierdzenia 2.

3
PRZYKEAD. Niech t=}2. Liczba ta spelmia réwnanie t*—2i= 0, Mamy
tu wiee a=0, b=—2 i ¢=0, zatem b® >4e. Liczba  jest zatem odcigta punktu

Vs

przecigeia kota o $rodku (1, 1/,) i promieniu - z paraboly y=a*

Widzimy stod, Ze majac narysowang parabole y =2 moZemy za pomoca
jedynie cyrkla i liniau dokonaé podwojenia szeScianu.

Podobnie, w my$l twierdzenia 2 moznaby dokonaé podzialu kola na 7
ina 9 réwnych czefei, gdyi zagadnienie to doprowadza do réwnan stopnia 3-go,
ktérych wepdlezynniki daja sie zhudowaé za pomocy cyrkla i liniatu,
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Mozemy tez latwo uwdowodnié nieco ogdlniejsze
. Twierdzenie 3. Gdy narysowana jesi porabola y==*, to (pray domej jed-
nosice dlugodei) moina budowaé #a pomoog cyrlela < Vindatu kaide liexbe rzeczywisty,
spelniajacq réwnanie stopnia nie wydseego nié 4 o wspslezynnikach bedacyjch lice-
bami, dajacymi si¢ zbudowaé przy pomocy tej paraboli oraz cyrkle 4 liniabu.
Wynika stad w szezegélnodei, ze majae warysowang parabolg y =ux?, mogemy
pray pomocy fedynie cyrkla i linialu dokonaé podziatu kasdego kata na 3 réwne czedei,
Jeéli bowiem dany jest-kat ¢, mozemy zbudowaé za pomoca cyrkla i liniahy
z danej jednostki dtugosei liczbe sin e, skad wnosimy, Ze majac narysowang pa-

Tabole y=x?, mozemy zbudowaé zapomocy cyrkla i liniatn liczbe sin g, ktora
jest pierwiastkiem réwnania 43— 3x--sin a= 0, a zatem i kat f;

Do réwnania 3-go stopnia doprowadza tes zagadnienie podzialu promienia
r=1 kuli na czefei o dtugofei # i 1—ux tak, aby plaszezyzna prostopadta do
tego promienia i przechodzaca przez punkt podziatu odeinata zadang zgéry czeds
a objetofei tej kuli, Ze wzoru na objetosé odeinka kuli wynika bowiem, 7e «

~ jest pierwiastkiem réwnania o%(3—)==4da,

Gdy idzie o liezby algehraiczne 3-go stopnia, co wladnie ma zastosowanic
przy podwojeniu szeeianu, trysekeji kata i podziale kola na 7 véwnyeh oczedei,
to wystarczy mieé narysowany dowolnie maly tuk £ paraboli y= w2, byleby wychodeaey
z wierzcholka, Jest to tuk, dla ktérego punktéw zachodzi nierdwnosé 0-:ws:d,
gdzie d jest dowolna liczba dodatnia.

Kazda bowiem liezba algebraiczna stopnia 3 spelnia réwnanie 1# -+ at-Fb=0
o wspélezynnikach wymiernych, a wige tez réwnanie (4), gdzie ¢= 0 (i 0 samo
dotyezy liczby t/n dla n=12,...). Liczbg t/n otrzymamy wiee jako odecieta punktu
przecigeia tuku & paraboli z odpowiednim kolem, ktére potrafimy wykreslié,

Moima dowiesé, iz parabola y=a? daje si¢ zastapié w rozpatrzonych wyie]
konstrukejach przez dowolng stozkows nic
bedaca kotem1), :

Zauwasmy, ze. dla kazdej liczby na-
turalnej n potrafimy przy pomocy cyrklu
iliniatu podzielié kolo na n ezefei rownyeh
co do pola i majacych obwody réwnych dhi-
godei. Wystarezy bowiem podzielié frednice
kota pyp, na n réwnych czelci za pomoes,
punktéw py py ... P, 4 1 przeprowadsic

- krzywe L, (k= 1,2,...,n—1), zlozone z dol-
nej polowy okregu o érednicy Py Py OTaZ
gornej o frednicy p,p,. Rys: 4 przedsta-
wia taki podziat kola na 7 czeéei. ,

Gdyby chodzilo tylko o podziat ko-
ta ar? za pomoocy eyrkla i linialu na n réw-

nych pél, to Wzsta.rczyloby przeprowadzié kola wspélrodkowe z danym o pro-

mieniach 7(k/n)* dla k=1,2,,..,n—1,

Rys. 4.

v %) Qb A, Adler, Theorie der geometrischen Konsiruk&@onm, (Sommlung
Schubert, Tom 52), Lipsk 1906, str, 254-259. ‘
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(§3] Pierwiastki wielomianu o wspdlezynnikach wyniiernych. 249
§ 3. Niemoiliwosé przedstawienia za pomoca pier-
wiastnikéw rzeczywistych pierwiastkéw wielomianu 3-go
stopnia o wspdlezynnikach wymiernych {1 trzech pier-
wiastkach rzeczywistych niewymiernych. W §1i § 2 zaj-
mowaliSmy sie przedstawialnoeig liezb algebraicznych przez pier-
wiastniki kwadratowe i geometryczna interpretacja otrzymanych
wynikéw. Obecnie przejdziemy do przedstawialnosei liczb algebraicz-
nych przez pierwiastniki rzeczywiste.

Twierdzenie . Jezeli réwnanie 3-go stopnia o wspdlezynni-
Lach wymiernych ma wszysthie trzy pierwiastki rzeczywiste niewymierne,
to daden 2 nich mie. daje si¢ preedstawié za pomocq pierwiastnikéw
rzeczywistych. ‘

Dowéd. Zaléimy, ze réwnanie 3-go stopnia f()=0 o wspél-
czynnikach wymiernych ma trzy pierwiastki rzeczywiste niewy-
mierne %,,%, i #; oraz ze co najmniej jeden z nich daje sie wyrazié
za pomocy pierwiastnikéw rzeczywistych, Istnieje wieec taki ciag
skodczony liezb rzeczywistych ay,ap,...,a, 1 taki cigg skoriczony
liczb pierwszych ¢y,qs...;0m, Ze jefli przyjmiemy R,=R oraz
Ry=Ry1(ap) dla k=1,2,...,m, to af* bedzie nalezato do ciala R;
dla k=1,2,...,m, za$ jeden co najmniej z pierwiastkéw réwnania
bedzie nalezat do R,. Mozemy przytem zatoiyé, ze dla k=1,2,...,m
liezba ap nie nalezy do R,..; oraz ze zaden z pierwiastkéw réwnania
f(z) =0 nie nalezy do R,_;. Wynika stad, ze wielomian f(z) jest przy-
wiedlny w ciele B,=R,_1(am), gdyz posiada pierwiastek nalezacy
do R,, lecz jest nieprzywiedlny w ciele R, ;, gdyz w przeciwnym
razie, jako wielomian stopnia 3-go, rozkladatby sie w ciele R, 4 na
iloczyn dwueh czynnikéw, z ktérych jeden bylby liniowy, a wiee
posiadatby pierwiastek nalezacy do ciala R, ;, wbrew zalozeniu.

Poniewaz R, =Ru_1(an) i o/ npalezy do Ry, lecz a, do
R, nie nalezy, wiec dwumian z?m—a’ jest nieprzywiedlny
w.ciele RB,—1, W przeciwnym bowiem razie, w my#$l twierdzenia 7
Rozdziatu XTI (§ 3, str. 229), zachodzitaby réwnosé postaci afm=q'm,
gdzie a nalezy do R,,—y; z uwagina to, ze liezby «,, i @ sa rzeczywiste,
gdyz cialo R, sklada sie tylko z liczb rzeczywistych, mielibysmy
stad a,=a lub (w razie, gdy ¢n.=2) an=:a, skad w kazdym
razie wynikatoby, iz @, nalezy do ciala R,_;, wbrew zalozeniu.

Wielomian f(z) jest stopnia 3-go, za wielomian g(x)=x%"—am
stopnia ¢, gdzie ¢, jest liczba pierwsza. Oba te wielomiany maja
wspolezynniki nalezgce do ciata RE,—; i 83 nieprzywiedlne w tym
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ciele. Poniewaz g(a;,)=0, a wielomian f(#) staje sie przywiednym
woeiele Rp==Rn-1(on), wiec w mysl twierdzenia 9 Rozdzialy XIII
(§ 8, str. 231) wnosimy, Ze gm=3. Wobee twierdzenia 8 Roz-
dziali XIIX (§ 3, str. 229) kazda liczba ciata R, ==Ru-1(am), a wiec
w szezeg6lnosei i jeden z pierwiastkéw wielomianu f(x), np. @, daje
sie zatermn. przedstawm w postaci: o

(7) '7"1’“ (’0"1—‘010(,,,—‘ c;?,arm

gdzie ¢y, 6, i ¢y 8% liczbami nalezgeymi do ciala R,—4, 8 wiec w kaz-

dym razie liczbami raeczymsbvml. S
Przyjmijmy;.

(8) F(3) == f(cy -+ eyr -+ co2®).

Jest to wiclomian o wspélezynnikach nalezgeych do ciata B,
przy czym, Flan)=f(z,)=0. Wielomian F(x) staje si¢ wiee zerem
dla jednego z pierwiastkéw wielomianu g(»), nieprzywiednego
w ciele R,,—;. W mysl twierdzenia 6 Rozdziatu XIIT (§ 3, str, 228)
wielomian F(x) jest zatem podzielny przez ¢(z) i staje sie wobec
tego zerem dla kazdego pierwiastka wielomianu g(z). Lecz Wielomizui

) o ldm__ e P S
g (J?) = Ot"i" = &
ma Jeszeze plécz plerwmstka rzeczywistego a, dwa pierwiastki ze-

spolone 80y 1 0, gdzie 8= —-, —HV— Bedzie

i F( ezam) 0, skad wnosimy na mocy (8), ze liczby ¢, l—clc(z,,,+ Cy" 2a2,
1 eg+ee aﬂl—i—qzsa?n $3 tez pierwiastkami wielomianu f(z). Ale

wiee tez F(edy)==0

Gy 9 9 i §
r)(]5:‘11'+‘(01(J‘rn cz(lm)—l;'“"

CoT C18n—+ czsza?,, = cowil o

Skoro wige pierwiastki wielomianu f(x) sa wszystkie rzeczy-
wiste (gdyz liczby ¢y, 6, €2 1 an, 83 Tzeczywiste), musi tu byé
olam-+czaf,,———0. Wynika stad wobec a,==0 (gdyz o, nie nalezy do
Ry y), 20 ¢—ey0,=0. Gdyby bylo ¢,=0, mielibysmy wiec ¢ =0,
a zatem na mocy (7) w@;=¢,, co jest niemozliwe, gdyz @, nie nalezy
do .Bypy. Jest wige ¢y=2=0 i wazbr ¢,—ca,, =0 dowodzi, ze «,, nalezy
do ciala B,,_;, wbrew zalozeniu. Udowodniliémy wige twierdzenie 4.

e
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[§ 41 v, « Liegha Y1425 i+ .00 . 951

§ 4. Niemozliwosé przedstawienja CZQSCI rzeczywistej

oraz Wspélczynnika przy @ liczby l/l +2¢ za pomoeqg pier-
wiastnikéw rzeczywistych. ,twwrdzema 4 wynika nastepujacy

Wniosek. Dla zadnej wartodei l/l+‘7'l, ant cze$é rzecaywista, ani
wspolczynmk pray 1, nie daje sig preedstawic za pomocq pierwiastni-
kéw rzeczywistych.

3
Przypudémy bowiem, ze dla jednej z wartosei J1-2i czesé rze-
czywista daje sie przedstawié za pomoey pierwiastnikéw rzeczywi-
5 £ ,
stych. Poniewaz liezba dodatnia 5 daje sie oczywidcie przedstawié¢
za pomocy pierwiastnikow r7ecsz1styeh Wug( % przypusm zenia tego

wynika, ze dla jednej z wartodel I/n4—101~l/5 l/]+‘>1, np. dla war-
todei a1 bi, wgéé rzeczywista o daje sie przedstawié za pomocy pier-
Wia,stnikéw rzeczywistyeh. Lecz

(a-+bi)E=5+10i;
przyjmujac wige w=a--bi i v=a—bi, ‘bedziemy mieli:
wW=5-410f 1 =5— 101,

skad wd+4-03=10 i (uw)*=125, eo wobec wv=a?2+402>0 daje uv=>5.
Mamy wige #¥+0°=10 1 wv=35, skad wynika, ze liczba
=qy-+v=_20 spelnia réwnanie

— 15210 =0.

Roéwnanie to ma trzy pierwiastki rzeczywiste, gdyz wyréznik.
jego R==52—58% jest ujemny. Nie posiada .zas ono pierwiastkéw wy-
miernych, gdyz zaden z dzielnikéw liczby 10 nie jest jego pierwiast-
kiem. .

W my#$l twierdzenia 4 liczba z=2a nie daje sie wiec przedstawic¢
za pomocy pierwiastnikow rzeczywistych, whrew okreéleniu liczby a.

Dowiedli$my zatem, ze dla Zadliej wartosei l/ 1424 czedé rzeczy-
wista nie daje sie przedstawié za pomocg pierwiastnikéw rzeczywi-
stych. Wynika stad, ze i wspolezynnik przy ¢ posiada podobng wia-
snosé, gdys z (a+0b9)3=1+27 wynika (a®+b%)?>=>5, co dowodzi, ze
gdyby liczba b dawata sig przedstawié za pomocy pierwiastnikéw rze-
czywistyeh, to i liezba ¢ dawalaby tak sie przedstawié, whrew temu,
¢o zostalo przed chwilg dowwdmone Tvm samym wniosek jest udo-
wodniony.
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. 3
Natomiast dla kazdej z wartosel ViFi zaréwno czesé rZOCZy -

wista jak i wspélczynnik przy ¢ daja sie wyrazié za pomoca pier-

wiastnikéw rzeczywistych. Wartodeiami tymi 83 bowiem:

—14i 1—}3—i(1+)3)
3 ’ 3

2 2)2

1+ V3+(3—1)i
; .

2)2

§ 5. Wlasnos$¢é pierwiastkéw plerwotnych 7-go i 9-go
stopnia z jedno$ci. W Rozdziale XI (§ 2, str. 201-202) dowied-
lidmy, ze jezeli przez z oznaczy¢ pierwiastek rdéwnania 27—1=0
1620y od liezby 1 i prayjaé t=z-z-1-41f;, to liczba t spelnia
réwnanie:

ktore, jak okazaliSimy tamze, nie posiada pierwiastkéw wymiernych.
72 73

Wyréznik R:Er;T"{”‘S‘ﬁ tego réwnania jest wjemny, wszystkie
5724 B :

wiec trzy jego pierwiastki sg rzeczywiste i w mysl twierdzenia 4
(str. 249) zaden z nich, a zatem i liczba ¢, nie daje sie przedstawid
za pomocy pierwiastnikéw rzeczywistych.

Jezeli przyjmiemy 2= a4 bi, to (wobec 27=1) bedzie oczywieic
2 l=a—Dbi, a zatem t=z+42141/;=2a+41/,, Gdyby wiec liczba @
dawata sie przedstawié za pomocg pierwiastnikéw rzeczywistych,
10 podobng wlasnodé mialaby tez liczba ¢ wbrew temu, czego dowie-
dli$my wyzej. Liczba a nie daje sie wiee przedstawié za pomocy pier-
wiastnikéw rzeczywistych. Podobng wlasno§é ma tez liczba b, co
‘wynika natychmiast z réwnosei a?4-b2=1 czyli a®=1--b2 oraz z do-
wiedzionej wiasnodci liczby a. Zatem:

Dla zadnego z pierwiastkow pierwotnych T-go stopnia # jednoser,
<2¢86 rzecaywista, ami tes wspdlozynnik pray 1, nie dajg sig preedstawid
20 pomocq, pierwiastnikow rzeczywistych. v

Te samg wlasnosé majq pierwiastli pierwoine 9-go stopnia 2 jed-
Nnosei. . : :

Jezeli bowiem z=a--bi jest takim pierwiastkiem, to 2° jest
ré7nym od 1 pierwiastkiem 3-go stopnia z jednodci, a zatem:

(a-bi)P= :15'2':1@

icm

{8 5] Pierwiastki pierwotne z jednosei. 353
Dla wu-=a+bi i v=a—bi bedziemy wiec mieli:
U ] ]

skad wP+v*=—1 1 (w)*=1; poniewas zag w=a*4+b*>0, wiec

uv=1, a zatem 3uv=3. Liczba w=u4-v=2a jest wiec pierwiast-

kiem rownania
wi—3w+1=0.

Réwnanie to nie posiada pierwiastkéw wymiernych, a wyréi-
nik jego B=—} jest ujemny. Posiada wiec ono trzy pierwiastki
rzeczywiste, z ktérych zaden w my§l twierdzenia 4 nie daje sie
przedstawié za pomocy pierwiastnikéw rzeczywistych. Zatem ani
liezba @, ani tez liczba b (gdyi a?=1-—b2), nie dajg sie przedstawié
w ten sposdb, c.b.d.o.
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