ROZDZIAL XIII
CIALA LICZBOWE

§ 1. Definicja ciala liczbowego. Przyklady. Cialem
licsbowym nazywamy kazdy niepusty zbiér liczb zespolonych, w kté-
rym wykonalne 3g cztery dzialania arytmetyczne z wyjatkiem dzie-
lenia, przez zero.

Innymi stowy: na to, zeby zbidr liczb zespolonych Z byl cia-
tem liczbowym, potrzeba i wystarcza, aby posiadal nastepujgce
whasnosed: )

- L Jezeli #, i 2, 83 liczbami nalezgeymi do zbioru Z, to 2+ 2y
#—=y 1 2,2, rOWnies 89 liczbami nalezgcymi do zbioru Z;
IT. Jezeli nadto z,==0, to 2, :2, tez jest liczbg nalezacs do zbioru Z.

Zbiér R wszystkich liczb wymiernych jest ciatem liczbowym,
podobnie jak zbiér & wszystkich liczb rzeczywistych, jako tez zbiér C
wszystkich liczb zespolonych. Zbiér ztozony z jednej tylko liezby 0
tez jest ciatem liczbowym, poniewaz warunki I i II sa dla niego
prawdziwe. Zbiér wszystkich liczb zespolonych postaci a-bi, gdzie
a 1 b 83 liczbami wymiernymi, tez jest oczywiscie cialem liczbowym.

Jako inny przyklad ciata liczbowego, wezmy zbi6r Z wazystkich
liczb rzeczywistych postaci a+bV§, gdzie a i b 83 liczbami wymier-
nymi. Patwo stwierdzamy, ze jezeli liczby 2, i 2, nalezg do zbioru &,
to- liczby #+2s, 2,—2, i 22, tez nalezg do %; wynika to ze
wzordw: B

(62+512) £ (0 +8,)2) = (@y) + (ag=) V3,
(arl—bll/?)(aﬁbsﬂ) = yly+ 2b1by + (@1by+ aghy) ) 2-

- Aby wreszeie okazaé, ze jezeli 2, i 2, naleia do & oraz 250, to
%12y tez nalezy do Z, wystarczy zauwazyé, ze jezeli ag-- b, l/?2=|=0 , to:
et bl (a401)2) (a—b, [/3) o G0y —2biby | @yby—a1by V3

@ +bs )3 ds—2b; G20} | a—2
PIzy ezym a;—2b3=+0, gdyz liczby ay i by 88 wymierne i nie sg obie

réwne zeru, poniewaz a,-+b, )20, zaf liczba V2 nie jest wymierng.
Zbiér Z jest wiee cialem liczbowym.

icm

[§1] Definicja ciala liczbowego.. 285

. Cialo Z ma nastepujaes wiagnogé: nie. isinigje sadne cialo’ lictbowe zawarte

migdey R & Z, t.j. zadne cialo 16zne od R i0d Z, zawarte w % i zawierajace R.

Istotnie, jezeli Z, jest cialem zawartym w Z i zawierajacym R, ale réinym

od R, to Z, zawiera conaj mniej jedng liczbe niewymierni, zynalezdea Ao, a wiee

liczbe postaci 2, ~a,+ b, )2, gdzie a,1b, 83 to liczby wymierne oraz bys: 0. Skoro

jednak 2 nalezy do ciata liczbowego Z,; to i liesha Vé:”f—“l—;al nalezy do Zj, a ‘wies

. __ : 1

tez i kazda liczba postaci a+ )/, gdzie o i b 53 liczbami wymiernymi, czyli kaszda

liezba clata Z. Zatem Z (2, 1), a 56 z zatozenia jest Z,C %, wiee Z,=3, codo-
wodzi zapowiedzianej wiasnobci ciala 3.

Podobna whasnoéé posiada tes ciato liczbowe utworzone ze wszystkich liczb
postaci a+b)D, gdzie a i b sg to liezby wymierne (dowolne), za§ D jeit liczba
wymierng (stata dla danego ciata), nie bedaca kwadrater liezby wymiernej,

Zbiér wszystkich liezb algebraicznych jest w ‘my§l wniosku
z twierdzenia 3 Rozdziatu XII (§ 3, str. 215) ciatem liczbowym, po-
dobnie jak zbiér wszystkich liezb algebraicznych rzeczywistych.

Kazde cialo licebowe zawiera licebe 0. Jeozeli bowiem % jest ciatem
liczbowym, a z jakgkolwiek liczbg nalezgcy do Z, to liczba z2—2=0
nalezy do Z. ‘ '

Jeéeli cialo licebowe zawiera choé jedng licebg rééng od zera, to
zawiera kagdy liczhe wymierng. Jezeli bowiem liczba 2,70 nalezy do
ciala liczbowego Z, t0 2y:2,=1 nalezy do Z. Jezeli zad liczba n na-

lezy do Z, toiliezba n-+1 nalezy do Z, skad drogg indukeji wno-

simy, ze kazda liczba naturalna » nalezy do Z. 7 uwagi na to, ze 0
nalezy do Z i 26 —n=0—n, wnosimy stad dalej, ze kazda liczba
catkowita nalezy do Z, a wiec i kazdy iloraz liczby calkowitej przez
liczbe naturalna, czyli kazda liczba wymierna.
Udowodnili$my w ten sposéb
Twierdzenie 1. Ciato R liceb wymiernych jest ceedeiay kazdego
ciata liczbowego, nie redukujgeego sie do jednej tylko liczby 0.
Twierdzenie to wyrazamy krétko, méwige, ze R jest najmniej-
szym cialem liczbowym (nie redukujacym sie do Liczby 0).
CWICZENIA. 1. Dowieké, ze zhiér wszystkich liczb rzeczywistych postaci
3 . .
a+b}3, gdzie liczby & i b sg wymierne, nie jest cialem liczbowylgn. .
Dow6d."Gdyby zbidr ten byt ciatem liczbowym, mielibyémy (J2)2=a -+ b)3,
: 3

gdzie liezby a i b sa wymierne; wéwezas J2 byloby liczba algebraiczng stopnia
<2, whrew temu, co wiemy z Rozdziatu XII, § 2 (str. 213).

R
2. Dowieké, ze 2bi6r wszystkich liczh rzeczywistych postaci a-+b)2-+ of%,
gdzie liczby @, b i ¢ 83 wymierne, jést ciatem liezbowym.
1) Znak C (uzywany w Teorii mnogoci) znaczy ,zawiera sie w*.

W. Sierpiriskl. Zasady Algebry Wyiszej, 15
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226 ROZDZIAE XIII. Ciala liezbowe.
§ 2. Rozszerzanie cial liczbowych przez dolaczanie
nowyeh liczb. Udowodnimy nastepujgce

Twierdrenie 2. Jeieli Q jest dowolnym zbiorem liceb zespolo-
nyech (niekoniecznie ciatem liczbowym), to istnieje najmniejsze cialo
Licabowe K zawierajqee @, t.j. takie ciato liczbowe K zawierajace @,
ktére jest zawarte w kazdym ciele liczbowym, zawierajgecym .

Dowéd. Istniejg oczywiscie ciataliczbowe, zawierajace zbiér @,
np. ciato wezystkich liczb zespolonych. Zaliczmy do zbioru K kazds
taky i tylko taks liczbe 2, ktéra nalezy do kazdego ciata liczbowego Z
zawierajacego Q. Zbidr K bedzie oczywidcie zawierat zbidr @ i bedzie
zawarty w kazdym ciele liczbowym zawierajacym €. Wystarezy wige
jeszeze tylko okazaé, ze zbibr K jest ciatem liczbowym.

Zat6zmy w tym celu, ze liczby z, i 2, naleig do K. Jezeli Z
jest dowolnym ciatem liczbowym, zawierajacym @, to w mysl okre-
dlenia zbioru K liczby 2, i 2, nalezg do Z, a wiee (z uwagi na to, Ze
Z jest ciatemliczbowym) liczby 2,42, 2y—2,, 2,2y Oraz w przypadku,
gdy #,%0, réwniez liczba #z,:2,, nalezg do Z. Liczby te nalezgy wiec
do kazdego ciala liczbowego Z rzawierajgcego ), a zatem, w mysl
okreglenia zbioru K, musza byé zaliczone do K. Zbiér K jest wige
ciatem liezbowym, c. b. d. o. ‘

W szczegblnofei, jezeli @ jest cialem liczbowym, a a liczbg
nie ,nale;m,cag do @, to istnieje najmniejsze cialo liczbowe, zawierajace
cialo @ i Lozbe d. )

" Cialo takie bedziemy oznaczali przez Q(a) i méwili, ze powstalo
przez dotgezenie (adjunkeje) liczby o do ciala @.

Udowodnimy o nim nastgpujace

Twierdzenie 3. Cialo Q(a) jest zbiorem Z wseystkich liczb
p(a)
w(a)’
cych do @, pray czym p(a)==0.

Dow(d. Z zatozenia, ze @ jest ciatem liczbowym, wynika latwo,
ze zbiér Z jest cialem liczbowym. Ot6z kazda liczba zbioru Z na-
lezy do @(a). Ale i na odwrét, zbiér Q(a) jést zawarty w Z, gdyz Z
jest eialem liezbowym, zawierajacym zbidr @ i liczbe «; za @(a)
jest wedlug okreslenia czedcia kazdego takiego ciala liezbowego.
Wynika stad, ze Z=@(a), ¢. b. d. o.

postaci gdzie ¢ © v sq wielomianami o wspdlezynnikach nalesq-
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I?RZ YRLADY. Jezeli Q) jest zbiorem wezystkich liezb rzeczywistych, to Q(z)
jest zbiorem waszystkich liezb zespolonych, .

Jezeli @ jest zbiorem wszystkich liezb Wymiefnych, to Z=Q()3) jest z.bap
danym w § 1 zbiorem Z wszystkich liczh Tzeczywistych postaci a4 b2, gdzie
liczby a i b 8a wymierne. ;

La;tW.O dowigéé, ze cagsé wspdlna dwdch (a nawet dowolnej
skonczonej lub nieskoriczonej mnogosei) cial licebowych jest cialem
Liczbowym. ,

Ale polgezenie dwoéch cial liczbowych w jeden zbiér moze
juz nie byé cialem liczbowym. Np. zbiér R(J2)+R()3) nie jest
cialem liezbowym, gdyz zawiera liczby Ve i V3, lecz nie zawiera
liczby |/2+}/3, poniewas— jak mozna dowiesé— ani R(2), ani R(3)
.tej liczby nie zawiera.

Natomiast suma ciggu nieskosiczonego ciat liczbowych, # kidrych
kazde jest zawarte w nastepnym, jest cialem liczbowym.

W szezegblnodei np. cialem liczbowym jest zbiér:

2"

4 8 -
| E=E({2)+E(V2)+K(I2) +... + E(/2) +...
Cialo K zawiera cigg nieskonczony rosnacy réznych podeiat:

4 8
K2, E(¢2), &2,

Istnieja tez ciata, zawierajace ciag nieskoniczony malejacy réz-
nych podciat. Wiasno$é te ma np. ciato K(a), gdzie a jest dowolng
liczbg przestepng (np. a=un); zawiera ono ciag malejacy réznych
podecial:

K(a?), K(a%), ..., K(a?), ...

§ 8. Wielomiany nieprzywiedlne w ciele liczbowym.
Wielomian (stopnia #>>0) o wspélezynnikach naleigeych do ciala
liczbowego K nazywamy preywiedlnym w tym ciele, jezeli jest ilo-
czynem dwoch wielomianéw nizszego stopnia o wspélezynnikach
nalezgeych do K.

W przeciwnym razie nazywamy go niepreywiedinym w ciele K.

Np. wielomian #%2+4 1 jest nieprzywiedlny w ciele R wszystkich
liezb wymiernych, ale jest przywiediny w ciele R(i). W ciele wszyst-
kich liczb zespolonych kazdy wielomian stopnia wiekszego od 1 jest
przywiedlny, gdyz na moey twierdzenia 20 Rozdzialu VIIT (§ 11,
str. 125) rozklada sie na iloczyn czynnikéw liniowyech.

W ciele & wazystkich liczb rzeczywistyeh przywiedlnym jest
kazdy wielomian o wspé6leczynnikach rzeczywistych stopmia #>2
(Rozdzial VIII, § 11, wniosek 2 z twierdzenia 21, str. 128).

15%
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228 ROZDZIA¥Y XIII. Ciata liczbowe.

‘Twierdrenie 4. Jeteli f(w) jest wielomianem o wspdlezynnikack
nalezqeych do ciata lwzbo'wego .K a o jest pierwiastkiem tego wielo-
mianu, to wiclomian f(z) jest pwzywwdlfny w gtele K(a).

Dowéd. Wielomian f(») jest wéwezas podzielny przez z—a,
a iloraz z tego dzielenia jest w my$l twierdzenia 2 Rozdziatu VIIT
(§ 1, str. 104) wielomianem, -ktérego wapblezynniki otrzymujg. sie
za pomocy dziatah wymiernych ze wspélezynnikéw wielomiandw
f(®) i —o, a zatem nalezg do ciata liczbowego K(a).

7 twierdzenia 6 Rozdzmlu VIII (§ 4, str. 110) wynika naste-
pujagce

Twierdrzenie 5. Jeieli wspélazynmlm dwu wielomiandw f(x)
i g(w) nalezq do ciala liczbowego K, to wspdlozynniki ich najwigkszego.
wspdlnego deielnika nalem do K.

Na podstawie twierdzenia 5 udowodnimy

Twierdzenie 6, Jetelif(x)ig(w )squlommnamz 0 wspdlczynm-
Lach nalezacych do ciala liczbowego K 4 jeseli wielomian g¢(z) jest
niepreywiedlny w ciele K, to albo wielomiany f(x) © g(w) sq wzglednie
pierwsze, albo wielomian f(x) jest podeielny przez g(w). ~

Dowéd. Niech d(w) oznacza najwiekszy wspélny dzielnik wie-
lomianéw f(@) i-g(z). Na mocy twierdzenia b wspétezynniki -wielo-
mianu d(x) nalezg do ciata liczbowego K, jak réwniez wspdlezynniki
ilorazu. g(x):d(w)- : . ‘ A

Poniewaz wielomian g(#) jest nieprzywiedlny w ciele K, wiee
iloraz g(»):d(») nie moze byé¢ wielomianem stopnia dodatniego, niz-
87ego od stopnia wielomianu g(2). Jezeli d(«) jest stopnia 0 (czyli
ZZ'(w , to wielomiany f(=) i g( ) 8 wzglednie pierwsze; jezeli zag

d(z) Jest tego samego stopnia co g(x), to iloraz g(x):d(w) je.st,liczba{
stala, skad wynika, ze wielomian f(») jest podzielny przez g¢(),
c. b. d. o. :

Wniosek. Jeseli f(x) i g() sq wielomianami o wspdlozynnikach
nalezqoyeh do ciata liczbowego K, przy czym wielomian g(x) jest nie-
przywwdlo@y w ciele K, i jeseli dla pewnego pierwiastka oy wielo-

midnu g() mamy Hoy) =0, to fla)=0 dla katdego pierwiastka a wie-
Zommnu 9(=). ‘ . ‘
Jezeli bowiem. f(a;)=0 i ¢(e))=0, to wielomiany f i ¢ maja

wspélny pierwiastek, a wiec nie moga by¢ wzglednip pierwsze. W mysl
twierdzenia 6 wielomian f(x) jest wiec podzielny, przez g(w), a przeto
znika dla kazdego pierwiastka wielomijanu g(z).
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- Twierdzenie 7. Jeieli p jest liczbg, pierwsza, zas a liczbg ze-
spolong maledqeq do ciala liczbowego K, lecz nie bedacq p-tg poiega
sadnej liczby clata K, to dwumian wpr—a jest niepraywiediny w ciele K.

Dowéd. Przypuéémy, ze

@ - P —a=g(x)y(w), _
‘gdzie p(z) i p(x) sa wielomianami stopni'a niZszego niz p o wspébl-
ezynnikach nalezgcych do ciala K. Mozemy wige zalozyé, ze

2) ‘(@) =2 bt 4. 4D,

gdzie m <p, a liczby by, ..., b, naleza do ciata K. Niech r 0znacza
ktorykolwiek z pierwiastkéw p-go stopnia z liczby a (np. gléwny).

Jest wige rP=a i — jak wiemy z twierdzenia 8 Rozdziatu VI (§ 8,
str. 97) — wszystkimi pierwiastkami wielomianu xr—a sg liczby:

(3)
gdzie ¢ Jest p1erw1astklem pierwotnym p-go stopnia z jednofei (np.
2w
£=CO0§ — —{—'1, q1n-~
P » )

7y er, e, ..., elr,

Wobec (1) kazdy z pierwiastkéw wielomianu (2) jest jedna
z liczb (3). Iloczyn wszystkich pierwiastkéw wielomianu (2) wynosi
wiee gkrm, gdzie k jest pewna liczbg catkowita. Poniewaz zas,
Jak wiemy z Rozdzialu VIII (§ 11, wzory (41), str. 126), liczba
b=(—1)ynb,, jest iloczynem wszystkich pierwiastkéw wielomianu (2),
wige b=ghrm, skad wobec r»=a i e#=1 znajdujemy:
{4) bp == (ghym)p = (gP)k . g =gqm.
7 zalozenia, ze p jest liczbg pierwsza i ze m <p, wynika, ze licibjr
mip sa wzglednie pierwsze. Istnieja wiec liczby catkowite # i %
takie, iz pi+mu=1, skad wobec (4):

a = gPHmu — (dfbu)p .

Zatem a byloby p-ta potega hczby atbr, nalezgcej do ciata K,

‘whrew zatozeniu.

Twierdzenie 8. Jeseli g(x) jest wielomianem stopnia m o wspdt-
crynnikach nalesgeych do ciala liczbowego K, nieprzywiedlnym w tym
ciele, zaé a jest pierwiastkiem wielomianu g(x), to kaéda liczha ciala
liczbowego K,’Ma,yp sig, 4 to w jeden tylko sposdb, przedstaww w postaci:

() 5“00+01a+02a2+

gdzie Gy CryennyCiy S liczbamsi nalez'cgoymi do K.

}' cm—lam 1
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230 ROZDZIAYE XIII. Ciala liczbowe,
‘Dowéd. Niech & oznacza lieczbe ciata K(a). W mysl twierdze-
nia 3 liczba & daje sie wigc przedstawié w postaci:

(6) == ""“")7

gdzie ¢ i y 59 wielomianami 0 wsp6tezynnikach nalezacych do K,
przy -czym w(o)==0. . 3

Ot6z wielomiany ¢(®) i g(») sa wzglednie pierwsze. W prze-
ciwnym bowiem razie wielomiany te po&iadalyby wspdlny .pierwliaj-
stek 8. Wobec jednak nieprzywiedlnogei wielomianu g(#) wielomian
p(z) bytby w mysl twierdzenia 6 podzielny przez g(@), & wobee
g(a)=0 byloby tez y(a)=0, whrew zatozeniu. |

Wielomiany () i g(®) sa wiee wzglednie pierwsze. Na mocy
twierdzenia 7 z Rozdziatu VIIL (§ B, str. 112) istnieja zatem wielo-
miany f(x) i h(z) takie, iz tozsamogciowo:

(7) f(@)p(@) + h(w) g(@) =1,

przy czym— jak wiemy z twierdzenia 6 Rozdziatu VIII (§4, str. 110) —
wsp6lezynniki tych wielomianéw powstaja ze wspélezynnikéw wie-
lomianéw y i g za pomocy dziatai wymiernych, co. dowodzi, Ze
wspblezynniki wielomianéw f(«) i k() nalezg do ciata liczbowego K.

Podstawiajac W (7) @ =0, otrzymamy z uwagi na to, ze g(a)=0
i y(a)=0; ‘ -

i .
muf(a)!
zatem wobec (6):

(8) £=g(a)f(a).

Z twierdzen 1 i 2 Rozdziata VIIT (§ 1, str. 103 i 104) wynika
. dalej, ze istnieja takie wielomiany k(x) i ¥(») o wspétezynnikach na-
lezaeych do ciala liczbowego K, iz tozsamosciowo:

9 (@) f() = k(x) g() +-Ue),

przy czym stopien wielomianu I(») jest nizszy niz stopied wielomianu
g{w). Wielomian I(») ma wiec postaé:

(10) i(m) = 0o+ 18+ C% -t s A Cpg ™,

gdzie 65y05y.00yCn 32 liezbami nalezacymi do ciala X. Wobece g(a)=10
wzory (8), (9) 1 (10) daja wzdr (B).- : .

icm

[§3] Wielomiany nieprzywiedlne w ciele liczbowym. 231
Aby zakoniczyé dowéd, wystarczy wigc jeszeze okazaé, ze jezeli:
(1) eteat0oP .. +epgamt = i+ cjatchoP ... + ey amt,

. r . - N - *
gdzie ¢g,0yy.eryCn1,60,C15...,Cry 83 liczbami nalezgeymi do ciata K, to:

(12) ¢;==¢C; dla 1=0,1,...,m—1.

Zat6zmy wiee, ze zachodzi Téwnogé (11) i przyjmijmy:
W(m)=6y+ ¢, + 022+ ... + epzm—1 —(€y+ c10+ 6522 - ¢y 2m1),

W(x) jest wiec wielomianem stopnia nizszego niz m o wspbl-
czynnikach nalezgcych do K. Wobec (11) jest W(a) =0, poniewaz za$
g(ay=0, a wielomian g(w) jest nieprzywiedlny w ciele K, wiec wielo-
mian W(xz) jest w mysl twierdzenia 9 podzielny przez g(a). Z uwagi,
ze stg(w)=m>stW(z), jest to mozliwe tylko wtedy, gdy wielo-
mian W(w) jest tozsamosciowo réwny 0 i gdy zachodzs wzory (11).

Twierdzenie 8 zostalo wige ndowodnione w zupeinosci.

Wynika z niego natychmiast nastepujacy

Whniosek. Jeieli o jest liczbg algebraiceng stopﬁia m, to kaida
liczba ciata R(a) daje sig, © to w jeden tylko sposddb, przedstawid
w postact (B), gdzie ¢y,04y....0m—; S@ Vicebami wymiernymi.

Twierdzenie 9. Jeseli f(z) i g(x) sq wielomianami w ciele licz-
bowym K., ktdrych stopnie p i q sq liczbami pierwszymi, a kidrych wspdt-
czynniks nalezq do ciala K; jezeli dalej g(a)=0 i wiclomian f(x) staje
sig preywiedlnym w ciele K(a), to p=yq.

Dowéd. Niechaj w ciele K(a) istnieje dla wielomianu f(x)
rozklad:

(13) H#) =g(2)p(x),

przy czym wspolezynniki wielomianéw ¢ i y naleza do K(a); zatem,
w my§l twierdzenia 8, sa one postaci (5) dla m =g, gdzie ¢,cy,...,6—1
89 liczbami ciala K. Mozemy wiec przyjaé:

(14) p(&) = y(x,a),

gdzie p(x,a) 1 p(,a) 89 wielomianami wzgledem # i ¢ o0 wspélezynni-
kach nalezgcych do K, przy czym stopnie m i-n tych wielomianéw
wzgledem z 83 mniejsze od p.

Wobec (13) i (14) mamy tozsamosciowo wzgledem z:

P(2) =g(x,a),

(15) f(@) =9p(z,a)p(z,a).
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232 ‘ROZDZIAL XIIL ' Ciala liczbowe." "
- Mozemy- oczywiscie' ndpisads - TN
(16) - p(a,a)p(@,a)=Aya) + Ay (@) + Ag(0) @+ A A () 2!

gdzie Agydyy...s4p sy wielomianami wzgledem a. o wspélczyunikach
nalezgeych do K.
Jezeli teraz

A1) i H@) =g Gy "

to wobec tozsamosei (15) i (16), mamy:

Agla)— Ay(a)—

- Wielomiany . .A4;(x)~a; dla. 4 =0, 1 <3P Majy - wepotezynniki
na,lezaéee do K iznikaja dla plerwmfstka a Wlalommnu g(z), nieprzy.
wiedlnego w ciele K.» ‘ ‘

- Wmysl yniosku z twierdzenia 1 wielomian v Le zmkagad wige dla
kdzdego: p1erw1astka, wielomianu. g( }. Nieeh -

[PNEE

g =0, “1*0 e Ay(a)ay, ::»()_A:

‘ a—al, c12, Sy aqk

b@day wszystkimi plerW1astkam1 wielomianu g(x). 2 Zatem:
 Aly)—a=0 dla Ci=01.,p—1 1 L2,
skayd wobec (15), (16).1 (17):

F@) mqo(m, aj)tp(m, (1j) cdla g =120,

Lo (e ncp %, o) ”w J),aj

=1 =]

U porzaddkquy wielomiany:.

(19)

(@) =[] plma) i
= -

/B

W)= | | wlit,uy)

J=1
wedlug poteg zmiennej x. Wspélezynniki tyeh wielomianéw beds
oczywifcie  wielomianami -wzgledem - oy,ay,...,0, © wspotezynnikach
nalezgeyeh do K, przy czym beda to wielomiany symetryczne wzgle-
dem ay,ay,...,a;,. W my§l twierdzenia 2 Rozdziatu IX (§ 3, str. 159)
dadza sie wiee one wyrazié wymiernie przez wspStezynniki réwnania
g(m) =0:1 liczby ciala K, a wiec bedag nalezaty do K. Wobec (18)1 (19)
mamy zatem tozsamogé:

@y e (2)¥(2),

gdzie wobec (19) 'Wielomla,n D(2 ) ]esb stnpnla. gm, 238 wwlommn
¥(x) — stopnia gn. T
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541 - Dotaczanie liezb algebrz-iicznych; 233
‘Wobec nieprzywiedlnogei wielomianu f(a:) wciele K oraz z uwagi
na to, ze wspélezynniki wielomianéw f(x), d(x) i ¥(z) nalezg do K,
ze wzoru (20) wynika z tatwodeig, ze w1elom1any D(z) 1 ¥(x) 59 po-
tegami wielomianu f(«), pomnozonymi przez liezby stale.”

Przypusémy, ze (abstrahujae od stalej) @ (x) jest n-ta, zad Y(x)
v-ta potega wielomianu f(z). Bedzie wiec wobec st flz)=

(21) pu=qm 1 py=gqn.

Poniewaz m <p, wiec liezﬁa, (naturalna) m jest pierwsza wzgle-
dem liczby pierwszej p i wzér (21) dowodzi, ze liczba ¢ musi byé

podzielna przez p; poniewaz zag liczby p i ¢ s p1erwsze WIQC p=q,
¢. b.d.o. .

§ 4. Kolejne dolgczanie liczb-algebraicznych do ciala
liczb wymiernych. Mamy nastepujace

Twierdzenie 10. Jeieli o i p sq dowolnymi liczbami algebraice-
nyms i jezeli K, =R(a), 2af. Kz-—lll(ﬂ to istnieje taka liczba alge-
braicena y, e Ky=R(y). :

Innymi stowy: -

Kolejne dolgczanie dww (a wiec i dO"w’Ol’ij skoawzoney 1losei)
Liczb algebraicenych do ciata liezb wymiernych jest réwnowasne dolq-

czeniu do tego ciata tylko yedney odpowiednio dobraney lfwﬁby algebra-
icznej.

Dowéd. Niech liczby algebralczne ai B beda odpowiednio
pierwiastkami .wielomianéw nieprzywiedlnych f(z) i g(z) o wspél-
czynnikach wymiernych. Nie wykluczamy przy tym przypadku,
w ktorym f(z)=g(»). Niech dalej.a;=a, ¢y, ..., a, beda wszyst-
kimi pierwiastkami. wielomianu f(z), & f1=8, fay - fBn— Wazyst- .
kimi pierwiastkami wielomianéw g(z). Istnieje oczywiscie liczba na-
turalna %, rézna od kazdej. z liczb: ‘ '

0;— Qj
ﬁr"‘ﬁs7
gdzie 4 i §j s3 dwiema réznymi liczbami ciggu 1,2,...
— dwiema réznymi liczbami ciagu 1,2,...,n
Okazemy, ze
(22)
Przyjmijmy:

,m, za§ ris

Ky =R (a—kp);

(23) VYog=0p+ kB, dlap=12..m 1 ¢=12, .2


pem


234 ROZDZIAZ: XIII. Ciala liczbowe.

Jezeli p i p' s dwiema réznymi liczbami ciagu 1,2,...,m, zag
¢ i ¢ dwiema réznymi liczbami eiggu 1,2,..,n, t0 — jak wynika
z okrelenia liczby k& — zachodzi nieré6wnogé:

k
N
z ktérej wynika, ze

—Ypt, ¢ = Up— Apr=f= k(lgq_ﬁq’)'—": 0.

.1, 88 wiec wszystkie

Yp.q

Liczby v, ¢, gdzie p=1,2,...,m i ¢=1,2,..
rbézne, przy czym y,, = ay—kf;=a—*kp.
Przyjmijmy:

(24)

e 1

w)e=[] J1{®—vpq)-
p==1 g==1
Wsp6tezynniki wielomianu F(z) sa wobec (23) funkcjami syme-
trycznymi zar6wno liczb o,,ag...,0n, jak liczb fy,Bs...,0n. W mysl
twierdzenia o funkejach symetrycznych (Rozdzial IX, §3, tw. 2,

§tr.159) i wobec wymiernodei wspétezynnikéw wielomiandw f(x) i g(=),

83 wiec one liczbami wymiernymi.
Niech p bedzie jedng zliczb 1,2,...,m, zas ¢ jedng zliczb 1,2,...,n.
Wobec (24) i (23) funkcja wymierna F,. (), okre§lona wzorem

F(z)
T—Ypyq

jest na mocy twierdzenia 2 Rozdzialu VIII (§1, str. 104) wielomianem

wzgledem , ktérego wspolezynniki 83 wielomianami wzgledem a,i 8,

(o wspolezynnikach wymiernyeh). ,

: Niech teraz 6 bedzie dana liczba ciala K, = K,(B), gdzie
Ky;=R(a). Z twierdzenia 8 wynika, ze liczba 6 daje sie przedstawié

jako wielomian wzgledem « i B o wspélezynnikach wymiernych.

Oznaezmy go przez W(e,f) i przyjmijmy:

(25) By ()=

2/ ZW(ap;ﬁq pq( )3
S p=1g=1
Jest to oczywiseie wielomian wzgledem z, ktérego wspétezynniki sq
tunkejami symetrycznymi zaréwno wzgledem ay, ay,:.., an, jak wzgle-
dem By,f,,...,fn, & zatem liczbami wymiernymi.

icm

[§5]

Przedstawianie pierwiastkéw réwnanis 2°—1—0; 235~

<

Dla y=1y, zachodzi réwnodé:

B(y)=W(a,B)Fyy(y)
gdyz Fp . (y)= F(y “2_-~0 dla p>11i ¢>1. Zatem:
Y—Vpg
(26) Wia,f) = e

Lecz wobec (24) i (25) oraz wobec y="y1,; mamy zgodnie z okres--
leniem pochodnej wielomianu (Rozdziat VIII, § 2, str. 105):

1’11( )= ('}’)7

gdzie F' jest pochodng wielomianu F. Wzér (26) dowodzi zatem, ze
liczba 6 nalezy do ciata R(y). Tym sposobem dowied]iémy, ze cialo-
K, jest czedeig ciala R(y).

Z drugiej strony, jezeli « nalezy do ciala K,=R(a), to nalezy
tym bardziej do ciala K,=K,(f); poniewaz za§ § nalezy do Ky(f),
wige i liezba y=1y,;=a—kp nalezy do ciala K,. Wnosuny stad, ze
cialo R(y) jest czedcig ciala K,.

Ciala K, i R(y) sa wiee identyczne, c.b. d. 0.

Badanie ciat liczbowych, otrzymywanych przez kolejne dola--
czanie liczb algebraicznych (skoriczenie wiele razy) do ciala liczb
wymiernych, sprowadza si¢ zatem do badania cial R(a), gdzie a jest
liczbg algebraiczna,.

§ 5. Przedstawianie plerwiastkéw réwnania z"—1=0
za pomoca pierwiastnikéw stopnia mniejszego od n. O licz-
bie zespolonej z méwimy, ze daje si¢ preedstawié za pomocq pierwiasi-
nikéw, jezeli istnieje cigg skonczony liczb zespolonyeh ay,ag...,am
oraz cigg skoriezony liczb naturalnych g¢q,¢s,...,¢n takich, ze jezeli
przyjmiemy E,=R (gdzie K jest cialem liczb wymiernych) oraz
Ry=Ry () dla k=1,2,...,m, to ol nalezy do R, dla k=1,2,...,m
za$ z nalezy do R,

Mozemy zatozyé, ze liczby 10-..,9» 8% Dierwsze. Jezeli bo-
wiem liczba A nalezy do ciata K, to przyjmujgc = p%, wnosimy,
ze liczba B bedzie nalezata do K, zas liczba f* do K;=XK(f,).

Jezeli wykladniki gq,¢s...,¢m, 5@ Wszystkie mniejsze od n, to
méwinmy, ze liczba 2z daje sig przedstawié za pomocy pierwiastnikéw,
ktérych stopnie sg mniejsze od .
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Jezeli ¢y=¢p=... =Qun=2, to moéwimy, ze liczba ¢ daje si¢
przedstawié za pomocy pierwiastnikéw kwadratowych.
Jezeli liczby oy,0g,...,0,, 53 rzeczywiste, to méwimy, ze liczba
(rzeczywista) z daje sig przedstaw1é 2% POmocy pmrwmstmkéw rze-
czywistych. :

Twierdzewie 11. Dia kazdej liczby natur ‘alnej n kasdy # pier-
wiastkdw réwnenia z=1 daje sig przedstwwzé 20, POMOCG Pierwiastni-
kéw, Ftdrych stopnie sq mmiejsze od n.

" Dowéd. Twierdzenie jest oczywiste dla n =2, gdyz pierwiastki
réwnania 22=1 83 catkowite wymierne. ‘

Zatozmy wiee, ze n>2 oraz ze twierdzenie zachodzi dla Wy-
kladnika n—1.

Mozemy oczywidcie ograniczyé si¢ do przypadku, kiedy 7
jest liczba pierwszg. W przeciwnym bowiem razie, oznaczajac
przez p dzielnik pierwszy liczby n, mielibydmy n=7pg,, gdzie p<n
i q<m; jezeli teraz =, oznacza ktdérykolwiek z pierwiastkéw Téw-
nania zr=1, to przyjmujac a; =27, bedziemy ‘mieli af = z”"‘“zi =1,
zatem liczba of nalezy do ciala R, zad wobec o, =2{* liczba 2{* na&ezy
do ciata R(a,). Liczba 2, daje sie wige przedstawié za pomocy pier-
wiastnikéw, ktérych stopnie sa mniejsze od n.

W Teorii liczb dowodzi gie, Ze jezelin jest liczba plerwszaé, to
istnieje taka liczba naturalna g, zwana pierwiastkiom pierwotnym dla
modutu n, ze veszty z dzielenia liczb:

1, 9 ¢, g .
przez n réznia Sie co majwyzej porzadkiem od liczb 1,2,3,...,n—1.
Wystarezy oczywideie dalej braé pod uwage tylko pxerwmstkl
plerwotne réwnania zn=1. Jak wwmy, 83 to plerwmstkl réwna.ma

(27) +z+1 0

i jezeli ktorykolmek z nich oznaczymy przez 2y, to wszystkie sa po-
tegami tego pierwiastka zl(Rozdzm:‘tVI § 8, str. 96, tw. 7). Mozemy
wige pierwiastki réwnania (27) ustawié w ciag:

zn—1 _}_ pn—2 _I_zn—s

2 3 n—1
® ) zi,.h.,zi,

19
albo — wobee okreflenia h'czby g — W cigg:

et

2
ol o = A
By RB=Ry = 1 oy Rpemy == g == &}

[§5]

Przedstawianie pierwiastkéw réwnania 2°—1=0. 237

\Tlech & oznacza ktérykolwiek z pierwiastkéw (n—1)-go'stopnia
z jednosei. Przy3m13my
(28) f(ey6) =246+ 22/ 4 ... 4 " 20"

Otoz w mysl . zw. malegy twierdeenia Fermata liczba gn—1—1
jest podz1e1na, przez 11czbg pierwsza m, a poniewaz 2r=1 1 en—1=1,

WIQ( en—lzgn™ 1—~~1 Wzér (28) da.]e zatem Wobe( ~2—z*{"
f(eare) = (€)= olef oot + ... +- &™)
=2l + ol o F TR = (o)
czyli .
ef(29y6) = f(2152)." -
Podobnie wobec z;===2{ znajdujemy: -
&f(23,¢) =f(2y, ),
i dalej: -
ef(zaye) =f(oge), ... v Ef(Ra28) =F(Rn_1,8),

skad wynika z l‘atwoéciagwobec en~1=1, 7e

U(zly )]" 1_"[f 22 ]" oz ..=[f(z,,._1,8)]"_".'

n—1
Wymzeme [f( zl, ) p— prai 2'[f 2 e)]™ jest wiec wielomia-
k=1

nem syme.trycznym plerma,stkow réwnania (27) i przeto (na mocy

twierdzenia 2 Rozdziatu IX § 3, str. 159) daje si¢ wyrazié jako wie-

lomian wzgledem jego Wspélczynmkow i liezby e, czyli jako wielo-

mian wzgledem £ o wspltezynnikach calkowitych
[f(21, €)= = W(e).

Stad i z zalozenia, ze twierdzenie 11 jest prawdziwe dla wykiad-
nika n—1, wynika, ze liceba f(z,¢) daje sig preedstawié za pomoce
pierwiastnikow, ktérych stopnie sq mniejsze od n, gdyz liczba ¢ moze
byé w ten sposéb przedstawiona.

Wynik ten jest stuszny - dla kazdego plerwmstka ¢ réwnania
e~ =1; oznaczamy te pierwiastki przez e e,,..

i

i €p1e
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Wobec (28) bedzie dla §j=1,2,...,n—1:

| 2 2 —0 g2
fe &) =21+ gef +ejef +... 7=
zatem:

n—1 n—1 n--1 n—2
(29) SHee)=(n—1)z+ef S etaf’ St 4of" " 32,
I=1 ' Jj=1 j=1 =1
Leez — jak wiemy z twierdzenia 7 Rozdzialu VI (§ 8, str. 96) —
Jesli e jest pierwiastkiem pierwotnym (n—1)-go stopnia z jednosci,
to g=¢ dla j=1,2,...,n—1. Wobec tego, ze er1=1 i ze ef=1
dla k=1,2,..,n—2, wynika stad, ze

n—1 n—1 Ef("_])-—':]. :

4= d =t =0

=t =t

dla k==1,2,...,n—2.

" Przeto wzér (29) daje:

n—1

2 f(z1, &)= (n—1)ey,
J=t

L Skaéd:

(80) =g (e e0)+ Hss ) o 0]

Poniewaz — jak udowodnilismy — liczba f(z,, &), gdzie en—1 =1,
daje sie przedstawié za pomoca pierwiastnikéw stopni mniejszych
-0d n, wzér (30) dowodzi, ze i liczba 2 ma te sama wlasnogé,
€. b. d.o.

) Zaqua,Zmy, Ze mimo prostoty dowodu twierdzenia 11, efektywne stosowa-
nie tego twierdzenia nawet dla niewielkich n doprowadza do bardzo zmudnych

icm

rachunkéw. Np. dlan = 11 pierwiastkiem pierwotnym jest — jak latwo sprawdzié —

-9=2, a przeto
(2, 8) =21 82° 4 6220 - £328 |- g1 - £5210 |- (620 - 8727 - £823 |- g928,
[f(z, &)]r0 .‘jést\ wige wielomjanem stopnia 100 Wzgledém 2,

Obliczenie wielomianu

10
. 1 ,
W=l elF*= g5 S (e &)1
=],
_Jest zatem wysoce ucigiliwe. -

[5 61 Uklady liczb algebraicznie niezalesnych. 239
Z przeprowadzonego dowodu twierdzenia 11 wynika nadto
nastepujace -

Twierdzenie 12. Jeseli n jest liceba pierwsza, to kasdy pier-
wiastek n-go stopnia z jednosei naledy do ciala liczbowego, jakie otrzy-
mamy, tworzqe najprzéd ciato licchowe R(e), gdzie e jest ktdrymkolwick
pierwiastkiem pierwotnym (n—1)-go stopnia z jednoéci, a nastepnie
dolgezajae do ciata R(s) pewne pierwiastki (n—1)-go stopnia z pew-
nych n—1 liczb ciala R(e). : '

Z twierdzenia 12 wynika natychmiast

Twierdzenie 13, Jeteli n jest licebg pierwsé@ postact 2k4-1, fo
kazdy pierwiastek n-go stopnia z jednosci daje si¢ preedstawié za po-
mocy pierwiasintkow kwadratowych.

Szezegblne przypadki twierdzenia 13 dla n =38, 5, 17 otrzymalig-
my juznainnej drodze w Rozdziale XI, § 1 (str.199) i § 4 (str. 204).

§ 6. Uklady liezb algebraicznie niezaleznych. O m licz-
bach 2,2...,2n (rzeczywistych lub zespolonych) méwimy, ze sg
algebraicznie niezalesne, jezeli nie istnieje zaden nie bedacy tozsamo-
fciowo zerem wielomian m zmiennych o wspélezynnikach wymier-
nych W(xy,®,,...,0,) taki, iz W(z,2,,...,25) =0.

Oczywidcie, jezeli liczby 2y,2y,...,2, $a algebraicznie niezalezne,
to przy wszelkim naturalnym %, gdzie 2<<k<{m, kazde %k sposréd
nich tez sq liczbami algebraicznie niezaleznymi.

Twierdzenie 13, Jeaseli licaby 2y,2y...,2, $a algebraicznie nie-
zalegne, to zadna 2 nich nie jest licebq algebraiczng.

Dowdd. Przypuéémy, ze np. 2, jest liczba algebraiczng, i niech
f(x) oznacza wielomian nieprzywiediny o wspélezynnikach wymier-
nych, ktérego pierwiastkiem jest 2,. Przyjmujge:

W (@1, gy s Tm) = B3y . B (1),

otrzymamy wielomian m zmiennych ay,,,...,8n, 0 wspélezynni-
kach wymiernych, nie bedacy tozsamogciowo zerem i taki, iz
W(2y,20,...92m) =0, wbrew zalozeniu, ze liczby #,2y...,2m Sa alge-
braicznie niezalezne. Liczba z; nie moze wiec byé algebraiczna,
¢. b. d.o.
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Jak dowiédl v.. Neumann?), kazdej liczbie dodatniej ¢ mozna prayporzad-
kowaé hczbe dodatnig »(t) W ten sposéh, aby dla kazdego ciagu skonozonego
1,%,...58,, réznych liczb dodatnich, liczby w(ty),2(ty)s...s tm) byly alge’brmcmue
meza,leme Przyporzgdkowanie to ustalil on przez wzér L .

"“2‘2114(1145)' LA

=0

2!12 '

gdzie B oznacza ,Entier® (p. str. 219).
Korzystajge z tego wyniku, udowodnimy nastepujace

" Twierdzenie I4. Kasdemu biorowi T lesb dodatnich moéna prayporzqdico-
waé. pewne cialo liczbowe C(T) wtworzone z liczb rzeceywistych, tak, aby résmym
zbwrom liczb dodatnich odqoowmdaly zavisee résme ciala lcebowe.

" Dowéd. Wystarczy w tym celu kazdemu zhiorowi T liczb dodatuich pry-
porzadkowaé najmniejsze cialo liczbowe O(T) zawierajace’ kazda z liczb (1),
gdzie t nalezy do.zbioru T.

. Istotnie, okazemy, Ze ]ezeh _’1'1 iTysa 16znym1 zhiorami liczb dodatnich, to
ciala O(Ty) i C(T,) sa réine.

Skoro zbiory T i T, sg rézne, t0 jeden przynajmniej z nich zawiera taka
liezbe, ktdrej nie ma w druglm niech np. ¢ nalezy do T, nie nalezgc do T',. Poniewas
t nalezy do T, wige z okreflenia ciata O(T,) wnosimy, Ze »(¢) nalezy do O(T,).
Gdyby wiec bylo O(Ty)= O(Ty), to »(t) musialoby nalezeé do O(Ty). ‘Zatem wobec
okreélenia ciata O(T,) byloby: :

: f(»zr(ul),‘u(uz),...}w(um))
oo g( (v(u‘l),w(uz),,..,"v(um))
gdzie f i g sa wielomianami o wipdlezynnikach wymiernych, zaé s Unyovn s Uy
réznymi liczbami zbiorn 7. Ze wzoru (31) wynika natychmiast, ze miedzy licz-
bami »(t),»(u,),#(uy),...,»(u,,) istniataby zaleznoié algebraiczna, co jest niemozli-

we, gdys hezby t, ’“p’“z» \.sUm B9 Wszystkie rézne: £ nie nalesy bowiem do T,
288 Uy, U, ..., 85 Téinymi liczbami zbioru 1.

(31)

Z twmrdzema 14 oraz z elementarnych twierdzen Teorii mnogoéci mozna
dalej z latwodcia wysnué

Winiosek. Eéénych cial licgbowych, utworzonych 2 liceb 'rzeczywzstych, jest
92 ¢, j. tyle, ile wazystkich zbioréw liczb rzeczywistych.

Mimo takiej obfitogei réznych ciat liczbowych, utworzonych z liezb rze-
czywistych, znalezienie choéby jednego nieprzeliczalnego ciala liczbowego, utwo-

rzonego z liezb rzeczywistych, ale nie ze wszystkich, uchodzito przez.dluzszy czas

za bardzo trudne. Swiadezy o tym zagadniénie, postawione przez S. Mazurkie-
wicza w Tomie 1 czasopisma ,Fundamenta Mathematicae® (1020 r.), str, 224,

kidrego romaza.me znajduje sie w pracy poémiertne; M. Suslina, Fundamenta
Mathematicae, Tom 4 (1924), str. 311-315.

1) J. v. Neumann, Mathematische Annalen, Tom 99 (1928), str. 134-141,
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ROZDZIAL XIV
DOWODY NIEMOZLIWOSCI

§ 1. Niemozliwo$é przedstawienia pierwiastkéw wie-
lomianu nieprzywiedlnego 3-go stopnia za pomoca pier-
wiastnikéw kwadratowych. Udowodnimy nastepujace

Twierdzenie 1. Pierwiastki réwnania o wspdlezynnikach wy-
miernych

(1) &+ pat+q=0,

nie majgoeqo pierwiastkéw wymiernych, nie daja sie przedstawié za
pomocq, pierwiastnikéw kwadratowych, V ‘
Dowdd. Przypudémy, ze jeden z pierwiastkéw réwnania (1),
np. 2y, daje sie przedstawié za pomocy pierwiastnikéw kwadrato-
wych. Istnieje wiec taki ciag skonezony liezb ay,ay,...,0m, Ze o} jest
liczbg wymierna oraz ze jeSli" Ry=&R i ogllnie Ry=R; 4(a;) dla
k=1,2,3,...,m, to o2 nalezy do R, 4 dla k=2,3,...,m, za$ 2 nalezy

do R, Mozemy oczywifcie zalozyé, ze dla k=1,2,...,m liczba o
nie nalezy do Ry (t.j. ze Ry+R, ;) oraz ze liczba z; nie nalezy
do Rp_g.

Poniewaz a,, nie nalezy do E,4, wige o nie jest kwadratem
liezby nalezgcej do Rn-—y, bowiem wrazie o =wu? przy « nalezagcym
do Ry byloby ap=wu lub a,=—1u, a zatem a, nalezaloby do R,
wbrew zatozeniu. Poniewaz za§ o?, nalezy do R,—j, wige w mysl
twierdzenia 7 Rozdziatu XIIT (§ 3, str.229) dwumian z2—o? jest
nieprzywiedlny w ciele R, 4, & ze liczba a, jest pierwiastkiem
tego dwumianu, wiec w my§l twierdzenia 8 tegoz Rozdzialu (§ 3,
str. 229) kazda liczba ciata R,=Rn—i{an), zatem i liczba z,, daje
sie przedstawié w postaci z,=a-+bay,, gdzie liczby a i b nalezg do
Rpyq. Lecz 2, jest pierwiagtkiem réwnania (1); mamy wiee:

(2) a®+3ab%a? +Fpa+gq+(3a*h -+ b +pb)a, =0.
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