ROZDZIAYL XII

LICZBY ALGEBRAICZNE

§ 1. Liczby algebraiczne n-go stopnia. Liczbg algebra-
iceng nazywamy kazda taks liczbe rzeczywista lub zespolong, ktéra
jest pierwiastkiem wielomianu o wspétezynnikach catkowitych,

Licebq algebraiceng n-go stopnia nazywamy kazda liczbe (rze-
czywisty lub zespolong), ktéra jest pierwiastkiem wielomianu n-go
stopnia o wapdlezynnikach catkowitych, ale nie jest pierwiastkiem
zadnego wielomianu nizszego stopnia o wspdlezynnikach catkowityeh.

Jezeli liczba algebraiczna a m-go stopnia jest pierwiastkiem
wielomianu n-go stopnia f(#) o wspétezynnikach calkowitych, to
wielomian ten jest nieprzywiedlny. W przeciwnym bowiem razie
wielomian f bylby iloczynem dwéch wielomianéw f, i f, stopni niz-
szych od n o wspélezynnikach wymiernyeh i liczba o bylaby pier-
wiastkiem jednego co najmniej z tych wielomianéw, a wiee pierwiast-
kiem wielomianu stopnia nizszego od # o wspélezynnikach wymier-
nych, a wiee (po pomnozeniu réwnania przez ich wspélny mianow-
nik) o wspétezynnikach calkowitych, wbrew okre§leniu liczby «,
jako algebraicznej n-go stopnia. '

Z drugiej strony, jezeliliczba a jest pierwiastkiem wielomianu
nieprzywiedlnego f(») stopnia n, to jest ona liczba algebraiczng
stopnia 7. Przede wszystkim bowiem mozemy zalozyd, ze wspél-
czynniki wielomianu f(x) 83 catkowite (W przeciwnym razie wystar-
czyloby je pomnozyé przez ich wspélny mianownik). Liczba o jest
wige algebraiczna. Pozostaje dowiesé, ze liczba « nie jest pierwiast-
kiem zadnego wielomianu stopnia nizszego od n o wspoiezynnikach
catkowitych. Przypudémy, ze g(x) jest takim wielomianem. Wie-
lomiany (o wspétezynnikach catkowitych) f i g posiadajge zatem
wspllny pierwiastek o i w mysl twierdzenia 27 z Rozdzialu VILIL
(§14, str. 135) musi by¢ f|g, whrew zatozeniu, ze stopien wielomianu ¢
jest mniejszy od n. Udowodnilifmy w ten gposéb
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Twierdzenie 1. Na to, seby liczba o byla licebg algebraiceng
stopnia n, potrzebe i wystarcea, itby byla pierwiastkiem wiclomiany
niepraywiedinego stopnia n.

Dwa wielomiany nieprzywiedlne o wspélezynnikach wymier-
nych, ktorych pierwiastkiem wspélnym jest liczba algebraiczna a,
sg w my$l twierdzenia 1, wzajemnie przez siebie podzielne, a wiec
iloraz ich jest liczba stala (wymierng). Weréd takich wielomiandw
istnieje zatem dokladnie jeden, ktérego wspétezynnik przy najwysz-
szej potedze jest jednofcia. Zachodzi wiec

Twierdzenie 2. Kazda liczba algebraicena jest pierwiastkiem
jednego tylko wiclomianw niepreywiedinego, w Ttdrym wspdlesynnik
prey najwyssee] poledze jest rdwny 1.

Liczby algebraiczne, bedace pierwiastkami tego samego réw-
nania nieprzywiedlnego (ktdre, jak wynika z twierdzenia 2, jest je-
dyne, jezeli abstrahowadé od czynnika stalego), nazywaja sie stowa-
TRYSZONY M. v

Sg one oczywidcie wszystkie tego samego stopnia.

Poniewaz wielomian nieprzywiedlny jednej zmiennej rzeczywistej (0 wsp6l-
czynnikach catkowitych) ma same rézne pierwiastki, wiec z latwoéeia mozna
okazaé, Ze zmienia on znak przy kazdym przejécin przez zero. Liczba alge-
braiczna rzeczywista jest zatem w zupelofei okreflona przez wielomian nieprzy-
wiedlny £, ktérego jest ona pierwiastkiem, i przez liczbe porzadkows, wyrazajaca,
ktéry raz Pprzy przejéciu zmiennej przez te liezbe algebraiczna wielomian f
zmienia 8wéj znak.

W ten spos6b pojecie liczby algebraicznej daje sie sprowadzié do pojecia
wielomianu o wspdlezynnikach calkowitych i do liczby naturalney, czyli zaryime-
tyzowaé. .
Na tym wiaénie polega zupelnie prawie zapomniana (jakkolwiek najele-
mentarniejsza) metoda Kroneckera przedstawiania liczb algebraicznych rze-
czywistych za pomocy zmian znaku wielomianéw nieprzywiedlnych o wspélezyn-
nikach caltkowitych ), .

CWICZENIA. 1. Zbadaé, jakiego stopnia liczba algebraiczna jest liczba
m=p 64 V:‘Z—O

Odp.: 2-go, gdyz 0= (22— 6)2—20= (x2+ 20—4) (a*—22—4), skad z latwo-
4cia wnosimy, ze = |B+1.

2. Zbadaé, jakiego stopnia liczbg algebraiczna jest w= J-+)1s— J320.

Odp.: 2-go, gdyz (wobec wzoru l’E—V_l;zla+b—-2 m) jest o= J/10.

1) Ob. P, Bernays, Enseignement Mathématique, Tom 34 (1935), str. 59,
odyylacz 1.
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3. Zbadad, jakiego stopnia liczba algebraiczng jest w=)8-}72—2 " Vé-+Vs.
Odp.: 1-go, gdyz x=0. \
4, Zbé.daé, jakiego stopnia liczba algebraiczna jest o=} Vai—yai.
4

0Odp.: 4-go, gdy3 o=)3. ) )
5. Zbadaé, jakiego stopuia liczbg algebraiczny jest w=l51+ J2502— V.
4 : ‘
0dp.: 4-go, gdyz w=|12.
6, Znalezé wielomian nieprzywiedlny, ktérego pierwiastkiem jest liczba
3 3
V54— J18.

Odp.: »®—2,
7. Znale£é wielomian nieprzywiedlny, ktdérego pierwisstkiem jest liezba

Vi Vo Tam

0dp.: 2—2; wobeo podanego wyzej wzorn dla Ya— Vb mamy howiem (dla
a=16 i b=7) 4=)7+)23—Jaas.

8. Zbé,da,é, jakiego stc;pnia, liczba algebraiczng jest liczba

a=)10+ 24+ V20 + V60— 3—)3.
Odp.:2-go, gdyz z=}5, co wynika z réwnoei
(V2+V3+V5)2 =10+ )24+ )40+ 60.
9. Zbadaé, jakiego stopnia liczba algebraiczna jest liczba

4 4
w=l/12+VT6+V23040— J10.
. Odp.: 2-go, gdyz z=)12; otrzymujemy to, opierajac sie dla a=12
i b=)10 na tozsamosci
' " Va—Vo=Vato—Via.
10. Znale#é wielomian nieprzywiedlny, ktérego pierwiastkiem jest
4 .
w=)303—) Vids—14.

4 4 —
0dp.: o*—7, gdys V383 — |7 =) Vids—14. .
11. Zbadaé, jakiego stopnia liczba algebraiczng jest m=- V45+ VfEsz.
Odp.: 2-go, gdys z=3+)2. ,
12. Zbadaé, jakiego stopnia liczba algebraiczng jest we= /242243
0dp.: 4-go, gdyz =2+ }3.
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§ 2. Dowdd istnienia liczb algebraicznych dowolnego

stopnia. Liczby wymierne i tylko one s3 liczbami algebraicznymi

1-go stopnia. .

Istniejq liceby algebraicene kaidego naturalnego stopnia.

Istotnie, np. liczba |2 jest liczba algebraiczng stopnia n, gdys
jest ona pierwiastkiem wielomianu z7—2, ktéry w my§l wniosku 1
z twierdzenia 26 Rozdzialu VIII (§ 14, str, 134) jest nieprzywiediny.

Jako inny przyklad, okazemy, ze a=V§+V§ jest liczba alge-
braiczng stopnia 4.

Mianowicie, dla a=}2+|3 zajdujemy o*=5-+2)6, skad
{0®—b)2=24, zatem a*—1002+1=0. Liczba a jest wiee pierwiast-
kiem wielomianu f(z) =g*—104?+ 1. Okazemy, ze wielomian f(z) jest
nieprzywiedlny. Przypusémy bowiem, ze tak nie jest. W mysl twier-
dzenia 24 Rozdzialu VIII (§ 18, str. 132), wielomian f(=) bylby wiee
iloczynem dwoéch wielomianéw stopnia dodatniego o wspélczynni-
kach catkowitych. Gdyby jeden z tych ezynnikéw byt stopnia 1-go,
to wielomian f(#) miatby pierwiastek wymierny p /g, przy czym mozna
zatoiyé, ze p jest liczba calkowits, zad g liczba naturalng, pierwszg
wzgledem p. Byloby wiec pt—10p2g®+¢t=0, skad ¢*|p* oraz p?gt,
co wobec (p,¢)=1 daje natychmiast g=1 oraz p=-1, zatem
p/¢==£1; ale jest to niemozliwe, gdyz ani +1, ani —1 nie jest
pierwiastkiem wielomianu f(). Oba czynniki wielomianu f(z) 83 zatem
stopnia 2-go, a wige mozemy przyjaé f(w)=(w2+ as+b) (224 cx+d),
gdzie liczby a, b, 6 i d s3 calkowite. Poréwnujac wspoétezynniki
przy odpowiednich potegach 4 po obu stronach, mielibyémy w mysl
wniosku z twierdzenia 18 Rozdzialu VIIT (§ 11, str. 124) a+c¢=0,
b+d+ac=0 i bd=1, zatem ¢=—a i b+ d=-—ac=a? Wobee
bd=1 mamy b=+1 i d=d41, przy czym znaki nalezy braé badz
oba goérne, badZ oba dolne. Otrzymalibydmy wiec a?=b+d=42,
€0 jest niemozliwe wobec niewymiernogei liczby V2. Zatem wielo-
mian f() istotnie jest nieprzywiedlny, a wiee a jest liczbg algebra-
iczng stopnia 4. Stowarzyszonymi z nig liczbami algebraicznymi sg
liczby —)2+3, J2—)3 i —z—)3.

Jako jeszoze inny przyklad, zbadajmy pierwiastki p-go stopnia
z jednosci, gdzie p jest liczbgy pierwszs. ‘ : ‘

Sa to wiec pierwiastki wielomianu f(z)=wr—1. Wobec toi-
samogei

@"—1=(@—1) (" +aP "+ . ot 1)
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pierwiastkami wielomianu xP—1 83 préez liezby 1 pierwiastki wielo-
mianu P42+ ... +5-+1, ktéry w mysl wniosku 2 z twierdze-
nia 26 Rozdziatu VIII (§ 14, str. 134) jest nieprzywiedlny. Wszystkie
wiee pierwiastki p-go stopnia z jednodei, rézne od 1, sg liezbami
algebraicznymi stopnia p—1 (stowarzyszonymi miedzy soba).

Dalsze przykiady: pierwiastkami 4 stopnia z jednodei sg liezby
1, —1, i oraz —4, z ktérych pierwsze dwie sg liczbami algebraicz-
nymi 1-go stopnia, za§ obie pozostale 2-go stopnia.

7 pierwiastkéw 6-go stopnia z jednogei — jak latwo wysnué
z tozsamodei #8—1=(z—1)(22+o+1)(2+1)(@*—a-+1) — dwa 83
liczbami algebraicznymi 1-go stopnia, za§ pozostale cztery liczbami
algebraicznymi 2-go stopnia.

7 pierwiastk6w 8-go stopnia z jednogei dwa sg liczbami alge-
braicznymi stopnia 1, dwa stopnia 2, a pozostale cztery stopnia 4, co
wynika z tatwodeia z tozsamogei @8—1=(w*—1)(#*-1) oraz z nie-
przywiedlnodei wielomianu #*+ 1 (w mys$l wniosku 3 z twierdzenia 26
Rozdziatu VIII, §14, str. 135).

Z pierwiastkéw 9-go sbopnia z jednodei jeden jest liczbg alge-
braiczng stopnia 1, dwa stopnia 2, a pozostale stopnia 6, co wynika
z tozgamosdel 2°—1=(23—1)(2®+2341) i nieprzywiedlnodei wielo-
mianu f(2)=af+2%+1, gdyz wielomian

f(w41) =8+ 625 + 1508+ 2 108 -+ 182 -+ 9o + 3

jest nieprzywiedlny w mysl twierdzenia 26 Rozdzialu VIIIL, § 14,
atr. 133 (dla p==3).

Moznaby wreszcie z tatwoseia obliezyé, ze z pierwiastkéw 10-go
stopnia z jednogei dwa sa liczbami algebraicznymi 1-go stopnia, za§
pozostate osiem liczbami algebraicznymi 4-go stopnia.

§ 3. Twierdzenie o sumie i iloczynie liczb algebraicz-
nych. Udowodnimy nastepujace

Twierdzenie 3. Suma oraz iloczyn dwdch liceb algebraicenych
sq licsbami algebraicznymd.

Dowéd. Niech a i # beds dwiema liczbami algebraicznymi,
z kborych pxerwsza jest pierwiastkiem wielomianu nieprzywiedlnego
f(#) stopnia. m;, a druga pierwiastkiem wielomianu nieprzywiedlnego
g(x) stopnia n. Mozemy zatozyé, ze wspllezynniki przy najwyi-
szych potegach & w wielomianach f(z) i g(w) sa réwne 1. Niech

(1) G==d, Oy ey Oy
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beda wszystkimi pierwiastkami wielomianu f(z), a

(2) Fi=B, Ba .y Ba
wyzystkimi pierwiastkami wielomianu g(w). Przyjmijmy:

. m
(3) h() -—]] _[](m_“ak_'ﬁl)
k==l 11

Jest to wige wielomian stopnia m-+n, a jego wsp6lczynniki
3 wielomianami symetrycznymi (o wspétezynnikach catlcowitych)
zaréwno pierwiastkéw (1) jak i pierwiastkéw (2). Przeto ({Roz-
dzial IX, § 3, tw. 2, str. 189) sa one wielomianami (o wspélezynni-
kach ea;lkowfuyeh) Wspélcrynmkéw wielomianéw f(z) i g(x), a zatem
liezbami wymiernymi. ‘

Tym sposobem liczba a--f jest pierwiastkiem wielomianu
stopnia mn o wspblezynnikach catkowitych, a zatem liczby alge-
braiczng stopnia conajwyzej mn.

Dla iloczynu af dow6d jest zupelnie analogiczny.

Jak widaé z przeprowadzonego rozumowania, tmerdzeme 3
mozna wyslowié w postaci nieco ostrzejszej, a mianowicie 'jako

Twierdzenie 3’. Suma 1 zloozyn dwdch Ticzb algebmwznych od-
powaedmo stopni m i m $q liccbami algebraicenymi stopnia conajwy-
sej mm.

Suma (a tak samo i iloczyn) dwéch liczb algebraicznych
stopnia m moze by¢ stopnia nizszego niz m. Np. liezby algebraiczne

nm m .
V2 i —2 sa stopnia m, ale ich suma jest liczbg wymierng 0.
Jezeli a jest liczba algebraiczng stopnia m, to liezba —a
(a w razie gdy a==0, réwniez i liczba 1/a) tez jest liczbg algebraiczng
stopnia m. Jezeli bowiem a jest pierwiastkiem wielomianu nie-
przywiedlnego f(z), to —a jest pierwiastkiem wielomianu nieprzy-
wiedlnego f(—ux), zad dla a==0 liczba 1/a jest pierwiastkiem wie-
lomianu nieprzywiedlnego amf(1/x). Z twierdzenia 3 wynika wiec
nastepujacy : '
Wniosek. Wynik skoticeone] liceby dziatash wymiernych, doko-
nunych na licsbach algebraicznych, jest liczbg algebraiceng.
Majac wielomiany:

wtan, 1 gl@)=byzr+ bm"ﬁ—}— + b,
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{gdzie ay==0 1 by=0), ktérych pierwiastkami sa odpowiednio liczby
a i B, mozemy wielomian (stopnia mn), ktérego pierwiasstkiem jest
liczba a--B, a takze wielomian (stopnia ma), ktérego Pierwiast.
kiem jest liczba af, napisaé réwniez w postaci wyznaczniks
. 0 elementach, wyrazajgcych sie wymiernie przez wspéiczynniki wie-
lomianéw f i g. o

' W tym celu zauwazymy przede wszystkim, ze skoro

f(a)r—a,oa"’+a]a"‘_1—]~...+6Lm=0 i g(ﬁ):—:boﬁn”i‘blﬂ"mi “i"‘--. "‘{" bnzo,
t0 gyom=—a,am—1—...—a,, skad:

2 gm+1 — m.__ m—1_ — .
a3 amtl = @y, O™ — @ @, 8, 0

= (a'f_—a’oa’z)dm—-l + ("'1“2"‘“0“3) i R (a1 @i —”a’oa’m)a + o4,

Przez latwy indukeje wnosimy stad, ze o* jest przy wszelkich
catkowitych nieujemnych % i I wielomianem stopnia co najwyzej
m—1 wigledem « o wspblezynnikach, wyrazajacych sig wymiernie
Drzez wspélezynniki wielomianu f, za$ §! jest wielomianem stopnia
€0 najwyzej n—1 wzgledem f o wspélezynnikach, wyrazajgcych

_ sig wymiernie przez wspélezynniki wielomianu g. Wynika stad, ze
jezeli mn iloczynéw args, gdzie r=0,1,2,...,m—1 i §=0,1,2,...,n—1,
oznaczymy odpowiednio przez ’

: tl__:a(]iﬂozl’ tz, ce ey tmn;

to dlar k=1,2,...,mn bedzie:
e ‘ Z (a+ﬂ)ytk=ok,1t1+ck,2t2+ soe +Gk,mntmn; .
gdzie wspélezynniki ¢,; wyrazaja sie dla k=1,2,...,mnil=12__ mn
wymiernie przez wspétezynniki wielomianéw fig. Uklad liczb
bytay .oy lmn Przedstawia zatem rozwigzanie niezerowe (gdyz t,=1)
ukiadu: mn réwnai liniowych jednorodnych o mn niewiadomych,
sl;aed w mysl twierdzenia 4 Rozdziatu ITI, § 2, str. 40, wnosimy, ze
wyznacznik tego ukladu jest réwny 0,

@ Liczba a4 jest wige pierwiastkiem wielomianu stopnia mn:

’ _ T—0C1 —Cyp —Ct,mn
(4) b "‘ 01 X—0y —Comn
—Cmni —Cmny . . . L —Crun,mn |3

gdzie wipbtezynnik przy gmn jest oczywidcie xéwny 1.
Z liczbg ap postepujemy zupelnie podobnie.
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§ 4- Wielomiany, ktérych wspélezynniki 83 liczbami

algebraicznymi. Jako dalsze uogélnienie twierdzenia 3 i wnioskn

udowodnimy nastepujgce ’
Twierdzenie 4. Pierwiastki wiclomionw, kidrego wspolozynmiks

sq licabami algebraicznymi, sq réwnies liczbams algebraicenymd.
Dowéd. Niech

f(@) =am + aypm—1 4 ... +a,

begdzie wielomianem, ktérego wspélezynniki 1,09y ...y 4y, 88 liczbami
algebraicznymi i Wspélczynnik Przy najwyzszej potedze zmiennej »
jest réwny 1 (co oczywikcie nie ogranicza dowoduy).

Niech fu(w), gdzie %k=1,2,...,m, bedzie wielomianem nieprzy-
wiedlnym stopnia n, o wspélezynniku przy @™ réwnym 1, ktérego
jednyn z pierwiagtkéw jest a,. Niech dalej af’ =ay, a2, ..., af' beds
wizystkimi pierwiastkami wielomianu f,(). Przyjmijmy:

ny  ng Ny . :
Fw)y=[[ []...[]@"+afa" " afPz"=2 1 4 qlim)
=1 fo=1  jp=1

Jest to wielomian stopnia s=mnn,...n,, ktérego wspélezyn-
niki 83 wielomianami symetrycznymi (o wspéiczynnikgeh calko-
witych) pierwiastkéw kazdego z wielomianéw fi(x), a zatem (Roz-
dzial IX, § 3, tw. 2, str. 159) wielomianami o wspétezynnikach cal-
kowitych wspélezynnikéw tych wielomianéw. Poniewaz zaé wsp6l-
czynniki wielomianéw fu(»), gdzie k=1,2,...,m, sg wymierne, wiec
wipltezynniki wielomianu F(x) réwniez 8 wymierne.

Lecz jednym z czynnikéwiloczynu F(z) (dla §; =jy=... =fn=1)
jest. f(z). Kazdy wiee pierwiastek wielomianu f(x) jest zarazem pier-
wiastkiem wielomianu s-go stopnia F(z) o wspétezynnikach catko-
witych, a zatem liczbg algebraiczng (stopnia <Cs), c. b. d. o.

§ 5. Przyblizenia wymierne liczb algebraicznych n-go
stopnia. Wyprowadzimy obecnie pewna wlasnogé liczb algebraicz-
nych stopnia n>1, znaleziong przez Liouville’a. '

Twierdzenie 5. Jeseli a jest licebq algebraiceng stopnia n>1,
to istnieje taka liczba >0 (zaleina jedynie od o), de dla wszelkich
Liczb calkowitych p 4 q, gdeie ¢> t, zachodzi nierdwnosé: :
¢

1

p 5

O = =

5
(5) q
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Dowéd. Niech
(6) f(#) = ag + ay2"t ... 4 Gy 18+ G

bedzie wielomianem nieprzywiedlnym stopnia n>1 o wspdélczynni-
‘Wobec.

kach calkowitych, ktérego pierwiastkiem jest liczba a.
f(a)=0 mamy:
(7 {(#) = (#—a)Q(),
gdzie
o Q) = oo™ - (@ + )82 - (Gg0® -+ aya - @)+ |, |
(8) cee F(agar—da, gat—2 4 040 - @y q) ==
= oomn~—1 + 0150""2 + oo FCra®@ - Cy )
wspélezynniki ¢;,64,.0.y6,—1 82 zatem liczbami zespdlonymi, zalez-
nymi od a. Przyjmijmy:
(9) Y= I ‘1| +1,
(10) w=[oo|y™t 4oy |yt | Cu .

Niech teraz p i ¢ beda dwiema dowolnie danymi liczbami cal-
kowitymi, przy czym niech ¢>pu. Azeby dowiegé, ze zachodzi dla
nich nieréwnosé (5), zauwazmy przede wszystkim, ze p/q jest liczhg
wymierng, a poniewaz wielomian (6) jest nieprzywiedlny (stopnia.
n>1), wiee wynika stad, ze f(p/q)==0. Lecz na mocy (6) jest:

q

s " g
gdzie %k jest liczby catkowita nieujemns. Wobec f(p/g)==0, wzdér (11)
daje k>0 czyli k>1, skad:

(1) -

1
(12) { (1?)’>-_.
NaPPw
Na mocy (7) mamy dalej:
(18) ’ (2> —_-}2__‘ 2),,
a)|=lg— Q(q
~Jezeli gwa >1, to zachodzi nieréwnogé (5), gdyz = 4> u>0

mamy ¢>1 oraz 1/gH <1, Mozemy wigc dalej zakladaé, ze

<1. Ale wtedy jest na mocy (9):

-l

=
q

<Itla|=y,

icm
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zatem na mocy (8) i (10):
- Pl =, () ¢, (B)
e g ot
' 5 L <P Pl 1
Wzory (12), (13) i (14) daja 7 < a—-aL U, skad [a—L >q",u’"
ezyli wobec ¢>pu daja one nieréwnoéé (5), c. b. d. o

Ogdlniejsze od twierdzenia 5 jest nastepujace twierdzenie, [udowodnione
przez Thue’go?l):

Jeseli & jest liothq algebraiceng stopnia n> 1, to dla kaddej pary liceb dodatnich
k i ¢ istnieje tylko shoticzona liczba wlladéw liceb calkowitych p i ¢> 0, takich, fe

0
lge—p| < ;ﬁ .
- Twierdzenie & otrzymuje sie stad jako szczegélny przypadek dla c=1
i h=3.

W zwigzku z twierdzeniem Liouville’a (twierdzenie 5) udo-
wodnimy jeszcze

- Twierdzenie 6 2). Dia kagdej liczby miewymiernej a v'z}stn@'ej@
dowolnie wielkie liczby naturalne q takie, se prey pewnym catkowitym p
zachodzi nierdwnodd:

(15) { P L

Dowéd. Niech n bedzie dowolnie dangliezbg naturalng. Wezmy
pod uwage ciag liczb: V

(16) ka—XE(ka) dla £=0,1,2,...,n,
gdzie symbol B( ) 3) oznacza ogélnie najwieksza liczbe catkowita.
nie wigkszg od stojacej w ( ).

~ 1) Ob. A. Thue, Journal fiir reine und angewandte Mathematik, Tom 135
(1909), str. 284-305.

%) Twierdzenie to wynika z atwodcia ze znanych wiasno§ei rozwinieé liczb
niewymiernych na wlamki Iaficuchowe nieskoficzone. Podany tu dowdd nie opiera
si¢ na teorii wlamkéw atcuchowyeh.

%) ezyta sig z francuska ,Entier z

i :
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Poniewaz na mocy tego okreflenia dla kazdej liczby rzeczy-
wistej ¢ zachodzi nieréwnod§é 0<i—E(f)<1, wige liczby (16) lezg
“wazystkie w przedziale 0<<o<1. Liczby (16) sa przy tym wszystkie
rézne, gdyz gdyby dla k==l bylo
ka—E(ka) =la—B(la),

. to mieliby$my stad azwﬂ
liczbg niewymierns.

W przedziale 0w<1 lezy zatem n+1 réinych lieczb (16);
jezeli wiec przedzial ten jest podzielony na n przedziatéw:

1 2
;b<m<’7b’ e ey

, €0 jest niemozliwe, skoro a jest

n—1»

1
0<m<0—?’, —%—-\‘im:l,

to co najmniej jeden z nich bedzie zawierat r6zne sposréd liczb (16),
np. lieczby ka—E(ka) i la—B(la), gdzie k>1. Bedzie wigce:
: 1
(17) |ka—E(ka)—[la—E(la)]| < 7
' Przyjmijmy:
Pn=B(ka)—E(la),
Zatem ¢, jest liczba naturalng nie wigksza od n, a p, liczby cat
kowitg, przy czym wobec (17) bedzie:
' a1
Qn qnh

Tym sposobem dowiedlismy, ze dla kazdej liczby naturalnej n
istnieje taka liczba naturalna ¢,<n i taka liczba calkowita DPny 70

zachodzi nieréwnosé (18). Stad ——%<aq,,~—pn<%; zatem dla n>2:

qn=rk—L.

(18) a <

‘ —§<agh—pu<i¥,

skad  ag,+i—1<p,<ag,+4, co dowodzi (wobec catkowitosci
liezby  9,), 7e :
(19) Pn=E(ag,+$).

~ Niech teraz #>0 bedzie dowolnie dang liczbg rzeczywista
Gdyby dla kazdej liczby naturalnej n>1 bylo ¢,<p, to istnialaby
‘taka liczba naturalna g, ze dla nieskoriczenie wielu réznych n byloby
4==4¢, & zatem wobec (19) mielibysmy p,=E(ag+ P)==p 1 wo-
‘bec (18) a_§<<q%’ skad wynika natychmiast, ze a=p/g, co jest

niemozliwe, gdyz o jest liczby niewymierns,.

icm
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Istnieje przeto taka liczba naturalna n, iz g,

P=Pn i ¢=(qn bedziemy wiec mieli ¢>u i g<n,
p| 1 _1

iaﬁh_ < Sgr ebdo

§ 6. Dowdd Liouville’a istnienia liczb przestepnych.
Jako zastosowanie twierdzenia 5 wezmy pod uwage liczbe rzeczy-

wista ¢, majaca rozwiniecie na wlamek dziesigtny nieskoriczony

>p. Przyjmujse
skad wobec (18)

=0, ¢ ¢, ...,

w ktérym wszystkie cyfry oy, gdzie k=1,2,.., sg réine od zera, zad
wazystkie pozostate cyfry sg zerami. Jedynymi eyframi r6znymi
od zera 8 wiee te, ktére znajduja sie po przecinku na miejseach
1-ym, 2-im, 6-ym, 24-ym, 120-ym i t.d. Innymi slowy: liczba a ma
rozwinigeie na szereg nieskonczony:

“ 15 T 1oe Fige T T qgm e

Okazemy, ze o nie jest liczbg algebraiczng.
Przypusémy bowiem, ze liczba o jest algebraiczng stopnia n..

- Poniewaz rozwinigeie jej na ulamek dziesigtny nie jest okresowe,

wige liczba ta nie jest wymierna. Mamy zatem n>1 i mozemy do
liczby a zastosowaé twierdzenie 5. Niech 1 oznacza liczbe dodatnia,
dla kbbrej jest spetniona nieréwnofé (5). Obierzmy dalej liczbe na.
turalng & tak, aby bylo:
k>n 1 108>,
Przyjmijmy:
¢==108,

Zatem g>p 1 przeto nieréwnogé (5) zachodzié bedzie przy
wszelkim catkowitym p. Przyjmijmy w szezegélnogei:

P =10%(0,0,04...04).

Stad g::(o,alcz...e],{), a przeto a—-g daje rozwinigcie na ula--

mek dziesigtny, w kt6érym pierwsza réina od zera cyfra jest cyfra.
Sy, 2RAJAUjaca sie na (%-+1)-ym miejscu. Wnosimy stad, ze:.

R S
¢ S ToET S T

BYE - 1)~ Lz Rl (k|- 1) =Tl == Flk.

(20) 0 <=

gdyi (k- 1)l —1
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1 1 1
Lecz wobec k>n mamy k>=n-+1, skad TowE = @T <QT—T-1’
. 1 .
a wiee wobec (20) otrzymalibysmy a-——g <W’ whrew (5). Nie-

algebraicznodé liczby a jest tym samym udowodniona. Mamy zatem

Twierdzenie 7. Istniejq licsby rzeceywiste, ktdre nie sq licebami
algebraicamyms. : ‘ -

Liczby takie nazywamy preestepnymit).

Przykladem liczby przestepnej jest np. liczba

o 1

= W
Je=1

a =0,1100010000000000000000010...

Na innej zupelnie drodze udowodnit Ch. Hermite (w 1873 r.),
ze zasada logarytméw naturalnych (neperowskich), t.j. liczba

. 1\» 1 1 1
o=tim (145 =1+ gt gyt gyt

jest przestepna, a F. Lindemann (w18821.), ze liczba = jest prze-
stepna 2). _

Juz w 1761 r. I. H. Lambert dowiédl, ze liozba = jest niewy-
mierna.

Gelfond 3) dowiddl w 1934 r., ze jezeli & jest liczba algebraiczng
rézng od 01 od 1, zas b jest liczbg algebraiczng niewymierng, to a

jest liczba przestepna (wiec taks jest np. 2y§). T. Schneider zaf
dowi6dl w swej rozprawie doktorskiej (Frankfurt 1934), ze jezeli
Os=a==11 b jest liczba niewymierna, to z trzech liczb a, b i a? co
najmniej jedna jest przestepna. Jezeli przyjaé =2 i b=)2, to
wynika z twierdzenia Schneidera przestepno§é liczby of %5 jezeli
zas przyjaé a=e" i b=i, to wobec e¢"=—1 twierdzenie to daje
przestepnosé liczby e~.

*) Podany tu dowéd istnienia liczb przestepnych pochodzi od J. Liouville'a
{z 1851 1.).

) Wzglednie elementarny dowéd przestepnosei liezb e iz (oparty na wzorze
&= 1) znajdzie czytelnik w ksigsce: O. Perrom, Irationalzahlen, Berlin
1939, § 48 i § 49, str. 186-194.

®) Ob. A, Gelfond, Doklady Akadiemii Nauk (Sprawozdania Aksdemii
Nauk) ZSRR, Tom 2 (Moskwa 1934), str. 1-6,
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Dowéd Liouville’a istnienia liczb Przestepnych.
Progty dowdd istnienia liczb przestepnych wynika natychmiast
ze znanych twierdzed Teorii mnogogei, udowodnionych przez jej
twéreg G. Oantora w 1873 r., a mianowicie stad, ze zbidr wszyst-
kich liczb algebraicznyeh jest przeliczalny, za§ zbiér wszystkich
liezb rzeczywistych nie jest przeliczalny 1).

Przed 40 laty poswiecil Maillet liczbom przestepnym osobng
ksiazke 2).
W zwigzku z istoieniem liczb przestepnych udowodnimy jeszeze

Twierdzenie 8. Kazda Viczba rzeczywista o wartodes bezwezglednej mniejsze]
od 1 jest pierwiasthiem wiclomionu stopnia nieskorticzonego (t. zw. szeregu pote-
gowego) o wapéleeynnikach calleowitych.

Dowdéd. Niech ¢ bedzie liczba rzeczywista 1 0<f< 1. Okreflimy przez
indulkeje liczby calkowite ax dla %=0,1,2,..., jak nastepuje. Niech a,=1 i dla
naturalnych n niech. ap=—B[(ay-} o &+... + an-18""1)/EM, gdzie symbol E[]
omacza ,Entior” z [ ], jak na str. 219,

Mamy zatem 0<ag+ aé+... +anéd"<<€", a 7e £ zmierza wobec 181
do zera, gdy » wzrasta nicograniczenie, wiee ay+ ay &+ ay&2 ... =0, ¢.b.d.o,3).

Zauwaiymy, ze Zermelo ndowodnil przy pomocy swego t. zw. pewnika wy-
boru 4), %e istnieje zbidr liezb zespolonych Z, majacy cztery nastepujace wiasnofeis

I. Buma, réznica oraz iloczyn dwéch liczb zbioru Z nalezg do Z.

II. Kazda liczba zespolona jest ilorazem dwdeh liczb zbioru Z.
III. Kazda liezba calkowita algebraicena 5) naleiy do Z.
IV, Za,dnavliczba, algebraiczna niecatkowita nie nalezy de Z.

Liezby tworzace zbiér Z moinaby uwazaé za liczby przestepne caltkowite ¢).
Niestety, zbioxéw Z o powyiszyeh wlasnofciach jest — jak sie tego dowodzi przy
pomocy pewnika wyboru — nieskoficzenie wiele, a przy dzisiejszym stanie nauki
Zadnego z nich nie potrafimy wyréinié, czyli okrefli¢ ,efektywnie®,

1) Ob. np. moja keigzke Zarys Teorii Mnogobci. Czeké I, Wydanie 3-e,
‘Warszawa 1928, str, 5659, '

*) E. Maillet, Introduciion & la théorie des nombres transcendants et des pro-
pridiés arithmétiques des fonctions, Paryz 1906, stron V274,

%) Szereg potegowy o wspélezynnikach calkowitych, ktérego suma jest zerem
-dla pewnej przestepnej wartoéei zmiennej, nie jest oczywiécie bezustannie zbieiny.
Mozna atoli dowiesé, ze dla kazdej liczby rzeczywiste] & wigkszej od 0 i mniejszej
-od listnieje szereg potegowy bezustannie zbiesny o wspélezynuikach wymiernych,
ktérego suma jest dla tej liczby zerem. Ob. H. Blumberg, Uber eine von Herrn
Maillet vorgeschlagene Definilion der gamzen tramszendenien Zahlen, Archiv der
Mathematik und Physik, Tom 20 (1918), str. 55.

4 &, Zermelo, Uber ganze transcendente Zahlen, Mathematische Annalen,
Tom 75 (1914), str. 434,

5) Nazywamy tak liczby algebraiczne, ktdre sg pierwiastkami wielomianéw
ksztattu mn-}-ggon—1-.,. +an, gdzie wspélezymniki ay,ay,...,an 53 catkowite,

¢) Por, . Blumberg, tamsze, str, 53-57,
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