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ROZDZIAL XI

ROWNANIA PODZIALU KOLA °

§ 1. Réwnania 2"—1=0 dla n <6. Réwnaniem podziatu
kola nazywamy rownanie postaci

(1) an—1=0,

gdzie # jest zmienng zespolong, a n dowolnie dang lieczba naturalng.
W Rozdziale VI, § 8, zajmowali$my sie ogblnym rozwiazywaniem
tego réwnania za pomocy funkeyj trygonometrycznych. Obecnie
zajmiemy si¢ algebraicznym rozwigzywaniem tego  réwnania dla
niektéryeh wartosei wykladnika n.

Dla n=2 pierwiastkami réwnania (1) sg liczby 1 i —1, dla
“m=3 liczby:

i)3

11—

—1+4)3
e -

1, oraz = —

7
a dla n=4 liczby:
1, —1, ) oraz —1.
Przejdziemy wiec do przypadkéw n> 4.
Rownanie =1, Poniewaz
F—1=(2—1)(2*+ 22 +22+ 2 1), -
wiec pierwiastki réwnania 28=1, rézne od 1, spelmiajg réwnanie
(2) - Attt 1=0
i na odwroét.
Zalézmy, ze liczba zespolona z jest pierwiastkiem réwnania (1).
Jest wiee »==0. Niechaj:

(3) =g
skad:
(4) ut=gt4-2—24-2,

W

I
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Réwnania podziatu kola.

Wobec 2==0 réwnanie (2) daje po podzieleniu przez ¢*:
Atetlt ot fet=0,

zatem wobec (3) 1 (4):

(5) _ wru—1=0,

skad ’ i

(6) e
Réwnanie za$ (\‘2\1 daje:

(M) z‘"’%{tuz—}—l:-—:(),

gkad ___

©  euthet

&

‘ Jezeli teraz za z wezmiemy ktérakolwiek z dwoch wartodei (8),
wstawiajac za u ktérgkolwiek z dwdeh wartodei (6), to spelnione
beda réwnania (7) i (5). Z réwnania (7) wynika, ze 2==0, co daje réw-
nofé (3), ktdra wobec (5) dowodzi, ze liczba z spelnia réwnania (2).

Dochodzimy w ten sposéb do wniosku, ze wszystkimi pierwiast-
kami réwnania (2) s3 liczby:

31::::1;—‘/5_‘_%'/104“2%9 22———1 V 10—2 ’5?
_._1_‘/3___

4

10 +2V”5'.

Rg =

_ VR g
10—2)3, z4r—=—}—£-—'-—)~%

Moznaby z latwodcia obliczy¢, ze mamy tu:
w=e

2 3
Ry ==2y, B3 =21,

Roéwnanie 2° =1. Wobec tozsamosci
B—1=(2—1)(2+1)(22+2+1)(—z-+1)
rozwigzywanie réwnania 26—1=0 sprowadza si¢ do rozwigzywania
réwnan 1-go lub 2-go stopnia i w rezultacie z latwodeia doprowadza
do znaleézienia nastepujacych 6 pierwiastkéw réwnania 20—1=0:
LT i3 —1—a3 1+il3 1—if3

2 ? [5 ’

1, —9 :
b H ‘)J 2 ? 2 1

z ktérych pierwotnymi (ob. Rozdzial VI, § 8; str. 94) sg tylko dwa
ostatnie,
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[§ 2] *Réwnanie 27—1 =0, 201

§ 2. Réwnanie z’——l=6. Mamy:

#1l=(0—1) (&8 + 20+ 242022 b2 - 1).

Pierwiastkami réwnania 27—1 =0 bedsa zatem: liczba 1 oraz
pierwiastki réwnania

(9) R o i SECLE B AL P, |

Zajmiemy sie wiec wyznaczeniem pierwiastkéw réwnania (9).
Liczba 0 nie jest oczywidcie pierwiastkiem réwnania (9); réwna-
nie (9) ]LSt wige réwnowazne réwnaniu

(10) z’+z2+z+1 tel422 4278 =0.

Zatbzmy, ze # jest pierwiastkiem réwnania (9) lub — co na, jedno
wychodzi — réwnania (10). Przyjmijmy:

(11) z’+1=:u, -

co daje wu? -~2+ +2 i u3-z3+3z+ —l—-, skad z4z1=u,

2?2 i ~3+z*5——us—3u

Wobec (10) znajdujemy:

(12) w4 u'—2y—1=0.

Jezeli wigc liczba 2 speinia réwnanie (10), to liczba u, wyzna-
czona ze wzoru (11), spelnia réwnanie (12).

Zalézmy teraz, ze liczba u spelnia réwnanie (12). Gdyby$my
wyznaczyli liezbe 2==0 tak, aby zachodzil wzér (11), to spelniataby
ona réwnanie (10). Lecz wzér (11) jest wobec #2<0 réwnowazny
réwnaniu

R—uz41=0,

ktérego pierwiastkami sg liczby:

w4 Vu“’——li u—~Vu2M4

(13) 5 e

gdzie przez Vu2—4 rozumiemy. pierwiastek gléwny 2-go stopnia .
z liczby u?—d4.
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202 ROZDZIAL XI. Réwnania podzialu kola.

Dochodzimy wige do wniogku, ze wszystkimi pierwiastkami
réwnania (10) sg liczby postaci (13), gdzie % jest ktérymkolwiek
z pierwiastkéw réwnania (12). To ostatnie réwnanie przez podsta-
wienie % ={-—/, przechodzi w réwnanie

7 7

(14) t3—§t—~—27~0.
Roéwnanie (14) nie posiada pierwiastkéw wymiernych. Gdyby
bowiem ¢ bylo takim pierwiastkiem, to u=t—1/; byloby picrwiast-
kiem wymiernym réwnania (12), a wige liczbg postaci p/g, gdzie p
i g bylyby wobec (12) dzielnikami liezby 1, skad %=1, Leez
ani 1, ani —1 nie jest, jak tatwo sprawdzié, pierwiastkicm réw-
nania (12). C

Stosujge do réwnania (14) metode rozwigzywania rm:vnzm 3-g0
stopnia, podang w Rozdziale X, § 8, otrzymamy jako picrwiastki
tego réwnania (ob. wzory (25), str. 177) liczby:

3

3
T+21)=3 +V7—~21V:§
54 54
3‘___*_________ 3______“._____
T+21)—3 l/7~21|/173
e/ L Y Vil A
5L T 54!
3 3
o) /T+21)=3 l/7-21‘/_~3
5L e Y
. —1+)=3 L . . 7-4+21)=3
gdzie a:__i‘é‘/_f, & plerwiastki 3-go stopnia z liczb (== ;4‘/_‘3

nalezy tak dobraé, aby ich iloczyn byt réwny —7/,.

Witawiajac te wyrazenia, zmniejszone o s, do wzoréw (13),
otrzymalibysmy 6 pierwiastkéw réwnania (10). Bylyby one wyra-
Zone przez superpozycje pierwiastnikéw 2-go i 3-ga stopnia oraz
dziatani wymiernych na liczbach calkowitych, w postaci zresztay
dosyé skomplikowane;j.

Zauwazymy tu jeszeze, ze gdyby jeden z pierwiastkéw réw-
nania (9) dat sie wyrazié za pomocg superponowanych pierwiastni-
kéw jedynie 2-go stopnia oraz dziatan wymiernych na liczbach cal-
kowitych, to w podobny sposéb datby sig tez wyrazié jeden z pier-
wiastkéw réwnania (14), co — jak okazemy w Rozdziale XIV,
. §2 — jest niemozliwe.
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Réwnania 2"—1=0 dla n=_§, 9, 10.

53] 203
§ 8, Réwnania #*—1=0, #—1=0 oraz #'—1—0.
Rownanie z*—1=0. Wobec tozsamogei

) 1 = (A—1)(A+1)

pierwiastkami tego réwnania sg pierwiastki réwnania; #—1=0,
czyli- liezby 1, —1, ¢ i —4, oraz pierwiastki réwnania 24+1=0.
Nagtepnie wobec tozsamodei

28 1= (i) (2 1)

mamy do rozwigzania réwnania #*—i=0 oraz #*-+i=0. W myl
wzoréw z Rozdzialu X § 1, str. 173, znajdujemy jako pierwiastki
pierwszego z nich liczby:

1414 144

N T
a jako pierwiastki drugiego liczby:

1—i . 1—i

V2 2
W ten sposéb wszystkimi pierwiastkami réwnania 28—1=0
83 liczby:
141 144 1—4 ; 1
TR I TR
Pierwiastkami pierwotnymi 8-go stopnia z jednofei sa tylko
4 ostatnie z wypisanych.

1L, -1, 4 —i,

o

Réwnanie #»—1=0. Wobec tozsamosci
28—1=(28—1) (28+2%-+1),
pierwiastkami réwnania 2°—1 =0 §g pierwiastki réwnania 28—1=0
oraz pierwiastki réwnania )

(15) 2828 1=0.

Pierwiastki pierwotne 9-go stopnia z jednosei sa oczywiécie
pierwiastkami réwnania (15). Po podstawieniu (11) réwnanie (15)
daje réwnanie

(16) w31 +1=0.
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204 ROZDZIAL XI. Réwnania podzialu kota.

Jak wyzej, dochodzimy do wniosku, Ze wszystkimi pierwiast.
kamiréwnania (15) saliczby postaci (13), gdzie u jest ktérymkolwiek
z pierwiastkéw réwnania (16). R6wnanie (16) nie posiada pierwiastkéw
wymiernych, gdyz ani 1, ani —1 nie jest jego pierwiastkiem,

Gdyby jeden z pierwiastkéw pierwotnych 9-go stopnia z jed-
nofei, a wiec jeden z pierwiastkéw réwnania (15), dat sie wyrazié
przez superpozycje jedynie pierwiastnikéw 2-go stopnia i dziatan
wymiernych na liezbach catkowitych, to w podobny sposéb datby
sig tez wyrazié jeden z pierwiastkéw réwnania (16), co — jak oka-
zemy w Rozdziale XIV, § 2 —jest niemozliwe.

Rownanie 2°—1=0. Wobec tozsamogci
A0—1=(28—1) (28 +1)

wnosimy z latwodcig, ze wszystkie 10 pierwiastkéw tego réwnania
otrzymamy, biorge ze znakiem -+ lub — wszystkie 5 pierwiastkéw
réwnania 25—1=0.

§ 4. Réwnanie #'"—1=0. Zbadamy tu jeszcze to0 réwnanie
jako szezegélnie pouczajace.
Przyjmijmy:

27 2m
+z sin — 17

jak wiemy z twierdzenia 7 Rozdzlalu VI (§ 8, str. 96), wszystkimi
(réznyml) pierwiagtkami réwnania 217—1=0 sg liczby:-

. B-—-COS

16,
L e .., e

Suma ich jest zerem, gdyz wielomian 217—1 nie posiada wyrazu,
zawierajacego 218,

Algebraiczne rozwigzywanie réwnania 2i%—1=0 sprowadza
sie wiee do znalezienia algebraicznego wzoru dla liczby e. Prayj-
mijmy w tym celu:

17) 3+€2+822+823—]—...+827=7y,

(18) o it SR R BN . L Iy
Poniewaz £17 =1, wige:

(19) ’i75£+sz—hs4+sﬂ‘+sm+sls+sw+39,

(20) ' 17;=’63+£°'+a]‘2+e7+sl4+811+55+el°,

a zatem 79--m =g+t e+ ... felb=—1 ezyli
(21) n+n=—1.
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[§ 4] Réwnanie 2171 = . 205

Gdybys$my, biorac pod uwage, ze e''=1,1i postugujac sie wzorami
(19) i (20), rozwm@h iloczyn ny,, znaleihbyémy, ze kazda z poteg e*,
gdzie k=1,2,...,16, wystepuje 4 razy, skad

(22) ny, =—4.

Réwnania (21) i (22) dowodzg, ze liezby % i », sa pierwiastkami
réwnania 2-go stopnia $2+i{—4=0, Ma ono dwa pierwiastki:

—1-+)17 —1—17
—"‘—"—"“‘ S—— 2' e

Musimy rombuygn@é ktéry
a ktéry liczbg #,.

z tych pierwiastkéw jest liczbg 1.

Z uwagi na to, ze 7 kg, ak—l—s"k——"cos-;% i cosllc7
=— COS ﬂ]_:‘_@_{ﬂ’ mamy wobec (20):
7’]1=:(€3+814)+(86'+811)+(£5+812)+(87+810)==
= (&8 +e78) (e £78) 4 (65 4-670) - (67 4 6=7) =

‘)
_Bcos%——l—"cosl——-+2cos -+2co s—l—i—”x
6m T 37
o9 m_'> AL
=2¢os T 2 cog 7 cos 17 CO8 7= <0,
dyz oqf cos za8 cosﬁ >0 i cos £)’«->0
gy4 cosgr < eos g, 17 17
Liezba #,.jest wiec ujemna, zatem:
| —14+)i7 . —1— )17
(23) 17=—-32i~l{—~ i 7712—7[{——--

Przyjmijmy dalej:

f=etettel®ted,  [=giftelits,

2
(24) Cp B 12 g1 g5, =0 g7 gl gl0,
Latwy rachunek daje:
{-Cy=mn, Lot L=y,
¢y =—1, Cofg=—1.

Liezby ¢ 1 &, sa wige pierwiastkami réwnania E—ne—1=0,
a liezby £, i {; pierwiastkami réwnania 22—ne—1=0.
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206 ROZDZIAL XI., Réwnania podziatu kota.

- Poniewaz:
18 4 gl8) — ) (et e4) =2 eos?—gfwi—Q eoséf->0
I=(s+ &)+ (et + &) =(e-+e1) 4 (& 1= 17 17 =Y

3n b
Lo=(e3+¢&8) 4 (e5+ &) =2 cos Tf+2 CO8 37> 0,

.2 3 in_Bu_ w ;
gdyz §>§>ﬁ>ﬁ>§>0, wiec:

n+lprd _n—ri+1
C—————z‘"’*—‘: Cl""——"'z' )

n+VE+4 o —l 4
=ty L=,

(25)

gdzie pierwiastki bierzemy arytmetyczne.
Przyjmijmy dalej:
(26) T=¢-}¢l8 i 7 == &4 g8,

Wobec (24) i (25) znajdujemy:

(27) T+ 7=, 171 =,
Liczby = i 7, sa wiee pierwiastkami réwnania 2—{t--¢,==0,
2z 4
a ze wobec (26) jest v=e+te=2 cos-ifz-z« i y=etfe4=2 cos 1—?«,

zatem v>1,. Wobec za (27) jest (2—48, = (v +1y)*—do7y = (7—7)2> 0
1 przeto:

t+VE—4, _—Ve—dg
g =

-~

(28) e=

gdzie pierwiastki nalezy wzigé arytmetyczne.

Wreszeie, z (26) znajdujemy r=ce+¢&1, skad ‘2—re-+1=0,
2m 01 sir D 0
17 oraz cos '1—7> 1 Slllﬁ/ ,

2 2n

co z uwagl na to, ze £¢=cos i —+281n

]
jak réwniez na to, ze wobec 7=2 cos%f— jest 0<r<c2, a zatem
4—72>0, daje: ‘
£_r+i|/4c—za

(29) -,

gdzie pierwiastek nalezy wziaé arytmetyczny.

[§4] Réwnanie #17—1 =9, - 207

Stosujae kolejno wzory (23), (25), (28) i (29), mozemy zaréwno
czgdé rzeczy wisty liczby ¢ jak jej wspélezynnik przy i otrzymad
z liezby 1 za pomoocg skohczonej liczby kolejnych dziatar na licz-
bach juz otrzymanych, z ktérych kazde jest badz dodawaniem,
badZ odejmowaniem, badZ mnozeniem przez liczbe calkowital),’
badZ dzieleniem przez liczbe 2, bads wreszcie wycigganiem pier-
wiagtka 2-go stopnia z liczby rzeczywistej dodatniej.

Majac dany odcinek o dlugodei 1, mozemy — jak wiadomo —
kazde z tyeh dziatad wylkonad za pomoca tylko cyrkla iliniatu. Wat-
pliwodé moze tu zachodzié jedynie co do wyciggania pierwiastka
2-go stopnia z liczby dodatniej czyli co do otrzymania za pomocy
cyrklailiniatu odeinka o diugosei Ja z danyeh odeinkéw o diugodei a
i o dlugodei 1. '

Ot6z ze znanych twierdzen Geometrii elementarnej wynika,
ze odcinek taki jest wysokogcig tréjkata prostokatnego, ktérego pod-
stawa jest przeciwprostokatna o dlugodei a1, przy czym — jak
wiadomo — wysokodé te potrafimy zbudowaé za pomocs tylko
cyrkla i linialu, majae dane odcinki o dtugodei 1 oraz o dtugosei a.

Wynika stad, ze obraz geometryeczny liczby zegpolonej

& Lo 2 .
a:cosr? - i gin — czyli punkt plaszezyzny o spélrzednych

17’
. 27 . 27 . . .
w:cosﬁl y=:s1n1~7—, potrafimy zbudowaé za pomocy jedynie

cyrkla i liniatu, majgc dane osie wipélrzednych oraz odcinek o dhu-
gofei 1. Poniewaz tuk kota o §rodku w poczatku wspéirzednych i o pro-
mieniu 1, zawarty miedzy punktem ¢ a osig odeigtych, jest réwny
obwodu tego kola, wiec wnosimy stad, ze potrafimy podeielié
obwdd kota na 17 réwnych czgdci 2a pomoca tylko cyrkla i liniadu?).
Ogolniej: Gauss dowiddl, ze jezeli p jest liczba pierwsza, to
na to, zeby mozna bylo za pomocs jedynie cyrkla i liniatu podzielié
kolo na p réwnyeh czedci, potrzeba i wystarcza, zeby p bylo liczbg
postaci 22--1. Latwo tez okazaé, ze wowezas musi byé n=2% czyli
p=2241, bowiem 2um+y 4] jest podzielne przez 2!41.

1) Np. we wzorze (258) dla liczby { wystepuje iloczyn %2, ktéry, wobec (23),
mozemy napisaé w postaci 7%= 9— )17, Mozna dowieé ogélunie, Ze zapomoca je-
dynie eyrkla i linialu mozna zbudowaé odcinek o dtugosci ab, majac dane odeinki
o dlugobciach 1, o i b,

%) Kto interesuje sig blizej samny kongtrukeja geometryczng tego podziatu,
znajdzie jo w ksigzee: P. Bachmann, Die Lehre von der Kreistheilung, Lipsk
1872, str. 66—75,
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Nie kazda jednak liczba postaci 22 11 jest pierwszg, np. 9211
jest podzielna przez 641. Udowodniono tez, ze dla k=6, 12, 23 i 36
otrzymujemy liezby zlozone. ‘ , L

Niewiadomo dotad, czy liczb pierwszych postaci 2741 jest

" gkoficzenie czy nieskonezenie wiele.

Nastepng po 17 liczba pierwsza p, dla kibrej podziat kola na P
czesci jest mozliwy przy pomoey jedynie cyrkla i liniatu, jestliczba
p=28-+1=2571), nastepng zad po niej liczba 216+ 1= 65537, Wiecej
liczb pierwszyeh postaci 271 dotad nie znamy.

Na to zag, aby mozna bylo podzielié kolo na m réwnych czesei
zapomocy jedynie cyrkla i linialu potrzeba i wystarcza, zebyliczba m
rozkladata sie na czynniki pierwsze

lub q,n-;‘)“p‘pw_,,,pm

gdzie ¢ jest liczba calkowity nieujemmng, a DyPyyee P, 88 Tbinymi
liczbami pierwszymi postaci 2741, ‘

Nauce o podziale kola za pomocy cyrkla i liniatu pogwiecil
osobna 300-stronicows ksiagzke P. Bachmann (ob. odnognik ?) do
str. 207).

§ 5. Konstrukeje za pomocy cyrkla i linlahu. Ogélniej,
mozemy powiedzied, ze majge dany odeinek o diugodei 1, potrafimy
za pomocy cyrkla i liniatu zbudowaé kazdy odcinek, ktérego diu-
gos¢é wyraza sie liczba, otrzymang z liczby 1 za pomocg skoriczo-
nej liczby kolejnych dziatan, z ktéryeh kazde jest badz jednym
2 czterech dzialad arytmetyeznych, bads wyciaganiem pierwiastka
2-go stopnia 2).

Istotnie, zalézmy, ze majac dany odcinek o dlugosei 11 uzywa-
jac dalej tylko cyrkla i liniahu, otrzymalifmy odcinek o diugosci a.
Figury geometryczne, jakie mozna wykredlié za pomocy jedynie
eyrkla i liniahy, skladaja sig tylko z k6t i prostyeh (lub ich czedei),
przy czym kola mozemy zataczaé tylko wtedy, gdy dany jest érodek
1 promien, a prosta przeprowadzaé tylko przez dwa punkty dane.
Dany zag promien kota mozemy otrzymaé tylko z jakiego§ danego

!) Podzialowi kola na 257 czetci podwiecil diuzsza prace F. J. Richelot,
Crelles Journal, Tom 9 (1832), str, 1-26, 146-161, 209.230, 337-358,

%) Wyciaganie pierwiastka 2-go stopnia z liezby zespolonej sprowadza sie,
jak wiemy (ob. Rozdzial X, § 1, str. 172, tw. 2), do wyciggania pierwiastkéw
2-go stopnia z liczb rzeczywistych dodatnich.
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[§ 5] Konstrukeje za pomoes eyrkla i liniadu, 209
odcinka, ktérego konce sg znalezionymi juz punktami, Wsazystko
zatem sprowadza sie do znajdowania pewnego ciggu punktéw, ktére
otrzymujemy z kofcéw danego odeinka o dlugodei 1 jako punkty
przecigeia dwoch kot, dwéeh prostych lub kola z prosta. Otéz wspél-
rz¢dne takich punktéw przecigcia wyrazajg sie — jak wiadomo z Geo-
metrii analitycznej — za pomocy dziatan wymiernych i wyciggania
pierwiastka 2-go stopnia, dokonywanych wychodzac ze wspétezynni-
kéw rownan tych k6l Iub tych prostych. :

Jezeli wige jeden z konicdw danego odeinka o dlugodei 1 przyj-
miemy za poczgtek ukladu wspolrzednych, a drugi za punkst plasz-
czyzny o wspbirzednych (10), to wspéirzedne kazdego punktu, otrzy-
manego z tych dwéch punktéw przy uzyeiu (skotezong liczbe razy)
tylko eyrkla i liniatu, dadzg sie otrzymaé z liczby 1 za pomocg skon-
czonej liczby dziatati wymiernych oraz wyciagania pierwiastka 2-go
stopnia.

Dotyezy to w szezegdlnosci koticow (ay, y,) oraz (2qy 13) -0dcinka,
o diugofci a, ktérego znalezienie bylo celem konstrukeji geome-
tryeznej (wykonanej wedtug zatozenia z pomocs jedynie cyrkla i 1i-
niatu), a wiec i samej liezby a, gdyz a=|/(2;—)°+ (3, —y,), ¢. b. d. 0.

W. Sierpinski. Zuwudy Algebry Wyzsiei. 14
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