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ROZDZIAL X.

ROWNANIA DRUGIEGO, TRZECIEGO I CZWARTEGO
STOPNIA

§ 1. Réwnania 2-go stopnia. Ogdlna posta¢ rownania 2-go
stopnia, zwanego tez réwnaniem kwadratowym, jest nastepujgca:
(1) 4?2 +ay2 +ay =0,
gdzie ag, a, 1 a, 85 danymi liczbami zespolonymi, przy czym a,==0.

Latwo sprawdzié, ze przy wszelkim zespolonym e::

ay \2 a

9 2 —_ 1 1
A2 2+ A=y (2 +5—) +Ug— .

(”) 0 1"+ 2z 0( +2a0) 2 4010
Roéwnanie (1) jest wige réwnowazne réwnaniu

; 2
o \2 —4dya,
2a4 4ay

(3) 2 (+

Oznaczmy przez V a;—4a,a, ktorykolwiek z pierwiastkéw 2-go
gtopnia z liczby ai—4aga,. Na to, zeby liczba zespolona z spel-
niata réwnanie (3), oczywiscie potrzeba i wystarcza, izby bylo
oy __il/aff——éwuaz
2a, 2a,

2+ czyli

(4) ,.,_"a’]:l:la’:lz—“ ‘1‘%“2,
“ 2a,

"Wzor (4) daje wiec wszystkie rozwigzania réwnania (1). Roz-
réznimy nastepnie dwa przypadki:

19 ol —daga,=0. Wzér (4) daje jedna tylko wartogé z=—~%1—.
jabad(]
Roéwnanie (1) ma wtedy tylko jeden pierwiastek, wyrazajacy

sie wymiernie przez wspoétezynniki réwnania (1), a wiec wymierny,
gdy sg one wymierne, i rzeczywisty, gdy 53 rzeczywiste.
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170 ROZDZIA%L X. Réwnania 2-g0, 8-go i 4-go stopnia.

Poniewas przy ai—4aga,=0 wzér (2) daje dla wszelkich e

ay \*
ag?? a2+ = ag (z—l— —_2%) ,

wiec w rozpatrywanym przypadku pierwiastek 2= —a;/?a, réwna-
" nia (1) jest dwukrotny. .

20 gf—da,a,4=0. W tym przypadku wzér (4) daje dwie rézne
wartogei:

- a,+Va — a0, | _
(5) 2= %4 1 2 3“0

réwnanie (1) ma wiec dwa rézne pierwiastki: & i 2,

Jezeli wapbtezynniki réwnania (1) 8g rzwzywistv to pierwiantki
(5) sa rzeczyw1ste wtedy i tylko wtedy, gdy @t dayay320; gdy na-
tomiast aj—4a,a, <0, 53 one zespolone sprzezone. Jezeli wspél:czy:n-
niki @, 1 a, s3 wymierne, to pierwiastki () s oba wymicrne whedy
i tylko wtedy, gdy wyréznik af—4aya, jest kwadratem liczby wymier-
nej; w przeciwnym razie zaden z nich nie jest wymierny.

Ostatecznie wiee mozemy wypowiedzied

Twierdzenie 1. Réwnanie 2-go stopnia aw@®-t az- ay- 0,
gdzie ay==0 posiada jeden pierwiastek (d%ukwoth, wyragajocey sie
wymiernie preez jego wspdloaynmiki), jescli D= al——dagay= 0, zaf
dwa rézne pierwiastki, jedeli D==0. ‘

Jedeli wspdlezynniki réwnamia sq reeceywiste, to ma ono dwa
rééne pierwiastki reeceywiste, gdy D>0, za$ dwa réine picrwiasthi
zespolone sprzgsone, gdy D <0,

Roéwnanie 2-go stopnia, ktérego wspélezynniki nie sg rZeCsy-
wiste, moze mie¢ dwa pierwiastki, ktére nie sg sprzezone, np. je-
den rzeczymsty, a drugi urojony. Takim Jest np. réwnanic:

(#—1)(e—1) =2®—(L+4)g +i=

Zastosujmy teraz réwnanie 2-go stopnia do rozwigzania ]1<1MQ~
pujgcego zagadnienia:
Znaleté dwie liczby, ktérych suma § iloczyﬁ sq dane.
" Niechaj:
6)

#it2a=a,  22,=D,

gdzie a i b sg to dane liczby zespolone.
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[§1] Réwnania 2-go stopnia. ,
- Jezeli liczby 2, i 2, speliajs réwnanie (6), to z pierwszego
z nich znajdujemy 2y=a—2;, wobec czego drugie daje z(a—=2)=0b
czyli 21— az;+b=0.

Liczba z; jest wiee pierwiastkiem réwnania 2- go stopnia:

22—az+b=0;"
zatem
() zlzii——l/—(zi?—@ albo zlzt@-
Biorac na z, pierwsza z tych wartofci, otrzymamy wartosé
2y =0—8; = ﬂ, biorge za$ na », drugs z wartosei (7), otrzy-
mamy 2,= 2 H/@—10,

2

Jezeli wiec uklad liczb 2,2, spelnia réwna.ma, (6), to mamy:

fa*—4b . a—)a*—4b

albo &= orfa—20 ; g 1 2= ————V )

® a—Va2=4b . a+l/a2—4b
albo gy=——p5—— 1 ZH=—m——

Na odwrét, bezpodrednio sprawdzamy, ze zardwno pierwszy
jak drugi z ukladow (8) gpelnia réwnania (6).

Wzory (8) daja wiee wszystkie rozwigzania ukladu dwéch
réwnan (6) o dwoéch niewiadomych # i 2,. Rozwigzania (8) réznig
sie tylko porzadkiem liczb 2, i 2,; 53 one jednakowe wtedy i tylko
wtedy, gdy a?=4b. W tym ostatnim przypadku mamy 2, =2,=0a/2.

Ostatecznie wiee widzimy, ze ukiad réwnan (6) posiada jedno
tylko rozwiazanie, jezeli a®=4b, a dwa rozwigzania (réznigcee sie
tylko porzadkiem niewiadomych), jezeli ¢*s=4b. Rozwigzania te sg
przy rzeczywistyeh a i b rzeczywiste w tym i tylko w tym przy-
padku, gdy a®> 4b.

Powréémy jeszeze do réwnania 2-go stopnia w przypadku
og6lnym, t. j. do réwnania (1) o danych wspélezynnikach zespolo-
nych. Pierwiastki takiego réwnania wyrazaja sie— jak widzielismy —
wzorami (B), ktére précz dzialan wymiernych zawieraja jeszeze
drugi pierwiastek z liczby zespolonej, t. j. wyrazenie postaci Va—+i.
Nasuwa sie pytanie, ezy wyrazenie to daje sie sprowadzié do dzialan
wymiernyeh na liezbach zespolonych i wyciagania drugich pler-
wiastkéw z liczb rzeczywistych dodatnich.
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172 ROZDZIAL X, Réwnania 2-go, 3-go i 4-go stopnia,
Okazemy, ze odpowiedZ na to pytanie jesti twierdzaca. Wy-
starezy w tym celu ndowodnic¢

Twierdzenie 2. Wyznaczanic cegdci rzeczywisicj oraz wspdl-
ceynnika pray i pierwiastka 2-go stopnia z liceby zespolonej sprowadza
sig do dziatah wymiernych na liczbach racezywistych oraz do (dwulkrot-
nego) wyciagania drugich pierwiastkiow & liczb reecaywistych dodatnich,

Dowdd. Zaldzmy, ze przy danych rzeczywistveh a oray

=0 mamy Va+b'£ =g-+iy, glzie x i y sg liezbami rzeczywistymi,
czyli ze
(9) : (w42 = a4 bi.
Zatem x*—y®+ 2xyi=a - bi, skad:
(10)

p2—y?=q i ey b.

Z réwnan tyeh.otrzymujemy (w*—y2)2-| (Lay)? - 0% b2 ezyli
(@2 +y2)?=a?+ % co z uwagi na to, ze dla @ i y racezywistyeh jost
zawsze zf+y2>=0, daje
2+ yp= R,
gdzie pierwiastek nalezy wzigé arytmetyczny (czyli ze znakicm ),
Dodajac to réwnanie stronami do pierwszego z réwnan (10)
a nastepnie odejmujge, otrzymujemy:

202 = Ja¥ 1B +a,  2p=)a ¥R a.

(11)

Poniewaz dla rzeczywistych a i b jest zawsze Ja? 62z=)a? - |a),
zgfuem Va? 02> —a i [a®F 02> a. Prawe strony wzordw (171) s4 wige
nijenjemne, skad:

’

RPN /oA N =

Znaki + po prawej stronie wzoréw (12) nie moga byé brane
dowolnie, gdyz wobec drugiego z réwnan (10) muszg one b‘yé. jedna-
kowe, jezeli b>0, a r6zne, jezeli b< 0.

Na odwrét, tatwo sprawdzamy, ze liczby @« i y, wyznaczone
Z WzorQW (12) jako pierwiastki arytmetyczne ze zna.ica‘mi = jedna-
kowymi, gdy b>0, zad réznymi, gdy <0, speinia,jag réwna.ﬁia (10},
& zafem tez réwnanie (9). Wartodeiami Ja 57 sg wice liczhy postaci

L l/ / Eﬂ—;ﬁnt @ L VVE_%F(L’

gdzie znw}:i + n.alezx wziaé jednakowe, jezeli b>0, i réine, jesel
b<0. Twierdzenie 2 jest w ten 8poséb udowodnione. ‘

»
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[§1]

Jak okazemy w Rozdziale XIV, § 3, analogiczne twierdzenie
nie zachodzi juz dla trzecich pierwiastkéw z liczb zespolonych.

Dla a=0 1 b=1 znajdujemy ze wzoréw (12) dla drugich pier-
wiastkow z liczby ¢ wartogci:

141 1+
Iz R

Podobnie dla a=0 i b=—1 jako drugie pierwiastki z liczby
—1 znajdujemy: ;
' 1—i

Jako drugie pierwiastki z liczby 14 znalezlibysmy liczby:

e e I e

4
pe]

CWICZENIA. 1. Rozwiazaé uklad réwnan:

yr=a, xz=", zY=¢.
2. Rozwiazaé¢ uklad réwnan:
r+y=a, u+v="b, L2 +ut=e, Y vt=d.

3. Rozwigzaé uklad réwnan:

L2 yi=a, w2+ vr=1>, oy +ur=c, xyur=d.

4. Rozwigzaé uklad réwnan:

2

A yt=q, wt+ =D, ux -+ oy =-e, o+ uy=d.

5. Rozwiazaé uklad réwnan:
Xy =a, uv=Db, rt+u=e¢, y+ov=d.
6. Rozwigzaé uktad réwnan:

(x+y2+u+vf=a,
(m+v)+{y+uP=c,

7. Dowies6, e kazda liczba zespolona # moze byé dwoma réznymisposobami

@+u?+(y+ov)=>b,
sty+utv=d.

. . 1 . . . .
przedstawiona w postaci 2=1u —1-—12, gdzie u jest liezby zespolona réing od zera.
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174 ROZDZIAL X. Réwnanin 2-go, 3-go i 4-go stopnia,

§ 2. Réwnania dwukwadratowe. Rownaniem dwukwadra-
towym nazywamy réwnanie postaci: '
(13)
gdzie ay, 6,1 a, sa danymi liezbami zespolonymi, przy czym. a,s:0.

Przez podstawienie 22=1 réwnanie takie sprowadza sie¢ do
réwnania 2-go stopnia (wzgledem u):

(14) QU -yt - g0,

Jezeli u; 1-u, sa pierwiastkami rownania (14), to pierwiastkami
réwnania (13) sa oczywidcie liczby -=Juy, i ==} uy.

Roéwnanie (13) (przy ao==0) posiada:

a0z4 "I'” “1#2 “'}'“ az = 0,

4 réime pierwiastki, gdy ai—4aya,=F0 i ay=0,

3 rézne pierwiastki, gdy ai—4aga,=:0.1 ay- 0,

2 rézne pierwiastki, gdy ai—4agty=0 i ayz0,

1 tylko pierwiastek (2=0), gdy a*—dagay= 0 i ay- 0,

Latwo tez wykazaé, ze jezeli réwnanie (13) ma wepdlezynnici
rzeczywiste 1 a,==0, to ma ono whedy i tylko wtedy same pier-
wiastki rzeczywiste, gdy af—4a0,320, @y, <0 i ayuy=0.

Oto kilka przykladéw na zastosowania réwnan dwukwadvatowyeh:

1. Rozwigzaé réwnanie:

BN LE N
Rozwiazanie: Podstawmy w==i——g; otrzymamy na 4 rdwnanice
16014 24022 -+ e 8D === (),
2. Rozwigzaé réwnanie: :
B (@ - ) =2 b,

Wskazéwka: Podstawié w::'-—g‘.

3. Rozwiazaé uklad réwnan:
oy=a, ot byl b,

Rozwigzanie. Przyjmijmy a—y=t. Bedzie & i
: . my a—y=+t Bedaie 2= a1, 2y aed i na t
;tizgp:;gem;\r rfwnzmxfa (@1 + (a—1)00 =20 czyli réwnanic dwukwadmbowo
0?2+ 0t =23, Znajac zas ¢, wyznaczymy z latwodein w ovaz g,
4. Rozwigzaé uklad réwnat: ‘

By =a,

Rozwigzanie: Jak wykej,
dratowe Batt -+ 10g%2 + af=21p,

8 -|- y5 £ [)'

otrzymujemy dln gy ¢ réwnanic dwikwa-
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[§3]
§ 3. Ré6wnania 38-go stopnia. Ogélna postaé rdéwnania

3-go stopnia jest nastepujaca:

(15) 2+, 2%+ 052 +ag=0,

gdzie @y, ay, @y i a3 53 danymi liczbami zespolonymi oraz a,=0.
Dzielac przez a,, sprowadzamy to réwnanie do postaci:

: 2B+ b2+ bp b, =0;
podstawiajac

b
‘ zsz——-f,
otrzymamy na 0 réwnanie:
(16) wi+pw+q=0,
gdzie: .
_ b @, a
»= —3"{*1’2""‘“5‘%*‘ @'’
2B biby .  2a] a4
=53 T g e T a

2748 3aF @

Kazde réwnanie 3-go stopnia mozemy zatem sprowadzié do
postaci (16) czyli do tak zwanej postaci kanonicznej.

Zajmiemy sie wiec dalej tylko réwnaniami postaci (16).

Podstawmy do (16)
(17)

Otrzymamy réwnanie;

ud 403 +-¢ + (3w +p)(u+v) =0,
ktére badzie oczywiscie spelnione, jezeli wyznaczymy liczby « i v
tak, aby spelniaty uklad dwéch réwnan:
w3 +v34g=0, 3uv+p =0.

Gdybyémy znalezli uklad liczb u,v, spelniajgcy réwnanie (18),
to wyznaczajac w ze wzorn (17), otrzymamy oczywiscie (przynaj-
mniej jedno) rozwigzanie réwnania (16).

Zajmiemy sie wiec ukladem réwnain (18).

Jezeli uklad liezh zespolonyeh w,v spelnia réwnania (18), to

w =4 -+.

(18)

3
?43/03 — _._2..3_. .

29

UB 03 = —q i
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176 ROZDZIAEL X. Réwnania 2-go, 3.go i 4-go stopnia,

Liczby s i v sa— jak wiemy z zagadnienia rozpatrzonego w §1,
2-go stopniw *-| gt 7 0

')7

str. 170-171 — plerwmjbtktmm réwnania 2 ,

mianowicie (ob. wzory (

0 3
albo uh:—~~—+l/4 +57 i '1:3:«-..,.%-.“'/% 4o

gdzie przez I/ %— -;—Z—3~ rozumieny

¢ P S ;
‘——-+~;;, np. pierwiastek glowny,

L
-1t

(19)

=i

=i
S S
-

albo 4P = —

€

e

ktorykolwiek (ale ustalony) z obu

drugich pierwiastkdéw liczby

w‘z‘"’;}?
Jezeli teraz przez u,= —3 +|/ o o7

jeden (ktérykolwiek, ale ustal om z plerwiastkéw 3-go stopuia (np.

bedziemy rozumieh

gléwny) z liczby — +l/ )',, zag przez vy jeden (réwnies kto-
rykolWIeL ale ustalony),
_q

z pierwiastkéw 38-go stopnia z liczby

-3 —}-27 , 1o oznaczajgc przez e sy I gy Wezystkie trzy pier-
wiastki 3-go stopnia z jednogei, latwo sprawdzimy, ze liczby:
2 = i =
(20) u=gu, 1 v=gpn,,

gdzie wskazniki k i I sa ktérymikolwiek z liezb 1, 2, 3
niaty réwnania (19), a wige tez pierwsze z rdwnai (]H)
. Okazemy teraz, ze pierwiastki g i g mozna tak dobraé, aby
liezby (20) spelnialy tez drugie z réwnad (18). Na to, jak widaé
z (20) potrzeba i wystarcza, aby bylo

(21) -

, beda spel-

3 8, &,U,Vy=—p.

Lecz z okreélenia liezb wy i vy mamy:

/q
e TR -

co dowodzi, ze

(22)

Ly

Uyl = — 1] g:
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gdzie n jest jednym (ale ustalonym) z pierwiastkéw 3-go stopnia

z jednosei. Jezeli wige ¢, i ¢ dobierzemy tak, aby bylo
(23) g n=1,

to wobec (22) spelniony tez bedzie wzoér (21). Aby za§ zachodzil
wz6r (23), wystarczy np. przyjaé =1 1 g=u"1, co jest mozliwe,
gdyz 1i n—' sg pierwiastkami 3-go stopnia z jednosci.
Liczby (20), otrzymane w ten sposéb, oznaczmy przez u, i v;.
Uklad w=wu,, v=n1; bedzie wieec jédnym z rozwigzan réwnaxn (18).
Przyjmijmy nastepnie:

—1-+4V3
(24) )
(25) Wy =Ug 0y,  Wy=ely e, W= +evy ).

Okazemy, ze przy wszelkim zespolonym w jest:v

(26) W +pw +g = (w—10)(W—1wy) (16— 1ws).
Istotnie, wobec (25) znajdujemy: |
w0yt 10y 10y = (1 e+ +03) =0,

dalej:

(27)
poniewaz 1+4g+e2=0 wobec (24);
(28) =(1+e-+e2)(ui+v7) + 3(e+eduw = p,

Wy W, W Wy —+ Wty

gdyz na mocy (24) jest g4e?=—1, a ponadto uful:—%, gdyz

uklad ul,vl jest jednym z rozwigzan ukladu réwnan (18); wreszcie:
(29) wWWwy=(1-+e+e )(u21)1+u1?)1)+u1+'1>1 =4,

gdyz, jak juz wiemy, 1-+e+e2=0, a ponadto u1+v1+g=0 na
mocy (19).

Wzory (27), (28) i (29) daja natychmiast tozsamogé (26).

Otrzymane wyniki mozemy ujaé w

Twierdzenie 3. Pierwiastki 3-go stopnia 2z liczb (19) moina
zawsze tak dobrad, aby ozmaczajac je odpowiednio przez u, & vy, mied
wi+ v+ q=0 i 3uv,+p=0; wowezas wyznaczajac liceby w,, Wy, © Ws
ze wzordw (25), bedziemy mieli todsamosé (26).

1) Wzory (25) po podstawieniu w nich na u,, v, i & warto$ei z wzoréw (19)
i (24) noszq nazwe wzoréw O ardano od nazwiska wloskiego matematyka, ktdry
pierwszy rozwiszal réwnanie 3-go stopnia. Przed nim rozwiazanie réwnania 3-go
stopnia w przypadku ogélnym bylo nieznane.

12
W, Sierpinski. Zasady Algebry Wyisze).
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Ot6z z tozsamodei (26) wynika natychmiast, ze plerwiasthami
“réwnania 3-go stopmia (16) sq liczby (25) © tylko te liceby. .

Zatbimy w szczegélnosei, ze wspbtezynniki p i ¢ réwnania (16)
83 rzeczywiste i niechaj

=
IS

3
L2

D=5+

(30) =T
Jezeli D0, to liczby (19) sg obie rzeczywiste i za u, lub 4)‘0“
mozemy przyjaé pierwiastki rzeczywiste 3-go stopnia z tych liezb.
Ze wzoréw (22) wynika, ze wowezas liczba n tez jost rzeczywisty,
zatem n=1 (gdyz »*=1). Mozemy wigc przyjaé e =1 i g==1, co
daje u;=wu, i v,=2v, Liczby u, i-v; 88 wige w tym przypadku rze-
czywiste. » ‘
Wobec wzoréw (25), pierwiastkami réwnania (16) beds wiec
w rozpatrywanym przypadku liczby:

Uy+vy,  etety 1 gyt
Na mocy (24) mamy Bz::};}-{VE’ zatem:
—14+i8 —1—if3 1 i3
eu1+szv;: 5 4 u; -+ 5 V Uy =>-~‘~§(u1 +-0yg) - —-g:(ulmvl),
CIVA _ ‘ |
—1—il3  —14i)3 1 i)/3
Uy +evy = 5 tat—p V ”1‘""““9‘(?/1'1‘“’”1)”""2*‘ (uy—vy).

Z okreglenia liczb u, iv, wynika, ze uy =1, whedy i tylko wtedy,
gdy D(=0. Jezeli wige D=0, to u;—v,==0 i Zadna z liczb (31) nie
jest rzeczywista. W tym wige przypadku jeden tiylko pierwisstek
réwnania (mianowicie u;+v,) jest rzeczywisty, a dwa pozostale sg —
j‘ak Wy%ﬁka ze Wzordw (31) — réznymi liczbami zespolonymi sprze-
zonymi.

- Jezell u;=v, (lub—co na jedno wychodzi—jezeli D= 0), to ze
wzorow (31) wynika, ze réwnanie (16) posiada dwa pierwiastki:

8 ;
o q . . q
. 2%1*2V——§ i (podwdjny) ~u1:~:—!/—~%, oba rzeczywiste i rézne,
gdy g0, zaf jeden tylko (potréjny) u,=0, gdy q=0.
Zbada;my w?vreszcie przypadek D<0. Liczby (19) sy wowezas
sprzezone. Ji t.azeh Uy=a+Dbi ma szefcian réwny pierwszej z liczb (19),
Qto szescian liczby a—bi bedzie réwny drugiej » liczb (¥9) i mozemy
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przyjaé vy=a—>bi; przy tym bedzie wuw,=a2+b2>0 i wobec (22)

7 wypadnie rzeczywiste. Mozna wige bedzie przyjaé wy=u, i v;=v,,

" Liczby (25) beda wtedy wobec (24) nastepujace:

Uy ety =—a-+b)/3.

Wszystkie trzy pierwiastki réwnania (16) sa tu wiec rzeczy-
wiste, jakkolwiek wzory (25) daja dwa sposréd nich w. postaci ze-
spolonej. Ponadto wszystkie te trzy .pierwia.stki 89 réine. Istotnie,
gdyby réwnanie (16) posiadalo pierwiastek wielokrotny w, to bylby
on (ob. Rozdzial VIIT, § 9, str. 120, twierdzenie 12) zarazem pierwiast-
kiem pochodnej wielomianu w®+pw-¢. Byloby wiec Sw?+p=0,

U =28, sutetn=—a—b)3,

skad ép“‘wzz—:qz czyli ——ipf*:qz zatem D=12- —i—p—3= 0, whrew
9 27 ! - 4 27 ’
zatozeniu, ze w rozpatrywanym przypadku jest D<0.

Twierdzenie 3 mozemy wiec uzupeinié przez

Twierdzenie 4. Jezeli wspdlceynniki réwnania (16) sq rzecey-
wiste, to w preypadku D=0 réwnanie to posiada jeden tylko pier-
wiastek (réwny zeru), jezeli ¢=0, i dwa rdéne pierwiastki (oba rzeczy-
wiste), jesels q==0; w preypadku D >0 posiada ono jeden piecrwiastek
raeceywisty i dwa (rdéne) zespolome sprzedome; wreszcie w praypadku
D <0 ma ono trzy rdine pierwiastki rzeceywiste.

Rozpatrzona przez nas postaé¢ kanoniczna (16) ogblnego réw-
nania 3-go stopnia (15) zawiera dwa ,parametry“ p i ¢. Mozna jed-
nak sprowadzié réwnanie (15) do postaci kanonicznej z jednym tylko
parametrem, a mianowicie w sposéb nastepujgey:

Jezeli p> 0, podstawiamy do réwnania (16) w=)pt i prayj-
mujemy r=-L Otrzymamy woéwezas dla ¢ réwnanie:

P

B4t4r=0.
Jezeli zag p< 0, podstawiamy do réwnania (16) w =)/=pt

(32)

a__. otrzymamy dla ¢ réwnanie
—oV—p
B—t+r=0."

W ten sposéb réwnanie (16) daje sie zawsze sprowadzi¢ do jed-
nej z postaci (32) i (33), a wige do réwnania z jednym tylko para-
metrem . Moze to byé spozytkowane dla rozwigzywania réwnan
3-go stopnia za pomocg tablic, podajacych pierwiastki dla réznych
warto§ei parametru 7.

i przyjmujemy 7=

(33)

12%
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§ 4. Przyklady réwnan 3-go stopnia. 1. Niech bedzie
dane réwnanie: ' :

r*—62—40=01),

Mamy tu wedlug (30) D = 20238 = 2%(10%—2) == 92.98 =
—92.72.2> 0. Réwnanie posiada wige jeden pierwiastek rzeczy-
wisty i dwa (rézne) zespolone. Oznacrmy przez I/.D pierwiastek
arytmetyczny 2-go stopnia z liczby (dodatniej) D oraz przesz

3 3

uoszO-]-l/ﬁ i @0=V20-|/E pierwiastki arytmetyczne z liczb
20+)D i 20—)D (ktére sa obie dodatnie, gdyz .D=-20%—2%<209),
Bedzie ugw,>0, zatem z uwagi na to, ze jest tu p=—6, wzlr (22)
daje 7=1 i wobec (24) mozemy przyjaé &= g==1.

i v,=v,, & zatem wobec (25) pierwiastkami danego réwnania beds
liczby:

3 3
o= V20+14)2+ V20— 14)2,

i £ . 3, S—
@ =—jz:i£i’2o +14)2 +“§}"V'§V90—14’ 2=

5 5 . R A 8
R [ o vy B s sy )

S| m— ]} F—
- V20+14V§+——';~V-—‘V20m14l/2m

1 3 _ 3 N g 3 8 . 8 -
=—5 20114} +V20-14)2) - z—lé:(Vzo F14Z - V30-14]3).

w3=

Tym sposobem otrzymali§my wszystkie trzy pierwiastki da-
nego réwnania, ale w postaci doé skomplikowanej.

Gdybysmy za$ rozpoczeli rozwigzywanie danego réwnania od
sprawdzenia sposobem podanym w Rozdziale VIII, § 15 (str. 136-137),
czy nie m ono pierwiastkéw wymiernych, podstawiajac za o dzielniki
liezby 40, znaleZliby$my z latwoscia, ze liczba 4 jest pierwiastkiem
danego réwnania. Poniewaz—jak juz wiemy—ma ono tiylko jeden

1)' Rdwmmie‘to rozpatruje Euler wewej Vollstdndige Anleitung zur Algobra,
Wydanie nowe, Lipsk (bez roku wydania), Ph. Reclam, str, 803,

icm
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pierwiastek rzeczywisty, wiee—jak widaé ze wzoréw (34)—moze nim

byé tylko pierwiastek z,. Mamy wigc:

3 3

(35) V20 +14f2 +V20—14)3 =4.

Zatem metoda ogblna rozwigzywania réwhania 3-go stopnia
(za pomocy wzoru Cardano) pedaje nam tu pierwiastek rzeczywisty
(catkowity) w postaci sumy dwéch liczb niewymiernych. Ze istotnie

skladniki lewej strony wzoru (35) s§ niewymierne, wnosimy stad, iz:

(24)2)* = 23£3-22)24-3-2.24-2)2 = 204147,

3 . 3

Voor1afz=2+)2 i Veo—1afz=2—|2.
Zarazem te wyrazenia pozwalajg uprogcié wyrazenia na Ty

i ;. Mianowicie, podstawiajgc wartodci (36) i (35) do wzordw (34),
otrzymujemy:

wiec:
(36)

Bp=—2-+1)6 i wy=—2—il6.
2. Niech bedzie dane réwnanie:
28 —62—9=0.
92 49  [7\? . . Lo
Mamy tu D:Z—23:T= 3 >0. Réwnanie ma wiee jeden

pierwiastek rzeczywisty i dwa (rézne) zespolone. Mozemy tu przy-
jad I/ﬁz%; a za %, 1 v, pierwiastki arytmetyczne 3-go stopnia

3 3
T g_% Bedziemy wiec mieli ug=|8=2 i v,=}i=1,
wobec czego, jak w przykladzie 1, znajdujemy n=11i bedziemy mogli
przyjaé e, = e,=1; przyjmujac dalej u; =1, 1 v,="0, wnosimy wobee
(25), ze pierwiastkami danego réwnania bedg liczby:

z liczb g e

X 1443 . —1—i)3 —3+il3 —3—i)3
@ =3, Ty= 3 V 24 5 V_= 5 V—,. =
3. Niech bedzie dane réwnanie:
43—3x—18=0. -

Wzory Cardano dajy tu dla jednego z pierwiastkéw wartogdé:

w=§9+m+l§9-—y§o.
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. Tymezaseni latwo sprawdzié bezpodrednio, ze liczba 3 jest
pierwiastkiem danego réwnania. Mamy tez:

2’ —3w—18 =(x —38) (#*+ 3w+ 6).
Pozosbalymi pierwiastkami réwnania sg wiee liczby:

—3.+4)T8
2

—5—if,

3 8
Wnosimy stad, ze Vo +V80+V9—J80 =3, co tatwo tez spraw-
dzié bezpofrednio, gdyz / :

3

. . 3 ‘
348 |/BLIBY _ I/27:[:27VB+45:1:5 B 7
2 (2)" T8 V”Vm'

Widzimy wiee, ze wzory Cardano podaja nickiedy nawet
naturalny pierwiastek réwnania 3-go stopnia w postaci skompliko-
wanej sumy dwéch liczb niewymiernych (por. przyklad 1, str.180).

4. Niech bedzie dane réwnanie:
P—3p—2=0,

' .‘Ma,my tu D=1-1=0; poniewas g=-—20, wigc réwnanie
posiada dwa rdine pierwiastki rzeczywiste, z ktérych jeden jest
- . - - 5 8_
podwéjny. Przyjmujac t=)T=1 i v,=)i=1, znajdziemy 5=1,
v =0=1, %=1, i »,=v, wobec czego pierwiastkami réwnania
beda liczby; k '
=2,

=1+if3  —1—i)3

1] T bl LY

Byg=

1 .

. hatwo tu sprawdzamy, Ze jest tozsamogciowo:

28— 3w— 23= (2—2) (w-+1)2,

icm
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[§ 4]

5. Niech bedzie dane réwnanie:

w3 —Tp—6=0.
’ 3 _.3.102
‘Mamy tu D=3%— (%) =~—33—4-1—0— i przez D mozemy rozu-
. . 0 Q
mied liczbe JD =1 9‘/3,5_ Na #, i v, mamy wigc Wzory:

3 3
oys. . 3.
uO:I/S —l——l——gk-g-z i ”o=l/3—109‘/3%

nalezatoby jednak ustalié, ktére z pierwiastkéw mamy wybraé. Sta-
nowi to pewng trudnodé, ktérg w danym przypadku mozna ominad,
ZWUZYWRLY, Ze:

95\3
—142 ::3_1&9_‘/}_,;
3 9
ME)Zemy wiece przyjac: ‘
24 24
= i v '::"—'1—"-—:
Vs ’ 3’

co daje ww,=1-+4%>0, zatem n=1, ¢= =1, Uy=1y V1=,
i jako pierwiastki danego réwnania otrzymujemy:

24 24
' ( Vﬁ) ( V3) ’
R S £ 2\ , —1—i}B 2\
o _._‘1'"%(__1_}_22‘) _‘___'_:_L___‘__i[s.('_‘l__gi):g
R S .

Uwaga: Jak wskazuja rozpatrzone przyklady, majac do roz-
wigzania réwnanie 3-go stopnia o wspélezynnikaeh catkowitych,
wygodniej jest naprzéd zbadaé, czy posiada ono pierwiastek wy-
mierny. Znalezienie takiego pierwiastka a pozwala nastepnie (przez

podzielenie lewej strony réwnania przez #—a) sprowadzié wyznaczenie
pozostalych dwu pierwiastkéw do rozwigzania réwnania 2-go stopnia.

(__ _ ?2)3:. 1013,

V3

Ug=—1-+



pem


184 ROZDZIAE X, Réwnania 2-go, 3-go i 4-go stopnia.

6. Niech bedzie dane réwnanie:
3—16p—10+==0,

Mamy tu D=5—5P=—102<0. Wszystkie trzy plerwmst,kl
réwnania 89 wiee rzeczywmte i rézne. Za I/D mozemy tu przyjaé
/D =10i. Na u, i v, bedziemy wiee mieli wzory:

3

wy=lBF10i i wvy= I/o—-l()z,

przy czym nalezy ustalié, ktore z pierwiastkdw 3-go stopnia tu wybie-
rzemy. Udowodnimy pézniej (ob. Rozdziat X1V, § 4), ze w danym
przypadku przy zadnym wyborge tych pierwiastkéw liczby u, i o4 nie
dadzg sie przedstawié w postaci liczb zespolonych, ktérych czgié
rzeczywista oraz wspélezynnik przy ¢ dalyby sie otrzymaé z liczby 1
za pomocy skoriczonej liczby czterech dzialani arytmetyeznych oraz
" wyciagania pierwiastkéw arytmetyeznych (dowolnyeh stopni) % liezb
dodatnich. ,

§ 5. Casus irreducibilis réwnania 3-go stopnia. Po-
wréémy jeszeze do rozwigzan (25) réwnania (16). Jak wiemy, liczby
%, 1 v, 89 pewnymi pierwiastkami 3-go stopnia z liczb (19), mozemy
wige ich sume w,=wu,+v, przedstawié w postaci zwanej wzorem
Cardano (por. str. 177, odnognik):

l/—2+l/4+ +l/ l/‘l +E.

Widzieliémy juz (por. drugi ze wzoréw (18)), e na to, aby
wzor (37) dawal rozwigzanie réwnania (16), potrzeba i wystareza, by
pierwiastki 3-go stopnia, bedace jego skladnikami, byly tak dobrane,
zeby ich iloczyn byl réwny liczbie —2 Z drugiej strony, jak wicmy
ztherdzenmfi(str 179), Wprzypsndku gdy D< 0, wszystkie trzy pier-
wiastki rownania (16) sa rzeczywiste, lecz wzory (87) dajg je w po-

staci sumy dwéch liczb zespolonych (por. prayklad 1, str. 180). Zeby

je doprowadzié do postaei rzeczywistej, nalezatoby wy/naczyé liczby
rzeczywiste a i b tak, aby bylo:

5T

(37)

=a+bi  czyli (abbipe L) 0D,

icm

[§ 5] 185

Casus irreducibilis réwnania 3-go stopnia.
Gdybysmy stad cheieli znaleZé liczby ai b z réwnan otrzyma-
manych przez poréwnanie (po obu stronach) czedei rzeczywistych
oraz wspbtezynnikéw przy 4, doprowadziloby to nas do réwnan
3-go stopnia o wyrézniku D ujemnym, a wiec ktéryeh pierwiastki,
jakkolwiek wszystkie trzy rzeezywiste, znowu bylyby przez wzory
Cardano dane w skomplikowanej postaci sumy dwé6ch pierwiastkéw
gzesciennyeh z liczb zespolonych. Droga ta nie doprowadzilaby
wiec do celu.

Z tego wzgledu badany przypadek zwie sig casus irreducibilis
(ezyli preypadel nieprzywiediny) rédwnania 3-go stopnia.

W tym przypadku wzory Cardano nie nadajg sie do obliczania
pierwiastkéw réwnania 3-go stopnial). Mozna je natomiast wéw-
czas z tatwoscia obliczyé przy pomocy funkeyj trygonometryez-
nych.

Wyzna,eimy mianowicie liczhe dodatnia r i kat ¢ tak, aby
bylo:

(38) D=—sin?d i —d—rcosd;

latwo obliczyé, ze w tym celu wystarczy przyjacé:

3 5
D" i cos =i

27 Nk
N A

7=

2 3
co jest zawsze mozliwe, gdyz wobec D :%— —1—12—)7 <0 mamy
—q/2
» & g | =4
"Q_’?>~>0’ skad V_ o <1.

‘Wzér (37) przybierze wéwezas postac:

3 3 3
w=|r(Jcos 9+ sind -+ } cos §#—1i sin B).
Lecz, jak wiemy (ob. Rozdzial VI § 7, str. 93):

4-2kn | . . D-F2kn
3 -7 8in 3

3
Veos®4i sin & = cos

1) Udowodnimy w Rozdziale XIV, § 3, ze w tym przypadkn pierwiastki
réwnania 3-go stopnia nic moga byé otrsymane z liczby 1 za pomocs skoficzonej.
liczby czberech dzialah arytmetycznyeh oraz wyeiagania pierwiastkéw arytme-
tycznyceh (dowolnych stopni) z liezb dodatnich,


pem


186 ROZDZIAL X. Réwnania 2-g0, 8-go i 4-go stopnia,
zatem:
S — G- 2km . . P2k
[/cos §—1 sin & == cos 1 3~ 4 8in |3 y

poniewaz na moey twierdzenia 4 (str. 179) liczba w jest w danym

przypadku rzeczywista. Co sie za§ tyczy liczby catkowitej %, to moze

ona byé dowolng z liczb 0, 1, 2, gdys przy kazdej z nich iloezyn
3

pierwiastkéw (37) daje liczbe Wém—-gi.

Lieczbami (37)"czyli pierwiastkami réwnania (16) sg tu wiee
liczby:

@) 34 2l

3
wp=2}r cos — dla %--0,1, 2,

podane w postaci dogodnej do stosowania tablic logarytmicznych.

CWICZENIA. 1. Jako zastosowanie réwnah stopnia 3-go rozwinzué uklad
réwnah:
rty=a, 20yl =b,

Welk.: Prayjmujac o—y=1, otrzymujemy dla ¢ réwnanie:
18- 15a,2t4;}- 150442 - 8 == 28b,
ktére dla 2=z daje réwﬁanie 3-go mtopnia,
2, Rozwigzaé uklad réwnan:
o4y=0, @74yl=D,
Wak.: Jak wyzej, prayjmujac oy =1, otraymuj omy dla ¢ rdwnanie:

. : 7018 - 35a%(4 4 21aB2 - a7 == 28D
i podstawiamy =g,

8. Rozwigzaé réwnanie 27— (% a)7=b,

Wsk.: Podstawié o=t—g.

4. Rozwigzaé uklad réwnan:

@t yt=g,

gdzie liczby a i b 89 dane.

Rozw.: Prayimujemy o+ y =z czyli 2% - y2 - 2y = 2%, skad wobeo plerwszego
z danych réwnah otrzymujemy 2wy ==2Puq, dalej ad-}-gB-f Bay(w-y)==2", u stgd
Wobec drugiego z danych réwnat i z uwagi, Zo 3wy(w--y) == § (#—a)z, dosta-
jemy réwnanie 3-go'stopnia na e:

‘ b+ (2ha)r =2,
© Zmalazkszy 2, znajdujemy ‘@ i ¥y 7 réwnah:

” ’ r4y=2z, 200 === @i °
jako pierwiastki réwnania 2-g0 stopnia 2tfem dig - (themq) == (),

@y = b,

icm
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§ 6. Réwnania 4-go stopnia. Ogélns postaé réwnania

4-go stopnia jest nastepujaca:

(40) @+ 0123+ ag2? 4 age -+ a, = 0,

gdzie ag, @y, @y, a3 i @, 83 danymi liczbami zespolonymi, przy czym

ay==0. Dzielge przez a,, sprowadzamy to réwnanie do postaci:

o 25 by2P+ bye? + byz b, =0,

za§ podstawiajae

by

= —I,

otrzymujemy na ? réwnanie:

(41) W pti gt +r=0.
Zajmiemy si¢ wiec dalej tylko réwnaniem postaci (41).
Podstawmy do réwnania (41), pomnozonego przez 16:

(42) 2= +v+w.

Otrzymujemy:
412 = u? 4 02 w2+ 2(wv + uw +-vw),

1684 =(u? -+ 02+ w?)? 4 4(ul+ 02+ w?) (uv 4 ww +vw) +
N + 4 (uP? 4 wPw? + v2w?) + Suvw (u -+ v w). .

Podstawiajac te wartodei do réwnania (41), bedziemy wiec

mieli réwnanie
(4402 w224 dp(uP- o2 0?)
+ 4(uv - uw +-vw) (U v+ w2+ 2p) +
+ 4wt + wPw? - v2w?) + 8(u+ v +w) (wow -+ ¢)+ 16r=0.

Zatem, jezeli znajdziemy uklad liczb u,v,w, spelniajgcy réwna-
nie (43), to wyznaczajge liczbe ¢ ze wzoru (42), otrzymamy rozwig-
zanie réwnania (41). Ot6z latwo spostrzee, ze ukiad liczb w,v,w
bedzie spelnial réwnanie (43), jezeli tylko:

(44) w0 Hwi=—2p,

(43)

ww=—q, w24 uiw4 v*wl=pi—4dr.

Wystarcezy wige wyznaczyé uklad u,v,w tak, by spelniony byt
ukiad réwnann (44). ' '

W tym’ celu zauwazymy przede wszystkim, ze potrafimy wy-
znaczyé uklad w,v,w, spelniajgcy réwnania:

(45) w4 fwd=—2p, wwP=¢% ul?+ utwd-+or=pl—4ir,
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oniewaz liczby u2,0% i w? sy trzemm mrwmsbkwml réwnania 3-
P y . w5 20
stopnia:

(46) P4 2p2? - (pP—dr)a—g? = 0.

Jest to tak zwane rdwnanie roewiqeujgee xéwnania (41).

Oznaczajac jego pierwiastki przez 2y, 2y, 23, mozemy prayiaé za v
dowolny z dwéch pierwiastkéw 2-go stopnia z liczby (naogél %e8PO0lo«
nej) z;, za v dowolny z dwéch pierwiastkéw 2-go stopnia z liczby Ry,
a z& w przyjmiemy ten z dwdch (réznigeych sig znakiem) pierwiast-
kéw 2-go stopnia z liczby 2y, przy ktdrym bedzie wqw - —~(. Wobec
drugiego z réwnan (45) mamy bowiem albo wvw = ¢, albo www- ~q,
przy czym jedna z tych réwnoseci przechodzi w drugg przez zantg-
pienie w przez —w,

Wyznaczywszy w ten sposéb liczby u, v i w, otrzymamy u kiad,
spelniajgey réwnania (44), a wiec i réwna,mu (43). Oznwezmy Lakl
ukiad przez uy,v,, w,.

Okazemy, ze zachodzi tozsamosé:

16(t4-+pt+ gt 4-7)
= (20— u—v—wy) (2t —y F Oy 00) (28 - 03 -4 200) (2842 | vy a0y).

Istotnie:

A2ty vy —w0y) (28— 0 07) (28 + Uy — 1y -}, (28-4- Uy |0y w‘wl)
= [(2b—y)?— (01 -+ w0y 21 [ (24 )2 (0, — 10, )] ==
= (40— — (20—, )? (v, ~w ) 2— (20 u U (0w )2 (02— 2)?

T ; Bon® L
=16t*— 8t (u2+vz+w2)—— 16t u, v, w, +- - vh- [«-wg‘-ml’.(u;’wf-l~ufwf~lﬂ-wfwf),

a poniewaz uklad u;,v,,w, spelnia réwnania (44), wige:

2 2 —_— y
U+ v} - wd=—2p, WP W, ==

‘i W"I@SZ‘C]‘.G!‘
4
ul —I— rvld, - w41___ (u?:vZ _.{_ u2w2 + »vzwz) e

= (uf+0? +w§)3—~4(u§v‘;’+ i - vﬂwﬁ) = 4p?—4(p?—A4r) = 167,
{ ) ﬁieryvi\astk&mi réwnania (41) sy wiec li czby:
. . E U —

{47)
zaz“%ﬂ‘”r‘% b U0y 0y
—aTa = T Yy

Al

icm
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Réwnania 4-go stopnia,

[§6]
Ze wzorédw (47) wynika natychmiast, ze

(8—1) (83 —13) (ly—15) (g—15) (Pa—15) (13— t5) =

(49) = (=) (w2 —0) (02— 02),

a ze — jak widzieli§my — uf, v21 w? 89 trzema pierwiastkami réw-
nania (46), wiee réwnogé (48) dowodzi, ze:

Réwnamnie (41) ma wtedy i tylko wiedy 4 rdime pierwiastki, gdy
réwnanie rozwiqzujgce (46) ma 3 rééne pierwiastki.

PRZYKLADY. 1. Rozwigzmy réwnanie:
(49) 4 t—1=0.
Roéwnaniem rozwigzujgeym bedzie tu réwnanie:
Btde—1=0,

ktérego pierwiastlkami sg, jak obliczamy metods podana w § 2, liezby:
i)y3
— &+ + ~!§F—(£—ﬂ),
V3
— et —Le—y,

#y=§ 41,

’ / 983 l/
108’

przy czym we wzorach tych nalezy braé pierwiastki arytmetyczne.
Za w, mozemy tu, jak widzieli$my, przyja¢ dowolny z dwéch
pierwiastkdéw 2-go stopnia z liezby 2, a za v, dowolny z dwéch pier-

gdziéz

283

(50) 108’

wiastkéw 2-go stopnia z liczby 2,. Napiszmy dla krétkosei:
2, = a - bt, 2y =a—Dbi.
Z uwagi na to, ze b= '{—? (E—n) >0, wnosimy (ob. twierdzenie 2,

wzér (12), str. 172), ze pierwiastkami 2-go stopnia z liczby #, sa liczby

i I/Va2+ob2+a + il/l/“z“i‘_bz”““]’ za$ pierwiastkami 2-go stopnia

2L b2 . P —al
z liczby =, sg liczby & I/Va' +Pta zl/‘—/ii‘é——J-
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Mozemy wiee przyjaé:

| ulxl/l/agf—}—zbz—{—q Ml/l/a”--r—zbzm_ @

~[/V”aatr-iurw . Vy*“‘m'%"“é_;
e A ] A

‘Bedzie tu u;v, =)a®--12>0, a ze za w, musimy, jak widzielifmy,
pr%yjaéé ten z dwdch pierwiastkéw 2-go stopnia z liczby 2= & 7>0,
przy ktérym w,v,w,=~1, wige mamy:

8 8

1, | /283 l1 283
Wy == — S e — N - animreemens
=~z l/l/2+'/1.os ’ /2 l/um’

gdzie pierwiastki nalezy braé arytmetyczne.
Pierwiastki réwnania (49) otrzymujemy ze wzorGw (47) i (50)
przez podstawienie znalezionych wartofei na w, o, i wy. Ot6z:

Va2 b2
“1+U1=2V-—0Lj-:2~—_—;-——a=l/2 l/£2+772—--£';7w(£+ ),

NV CE i Vay——
ul—v1=2@l/ ﬁiz—-—”fml/ 2VEFT—En+ (6 m),
w1="—'l‘5+ )

a zatem:

bt W= Er— (¢ ) 4T,

| t2=%VE—T77+%l/ 2VEFTP—En+ (-+7),
ta=%Vm~%l/2Vm+(f+n),

B e =
Podstawié,jade za £ 1 5 wartodei ze wzoréw (h0), otrzymamy

gzgatggznie Wa',rboéci wszystkich czterech pierwiastkéw réwnania
(49), w postaci zreszty dosyé skomplikowanej. Wige np.:

[§ 6] Réwnania 4-go stopniy, 191

Ty 8 3 - 3
t1=%]/g|/ 4+ Vige +2VAT + Ve =2V Vi T

‘ b . 3
—»%-‘/Vé +VaE+ ViV

Jak widzimy, rozwigzywanie algebraiczne réwnanis 4-go stopnia

‘nawet w przypadku wspélezynnikéw catkowitych jednocyfrowych,

moze doprowadzaé do wzordw dogé zlozonych.

W zwiazku 2z tymn zauwaZymy, Ze jui rozwigzywanie prostych ukladéw
dwéeh réwnan 2-go stopnia o dwdch niewiadomyeh (nawet takich, # ktérych
kazde jest pierwszego stopnia wzgledem jednej z niewiadomych) moze doprowadzié
do réwnie skomplikowanyeh wzordw, Takim jest np. uklad réwnan: ’

w_'_:,/ﬁml, xﬂ..i‘.y;_—,: ()’

gdys wetawiajac wartosé na y z drugiego réwnania do pierwszego, otrzymujemy
@t +x—1=0, czyli réwnanie (49). Tak wice, wyznaczanie punktéw przeciecia
dwoéch parabol moze wymagaé skomplikowanych rachunkéw,

2. Rozwiazmy réwnanje:
A+t—2=0,
Réwnaniem rozwiabzujadcyni jest tu réwnanie:
28 8a—1=0.
Na pierwiastki ¢, %,% 1 f#, znajdziemy te same wzory, co

w przykladzie 1, do ktérych nalezy tu za & i n podstawié:

3 8
/1, 1/539 _ﬁ/l 539
f“/a“*'l/m ’7“, 3 l/m

Doprowadza to znowu do skomplikowanych wzoréw. Tymeza-
sem, jak tatwo sprawdzié, jednym z pierwiastkéw danego réwnania
jest t=1.

Praktyeczniej jest wige naprzéd znalezé pierwiastki wymierne
(ob. Rozdzial VIII, § 15, str. 136-137) réwnania 4-go stopnia znang
nam metoda (o ile pierwiastlki takie istnieja), a nastepnie sprowadzié
zadanie do rozwigzania réwnania nizszego stopnia.
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192 ROZDZIAEL X. Réwnania 2-go, 3:g0 i 4.go stopnia,

- - 3. Rozwigzmy réwnanie:

&

Réwnaniem rozwigzujgeym jest tu réwnanie:
' #—62—9 =0,
ktoérego pierwiastkami, jak znalezlismy w § 4 (ob. przyklad 2, str. 181)

—3+i)3 —3—i|3
9 ’ z2= [5) H
jak w przykladzie poprzednim:

2f3—s V2
uﬁ__VVg 3,4 V’g’+3’

’

83 liczby #,=

’

Vaiss Vet _
Uy = ‘/‘) ~—7 V2 F‘, wl‘:ﬁ:m’/,g

i wzory (47) dajg:

ty=4V3+ 51/ 2)3+3, :

t4x—~—gr!/2V§m3m.;V§.

h=}|/2)3—-3—4)3,
t=4)3 -3}/ 213 +3,

‘ 4. Rozwigzmy réwnanie:
14 —222—48¢—23 = (.
Réwnaniem rozwiazujacym jest tu réwnanie:
P —4422 1 5T60—2304 = 0,
%cbérego' pierwia,stka,mi 84 liczby 8,121 24, Przyjmujac u, V§ ::2V§
i v,=)12 =2)/3, musimy wzigd w, =)/2d = 2V6 (gdyz uyvyw, = — g =48)
1 wzory (47) dajg:
ti=)2+3+Vs, ty=)2—)3—3,
ta:“VE+V§“V§; t4=“‘V§"‘"V§+V€-
CWICZENIA. 1. Rozwiszaé réwnanie ot
.1 + 200 TP 8; -
Odp.: Pierwiastkami sa liczby 1, 2, —3, e friz=0
2. Znalesé pierwiastki réwnania, @t — 4?3 dp o 1 = 0
Odp.: 36+ V2D; $(6—V21); §(—1+iV3); §(—1—i}3).

3. Znalefé pierwiastki réwnania a 250°
— il HE. =
Odp.: 1, 2, 3, —s, e300,

4. Znale#é pierwiastki réwnania ad— gz + 1202 12 - 4 2= )
Odp.: 24+ 2; o35 144; 15

#y=3, Znajdujemy stad,"

icm
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Rozwigzywanie réwnah 4 go stopnia.

B. Znale#é pierwiastki réwnania at— 843+ 1222 4 4~ 8= 0,

Odp.: 3+V5; 3—V5; 14)3; 1—J3.

6. Rozwiazaé uklad réwnah; #?—23y*—48y—22=0, zy—1=0,

0dp.: @, =V2+V3+V6, y,=1/V2+V3+V6 i t. a. (por. przyklad 4).

7. Rozwidzaé uklad réwnan: s?+y=a, s+yt=a.

0dp.: m=y,=}(—1 +Vm)» Tp=yp=%(— 1*@:1— s

o2y =ys=}(1+V4a—3),  z,=y,=}(1—fda—3).
Zbadaé przypadki szezegélne, gdy a=0, e=1 oraz a=2.
8. Jako zastosowanie réwnania 4-go stopnia rozwiazaé uklad réwnan:
C xty=a, 78+ y8=b.
. Wsk.: Przyjmujac (s—y)?=e¢, otrzymujemy na 2 réwnanie 4-go stopnia:
24 - 28028 - T0a12% + 28a% -}- a®= 27b.

9. Rozwigzad réwnanie @8+ (24 a)8==b,

Wek., Podstawié @=1t—a/2,

10. Rozwigzaé uklad réwnaf: w-y=a, *4y°=>.

Wek. Przyjmujac (v—y)P*==2, otrzymujemy na z réwnanie:

a2t 4 84032% - 1260522 4 36a’z -+ a®— 28b = 0.

§ 7. Rozwigzywanie réwnan 4-go stopnia przy po-
mocy funkey] symetryeznych. Rozwigzywanie réwnania 4-go.
stopnia mozna sprowadzié do rozwigzywania réwnad nizszych
stopni jeszeze w inny sposéb. Niech ‘

(51) f(z) =2*+ a2+ ag? + a2+ a, =0

bédzie danym réwnaniem 4-go stopnia, a #;, 2,, 23 1 2, jego pierwiast-
kami. Nie obliczajgc ich, mozemy obliczyé wspélezynniki réwnania
F(e) = [e— (o1 +2) o (o5 2 )[o—(ex -20) ]l — (e + 2))[e— (ea+20)]

[2—(22+25)1=0, ' '
gdyz sgone funkejami symetrycznymi pierwiastkGw réwnaniaf (2) =0
(ob.RozdzialIX, § 1, str. 157). Przez podstawienie g =1-— %‘ réwnanie

2
tylko potegi parzyste zmiennej ¢, gdyz wobec 2, +2,+2-+2,=—a,

F(z)=0 przechodzi w réwnanie ¢(t)=F (t_-—‘f—l\)=o, ktére zawiera.

jest:
. [t—— %1-—(21%—2'24 [i—%l"‘(zs'l‘ 24)} =

2

a‘l al . ol =1% — g]: :
= {t“”“‘(z1+zz) t""';:['l ay+ 2+ 2| =1 5 +#+2,

W. Sierplnskl, Zasady Algebry Wyszej. 13
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194 ROZDZIAEL X. Réwnanin 2-go, 3-go i 4-go stopnia,
i podobnie:

. 2
t— %1 — (29t 33)} S (%—l 2y za) ,

t—%—l—"(%"}‘za)}

| | ‘ 2
{t"‘%"‘_(zﬁ'zz)} t—Z—(a+ zg} =-t2——<-"§1 g -

Podstawiajac t2=wu, otrzymamy z réwnania ¢(t)==0 réwnanie
3-go stopnia wzgledem u. Jezeli wy, uy i u; 83 jego pierwiastkami,
to 4Vuy, £Vuyitlu, beda szefcioma pierwiastkami réwnania
@(1)=0; przez podstawienie E-—t——-—2~ ma.]dmemy nagtepnie 6 pier-
wiastkéw £&,&,,...,6 TéWnania F(z)==0. Wreszcie, dla znalezienia
pierwiagtkéw réwnania f(2) =0 wystarczy rozwigzadé uklad 6
réwnan:

Ziteg=fy #to=8y # T2 =E; 2ytrs={,, -t =E #b 2 &,
dajacych 3¢+ 2.+ 2+ 2y =& 4 £+ &5, skad 22, =& - &+ &5 ay 1 . AL

- 8§ 8. Sposéb Ferrari’ego rozwigzywania réwnan
4-go stopnia. Inny jeszcze sposéb sprowadzenia réwnania 4-go
stopnia do réwnan nizszych stopni (pochodzacy od Ferrari’ego)
jest mastepujacy.

Napiszmy réwnanie (51) w postaci:

&4 40,28 = — 22— agr—ay.

. a3?
Dodajae do obu stron :t , aby lewa strona byla kwadratem

zupelnym, otrzymamy:
2 [a?
(52) (z2+ zlz) =(Zl~ug) R —agz—a,.

Oznaczajac przez y liczbe, ktérej wyznaczenie zastrzegamy sobie
na pézniej, dodajmy do obu stron wyrazenie

' T2
(zﬂ—%z)y—}—%.

Otrzymamy z (B2): -

icm

[§ 8] Bposdh Ferrari’ego,

195

Wyznamzym'y teraz y w ten sposéb, aby prawa strona byla

kwadratem zupelnym. W tym celu wystarezy, aby:

ay 2, o

(g y—%) =(z -a2+y) (y*—4ay)
czyli: ‘
(54) Y=,y +(a,0,—4a) y—a, (a2 —4a,)—a=0.

Ot6z, biorge ktérykolwiek pierwiastek y réwnania (54), potra-
fimy rozwigzaé réwnanie (51), gdyz jest ono (przy wszelkim y) réw-
nowazne rownaniu (53), ktére w przypadku, gdy y jest plerwmst-
kiem réwnania (54), daje sie napisaé w postaci;

&

i przeto rozpada si¢ na dwa réwnania 2-go stopnia (wzgledem z).
Pokrewny powyzszemu (ale dajacy sie wylozyé nieco krécej)

spos6b sprowadzenia réwnania 4-go stopnia do réwnan stopni niz-

szych podaje Jan Sniadecki na str. 135 Tomu I swego stynnego

dziela Rachunku algebraicenego teorya, wydanego w 1783 r.1),
Niech bedzie dane réwnanie (por. (41), str. 50):

(55) Y4 ay®+ by +¢==0.
Niech z oznacza pierwiagstek réwnania 3-go stopnia
(56) 4(22—0) (20— a) =17,
zag y pierwiastek réwnania 2-go stopnia
' —— b
2 = V25— [ ——
(57) Yy +ﬂ”‘ V"‘z' ay ‘2(2‘2__:“)~ .

1) Jana Sniadeckiego Rachunku algebraicimego teorya preysiésowana do
lindi kreywych, Tom I zawierajacy Algebre na dwie czefei podzielong. (Cena dwéch
toméw zi. 12), Krakéw 1783. Stron II1I4-312.

»0zedé pierwsza: wyklada sie natura i wlasnodel funkeyi oraz zréwnan alge-
braicznych, dzialania w odmianach funkeyi i sposoby w rozwiezywaniu réwnah
zachodzgee. Czedé druga: tlomaczaca nature i wilasnodei funkeyi przestepnych,
oraz sposoby onych wyrazania... W obydwéeh zaé tego Tomu czefeiach to
wezystko, czegololwiek nas dzi§é Algebra moze o zréwnaniach i funkeyach na-
uezy ¢ (str. 312).

13*
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- 196 ROZDZIAL X. Réwnania 2-go, 3-go 1 4-go stopuia,

7 (57) i (P6) znajdujemy:
' by b?
(y*+2)*= (2e—a) [yh%wa TIm—ap|

2. »
;z ‘;] = (2z-—a) Y2y |- 2%~ ¢

2 b +

=(2—a) 22—a

czyli Yt eyt + == (22— a)yt—by 22—,
skad, odejmujac od obu stron 2ey%4-<?, wnosimy, ze y spelnia réw-
nanie (55). ‘ <

§ 9. Metoda Tschirnhausena przeksztalcania réw-
nan. Pokazemy obecnie, w jaki sposdb, umiejgce rozwigzywadé réw-
nanie 4-go stopnia, mozna rozwigzywanie kazdego” réwnania m-go
stopnia

(58) i e L MY
sprowadzié do rozwiazywania réwnania tegoz stopnin
(59) YA byym by Yy e by g Y+ b = 0,
w ktérym: ‘ -

(60) : by=0, by=0 1 by=0,

Niech wige (58) bedzie danym réwnaniem stopnia m. Prayj-

mijmy:

(61) Y =p07¥—plz+pgzz +pg#® - Pyt

Przy czym wyznaczenie wspolezynnikéw Dos D1y Pay P31 Pa zastrzegamy
sobie na pdzniej.

Niech 2,2,,...,2n 0znaczaja wszystkie pierwiastki réwnania (58).
Kazdemu pierwiastkowi 2=z, tego réwnania odpowiada w mysl
wzoru (61) pewna wartosé y =y,. Réwnaniem, ktérega pierwiastkami
sy liczby ¥,,9,y-)Y,,, jest — jak wiemy (ob. Rozdzial VIII, § 11,
str. 124, tw. 16) — réwnanie: \

Y=y )¥—9,) ... (y—y,) =0,
czyli réwnanie (59), gdzie b, =—(y,+ Yy+o4y,,) Waobee (61)
jest bi=—(mp0+slp1+szpz+83p3+s¢p4), gdzie s, oznacza dla
k=1, 2, 3, 4 sume k-tych poteg pierwiastkéw réwnania (58), a wiee
wyraza sie Wymiernie przez jego wspétezynniki. Zatem by jest funk-
¢ja kiniowy jednorodng zmiennych DPpPyre-sPy Ktibrej wapdlezynniki
Wyrazajg si¢ wymiernie przez wspétezynniki réwnanis (h8). Podobnie
b2=yly2+yly3+...+ym‘1ym bedzie wobec (61) funkejg jednorodna

1§ 9] Metoda Tschirnhausena, o 197

2-go stopnia zmiennych p,p,,...,p,, ktérej wspélezynniki jako
funkeje symetryczne pierwiastkdw réwnania (58) wyrazaja sie wy-
miernie przez jego wspdlczynniki, Wreszcie, b, bedzie funkcja jed-
norodng 3-go stopnia zmiennych DysPyysP,y KbOrej wspllezynniki
wyrazaja sie wymiernie przez wspélezynniki réwnania (58).

Jezeli wiec ma byé by =0, to otrzymamy na wspélezynniki
PysPys-+-»P, TOWnanie liniowe, z ktérego bedzie mozna Po Wyrazié
liniowo i jednorodnie przez p,, p,, Py 1 p,. Jezeli dalej ma byé b,=0,
to otrzymamy na PyyPyy-e-yP, YOWnanie jednorodne 2-go stopnia,
Lecz, jak wiemy (Rozdzial VIIL, § 21, str. 149, tw. 34), wielomian jed-
norodny 2-go stopnia zmiennych Pys Py Py i p, daje sie przedstawié
v postact by=Pi+ Bit P4 7 |
gdzie Py, Py, Py, P, 53 wielomianami liniowymi jednorodnymi zmien-
nych p,, p,; Dy D,

Jezeli nie jest tozsamodciowo Py+iP,=0 (co wobee P} Pi—
= (Py+1Py)(Py—iPy) dawaloby P{+P;=0), to mozemy z réw-
nania P,+4P,=0 jedna z niewiadomych p,, Pyy Dy Py BP. Py, WY-
razié liniowo i jednorodnie przez pozostale. Podobnie, jezeli nie jest
tozsamoseiowo Py+4iP,=0 (co dawaloby Pj--P;=0), to mozemy
z réwnania P;+iP;=0 jedns z niewiadomych p,, p,, Py 1P P,
wyrazié liniowo i jednorodnie przez pozostale, t.j. przez Py ip,.

Poniewaz b, jest wielomianem jednorodnym 3-go stopnia
wzgledem zmiennych p,, p,, p, i p,, wiec skoro wyraziliémy juz li-
niowo i jednorodnie P, PTZ0Z P,y Pyip,, @ P, Przez p, i p,, t0' by jest
wielomianem jednorodnym 3-go stopnia wzgledem P, 1 p,. Jeseli
nie jest tozsamogeciowo by=0, to by zalezy od jednej co najmniej ze
zmiennych p, i p,. Jezeli np. b; zalezy od Py, to przyjmiemy p,=1
i wyznaczymy P, z rébwnania (co najmniej 3-go stopnia) by=0.

Mozna wige wyznaczyé wspblezynniki pg,p,,...,p, podstawie-
nia (61) tak, aby zachodzily wzory (62), przy czym nie wszystkie ze
wspblezynnikéw p,, p,, p,, p, beda réwne 0. :

Zauwazymy, ze dla znalezienia pierwiastka 2z réwnania (58),
odpowiadajacego pierwiastkowi y réwnania (59) w mysl wzoru (61),
nie potrzeba rozwiazywaé réwnania (61) wzgledem 2, lecz mozna
pierwiastek » wyrazié wymiernie przez pierwiastek y. Mianowicie,
podnoszge (61) stronami do kolejnych poteg 1, 2, ..., m—1 i korzy-
stajac z réwnodei (58), otrzymujemy dla y* (przy k=1, 2, ..., m—1)
wzory:
(63)

Y=g+ gPe gt g et (B=1,2,..,m—1),
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198 ROZDZIAE X. Réwnania 2-go, 3-go i 4-go stopnia.

gdzie ¢®,q@,...,q® , sa wielomianami wzgledem wspélczynni'kc")w
3y Oy er ey Oy OTAZ Py yoeyP,- ROZWigzujge uktad m—1 réwnan linio-
wych (63) wagledem niewiadomych z,#%...,2™ (a jest on rozwigzalny,
gdyz dla kazdego y!, gdzie i==1,2,..,m, istnieje odpf)wiednie 2t
takie, iz yl=p,+pe,+ 28+ 02+ D#), Wyrazimy z jako wielo-
mian wagledem ¥,%%,...,ym1 o wspélezynnikach, wyrazajgcych sie
wymiernie Przez @y lhay. ey @myPyyPyy-+sPye

. Ostatecznie wiec mamy

Twierdzenie 6. Rozwigrywanie réwnanio m-go stopnia (58)
daje sig sprowadzié do rozwigrywania réwnania (59), w kidrym
wspblezynniki pray ym—l, ym—2 § ym=3 sq réwne zeru, Prey ceym wy-
maga to rozwigzania jednego tylko réwnania 4-go stopnia.

Jest to metoda Tschirnhausena.
W szezegblnodei, na moey twierdzenia 6 ogélne réwnanie b-go
stopnia daje sie w ten sposéb sprowadzié do postaci yb -y A-g==0,

4 4
a je§li przyjaé y=)rti a=s/)r%, nawet do postaci t5-4-t-}a=-0,
a wiec do réwnania 5-go stopnia o jednym tylko parametrze.
Jest to metoda Jerrarda.

Do przypadkéw szezegblnych metody Tschirnhausena nalezy
tez sprowadzenie ogblnego réwnania 3-go stopnia do réwnania dwu-
‘mjennego. W tym celu przyjmujemy w réwnaniu (58) m==38, a we
wzorze (62) p,=p, =0, wreszcie wzory (61) zastepujemy przez by =0
i by=0. Jak Wwyzej, z réwnania b,=0 wyrazimy p, liniowo i jed-
norodnie przez p, i p,, zaf by, o ile nie jest tozsamogciowo zerem,
jest wielomianem jednorodnym 2-go stopnia wzgledem p, 1 py;
réwnanie b,=0 jest wiec 2-go stopnia wzgledem p, i p,.

Mozna tez stosowaé metode Tschirnhausena w celu sprowa-
dzenia réwnania 4-go stopnia do réwnania 3-go stopnia. W tym celu
nalezy przyjaé w réwnaniu (58) m =4, we wzorze (62) p =0, wreszcie
wzory (61) zastapié przez wzory by =01 by=0.

icm

ROZDZIAL XI

ROWNANIA PODZIALU KOLA

§ 1. Réwnania 2"—1=0 dla n <6. Réwnaniem podziatu
kola nazywamy rownanie postaci

(1) =0,

gdzie ¢ jest zmienng zespolony, a n dowolnie dang liczbg naturalha.
W Rozdziale VI, § 8, zajmowali$my sie ogblnym rozwiazywaniem
tego réwnania za pomocy funkeyj trygonometrycznych. Obecnie
zajmiemy sig algebraicznym rozwigzywaniem tego  réwnania dla
niektéryeh wartosei wykladnika n.

Dla n=2 pierwiastkami réwnania (1) sg liczby 1 i —1, dla

iy3

=3 liczby:

—1+i)3 1—
1, —e R

2

oraz = — ,

a dla n=4 liczby:
1, —1, ) oraz —1.
Przejdziemy wiec do przypadkéw n> 4.
Rownanie =1, Poniewaz
F—1=(2—1)(2*+ 2% +22+ 2 1), ; ,
wiec pierwiastki réwnania 28=1, rézne od 1, spehmiajg réwnanie
(2) - Attt 1=0
i na odwroét.
Zalézmy, ze liczba zespolona z jest pierwiastkiem réwnania (1).
Jest wiee »#5=0. Niechaj:

(3) =g
skad:
(4) U=t 45242,

W

’


pem




