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ROZDZIAL IX
WIELOMIANY SYMETRYCZNE

- § 1. Funkcje symetryezne podstawowe. Funkeje # zmien-
nych fgwl,wg,...,m,,) nazywamy symetryceng wzgledem tych zmien-
nyecl, jezeli nie zmienia swej wartofei przy dowolnej permutacii
zmiennych. '

Zajmiemy sie tutaj tylko wielomianami n zmiennych, sy-
metryeznymi wzgledem tych zmiennych.

Rozwijajac wielomian:
(1) W(x) = (@—2)(2—2,) ... (£—2,)

wedlug poteg zmiennej x, otrzymujemy wyrazenie: .
(2) W((IJ) - .’,B"—-‘])g")w”_l _.I_,.p&ﬁ)mll-*'l_ﬂ_ + (_]_)llpgln)’
gdzie
pgn) =m1 +m2 + o +-’I;"’

(3> Z’g") == wlm?, + .’,01503 + +$n—lwm
PP =,0,..3,
Funkeje p@,p{, ..., zmiennych g, @y -..,%n 58 oczywiscie
symetryczne wzgledem tych zmiennych.
Sa, t0 t.zw. funkeje symetrycene podstawowe.

§ 2. Niezaleino$é algebraiczna funkeyj symetrycz~
nych podstawowych. Jezeli Wy, Wy, W 89 wielomianami lub,
ogélniej, jakimikolwiek funkcjami n zmiennych @, @g...,&ny 0 moé-
wimy, Ze istnicje miedzy nimi zalesnoéé algebraicena (albo Ze 59
wspdlzaleanc algebraicznie), jezeli istnieje wielomian m zmiennych
WY1y Yz rYm), Nie bedacy tozsamogciowo zerem i spelniajacy dla
wazelkich wartofei zmiennych %y, %g, .. ;@n zwigzek:

TV’(’W:{,’WQ,---,W"Z) == 0.
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158 ROZDZIAL 1X. Wielomiany symetrycsnc,
Wiec np. miedzy trzema wielomianami dwoch zmiennyeh:

vty @y

istnieje zaleznogé algebraiczna, gdyz wiclomian:

W(./uyga'l/i;) yz—"’uz mM/R

nie jest tozsamogeiowo zerem, natomiast dla wezelkich @ i ¥ mamy:
Wi 4y, 2 —y,uy) = 0.

Przyktadem funkeyj wspélzaleznych sy tez funkejo sin @ i cos
gdyz wielomian W(y,,y,) =y%-+yi—1 nie jest tozsamoseiowo zerem,
a przy wszelkim @ jest W(sin @, cog ) == 0 1),

Twierdrenie 1, Przy wszellim naturalnym n wiclomiany
P, P, ., p®, okreslone weorami (3), sq algebraicenic niczaledne.

Dowd6d. Przypusémy, ze miedzy wielomianami pm,p®, ... pto
istnieje zaleznogé algebraiczna. Istnicje wige wielomian n zmicnnych
W (i1, Yay - ¥n)y Die bedgey tozsamodeiowo zerem 1 taki, Ze pray
wazelkich @y, 2,,...,2, jest:

@

(4) W(27§")7p£n)7 ‘-"pS{')) ==

Skoro wielomian W nie jest tozsamodciowo zerem,
* takie liczby ay, ttgy ..oy @y 12

intmiejy

(5) W(ay,agy . .ytn) 0.

‘Wielomian @t— gyt 4= gupn=2— .. + (~1)" a4, rozkladw sie-—jak
wiemy (ob. Rozdziat VILL, § 11, str. 124, twierdzénie 16) na a czyn-
nikéw liniowych (w—,) (2—ny) ... (€—a,).

1) W zakresie funkeyj zmiennej rzeczywistej tak okreflona wspdlznles-
noké algebraiczna bytaby pojeciem zhyt szerokim. Gdybyémy np. majae do-
Wolny Lblél‘ Z liezb rzecuzywistych, okreflili funkejo mmiennej rzecaywistej f(x)
przy]mumc' :

)= { — (s 2z nalesgeyeh do zbioru Z,
»  dla @ nie nalezgeyeh do Z,

t‘o“funkcje flw) i g(@)=m bylyby wapdlzalesme algebraicznio, gdys jest togsumo-
Sciowo [f(w)]2—[g(x)]*==0,

Za fz) moinaby wzigé np. funkeje mmnm-zwlmy
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¢ 3] Ziasadnicze twierdzenie o wielomianach symetrycznych 159
: ymetryeznych.

Biorae liczby wy,,,...,, 28 wartoci zmiennych w wielomia-
nach p{,p{,...,p!, bedziemy mieli dla tych wartodei zmiennych
(ob. wzér (41), str.126):

pg‘n) ==y, péﬂ) =y, ot pg") =a,

co wobec tozsamosci (4) i nieréwnodei (5) daje sprzecznogé. Wielo-
miany p{,p{,...,p nie mogy wige byé wspolzaleine algebraicznie,
. b.d. o. : ‘

§ 3. Zasadnicze twierdzenie o wielomianach syme-
trycznych. Dowéd Cauchy’ego. Mamy nastepujace zasadnicze
Twierdzenie 2. Kagdy wielomiaon n zmiennych, symetryceny
wegledem tych emiennych, daje si¢ preedstawié jako wielomian funkcyj
podstawowych tych emiennych, ktdrego wspdlezynniki sq wielomianami
wspdtezynnilkow danego wielomiany.
Dowo6d. Dla n=1 twierdzenic jest oczywiste. Niech wiec
n>1 i zalézmy, ze twierdzenie jest prawdziwe dla wielomianéw
—1 zmiennych. Niech f(wy,%,,...,2,) oznacza wielomian n zmien-

'nych Dy, &y, ooy Ty Nymetryczny wzgledem tych zmiennych. Uporzad-

kujmy go wedlug poteg zmiennej @, Otrzymamy:

(6) f(m17m27"'7mn) = lez + A-lmm—1 + + Am—lmn + -Am?

gdzie Ag Ay, .., A1y, An 53 wielomianami zmiennych @y,%sy ..., Ty—1,
symetrycznymi wzgledem tych zmiennych, dajacymi si¢ zatem,
w my§l zalozenia, przedstawié jako wielomiany funkeyj podstawo-
wych tych zmiennych czyli funkeyj p{—D,plb,..,p00 o wspol-
czynnikach bedacych wielomianami wspotezynnikéw wielomiandw
AgAgy.ydy, a wiee tez wspétezynnikéw wielomianu f.

Lecz w myél wzoréw (3) znajdujemy z latwosciy:

P = {9 4, dla k=2,3,...,n—1,
slead:

p(}" o ) — p gn)____m“‘

v =+,

P = pl—pindz dla k=2,3,...,n—1,

co pozwala kolejno wyrazié p{=b,per=,...,pr ) jako wielomiany
wzgledem zmiennych @, i p®,pi,...,p, o wspétezynnikach cat-
kowitych.

Ostatecznie wiee przedstawimy Ag,4q,..., 4 jako wielomiany
wzgledem zmiennyeh w, i pi,p{,... ., P, o wspblezynnikach, beda-
cyceh wielomianami wspolezynnikow Wleloml,mu f. Wstawiajae te
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160 ROZDZIAE IX. Wielominy symietryesne,

wyragenia dla Ag,dyy....dn do wzoru (6), przcdﬂmwnny (s, 9y .0y,
jako wielomian wzgledem zmiennych & i P, P,y P 0 WEp6l-
czynnikach, bedgeych wielomianami wipolezynnikdw wielomianu f,
Dzielac (@@ .. yTu—t, @), jako wielomian wzg ledem @, przez wielo-
mian (1) w postaci (2), otrzymamy wobec (2):

(7) f(wlawm“'mnwiyw) == TV(W)Q(.’B) 4*1‘:(50)7

gdzie Q(x) i R(z) sa wielomianami wzgledem @, ktdrych wspol-
czynniki przy kolejnych potegach @ sa wielomianami wzgledem
P, p§0, .., p®, ktbrych wsp6lezynniki sg z kolei wielomianami
Wspélczynmkéw wielomianu f zmiennych @y,®y,...,%n; Przy tym R(w)
jest wzgledem @ wielomianem stopnia mme]ﬂmgo niz W(a), zatem
mniejszego niz n. Lecz wobec (1) jest W(x,)= 0, skad wobee (7):

(8) H(@1yBay..

gdzie By, Biy..., By 88 wielomianami wzgledem p{d, pi, ...,pw, kid-
rych wspétezynniki sg wielomianami wspétezynnikéw wielomianu f.

Lewa strona wzoru (8) jest funkeja gymetryezng zmiennych
@y @gy-oeyn, podobnie jak wspblezynniki By, By,...,By.1. Prawa
strona wzoru (8) nie zmieni wiee swej wartoded, jezeli zamienimy w,
z ktérgkolwiek ze zmiennych @y, oy, ..., %,—y. :

Zalozmy, ze @y, ...,%, 8% jakimikolwiek réznymi lHezbami.
‘Wielomian Byt + Byg"=2 4 ... + B,..1 przybierze wiee t¢ samg
warto§é dla n réznych liczh w==w,,,,...,2,, skad wnosimy na pod-
stawie twierdzenia 18 Rozdzialu VIII (§ 11, str. 124), ze jest on
niezalesny od w, czyli ze redukuje si¢ do wyrazu B,.g, wolnego od .
Jest wiee wobec (8):

&a) = B(2,) = Bowxwl | Blmﬁmz - --“ 4 Bp..q "

(9) : f(ml,wzr"’wn) :Bnnﬂ

dla kazdego ukiadu n réznych liczb @y, ,,...,%,. Obie strony wzoru (9)
sg funkcjami cigglymi (wielomianami) zmiennych y,a,,...,%,. Réw-
nosé (9), udowodniona dotgd dla wszystkich ukladéw = réznych
liezb @y,®y,...,@s, zachodzi wiee dla kazdego ukladu liczb @y, ..., %

Poniewaz B,., jest wielomianem wagledem p{,p{,..,pt
0 wspdtezynnikach bedacych wielomianami wspélezynnikéw wielo-
mianu f, wige twierdzenie jest prawdziwe dla m zmiennych.

Twierdzenie 2 zostato w ten sposéb udowodnione przes indukejo
dla kazdej (skoriczonej) liczby zmiennych.

Dowdéd ten pochodzi od Cauchy’ego.
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§ 4. Dowéd Waringa. Podamy tu jeszeze inny dow6d
twierdzenia 2 (str. 159), pochodzacy od Waringa.

Niech f(iy,29y..., ) Oznacza wielomian n zmiennych @;,2,,... 2,
symetryczny wzgledem tych zmiennych. Jest on wige suma, skon-
czonej liezby jednomianéw postaci Am{iag2.... zon, gdzie oy, a...a,
sq to liczby catkowite nieujemne. Niech ¢ oznacza liczbe natumln@
wickszy od kazdego z wykladnikéw ay,a,...,a, W jednomianach,
ktoryeh suma jest f(aq,xs,...,4,). Podstawmy:

n—i

e e e ol ) ¢
(10) Ly ==y, Xy =2, g =a7, Cy B =

Wiclomian f(iey, @y, ...,8,) przejdzie po podstawieniu (10) na wie-
lomian F(x) jednej zmiennej «, zas skladnik Az 2. 2% wielo-
mianu f przejdzie na skladnik
(11) Agort a2y agfib et angnl
wielomianu K. Mozemy zawsze zalozyé, ze w wielomianie 7 niema
wyrazéw podobnych. Niema ich wige réwniez w wielomianie ¥, gdyz

kazda liezba catkowita nleu]@mna ma Jedno i tylko jedno rozwiniecie
wedlug zasady ¢.

Niech w szezegdlnodei (11) oznacza skladnik wielomianu 7,
zawierajacy @ w najwyzszej potedze. Dla skrécenia przyjmijmy:

(12) P = p(n) D, = p;tl)7 Ce ey D= psl")7

gdzie p{,py ..., p) sy funkejami wyznaczonymi przez wzory (3).
Po zastosowaniu do funkeyj (12) podstawien (10) stang si¢ one
oczywigeie wiclomianami wzgledem 2, odpowiednio stopni:

gty gty giF gt 4 g+ 1,
skad wynika, ze wyrazenie
Apfipls . pPn
bedzie po zastosowaniu podstawient (10) wielomianem wzgledem
gtopniaz

- Balygn g A g L) =
( n +‘ ﬁn 1 + + /31 gn—l

1 /} ((/n—l | (]n A
n | ﬂn | ﬁn 1

(13) fag !

4Y: 11
W. Sierpliski. Zosady Al ebry Wyi-zef.
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ROZDZIAL IX. Wiclomiany symetryczne.

W szezegblnogel przyjmijmy:

Baz=azr 1 Puek = Gkt ™ dlw k=1,2,..,n-1,

Wyrazenie (13) bedzie wige réwne:

oy - oy + e o an g™ ﬂlﬂ

czy11 s’oopn10w1 wielomianu F.
‘Wnosimy stad, ze jezeli w wielomianie

D43 @y eeny @,) —

dokonamy podstawieﬁ (10), to otrzymamy wiclomian Iy zmicnnej @,
ktéry bedzie stopnia nizszego niz wielomian F, gdys wyraz 7 naj-
wyzszg potegy @ wielomianu F ulegnie redulkeji.

Rozumowanie to mozemy oczywidcie powtarzad, dopdki nie
otrzymamy wielomianu F,, niezaleinego od &, cxyli stalej. W ten spo-
s6b dochodzimy do wniosku, ze f(wl,mz, @) jost sumay skonezone]
liczby skiadnikéw postaci Ap1 fpz f”, skad juz z tatwodeiy wy-
nika prawdziwogé twierdzenia 2.

Postugujac si¢ podstawieniami (10), mozna latwo uzupelnié
twierdzenie 2 przez nastepujace

A.palr—‘an w1 pau--i—-f‘n =3 p“& *‘“1 C‘l

Twierdzenie 3. Kasdy wiclomian n emiennych daje si¢ w je-
den tylko sposéb przedstawié jako wiclomian funkeyj podstawowych
tych zmiennych.

Mozna je jednak jeszeze profcie] wysnué z twierdzenia 1
Istotnie, przypusémy, ze wielomian W(wy,®y,...,2,), Symetryezny
wzgledem zmiennych @y, @,,...,%,, daje sie przedstawid w dwa sxposoby
jako wielomian wzgledem funkeyj podstawowych tyeh zmiennych
s D) = QP piy...,

W (@2, gy %) = P04, p0, .. Pi)-

Gdyby nie bylo tozsamogciowo:

P(yy?/g: --'1?/,,) = Q(f’/u?/z: ---:y,,)y

to migdzy wielomianami p{,p,...,pl istnialaby zalesnodé alge-
braicznas:

P pfs s p§) — Q1 9, -

whrew twierdzeniu 1. Wmlomumy P i@ nie mogy wice byd rdzne,
¢. b. d.o.

'rp("‘)) =0,
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[§5] Wzory Newtona. 163
§ 5. Wzory Newtona. Wainym przypadkiem szczegdélnym
funkeyj symetrycznych # zmiennych sg sumy jednakowych poteg

tych zmiennych, t.j. wyrazenia typu:

(14:) Sm = mI“ -+ m;n + ... +£U;;l-

Wyprowadzimy dla nich t.zw. wzory Newtona.

Zrézniczkujmy wielomian (1); w my$l wzoru na pochodng
iloczynu (ob. str. 106) znajdziemy dla ¢ r6znego od kazdej z liczb

Dy By ey &y
(15) Wia) =i 4 MO 4 O,
Wobec (1) mamy W(z,)=0 dla k=1,2,...,n; zatem:
(16) y_(?k:mﬁzz(”") dla k=1,2,..,n
Lecz wobec (2) i (12):

W(z) —W(2x) = a"—af—pa(a" " —af ") + oo + (—1)" pus(— 1),
skad na mocy tozsamoseci

—z, ) (o oo L )

o —a), = (v

otrzymujemy:
WV(-Z‘;:Z( ) = gn—t | (m —p, );70""‘3 + (mQ_.plwk -+ pz)mn——ﬁ + .
+ @ p g Pyt — e (1), ).

Ze wzoréw (16), (15) i (14) wynika dla m==wy, 24, ..., Tyt

W' () = nan—1 - (s;—np, ) 8" 2 4 (83— P18 + nPg) 2" ...

1!"'
(a7 v (Snm1—D18n—2 + DoSn—s— .. + (— 1) 1NPpy).

Lecz z drugiej strony, wobec (2) i (12):

(18) W'(a) = npn—1— R (_1)1:—129"_1 .

Prawe strony wzordw (17) i (18) s wiec sobie réwne co naj-
mniej dla kazdej r6znej od @,,,...,2, wartosei z, a wige w kazdym
razie dla wiecej niz n—1 réznych wartodel z. Jako wielomiany sto-
pnia n-—1 muszg one zatem (ob. Rozdzial VIIL, § 11, str. 124, tw. 18)
byé réwne tozsamosciowo, skad, przyréwnywujace po dbu stronach

11*

(n—1)p, "2 + (n—2) p,a"—3—..
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164 ROZDZIAL IX. Wielomiany symetryczue.

wep6lezynniki przy jednakowyely potegach zmiennej @, ofrzymujemy

wezory Newtona:

8;—p =0,

85—P181 + 2P, =0,

83— P18 + Pas1—3ps =0,

Sn—1—P18n—2 +p23n—-—3"“ et (“— 1)"'”2[)1: -8y + ("” 1 )" """ ](71/ -1 )1),; 1= O
Ze wzoréw tych obliczamy kolejno):

$1 =Dy,

8, =Pp,8;—2p, =P} —2D,,

8y =D8,—Dy8; + 3Py =Dp{—3pp, + 3Py,

8, =2’f""4p‘fpz + 41’1203 + 21’3"‘4'104,

$5 = D}—5pip, +5pipy+ Bp Pi—5p P, —Dp,py A+ B,

. v . . . . . "

Dla sum S gdzie & jest jedng z liezb 1,2,..,n, moina tez podad waor
bezposredni:

5 = 2 (—1ytagtt. g Pt At R A
YR
> . bl: 3
gdzie sumowanie 2 rozeigga sie na wezystkie ukltady 41, Aa,..., 4, lesh calkowi-
tych meu]emnygh, dla ktéryeh Ay + 24p ... +ndp ==k %), Wige np. se wroru
tego z latwosciy znajdujemy:
. 5 4 : 2,
87 = D10y +TP1Py— TR LDy +TDIDs T Dy + T2, TPy Ty Tiyp,
8029142 ‘ : :
+ 147)17’2*211)17)2p3+14p17’2'l)4 ""77)1?'3 '~|'~'7'191'1?§);-

o Sumy s,,8,11,... obliczamy w nastepujacy sposéb. Wobec (1),
(2) 1 (12) mamy dla k=1,2,...,n oraz dla r=0,1,2,...:

@, W () = grtr—p g1 4 Pyt — - (—1)1p T = 0),

n“k T

) W praykiadzie 6 Rozdzialu III, § 3 (str 43) 14
) "2 : ) ytr. podalidmy sposdh praed-
stawxexﬂna, sum s, (dla 7.a=1,2,...,n—-1) zZd pomoey, wyzacznikéw,
o ) Wzbr  ten (nlec? inacze] napisany) wyprowadza M. Domeczky
w Comptes Rendus des Séances de ’Académie des Seiences, Tom 152 (l{v)llii.

str. 37-40. Por. tez B. L. van der Waerd i ¢
str. 86, zadanis 4. e rden, Moderne Algebra, Berlin 1087,
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skad, sumujac dla k=1,2,...,n, otrzymujemy wobec (14):
$ir =P et T PySgrg— -+ (—1)"p,8, =0 dla r=0,1,2,...,

zatem:

8, =P8y — PySpy T H(=1)"p, 5, + (—1)""Inp,,

8n+1 = pl Sn_p'.).sn——l + + (wl)n-jpnsi .

Wzory te pozwalaja obliczaé sumy 8y, Spi1y .-, g4y znamy
juz SUmMy 8y,8ay .0y Sn—1-

it.d.

Jezeli liczby @y, Ty, ..., &, 83 wszystkie rézne cd 0, to sumy (14)
sa okreslone dla ujemnych calkowitych wykiadnikéw .

Pokazemy, jak mozna je wyrazi¢ przez funkcje symetryczne
podstawowe. . ' '

. 1 .

Niech yk:-@ dla k=1,2,..,n Omaczmy DPrzz ¢, ¢y .. ;4n
funkcje symetryczne podstawowe zmiennyeh gy, ¥y, ..., ¥n. Wobec (14)
bedzie wiec dla m=—7r, gdzie r jest liczbg naturalng:

S, =Y T Y, A Y
i bedziemy mogli wyrazié s, jako wielomian wzgledem ¢;,qs..., -

‘Wobec Y=, mamy jednak:
Y

- . 1
2 dla §=1,2,..,n—1 oraz (¢, =-——.
P, P,
Bedziemy wiee ostatecznie mogli wyrazié s, jako wielomian
wzgledem p,/p,, Pz”’m vy PP, 1/p,.
Podamy jeszcze Sposob bezposredniego obliczania sum (14).
‘Wobee (17) mamy oczywiscie:
(nar1 48 @n 245, 2" . 8,0+ S,H)(-’l’"—“le"”l + ...+ (—»—1)"1911) =
= qatn—l4 (s, —np,) B2+ (8,— P, 5 +npy)an 3+ ..
R Ay U o N S (—1)~np,_ o+ R(z) =
= "W '(2) + R(),
gdzie R(x) jest wielomianem stopnia mniejszego niz n. Wynika
stad, ze wielomian
Nt 4 sy 22 8" 8 - ... 4 852 ® + Sn—1
jest czeseiy catkowity ilorazu z dzielenia wielomianu z*W'(x) przez
wielomian W(x). W ten sposéb sumy 8;,8g...;8n—1 M0ZY by¢é znale-
zione za pomocs zwyklego dzielenia wielomiandw.

q,=
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Zauwazymy wreszcie, ze wzory Newtona pozwalaja wyrazié
funkcje 'sg.rmetryczne podstawowg Py Py erP,, PLICZ BUNLY 81,85, 0.0y 8
‘Mianowicie ze wzoréw tych obliczamy kolejno:

a2 1y = o e D it
2p, = 831—s,, 31p, == s}—3s 8, 2y, it d.

P =81
Ogélnie, klp, dla k=1,2,...,n bedzie wielomianem wzgledem
81,855 ..-s8r 0 Wipllezynnikach catkowitych *).

W nastepujacej tablicy podane sa wartodei funkeyj symetryczanych ])iur;v-
szych pieciu stopni pierwiastkéw réwnania w"+bm"‘1~fjcw"'“2wf«...=-~:0 2. Wy-
stepujace w tej tablicy symbole > w{iwfuwfr i podobne oznaczajf sune PR
ro;cizggni@tey na wazystkie uklady trzech réznych liczb i, iy, 45 nie !"Ill).iethZTV(‘,fll
od n.

L 3z =—D.

1I. Zx’f =b2—2¢,

1L 3o =Pt Bbe - 30,
Dafm, == — bo + 3d,

N x x

N g ==c. 0 BBy ===

L7178 <~
IV. 3o} =b'—4b% -t 2%+ 4bd— de,
Zx?%: b2 —20%—bd -+ 4e,
D wies = 6®—2bd +- e, k
Zm%wzms = bd— 4e,
2m1w2w3w4= e.

V. D= —b%+ 6% — 5bo?— 5b2d-+ Sod+ Gbe— 5/,
D04y = —b0 4 8be® 4 b%d— Bed— be -5,
Dwdal=—bo? 4 20%d -+ od— 5be -+ 5f,

D w3m gty = —b2d 4 2¢d+ be— b,
Z‘m%mgwa =—¢d -+ 3be —5f,
Ew%w2w2w4 =—Dbe-| 5,

" :
Zw1w2w3m4:v5 =i

1) W praykladzie 6 Rozdziatu IIT §3 (st i
, (str. 44) podal; yrazenio dla
(k=1,2,..,n) za pomocy wyznacznikdéw. ) podulifmy wymsenio din &
2 »
) G. Salmon, Legons & Algabre Supérieure, 2-¢ wyd. franec., Paryz 1800

str. 504. Tamze na str. 504-51 i j
o 10 oo - 504 3 podane sy wartodei funkeyj symetryesnych
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[§ 6]

Dia funkeyj symetrycznych wyzszych stopni wzory sa bardziej skompli-
kowane. Np.:
STl = b0~ 100% - 35b%%— 50b%° + 25b%*—20° 4- 10b"d— 60b°0d + 1006°6*d—
— 40bcBd 4 25b%A2— 80b2ed? -+ 15¢2d? +10bd®— 10b% + 50b%ce— 60b%c%6 -+
+ 1063 — 40b3de -+ 60bode— 10d% - 15b%> — 100e® -+ 106°f— 40b%¢f +-
+ 30bo?f -+ 30b%df — 20cdf— 20bef 45— 10b% 4 30b%eg— 1062 — 20bdg -+
+ 10eg -+ 10b3h— 20bch - 10dh— 10b% + 10¢i + 10bj— 10k 2).
Zm?mza;%m} — 06— 20df— bef + 5f% + 262 + 3bdg— 9eg—Tbch + 6dh + Tb% -+ ¢i—
— 15bj + 15k 2).
/" § 6. Wyréznik réwnania. Niech

AR Ay B Gy B @ =0

r/.
a
i (19)
bedzie danym réwnaniem, przy czym a,4=0, i niech @,,%,,...,2, 0zDa-
czaja, wszystkie jego pierwiastki, niekoniecznie rézne miedzy soba.
Utwérzmy dla kazdego pierwiastka réznice miedzy nim a wszyst-
kimi n—1 pozostatymi pierwiastkami, a wige réznice:

(1 — @) (01— &3) - . . (T2 — Tn)
(g — @1)(By—@3) . ..« (wz — %)
(@n— @) (@B — Do) + v (B Tr1).-

Tloczyn D tych wszystkich n(n—1) réznic jest funkejs syme-
tryczng pierwiastkéw réwnania (19), a wiee w mysl twierdzenia 2
jest wielomianem funkeyj podstawowych:

—_— f{z U3 n &x_

“ao? p:s:"""" ] pll:(—_—l) ao‘

ay
ay

aq’
Wielomian ten (wzgledem a,/ag, dofty, vy Gnf@y) DAZYWAILY
wyréinikiem (dyskryminantq) réwnania (19).
Ozynniki iloczynu D mozemy polaczyé w pary, zaliczajac do
jednej pary czynniki réznigee sig tylko znakiem, a wiec np. &, —,
oraz r,—x,, 0gélnie (wa—wx;) oraz (ws—x,). Par takich mamy oczy-

4

2

Pr=

... nn—1 . .
wisele (—Z-—) Poniewaz (x.—p) (mﬂ—ma)=—(m“—w5)2=—(wp~ma)’,
wiec mamy tez B .
n(n—1)
D=(—1) 2 Il (e—wg)?,
e=f=g

1y tamze, str. 509.
) tamze, str. 512.
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L. - . . . n(n—1
gdzie iloczyn “]jﬁ rozcigga sie na wszystkie ~~(——-z~—») kombinacyj
D=—(z,—my)?%; dla n=3 jest D=—(m,—u,)® () —1g) (22— )2; Al
n=4 jest D= (0—a,)(%—y)* (01 —24)? (2y—1)% (0y——q)% (2q-—1m,)2,

Znaczenie wyrazenia D thimaczy nastepujace oczywiste

Twierdzewie 4, Na to, Zeby wszystkie pierwiasthi rowna-
nia (19) byly rééne, potrzeba i wystarcea, seby jego wyrdinik byt riiny
od zera.

CWICZENIA. 1. Obliczyé wyréznik D réwnania (19) dla n--2,

' 40 a, —al
Odp.: D= 02 "%
a?

2. Obliezyé wyrdznik D réwnania (19) dla n=:3.

2 2 3 3 P)
as a: daia 4qa; 18a.a,a 2705
Odp.:D=— L2 4 13, .a_%-___.iyu.._m_’ﬁ
% % % W @

ROZDZIAL X.

ROWNANIA DRUGIEGO, TRZECIEGO I CZWARTEGO
STOPNIA

§ 1. Réwnania 2-go stopnia. Ogdlna posta¢ rownania 2-go
stopnia, zwanego tez réwnaniem kwadratowym, jest nastepujaca:
(1) 4?2 +aq2 +ay =0,
gdzie ag, a, 1 a, 85 danymi liczbami zespolonymi, przy czym a,==0.

Latwo sprawdzié, ze przy wszelkim zespolonym e::

ay \2 a
~ — ~ 1 1
(2) A+ a2+ A= (ﬁ.—i—%) +a2—-Ial~0.

Roéwnanie (1) jest wige réwnowazne réwnaniu

! 2_“%“‘4050“2
) o (f+ 70) = ia,

Oznaczmy przez V a;—4a,a, ktérykolwiek z pierwiastkéw 2-go
gtopnia z liczby ai—4aga,. Na to, zeby liczba zespolona z spel-
niata réwnanie (3), oczywiscie potrzeba i wystarcza, izby bylo
oy __il/aff——éwuaz
2a, Za,

2+ czyli

(4) ,.,_"a’]:l:la’:lz—“ ‘1‘%“2,
“ 2a,

‘Wzér (4) daje wiec wszystkie rozwigzania réwnania (1). Roz-
réznimy nastepnie dwa przypadki:
4

10 gl —daga,=0. Wzér (4) daje jedna tylko wartosé z=—q_~.

0
Roéwnanie (1) ma wtedy tylko jeden pierwiastek, wyrazajacy

sie wymiernie przez wspétezynniki réwnania (1), a wiec wymierny,
gdy sg one wymierne, i rzeczywisty, gdy 53 rzeczywiste.
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