ROZDZIAL VIII
" WIELOMIANY

* § 1. Dzielenie wielomianu przez wielomian. Reszta.
Wielomianem zmiennej rzeczywistej lub zespolonej @ nazywamy
wyrazenie
(1) W(m) == apw™ + ay@e™! - .,

gdzie ag,ay,...,a, Oznaczajy liczby dane, rzeczywiste lub zespolone,

W Rozdziale tym zamiast ,wielomian zmiennej o bedziemy
méwili poprostu ,,wielomian®,

Przez wiclomian stopnia 0 rozumiemy staly (Dogges byé
w szczegéinosei zerem).

- Wiclomianem stopnia m >0 nazywamy Wymzeme (1),
4=+ 0.
Ogélnie wiec WyraZeme (1) jest wielomianem stopnia co naj
wyzej m.

Dla krétkodci bedziemy oznaczali wielomianf W(w) poprost
przez W. Kazdy wielomian ma w zupelnofei oznaczony stopien
ktéry jest liczbg catkowityg nieujemng.

' Stopien wielomianu W bedziemy oznaczali przez &6 W. Nie
r6wnodé st W>0 oznacza wige, Ze wielomian W nie jest stads

Dwa wielomiany uwazamy za rdwne wtedy i tylko wtedy
jezeli sy tym samym wielomianem, t.j. jezeli sg tego samego stopni
i ich wspélezynniki przy kolejnych potegach zmiennej sg odpe
wiednio réwne.

~ Pojecie to nalezy odréziniaé od todsamodoiowej réwnodoi dwéer
wielomianéw, ktéra oznacza, ze wielomiany te jako funkcje zmien-
nej @ przyjmujg te same wartodei dla kazdej wartodei (rzeczywistej
lub zespolonej) tej zmiennej.

Dwa wielomiany réwne sg tozsamodciowo réwne; slusznodd
twierdzenia odwrotnego wynika z twierdzenia 19, ktére udowod-
nimy w § 11 tego Rozdziatu (ob. str. 124) )|

Y Rozrdimianie pojeé réwnosei i tozsanobeiowej réwnodel wiclomiondw

jest waine w dalszych dzialach Algebry pray rozpatrywaniu wislomisndw zmiens
nej x, przebiegajacej ciato o charakterystyce véinej od 0, Por. Rozduial XX, § 2,

ot a/mw-im: b

gdzie
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Stopiett sumy dwéch wielomianéw nie przenosi wiekszego zich
stopni, moze jednak byé od nich mniejszy, jezeli Wspélczynmkl
przy najwyzszych potegach zmiennej w tych wielomianach znoszg
sie wzajemnie. Mamy wige dla wszelkich wielomianéw (W; i Wy
. st (W,--W,) < max (st Wy, st W,).
Natomiast, jak latwo wykazaé, stuszna jest zawsze T6wWnosé:
St W1W2 - St Wl + Stv Wa.

Dla praktycznego obliczania wartofei wielomianu (1) dla danej wartofci z,
zmiennej x stosuje sie nastepujacy sposéb, zalecany przez Runge’go!). Obli-
czamy kolejno:

Yy = Oty 0y, Ya=U1% -+ Y=Y+ s Ym=YmBe T Oy

Jak to czytelnik z Iatwoéclq udowodni, bedzie ¥, = W ().
Sposéb ten jest wygodny zwlaszeza przy prayblizonych obhczemach z8
pomocey suwaka, o ile dokladnogé suwaka wystarcza do danego celu.

“Twierdzenie 1. Jeseli W, v W, oznaczajq dwa wwlomiany
% st W2>0, to istniejq wiclomiany @ @ R takie, 2e:

(2) —QW,+R i (3) stR<stW,

Dow6d. Jezeli st W, < st W,, to mozemy oczywiécie. przy_jazé%
Q=0 oraz R=W,. Przypudémy wiec, ze st Wy > st W,, i niechaj

W) = g™ + ayom1 4 ... +am,  Wy(@) = be2" + byt ... + bny
gdzie ag==0 i-by=0. Jest tu ngc st Wy=m i st Wy=mn, przy czymx
m=n. Przyjmijmy:

Q=am, By =Wy QaWy = e a0 e
0

(ao bl o1 + azo bg o2 + + m—n) .
Bedzie wige: ~
Wy=@W,+ R, i stR <

Jezeli st Ry > stW,, to znajdziemy w podobny sposéb jedno-
mian @, i wielomian R,, takie iz
Ry =Q W, + Ry i

1) ¢. Runge, Prawis der Gleichungen, Sammlung Schubert lXIV.", Lipsk
1900, str. 94.

m'—l < St’ Wl'

st B, < st R,
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Jezeli st By > 8t W,, to mozemy postapié tak samo z wielo-
mianem R, i t.d. Rozumowanie to nie moze powtarzaé 8si¢ w nie-
skoniezonosé, gdyz mamy tu stale '

st Ry >s8t Ry >86 By > . ..
Dojdziemy wige do ostatniego wzoru tego rodzaju
Bt =QuWy + Ri,

gdzie juz nie bedzie st B,> stW,, a wiec bedzie st Kx<stW,. Ko-
lejne te wzory dadza Wi =(Qy+Qq -+ ... +Qu) Wy -+ By

Przyjmujac @ =@, Qg +... +-@ i R = R,, otrzymujemy stad
od razu wzory (2) i (3), e.b.d.d.

UdowodniliSmy wiec twierdzenie 1, przy czym dowéd po-
zwala wyznaczyé wielomiany @ i R, jedli wielomiany W, i W, sg
dane. Co wiecej, wielomiany @ i R, spelniajgce warunki (2)i (3),
83 przez wielomiany W, i W, wyznaczone jednoznacznie. Wyka-
Zemy mianowicie, ze jedli wielomiany @’ i R’ speiniajg wzory:

(@) Wy=QW,+R i (3') stR'< stW,

to wielomiany @ i @' s réwne, a wielomiany R i R’ sg tozsa
mogciowo réwne. .
. Istotnie, z (2) otrzymujemy QW, + R =Q'W, 4+ R’, skgd
(@—@Q)W,=R'—E.
‘ Ot6z gdyby @’ nie bylo tym samym wielomianem co @, lew:
strona wzoru (4) bylaby wielomianem stopnia nie mniejszego ni
8t W,, gdy tymeczasem prawa 'stroha jest wielomianem stopni
mniejszego niz st W, na mocy (3) i (3'). Mamy wige @=@' i wzbr (4
dowodzi, ze réznica B—R' jest tozsamosciowo réwna 0, t.j. ze wielc
mian R jest tozsamodciowo réwny R'. ‘

Z dowodu twierdzenia 1 widzimy, ze wspolezynniki wielomis
néw @ i R, spelniajgcych warunki (2) i (3), otrzymuje sig ze wspél
czynnikéw wielomianéw W, i W, za pomocy czterech dziatmt wy-
" miernych (4, —, - i ). Mamy wigc

(4)

Twierdzenie 2. Wielomiany Q ©+ B, spelniajqoe warunki (2)
i (3), sq wyzmaczone jednoznacenie priex wieclomiany Wy i Wy, a ioh
wspdlozynniki otrzymuje si¢ za pomocq dziatar wymiernyoh ze wepdt-
crynnikdw wielomiandw Wy i Wy W szezegdlnodor, jeseli wspdlosynniki
wielomiandw Wy © Wy sq liccbami wymiernymi, to i wspdtoeynniks
wielomiandw Q ¢ R sq liozbami wymiernymi.
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‘Wielomian R, wyznaczony przez wielomiany W, i W,, nazy-
wamy resstq ¢ dzielenia wielomianu W, przez wielomian W,.

Kazdy wielomian daje wiec przy dzieleniu przez kazdy wie-
lomian dodatniego stopnia W zupelnosci oznaczong reszte, ktéra
jest wielomianem stopnia nizszego niz stopied dzielnika. -

-§ 2. Dzielenie wielomianu przez dwumian & — o.
Pochodna wielomianu. Wyznaczymy W szezegolnodei iloraz
i reszte z dzielenia dowolnego wielomianu (1) przez dwumian
W,(®) =2—a (gdzie a jest liczba niezalezng od ).

Mamy oczywiscie: . ‘ _ :

W,(2) —W(a) = aglem—am) + ay(@™~1—a"~") 4o + Wp—t(B—a).

Lecz dla k=1,2,...,m mamy tozsamosé:
ph—ak = (g—a) (w14 apk—2+ o?ph 3 4 .. A afPe - ak-1).

Zatem:
Wyz)—Wi(a) = (v—a)Q (),

(5)
gdzie o
Q(2) = aglwmt + aw™ 2+ aP2" P 4 ... + am=2y + am) +
+ ay(om2 - apm 4 L+ o™ @) A
+ ag(@m? 4 apmt L e 8) 4
+ Gma (@ + a) +
+ Wy =
= g™ + (@a + a)@™ 2 + (g0 + taa +agle" S+ .
.o+ (agem 2+ g™ A Am—2)T -+
. +(aa™ 1+ @™ G20 + am-1)-

Zatem: »

Resztq 2 deielenia wiclomianu Wy(z) preez —a jest Wi(a).

Co sie tyezy ilorazu Q(z) =@Q(=,a), 0 jest: to oczywikcie wielo-
mian stopnia m—1 zaréwno zmiennej jak i zmiennej a, syme-
tryceny ze wzgledu na z i a, .]. taki, ze przy wszelkich 2 i a, jest
Qz,0) =Q(a,). : ‘

W szezegdlnodei, jak latwo obliczyé:

Q(w,w) =mayr™ 4 (m—L)a 2+ (Mm—2)ag@™ 34 ... +20m—2® +@m—1s

Wielomian Q(z,#) nazywamy pochodng wielomianu f(@)=Wi(w)
i oznaczamy przez f'(x). : RO
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To okreflenie pochodnej wielomianu gm0y 8™ o A mea@ - am jako
mag@e™ L (m—1)a,@™ A tam—y jest czysto formalne., Wychodzae jodnak
7 tej formalnej definicji pochodunej wielomianu, mozna wyprowadzié elemen-
tarnie (bez wprowadzenia pojecia granicy) réme jej whagnofei, jak np.: pochodna
sumy (r6znicy) dwéeh wielomiandw jest sumg (réznicq) pochodnych tych wie-
lomiandéw; pochodna iloczynu wyrata sie wzorem (WyWy) =WiW,-+ WiWs, i nie-
ktére inne.

Dla z+4a wzér (5) daje

, . Wo(w)~— Wy(a)
(6) Qo,0)= — e .
skad wobee ciaglofei wielomianu wnosimy, %e /(@) =Q(w,x) jest granicy wyra-
Zenia (6), gly o zmierza do x. Dowodzi to, Ze podana tu definicja pochodne] jest
réwnowazna prayjmowanej w Rachunku réaniczkowym.

Dla z==¢ bedzie wige f'(«)=Q(a,a)==¢(a), zatem wohee (5):

Jeseli f(a)==0, oxyli gdy o jest pierwiasthiom wielomianu J(z), lo {/(a) jest
warlobeiq dla z=a ilorazu z deiclenia wielomianu () preez w-——a.

CWICZENIA. 1. Podzielié wielomian

Z10 e 3628 - 528 20 -~ 3807 wh - 14354 2% 21025
przez wielomian
26— 8t |- 14 008 41 22162 ~}- 145.

Odp.: Iloraz wynosi ws--8a - 14wd— 41— 1622 - 145,

2. Dla dowolnie danego wielomianu W, stopnia n orvaz danyeh n licsb
Oy Olgy e (TOZRyCh lub nie) wyznaczyé liczby Aoy By ey Apy tak, aby hylo tos.
gamofciowo '

(") Wa=dg-+dy(@—a;) +Ag(B—tty) (B ttg) +Ag(—0ty) (@ tg) ) (@ cty)-}- .. .
von ot (@) (B tg)ess(@mttn).

Odp.: Dzielac W, przez m~—a, otrzymujemy iloxaz Wn-i, bedqey wielo-
mianem stopnia m—1, oraz reszte A, bedacy stata, Podobnie, dzielge Wp- g
proez &—aq, otrzymujemy iloraz Wa—p, bedacy wieclomianem stopnia nw—2,
oraz reszte A,, bedacy staka, it.d., wreszcie Wi==Ap(@—an) -dn—1. Stad z tatwokcia
otrzymujemy wzér (*).

3. Dowieté, ze kasdy wiclomian W(z) stopnia n daje si¢ praedstawié tog-
samodciowo w posiact

® W@ = bo(3) 0 2g) e+ n 1 (5) s
pray caym wiedy  tylko wiedy wszysthie wartodei jego dla » calkowilych sq calkowile,
gdy werysthie wapodleaynnils by, by, ..., bn 8a calkowile.

Odp.: Dowéd, iz wielomian W(z) daje sie pruedstawié w postaci (), otray-
muje sie natychmiast z ¢wiczenia 2 przez podstawienio ay==0, aym:l,.,ays ],
Ze w razie calkowitych b wartodei W(x) dla eatkowitych o sy calkowite, wynika
to z catkowitodei . wapdlezynnikéw newtonowskich (Z’i) dla eatkowityeh & i no-
turalnyeh n. Wreszeie dowdd, ze i na odwrdt, t.j. %e w razie calkowitodel liezb
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W(0), W(L), W(2)y..., W(n) wspSlezynniki by, by, ..., bn 54 catkowite, wynika natych-
miagt ze wzoréw na W(k) dla k=n,n—1,..,2,1,0, z ktérych kolejno obli-
czamy by, byy.eesbn. @

4. Dowiedé, ze wielomian stopnia n praybiera dla © wymiernych wiedy i tylko
wtedy same wartodei wymierne, gdy wszystkie jego wspdlezynmiki sq wymierne.

~ § 3. Podzielno§¢ wielomianéw. Ich dzielniki wspélne.
Najwiekszy wsp6lny dzielnik. Z twierdzeri 11 2 wynika na-
tychmiast, ze B=0 wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje wielomian @
taki, ze '

(7) W, =QW,.

Méwimy wéwezas, ze wielomian W, jest podeielny przez wie-
lomian W, lub ze wielomian W, jest dzielnikiem wielomianu W,
lub wreszcie, ze wielomian Wi jest wielokrotng wielomianu W,, co
wyrazamy, piszge
© . Wz ]WI.'

Ze wzoru (B) wynika od razu

Twierdzenie 3. Wielomian W) jest witedy 1 tylko wiedy
podzielny preez ¥—a, gdy Wila)=0, t.5. gdy liczba o jest pierwiasthiem
wielomianu Wy.

Jezeli wielomian W, jest stata rézng od 0, to przyjmujge
Q=W,/W,, bedziemy mieli wzér (7), przy czym Q bedzie wielomia-
nem tegoz stopnia co W;. Bedziemy wiee uwazali kazdy wielomian
za, podzielny przez kazda statg rézna od zera.

Jezeli wielomian W, nie jest podzielny przez wielomian W,
(nie bedacy stale zerem), to reszta z dzielenia wielomianu W, przez W,
jest wielomianem (stopnia nie ujemnego), nie bedacym stale zerem.

7 okreslenia podzielnosci wielomianéw wynika natychmiast, ze:

19 jeseli W, W, to st Wy < st Wyj

20 jezeli Wo|Wy © Wy Wy, to W,|Ws, ceyli dzielnik dzielnika
damego wielomianu jest 2nowu dzielnikiem tego wiclomionu;

30 jeseli W|Wy i W|W,, to WMW,+NW, dla wszelkich wielo-
miandw M i@ N. ‘

7 twierdzen 1 i 2 wynika zag

Wniosek. Jeseli st W>0 i QW=Q,W, to @=0¢.
Whiosek ten jest oczywidcie prawdziwy réwniez w przypadku,
gdy W jest stala rézng od zera. ' '
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Twierdzenie 4. Dila kaddych dwdéch wielomiandw Wy i W,
2 téryeh co najmmiej jeden nie jest todsamodciowo Jowny 0, istnieje
wielomion H taki, i#
(8) H|W, i H|W,
przy ozym wielomian H daje sig preedstawié w postact
9 H=W,X +W,Y, o
gdzie X i, Y oznaceajq wielom@'my\.' o o o v
Dowdéd. Poniewaz Wy==W, - 1-+W,-01 Wy==W,-0--W,.1, wige
istniejy wielomiany H postaci (9), nie bedace stale zerem. Spofréd
nich wezmy ktérykolwiek, mozliwie najnizszego stopnia (ewen-
tualnie redukujacy sie do stalej). Wystarczy dowiedé, ze taki wielo-
miagn H spelnia warunki (8). = " i
Istotnie, przypusémy, ze wielomian W, nie jest podzielny
przez H. W.my$l twierdzenia 1 mozemy wige przyjad

ot

(10) W, =QH + R,

przy czym st R< st H oraz wielomian R nie jest staly réwng zeru,
gdyz wéwezas byloby H|W, wbrew zatozeniu. Wzory (10) i (9)
dajag B = W,—QH = W (1—QX)—-W,QY, skad dla X =1—@QX
i Iflzm(,)y dostajemy R=W,X,+W,Y,, whrew zalozeniu, se H
jest wielomianem postaci (9) mozliwie najnizszego. stopnia i nic
bedgeym stale zerem. Musi wiee byé H|[W, i podobnie uzasadnia
sie podzielnoé H|W,, ¢.b. d.o. ,

Zajmiemy sie teraz wspélnymi dzielnikami wielomianéw

W mysl wzoréw (9) wielomian H jest wspdlnym deielnikien

Niech teraz wielomian D bedzie jakimkolwiek wspdlnym dziel
nikiem wielomianéw W, i Wy, t.j. zalézmy, ze D|W, i .D|Wy, czyl
ze istniejy, wielomiany @y i @, takie, iz W,=@,D i W,=@,D. Ot6;
wzor (9) daje H=(@,X+Q,Y)D, skad D|H. .

Wielomian H, spetniajacy twierdzenie 4, jest wige pakim dziel-
nikiem wspélnym wielomiandw. W, i W,, ktéry jest podziélny
przez kazdy inny dzielnik wspélny tych wielomianéw.

Jezeli H, i H, oznaczajs dwa wielomiany o tej wlasnogei, to
mamy H,|H, i HylH,, skad st H,<st H, i st Hy< st H,, co dajo
st Hl-.-:st H,. Wielomiany H, i H,, jako wielomiany tego samego
stopnia, podzielne jeden przez drugi, sg wige réwne jeden drugiemu,
pomnozonemu przez jaki§ czynnik staly,
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Ot6% wiréd wielomianéw H, spelniajacych twierdzenie 4,
istnieje jeden i tylko jeden, ktérego wspolezynnik przy najwyzszej
potedze zmiennej jest réwny 1.

“Wielomian ten nazywamy najwickszym wspdlnym dzielnikiem
wielomiandw Wy i W,. ' '

7 twierdzenia 4 wynika zatem

Twierdzenic 5. Kaide dwa wiclomiany Wy i Wy, 2 kidrych
co najmmiej jeden nie redukuje sie do stalej 0, posiadajq jednoznacznie
osnaczony najwigkszy wspdlny deielnik, kidry jest podzielny przez
kasdy inny wspdlny deielnik tych wielomiandw.

Poﬁvyisze dowody twierdzen 4 i 5 sg t.zw. ceystymi dowodami
istnienia, poniewaz nie podaliémy w nich zadnego sposobu wyzna-
gzenia zardwno Wielomianu H, jak i najwigkszego wspélnego dziel-
nika dwéch danych wielomianéw. Podamy obecnie taki sposédb;
jest nim t.zw. algorytm kolejnych dzieled (Euklidesa).

§ 4. Algorytm kolejnych dzielen. Niech W, i W, ozna-
czaja dwa wielomiany, 'z ktérych co najmniej jeden, np. W,, nie
jest stats réwng 0. oo Fa el

Jezeli W,|W,, to wielomiany H=W; X =0 i ¥=1 spelniajg -
warunki (8) i (9) twierdzenia 4 i najwiekszym wspélnym dzielnikiem
wielomianéw W, i W, bedzie wielomian, otrzymany przez podzie-
lenie wielomianu W, przez wspétezynnik przy jego najwyzsze]
potedze.

Zaléimy wiec, ze nie jest W,|Wy. Wowezas reszta z dzielenia
wielomianu W, przez wielomian W, jest wielomianem, nie bedacym
staly réwng 0. Oznaczmy go przez W, Na mocy twierdzenia 1
istnieje wiec wielomian @, taki, iz W,=Q,W,+W,, skad wynika
na mocy 39 (str. 107), ze kazdy wspdélny dzielnik wielomianéw W,
i W, jest dzielnikiem wielomianu Wy, a wiec tez wspélnym dzielni-
kiem wielomianéw Wy i W,; oraz (wobec Wy=W,—@:W,), ze kazdy
wsp6lny dzielnik wielomianéw W, i W, jest dzielnikiem wielomianu
W,, a wiec tez wspélnym dzielnikiem wielomianéw W, i W,.

Widzimy wiec, ze wspélne dzielniki wielomianéw W, i W,
-39, te same, co wsp6lne dzielniki wielomianéw W, i W, W ten sposob
wyznaczanie wspélnych dzielnikéw wielomianéw W, i W, sprowa-
dzilismy do wyznaczania wspolnych dzielnikéw wielomianéw W,
i W, przy czym st Wy<st W,. A

Jezeli W,|W,, to jedynymi wspolnymi dzielnikami wielomia-
néw W, i W, sa dzielniki wielomianu Wy, a najwiekszy wspélny
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dzielnik wielomianéw W, i W, otrzymamy, dzielge wielomian W,
przez wspdlezynnik przy najwyzszej jego potedze.

. Jeseli zaé nie jest Wy|W,, to niech W, oznacza reszt¢ z dzie-
lenia W, przez W,; wielomian W, nie bedzie wiec statg réwng 0,
a na mocy twierdzenia 1 bedzie istniak wielomian @, taki, iz
W,=Q,W,+W, Podobnie jak wyzej, dowodzimy, ze wielomiany
W, i W, maja te same wspélne dzielniki co i wielomiany Wgi W,
przy czym st W,<st W

Rozumowanie fo mozemy powtbrzyé, otrzymujge nowy wie-
lomian Wy i t.d. Powtarzanie to musi gie jednak urwad, poniewas
st W, >st W, >st W, >... Dojdziemy wiec wreszcie do wielomianu W,
takiego, iz Wiy|Wi—1. Wielomiany W, i W, posiadaja wiee to same
wspblne dzielniki, co wielomiany Wy-4 i Wi, & wiee w my#l twier-
dzenia B oraz okreflenia najwigkszego wspélnego dzielnika dwéch
wielomianéw, maja one tez jeden i ten sam najwiekuszy wip6iny
dzielnik. Jest nim mianowicie wiclomian W, podzielony przez
wsp6lezynnik pray jego najwyzszej potedze.

Mamy w ten spos6b regule wyznaczania najwiekszego wipol-
nego dzielnika dwéch wielomianéw, z ktérych zaden. nie jest stalg
‘réwna, 0, za pomocy kolejnych dzielen.

7 algorytmu tego oraz z twierdzenia 2 wynika natychmiasi

Twierdzenie 6. Wspdlorynnili najwigkseego wspdlnego daiel
wika dwdch wiclomiandw otraymuge sig #a pomoocq deiatad wymicrnyol
e wspdlozynnikéw tych wiclomiandw. W szczegdlnodei, najwighsz
wspdlny deielnik dwdch wiclomiandw o wspdlozynnikach wymiernyc:
jest wielomianem o wspdleeynnikach wymiernych.

Podany algorytm pozwala réwniez wyznaczyé effeltywni
wielomiany H, X i Y, spelniajagce warunki (8) i (9) twierdzenia 4
Mianowicie, otrzymaliémy wyzej ciag réwnogei:

Wi = QJ.Wz +W31
Wy = QzWa +Wy

W/tm«B s Qk-—2Wk~1 - Wley
W heet == Qpomy Wi

Przyjmijmy X,=0, ¥,==1, Xp==1, Yp==-—@, i wyznaczmy
dla ©==3,4,...,k—1 wielomiany A&, i Y, przez wzory zwrotne:

(12) Xy =X —Qua Xy, Y= Xpg=—Quy Xioy.

icm
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Mamy oczywiscie W,=X,W,+Y,W, i wobec (11) dowodzimy

z latwogdeiy przez indukeje, ze
Wi=X Wi+Y4W,

Jest wiec w szezegdélnodei

Wi=ZXpaWi+Y, 1 W,.

dla =2,3,...,k

(13)

~ Lecz, jak wiemy, W jest wspolnym dzielnikiem. wielomia-
néw W, i W,. Zatem wielomiany H=W; X=Xpy 1 Y=Y
istotnie speliaja warunki (8) i (9) twierdzenia 4.

Podane wzory zwrotne (12) nie tylko daja sposéb efektywnego
wyznaczania wielomianéw H, X i Y, ale ponadto dowodzg, Ze wspot-
czynniki tych wielomianéw otrzymujg si¢ za pomocy dziatad wy-
miernych ze wspélezynnikéw wielomianéw Wy i W,. Wreszcie, dzie-
lac obie strony wzoru (13) przez wspélezynnik przy najwyzszej
potedze wielomianu W), otrzymamy wyrazenie dla najwiekszego
wepblnego dzielnika D wielomianéw Wy i W:

(14) D=MW,+NW,.

Dla kazdych dwéeh danych wielomianéw Wyi W,, z ktérych
zaden nie jest staly réwna 0, potrafimy wiec wyznaczyé wielomiany
M i N, spetniajace wzor (14), gdzie D oznacza najwiekszy wsp6lny
dzielnik tych wielomianéw. ' :

Uwaga. Metoda kolejnych dzielend, jakkolwiek teoretyczhie
niezmiernie ' prosta, moze doprowadzié w praktyce, nawet dla
gtogunkowo prostych wielomiandw, do rachunkéw zmudnych i uciaz-
liwyeh. Tak np. kolejne dzielenia dla- znalezienia najwiekszego
wepblnego dzielnika wielomiandw:

W,=ab+af —at—a?+a?—o4l i W o= 625+ Bt —4a*—32? - 22—1

doprowadzaja do ulamkéw, ktérych liezniki i mianowniki maja po

kilkadziesiat cyfr?). ‘
CWICZENIR, Zualesé najwiekszy wsp6lny dzielnik wielomianéw

@8 eve Qg8 m Q08 - 82— Ta - 2 i x4 —d4x--3.

Odp.: ph—- 2o 1.

1y Por. J. A, Servoet, Cowrs & Algdbre Supérieure, Tom I, Wyd. 5, Paryz 1885,
str. 304 i 306.
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§ 5. Wielomiany wzglednie pilerwsze. 'Wie.lnmiemy W,

i W, ktérych najwiekszym wspolnym dzielnikiem jest stala 1,

nazywamy wzglednic pierwszyms. ,
Jezeli dwa wielomiany nie sy wzglednie pierwsze, to ich naj-

wiekszy wspélny dzielnik jest rézny od 1, a wige jest wielomianem

stopnia dodatniego, gdyz (w my§l definicji, podanej na str. 109)

jest on wielomianem, ktérego wep6lezynnik przy najwyzszej potedze
jest réwny 1. Jezeli za§ wielomiany W, i W, sa wrglednie pierwsze,
to na moey twierdzent 4 i B istniejs wielomiany M i N takie, iz

(15) MW, +NW, = 1.

Na odwrot, jezeli istniejs wielomiany M i N, spelniajace wzor
(15), to wielomiany Wy i W, sa wzglednie pierwsze. Intotnie, niech 1y
oznacza najwiekszy wspdlny dzielnik wielomianéw W, i W, Mamy
wiec D|W, oraz D|W,, skad, wobee (15), D|L. Dowodzi to, w mygl
definicji podzielnogci wiclomiandw, ze D jest staly, & Zze w myil
definicji najwigkszego wspdlnego dzielnika dwdch wielomiandw, jest
to wielomian o wspélezynniku 1 przy najwyzszej potedze, wiee
D=1. Mamy zatem

Tuvierdzenie 7. Na to, 2eby wielomiany Wy i Wy byly weglednie
pierwsze, potrzeba i wystarcea, aby dstnialy wielomiany M i N takie,
1w MW, +NW,=1L.

Najwiekszy wspélny dzielnik dwoéeh wielomianéw Wy i W,
hedziemy oznaczali przez (Wy,W,). Wzér

(W3, Wy) =

wyraza wiec, ze wielomiany Wy i W, sg wzglednie pierwsze.

Warunek konieczny i dostateczny na to, aby dwa wielomiany
byly wzglednie pierwsze, daje sie tes wyrazié przez przyréwnanie
do zera pewnego wyznacznika, utworzonego z ich wspotezynnikéw.,
Udowodnimy w tym celu nastepujacy

Lemat, Na to, zeby wielomiany W, stopnia m =0 oraz W,
stopnia n>0 nie byly weglednie pierwsze, polrzeba ¢ wystarcea, idby
ietniaty wielomiany Vy stopnia muniejszego od m oraz Vy stopnia mnies-
szego od n, & kidrych jeden praynajmmnief nie jest staly réwng O, pray ozym

(16) ’ W1V2m3WaV1_

icm
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Dowéd. Jezeli wielomiany Wi W, nie sg wzglednie pierwsze,
to ich najwiekszy wspdlny dzielnik D jest, jak widzielidmy (str. 112),
wielomianem stopnia dodatniego i mozemy napisaé

(17) Wl :DVI, Wz :DV2,'

gdzie V, jest wielomianem stopnia mniejszego od m, za$ V, stopnia
mniejszego od n, przy czym zaden z tych wielomianéw nie jest stals
réwng 0, gdyz nie sg statymi ani Wy, ani W,, jako wielomiany stopni
dodatnich. Wobec (17) znajdujemy natychmiast wzér (16), podany
w lemacie. Warunek jest wiec konieczny. :

Na odwrét, jezeli wielomiany W, i W, sg wzglednie pierwsze,
to w mysl twierdzenia 7 istniejy wielomiany M i N, takie iz
(18) MW, +NW,=1.
Gdyby istniaty wielomiany V, stopnia mniejszego od m oraz V,
gtopnia mniejszego od n, dla ktérych zachodzi réwnogé (16),1 gdyby
co najmniej jeden z nich, np. ¥y, nie byl staly réwng 0, to wo-
bec (18) i (16) znaleZlibyémy: :

Vi = (MW, +NWy)Vy = (MV, +NV,) Wy,

co nie jest mozliwe, gdyz stV,<m=st W,. Warunek jest wigc za-
razer dostateczny, c. b. d. o.
Zatbzmy teraz, Ze mz=n i niech:

Wy = Wy(x) = ag@™+ ay 3™+ ... + G,
Wy = Wy(a) = bt + by" + ... + by

Na to, zeby istnialy wielomiany V,; stopnia mniejszego od m
oraz V, stopnia mniejszego od n, z ktérych co najmniej jeden nie
jest stats réwng 0, spelniajace réwnodé (16), potrzeba wiee i wy-
starcza, zeby istniato m—+n liczb Py -y Py 1 Qg3 % ktd-
rych jedna co najmniej nie jest zerem, a przy tym takich, izby za-
chodzila, réwno$é wielomiandéw:

(@ @™+ ag@m =t A o+ a,) (42" + 4 2 4L g )=
= (" 4 byt . D)) (Pt p @2+ 4D, y)

ezyli — innymi slowy — liezb spelniajaceych uklad m-n réwnan
linjowych jednorodnych:

W. Sierpifiski. Zosudy Algebry Wyisze]. 8
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ay gy~ bypy =0,
By Gy -+ a9y —b Py —byp, =0,
"am ql) +a’m—-—-1 ql + oo '-|~“111-—n~]~1qn~~~1m bn -/pm-«-n—— bl’l» - 2in -n-f 1mw' e bi T) m-=1 = O’
“a’mql .-I—am——iqz +- +alll —-1L+2qn v-v-lmbup menpl bl:~~» 1pm e b:’,p -1’ ””0)
“amqn~;1 - bnpm--i =0.

fﬂ Lecz, jak wiemy (ob. Rozdziat IXL, §6, tw.6, str. 50), na to, zeby
'ten.uk}ad réwn.aai (0 .niew‘im"iomyeh ~Dos —-7)1,:..,»“[’,}“;_.1, o gy +++y 01
posiadal rozwiazanie niezerowe, polrzeba i wysturcza, izhy jego
wyznacznik

G 0 « . . . 0 b O . . .. . . .0
@ a, 0 . . . 0 by by 0. . N ¢
Uy « Ay 0 . . 0 Dby by O . 0
ag 0 . 0 be O . . 0 ‘
a, 0 0 by O 0 E
. . - . [l . L] 'w
ag by by 0 . . 0 E
a b, by 0. 0 ||F
Uyt Y 0, . by
@y, 0 . 0 b, e by
0 a, . 0 C b b
0 0 a, 0 b, ... ||
0 0 a,. 0 R 0 b" §
0 Uy 0 . A A
. . . . g
0 0 a,’ 0 0,
n» kolumn m kolumn

byl‘réwny zeru. Mamy zatem

Twierdzenie 8. Nao to geby wiclomiany agy" -+ et |-, - U
orag byt byt - b, byly weglednie pierwsee, polrascha i wy-
starcea, by wysnacenil A (stopnia m--n) byl rdény od zera.

Jako prayklad, weimy dwa wielomiany stopnia drugiego:

Qo awtay 1 byt | b |- by,
0 A 1

icm
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Najwiekszy Wspélny dzielnik wielomianéw.
Na to, zeby te wielomiany byly wzglednie pierwsze, potrzeba
i wystarcza, izby bylo

a, 0 by 0
a4y g by by
ty @y by by
0ay, 0 b,

4= +0,

«<zyli, aby bylo
(@yha=—sbg)? + (a1y—agby) (G1by—asb1) # 0.
Inny przyklad: warunkiem, aby wielomiany
ao%® + 0,8 - Gy + g i bo® + by + by

Dbyly wzglednie pierwsze, jest

a, 0 by 0 0
a; ag by by O
@y oy by by by |F 0.
@y 0y 0 by by
0 a; 0 0 b,

4 =

Uwaga. Jezeli wielomiany f(w) i g(z) o wep6lezynnikach catkowitych sa
wigladnie pierwsze, to niekoniecznie przy calkowitym a liczby f(a)ig(a) sa wzglednie
pierwsze; np. wielomiany f(#)=x+6 oraz gw)=» sa wiglednie pierwsze, ale
f(3)==0 oraz g(8)=3 nie sa wzglednie pierwsze.

§ 6. Najwiekszy wspélny dzielnik wielu wielomiandw.

Twierdzenie 9. Jeseli Wi, Wy i@ Wy sq wielomianami takimi,
z‘e (W11W2) ::1 7; Wll‘W2W37 to .VV'II‘W?,'

Dowod. Jezeli (W, W,)=1, to w my$l twierdzenia 7 istniejg
wielomiany M i N, dla ktérych zachodzi wzér (15), skad, mnozac
przez W,, otrzymujemy:

(19) Wy = MW, Wy+NW,W,.

Jezeli nadto W, |W,Wy, to W, jest oczywiscie dzielnikiem kaz-
dego ze skladnikéw prawej strony wzoru (19), skgd W,|W,, c. b. d. o.

Twierdzenie 10, Jeseli Wy, Wy i W, sq wielomianami takimi,

8*
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Dowoéd. Skoro (W, W,)==1 oraz (W,Wy)==1, to w my#l twior-
dzenia 7 istniej, wielomiany M, N, P i @ takie, 2 MWy +NW,- -1
i PWy+QW,=1, skad, mnozge stronami:

(MPW,+MQW,+NPW)Wy FNQW, W,y -1,

co dowodzi w my$l twierdzenia 7, ze (W, W,Wy)=1, ¢. bod. o.
Powréémy jeszeze do twierdzenia b Daje si¢ ono z latiwodeiy
uogélnié, jak nastepuje:

Twierdzenie 4%, Jeseli jeden co najmmwiej z wiclomicndw
Wy Way ooy W (gdzic m jest dang liczbq naturalng ) mie jest stuly
réwnaq zeru, to istnieje wiclomian H taki, i3

(20) ' HIW, dla & 1,210,

pray  oxym dla odpowiednio dobranych wiclomiandw XXy, Xy
zachodzi rownosd

(21) H o WXy b WXy b b WX

Dowbd tego twierdzenia jest taki sam, jak twierdzenin i:
bierzemy spodréd wielomiandw postaci (21), nierdwnych stalej v,
ktérykolwiek mozliwie najnizszego stopnia i tak samo, jak w twier
dzeniu 4, dowodzimy, ze spelnia on oba zgdane warunki.

Dla efektywnego wyznaczenia wielomiandw X, Xy, ...\,
nalezatoby zastosowad indukeje. Mianowicie, potrafimy wyznuczy ¢ ¢
wielomiany dla m=2. Zalézmy, ze potrafimy to zrobi¢ dla danege
naturalnego m i niech Wy, Wy, ...,Woy, W1 oznaczajy m -1 danyel
wielomianéw, z ktéryeh co najmniej jeden, np. Wy, nie jest staly 0
W mysl zalozenia, potrafimy wyznaczyé wielomiony Xy, Xy .., .Yy
spelniajace wzory (20) i (21), przy czym wielomian H, jak wiemy
nie jest staty 0. Potrafimy tez wyznaczyé wielomiany K, Y, i Y
takie, iz
(22) K|H, K|W ity
(23) K == H Yy AWt Y

Wrzory (22)1(20) dajg natychmiagt K
zaf wzory (23).1 (21) dajg:

If ey VV],XTL Y1 "”I"' Wﬁ A’Q Y‘[ ’l"" ‘e '”l““ VW"[,.\’," Yl | W"; |1 7Yﬁ|

fZaAs'gém wiellomiﬁny; XY, Xo Yy, X Yy 00 Y, spelniajy sydane
warunki dla wielomianéw Xy, X, .0 X 1.

*

Widla da= 1,8, 0 niy me 1,

7§87 Najmniejsza wspblna wielokrotnogé wielomianéw. 117

‘Wreszeie wielomian H, speiniajacy twierdzenie 4", jest,
jak latwo wykazaé, takim wspélnym dzielnikiem wielomianéw
Wi, Wayoory,Wa, ktéry jest podzielny przez kazdy inny wspolny
dzielnik tych wielomianéw. -

Podzielony przez wspélezynnik przy najwyzszej potedze zmien-
nej @, nosi on nazwe najwigkszego wspdlnego dzielnika wielomiandw
Wy, Woy ooty W

§ 7. Najmniejsza wspélna wielokrotno§é wielomia-
néw. Jezeli wielomian W jest podzielny przez kazdy z wielomia-
néw Wi, Ws,...,Wn, to nazywamy go wspéing wrelokrotnodeig wielo-
miombw Wi, Way ..o, Wi ‘

Jezeli zaden z wielomianéw Wy, W,,...,W, nie jest stala 0,
to istniejy wspélne wielokrotnogei tych wielomianéw, réwniez nie
bedace staly 0 (np. ich iloczyn). ‘ o

Spogréd wszystkich wielomianéw, ktére nie sg stalg 0'i 88
wsp6lnymi wielokrotnoseiami wielomianéw Wi, Wy, ..., Wy, WezZmy
ktérykolwiek, mozliwie najnizszego stopmia; niech to, bedzie wie-
lomian N. Wykazemy, ze N jest dzielnikiem kazdej wspolne] wielo-
krotnogei wielomianéw Wy, Wy, ..., W o bt

Istotnie, przypuéémy, ze wspélna wielokrotnosé W “wielo-
mianéw Wq,W,,...,W,, nie jest podzielna przez N. Niech @ oznacza
iloraz, za$ R reszte z dzielenia W przez N. Byloby wiec ’

(24) W =QN +R,

przy ezym st R< st N, oraz R nie byloby stala 0. Wzér (24) daje

R-—-W—QN, co wobec W|N oraz W,|W dla i=1,2,..,m (gdyz N

i W sg wspbélnymi wielokrotnogeiami wielomianéw Wy, Wy ooy Wa)

dowodzi, ze W|R dla i=1,2,...,m. ‘Wielomian B bytby wiec wspoing

wielokrotnogcia, wielomianéw Wi, Wo, ..., Wy, stopnia nizszego od 8t W,

o ktérym zalozylismy, Ze jest z mozliwych najnizszy.
Udowodnilidmy wiec

Twierdzenie 11. Dla kasdej skotczone] liczby wielomiandw,
2 ktdrych saden mie jest stalq 0, istnieje taka ich wspdlna wielokrotnodd,
ktéra jest dzielnikiem Lagdej innej wspdlnej wielokroinoses tych wielo-
MEAncw. "

Nazywamy ja najmniejseq wspolng wielokrotnosciq tych wielo-
mianow.
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CWICZENIA, 1. Dowiesé, ze przy naturalnym n wielomian
" (o D™ - 1

jest podzielny przez (z— 1)% Wymaczyé iloraz.

0dp.: na™ 14 (n— 1) ... 308 20+ L.

2. Dowieté, ze przy naturalnym n wiclomian (&;”w-l) (@ L1y (@t ]y

jest podzielny przes wiclomian (w—1) (&?~-1) (@*~-1) 1),

§ 8. Wzér Taylora dla wielomiandéw jednej zmienne].

Pochodng wielomianu f(z)=W(x), gdzie W(e) oznaczs wielomian

(1), okresliliémy na str. 105 czysto formalnie, bez pojecia granicy,

jako
(25)

moeca wzoru zwrotnego:

wielomian
() = magpn=t - (1 — L) @@ # -4 s o et

Pochodne wyzszych rzeddédw okreslamy przez indukeje za po-

k() (@),

6.3, (k--1)-s2a pochodna wielomianu f(a) jest pierwseq pochodng jego

k-tej

pochodne].
Bedzie wiee:

7 (@) == m(m—2L)agw 2 4 (1) (M ~—2) by B8 o} oo 2 Letyn

i ogdlnie:

(26)

(@) = 1 [{77) aowmio (" o+ (] ]
. . ?

. m .
gdzie ( 7’) ornacza wepblezynnik newtonowski

S g s

(‘“‘L> ) e (= )l
1.2, Jlm—j)t"

i)= S

W szezegblnodel, pochodna wielomianu, bedaocgo staly, jest ze-

rem. Poniewas zad, w mygl wzoru (26), mamy dla wielomianu (1)

wiec:

0 (@) == mlay,

Wszystkie pochodne wiclomianu f(x), ktérych rzqd jest wyéssy

od stopnia wielomianu, sq rdwne zeyu.

[—

" R .
) Gauss dowiddl, #e przy wezelkieh nntnralnyeh w i & wiclomiun

! 1 g . )
(@"=1) (@" 1) .. @1 1) jest podzielny praca wiclomian (1Y (P )i (e 1),

icm
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Wobee wzoru (25) mamy:
H@ b)) =ay(@ +h)"+ ay(x-+ )"+ ... + Omr{@ D)+ O =
=l [m"‘—{— ("{") o™ h+ (I’g) om2h% 4.+ (ﬁ) h’"] +
+ al[wm—i +(’””1_1) P (”’”;1) w2 L. +m:-‘i)hm“1]+. .
o T Omi[B+R] A+ Om =
= (a@™+ a4 ... 4+ am) +
e
+ h2[(q;z) A2 (m:z—l) a3 —{—(g) amag] —}-...—l—h"’(%) gy
zatem w mysl wzoréw (25) i (26):
@7)  f@+R) =1@)+ 1 @)+ (@) gy 1)

Zastepujac w tej tozsamogci o przez a, zas h przez x—a, otrzy-
mamy nows tozsamogé: ‘
(—a)"

(98) o) = @)+ T @)+ )+ P ).

m!

Jest to wzdr Taylora.

Zastepujac we wzorze (27) » przez h i na odwrét, otrzymujemy wzér:
2 m
ot B) = [(R) -+ 1)+ g7 )+ ooy £ )

Niech f(z) bedzie wielomianem o wspélezynnikach rzeezywistych. Dla
dostatecznie wielkich k liczby f(h), j’(h),...,f(’")(h) majg ten sam znak co g, Wy-
nika stad, ze liczbe h mozma tak dobraé, aby f(x--R) bylo wielomianem wzgle-
dem » o wspGlezynnikach, ktére wszystkie maja ten sam znak (taki jak a,).
Stad wniosek, ze znajdywanie pierwiastkéw wielomianu o wspélezynnikach
rzeczywistych daje mie zawsze sprowadzié do snajdywania pierwiastkéw wielo- .
mianu (tego samego stopnia) o wsp6iczynnikach dodatnich.

GWICZENTIA. 1. Dowieéé, ze dla naturalnych m, » i k:
)2+ =)
2. Dowie&é, ze dla naturalnych m i k:
(l}z) + (Io—kl—l) + (70—{7-2) ot (k;m) - (k—;_alv_bil) .
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3. Dowiedé, ze dla naturalnych m:
m\* | [m\* m\® _ (2m
(0) "F(l) et (m) - ( m)'
mn

Wskazdwka: przy o« ow

(14-2)™ (L -+m)™ oraz (1-+@)*", korzystajue ze wzorn ( Ir) (,ml’_" %7}'

Poréwnaé  wapdlezynniki rozwinigeineh

4.1) Dowiedé (przez indukeje), %e dla naturalnych am:

AT S L

2 gl LRV
(a”-t-ab-+b%) m m'm m'

gdzie:

L)
b ('rill) amp e ("‘g‘) =4 p2 . (')‘7 ) a4 pd. ( Ig/ )u‘m by

Przy pomocey tozsamodei A. Gérardin’a:
(0P --ab -h2)4 = (@t - H ) (R Bab)r ) (Bab -} 0,

wyprowadzié stad, Ze:

N (@ 420, b )b (20 b

( ‘m’ m m mom
&

“ 2(0® ab b2y - b% )4,

m-m m

8. Udowodnié tozsamodé:

[29 63210 ot 1)2 gBucnee 16 ofe [ 2058 (210 ] 205 .
+[24..,..23 5&(210 ,_.1)2.»5]5 e [345(] wzm znp et

CLP o [2BBE(210en ] Y8 e QAT
2(280—.1). (Chowla),

§ 9. Plerwiastki wielokrotne wiclomianu.

Twierdzenie 12, Wiclomian f(o)
podeielny praer (x-—a)t, jeseli

(29) fla) =0, f(a)=0, ...,

b.9. jegeli a jest wspdlnym pierwiasthiem wielomianu f(@) orag k—1
kolejnych jego pochodnych.

jest wiedy 1 tylko wiedy

/'(/tml)( CL) 07

Dowdd. Dostatecznosé tego warunku wynika natychmiost
ze wzoru (28), koniecznodé zad udowodnié mozna, juk nastepuje.
Jezeli f"(a) jest pierwszy z liczb ciggu fla)y 1'(a)y 1 (a@)y..y KtiGra
nie jest zerem, to wobec (28):

) = @ 10 () 4 w—a (),

) A. 8. Bang, Mathematisk Tiddskritt, Tom 18 (1840) str, 6265,

icm
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gdzie Q(s) jest wielomianem; dowodzi to, ze (B=4 a) fP(a) jest

reszta z dzielenia f(z) przez (v— )
FP(a)==0. Wielomian f(z) nie jest wiec podzielny przez (z—a

'ito reszty roznad od zera, skoro
)P+1

Jest on jednak podzielny przez (x—a)*, zatem p-+1>F, sk@d k<p,

ezyli (wobec definieji liczby p) fla) =f'(a) = ... = f&D(a) = 0.
7 twierdzenia 11 wynikajg nastepujace 'WnlOSkl.

Wniosek 1. Jezeli wielomian f() jest podzielny praez (x—a)k,

1o jego pochodma f'(x) jest podzielna przez (z—a)t—1.

Bowiem przyjmujge ¢(z)=f'(z), otrzymamy:
() =

1'(2), 1&(@), ,

Jezeli f(x) jest podzielne przez (z—a) to, w mysl twierdzenia 11
i (30) b@dzie

fe=51a)

?'(@) = »(@) =

p(a) =9¢'(a) ——tp (@) = . = glt=A(q) =0,

co, w my§l twierdzenia 11, dowodm, e p(w) jest podz1elne przez
{x—a )1, . .
Odwrécenie tego wmosku me Jest prawdznve Np Wleloxm.;m
f(z) =1--a% nie jest podzielny przez #?, ani nawet przez x, mimo 7@
jego pochodna f'(z) =32 jest podzielna przez x2. Natomiast mamy

i iy

Wniosek 2. Jeseli a jest pierwiastkiem wielomiany f(x), t.2n.
jeseli (@) =0, i jezeli jego pochodna f'(x) jest podzielna preez (x—a)*,
gdeie & jest liczbq naturalng, to f(x) jest podzielne preez (x—a)t.

Dla k=1 wniosek ten jest oczywisty, gdyz wobec f(a)==0
f(z) musi byé podzielne przez z—a na mocy twierdzenia 3, §2,
str. 107. Jezeli zag k>1 i @(z) jest podzielne przez (z—a)t, to
w my§l twierdzenia 12 mamy réwnodei (31), zatem wobec (30)
i wobec f(a)=0, zachodzg réwnosci (29), a przeto, w mysl twier-
dzenia 12, f(x) 3est podzielne przez (z—a)k. i

Liczbe o nazywamy k-krotnym pierwiastkiem f(w), jezeli f(w)
jest podzielne przez (x—a)*, lecz nie jest juz podzielne przez (z—a)F+1.

Pierwiastki co najmniej jednokrotne nazywamy po. prostu
pierwiasthami f(x). :

Jezeli a nie jest pwrwmstkmm wielomianu flz), to mozemy
powiedzieé, ze a jest 0-krotnym pierwiastkiem wielomianu f(2).
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Udowodnione dwa wniogki z twierdzenin 12 dajg nastepujgee

Twierdrzenie 13. Na lo, seby pierwiastel o wiclomionw f(a)
byt k-Trotny, gdzie & jest liczby naturalng, potrzeba @ wystarcza, @by o
bylo (ke—1)-krotmym pierwiasthiem pochodnej ['(@).

/é !9) Pozbywanie si¢ pierwlastkéw wielokrotnych
wielomianu. Udowodnimy teraz

Twierdzenie 14, Jeseli d(x) oznacza najwigkszy wspolny
drielnik wielomiondw f(x) ¢ f'(w), to wiclomian @@) = (Q((I;))
wszystlie te i tylko le pierwiasthi, ktdre sq pierwiasthami wiclomiany
(@), pray ceym kasdy jest pierwiastkiem jednolrotnym wiclomianu o).

Dowédd. Z tego, ze g(@)|f(x), wynika, ze¢ kazdy pierwinstelk
wielomianu p(2) jest pierwiastkiem wielomianu f(a); wystarczy wige
dowiedé, zo kazdy pierwiagtek wielomianu f(e) jest jednokrotnym
pierwiastkiem wielomianu g(x).

Niech a Joznacza pierwiastek wielomianu f(@), o k jegc
krotnogd. 'W mysl twierdzenia 13, a jest wioe (b—1)-krotnym pier
wiastkiem wielomianu f'(x). Wialomim f'(@) jest zatem podzielny
przez (@—a)t-1, ale nie jest podzielny przez (z-—a)k. W‘yniksn Hi}'cld(il
%e najwiekszy wspélny dzielnik d(w) wielomiandw f(@) i f'(w) jes
podzielny przez (w—a)t1, lecz nie jest podzielny prw, (.nw-a)ﬂ
Zachodzi wiee réwnodé d(w)=(w—a)—g(x), gdzie g(a) jost wiclo
mianem niepodzielnym przez w—a, dla kiérego zatem g(a)s=p0
Wobec p(e)=f(e)/d(w) mamy wiee f(w)="d(@)p(@)= (@—a)t 'g(@)p(

Gdyby bylo @(a)==0, mielibysmy g(a)p(a)==0 i wiclomia
g(@)p(w) nie bylby podzielny przez o —a. Przoto wiclomian j(a
nie bylby podzielny przez (w—a)t, wbrew zaloZeniu, ze o -jes
k-krotnym pierwiastkiem wielomianu f(x). Musi wiec byé g(a)-:(
Liczba « jest zatem pierwiastkiem wielomianu ().

Gdyby a nie bylo jednokrotnym pierwiastkiem wiclomianu
p(x), to @(x) byloby podzielne przez [(w—a)? i, z uwwagi na to, ze
d(w) jest lpodzielne przez (x—a)t!, wynikaloby, ze f(w)= d(x)p(x)
jest podzielne przez (w—a)tt1, whrew zaloZeniu, ze a jest k-krotnym
pierwiagtkiem wielomianu f(@), Liczba a jest wiee jednokrotnym
pierwiastkiem wielominnu g(x).

Udowodnilidmy zatem twierdzenie 14,

Jak wiemy z tw. 2, wapdlezynniki wiclomianu d(a) polrafimy
obliczyé za pomocy dzialatl wymiernyeh, jezeli dane wg wspdlezyn-

posiade
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niki wielomianu f(z). Zatem dla kazdego danego wielomianu f(z)
potrafimy za pomocs dzialan wymiernych na jego wspétezynnikach
obhcz,yé wspotezynniki wielomianu @(z). Twierdzenie 14 pozwala
wiec sprowadzié badanie pierwiastkéw kazdego wielomianu do ba-
dania pierwiastkéw wielomianu, nie wyzszego od niego stopnia, ale

majgcego same tylko pierwiastki jednokrotne.

§ 11. Rozklad wielomianu na czynniki liniowe. Wnioski.

Twierdzenie 15. Jeseli ay,ag,...,ap S¢ r03nYymi pierwiasthams
wiclomianu f(x), to wiclomian ten jest podeielny praez

(B—0qy) (@~atg) . .+ (B—a).

Dowé6d. Niech ay,ay,...,ar bedg réznymi pierwiastkami wie-
lomianu f(z). W my§l twierdzenia 3 wielomian f(x) jest podzielny
przez &—a,, czyli zachodzi réwnosé: ]

(32) f(@) = (2—a) fo(®),
gdzie f,(x) jest wielomianem.

Skoro a, jest pierwiastkiem wielomianu f(z), wige flay)=0
i wzér (32) daje (ay—ay)fi(ag)=0, co wobec zalozenia, Ze a0y,
daje fi(a;)=0. Liczba a, jest wiec pierwiastkiem wielomianu fi(@)
i, w my§l twierdzenia 3, wielomian f;(@) jest podzielny przez £—oy;
wynika stad, ze

(33) fi(®@) = (2—a,) fo(@)
gdzie fy(x) jest wielomianem. Wobec (32) i (83) jest wiec
(34) f#) = (w—a) (3—as) f5(®)-
Poniewaz a, jest pierwiastkiem wielomianu f(z), réznym od oy
i 0y, Wige mamy f(as) =0, zatem na mocy (34) (ag—ay)(ag—ay)folag) =0,

€0, wobec og==ay 1 a3=|= s, daje folag)=0 i dowodzi, W myél twier-
dzenia 3, ze Wlelonuan fo{@) jest podzielny przez z—a;, ezyli ze

(35) fa(w) = (@—as) f(2)
gdzie fy(x) jest wielomianem. Wzory (34) i (35) daja
f(@) = (@—0y) (B—as) (2—a5) fo(@)-
Rozumujac w ten sposéb dalej, dojdziemy do wzoru
(36) 2) = (0—a) (©—ay) ... (0—a)(2),

gdzie fy(x) jest wielomianem (oczywifcie stopnia m—Fk). Twierdze-
nie 15 wynika bezposrednio ze wzoru (36).
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W H/m?og()]noéci, jezeli k==m, t.j. & jest réwne stopniowi wielo-
mianu (@), to fu(@) jest stalay; przez poréwnanie po obu stronach

wzoru (50) wspélczvumkc’)w pray najwyzszych potegach » wn gsimy,
ze stala ta réwna jest a,. Mamy wiee:

Twierdzenie 16. Jeseli licaby g,y .., tn 8¢ 1763RYMI pier-
wiastkami wielomianu F(®) == ag@™ -t @™ Ao A=y 10
(37) F(@) == ag(@—oty) (0-—ttg) +

Liczby oy, 09,y 0 88 WOwezas wezystkimi pierwiastkami
wielomianu f(»). Jezeli bowiem f(a)==0, to, W my8l wzoru (37),
mamy ag(a—ay) (e—og) .. (@—ay) =0, ¢0 wWobee @y==0 moze zacho-
dzié tylko wéwezas, gdy a jest jedng z liczb oy agy...,ay.

Wynika stgd

o ()

Twierdzenie 17, Wiclomian m-go stopnia (gdeic m.=1) nic
mose posiadaé wigeej nig in rdémych pierwiasthdw.

Juko wniosek stad otrzymujemy

Twierdzenie 18, Jedeli wiclomian agn™ g d-b o Aty ma

wigeej nig m rdémych pierwiastkdw, to ay= Gy Gy O,

Dowdd. Gdyby bylo a,==0, gdzie k jest jedng z liezh 0, 1,2,...,m,
to wielomian ag@™ +a@™ 1--...+-a, albo bylby staly rozng od 0
albo tez wielomisnem stopnia niewigkszego od m, majacym wigee
niz m pierwiastkédw, whrew twierdzeniu 17.

Z twierdzenia 18 wynika nastepujacy

Wniosek., Kazdy wielomian jedne] eamienne] stopnia dodalnieg
moze byd tylko w jeden sposdb przedstawiony w postaci

W™ @™ A i@ - G

gazie m jest liczbq naturalng, gus ag,ay,..
od @, pray. cym ay==0.

Innym wnioskiem z twierdzenia 18 jest:

Twierdzenie 19. Jeseli dwa wielomiany stopni m i m, gdeie
mzn, prayimuje réwne wartodei dla wigeej wiz m réénych wartodel ,
to odpowiednie wspdlezynniki tych wiclomiandw sq sobw rdwne, ten.
wielomiany le sq memyczw

Dowéd. Zatézmy, ze wielomiany f(x) i g(w) aﬂg oha H‘l.()“pniw
niewigkszego niz m i ze fl) -~ g(w) dli ng('v] niz m roésnyceh wartodel
zmiennej ». Wartodei te sy plerwinstkami wiclominnw f(m)--g(@)
stopnia niewigkszego od m. Stosujae do tego wislomianu twierdze-
nie 18, otrzymujemy zgdany wynik.

am sq licebami niezaleinym
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Rozklad wielomianu na czynniki linowe.

Twierdzenia 15-19 wyprowadziliémy elementarnie, nie korzy-
stajge z zasadniczego twierdzenia Algebry (Rozdziat VII, § 2, str. 100).
W myél tego twierdzenia kazdy wielomian zmiennej zespolonej 2
(38) f(2) = agz™ 4 az2™ 1+ ...+ @pi? 4= Om
stopnia m>1 o wspbélezynnikach zespolonych posiada co najmniej
jeden (zespolony) pierwiastek. Istnieje zatem liczba zegpolona 2y,
taka iz f(z)=0. Wielomian f(2) jest wiec podzielny przez z—2;
i zachodzi wzor :

f(2) = (z—1) f1(2),

gdzie f(2) jest wielomianem stopnia m—1, majacym przy zm
wsp6lezynnik a,.

Jezeli m>2, to f,(») jest wielomianem stopnia co-najmniej 1,
a wiec, znowu w my$l zasadniczego twierdzenia Algebry, posiada
co najmniej jeden pierwiastek (zespolony) z,. Mamy wiec fi(2,)=0
i mozemy przyjaé

fi(z) = (#—23)f3(2),

gdzie f,(2) jest wielomianem stopnia m—2. Rozumujazc tak dalej,
dOJdmemy wreszcie do wzoru

fm——Z(z) = (z—zm*-l)fm——l(z)?
gdzie fn—1(2) jest wielomianem stopnia 1, majacym przy 2 wspol-
czynnik ag, czyli fu—1(2) =ae2 +b lub, przyjmujac 2,= =—b/tq,

fz) =
Uwzgledniajae kolejne wzory na f(z),/i(2),...

< (2—&m) Qg
,Im(?), otrzymamy

(39) f(2) = ag(z—2;) (8—25) ... (#—2m)-

Mamy zatem

Twierdzenie 20. Kazdy wiclomian stopnia m-go jest iloczy-
nem m caynnikéw lintowych (zespolonych) i stalej, rdénej od 0.

Ze wzorn (39) wynika natychmiast, ze liczby 2,2 ...;%m 5%
pierwiastkami wielomianu f(z); wielomian ten nie posiada przy tym
innych pierwiastkéw, gdyz jezeli f(2)=0, to jeden co najmniej
z czynnikéw prawej strony wzoru (39) musi byé réwny 0, a ze @30,
wiee przy pewnym %k z ciggu liezb 1,2,..,m musi byé z—2=0
ozyli 2=z, Pierwiastki #,%,,...,ém niekoniecznie jednak sg rézne.
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W §9 (zob. str.121) wprowadzilismy pojecie krotnodei pier-
wiastkéw wielomianu f(z). Jezeli réznymi pierwiastkami wielo-
mianu f(2) 8g tylko pierwiastki 2y,2p ...y %y PTZY CZYIM 2 jest ky-krot-
nym pierwiastkiem tego wielomianu, @, ko-krotnym, ..., wresscie z,
kp-krotnym pierwiastkiem, to w rozwinieciu (39) bedzie & czyn-
nikéw réwnych (z—2y), by czynnikéw réwnych (2-—2y),..., Wreszcie
k, czynnikéw réwnych (2—=2p), zatem bedzie

(40)
przy czym

f(2) == ayle—a) He—ey)". . . (a=2))"7

fog A= Tog b oo Ak ==

Uwzgledniajac krotnodé pierwiastkéw iozemy wige wypo-
wiedzied

Twierdzenie 21. Kaddy wielomian ma tyle pierwiasthdw, ile
wynosi jego stopieh, pray ceym katdy pierwiasick liczony jest tyle
razy, ile wynoss jego krotnodd.

Ze wzoru (39), po rozwinigeiu jego prawej strony wedlug po
fieg 2, otrzymujemy:

f(#)

= aozmma/o(z]. '}‘zg o zm>zm_1 ‘I“

-+ “o(zxzz + 212 T zmmlzm) N ("“‘1)"‘“03133 e Ry

skad,
nanie
daje:

wobec (38) otrzymujemy tozsamofé, ktéra, przez przyréw
wsp6lezynnikéw przy réznych potegach z po obu stronach

' ty
I P TR o M
o

21 12 b e F Bt =

“os 7 m
{41) o
Gm

e B = (— 1)
R12g .ee B == (—1) %

Sg to zwigzki miedzy pierwiastkami wielomianu
a jego wepo6lezynnikami. '

* Pozwalajg one zbudowad wielomian o dowolnie danym ukladzie
pierwiastkéw, majgeych dowolnie dane krotnofei., Dowodzg one te,
ze wspolezynniki wielomianu, w ktérym wspotezynnik pray najwyz-
szej potedze jest réwny jednosci, sg wielomianami, a wige funkejumi
ciggltymi pierwiastkéw. Mozna dowiedé, %o i na odwrdt, pierwiantki
wielomianu sg funkejami cigglymi jego wspdlezynnikéw,
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Rozklad wielomianu na ezynniki liniowe.

Zachodzi mianowicie :
~ Twierdzenie 1), Jedli wielomian stopnia mz=1l o wspdélezynnikach zespo-
lonych
W) = a@™ + a@™ * + ... +a, 2+a,,
gdzie a,=0, rozwija si¢ na ceynniki liniowe (wéréd kidrych mogaq byé 4 réwne)

[@)= ag(z—2,) (2—2,) ... (2 —2,,),

1o dla kasdej liceby rzeceywiste] e>0 istnieje liczba reeczywista 6>0, taka se kasdy
‘wielomian

V(z) = b +be™ o + b, 2D,
Ttérego wspdlozynniki sq liczbami zespolonymi, spelniajacymi nierdwnodei

|br—ar| < ¢ dla k=0,1,2,...,m,
daje rozwiniecie na czynniki liniowe
V(z) = o(z-——tl) (r—1t,) ... (1),

gdzie ty sq liczbami zespolonyma, spelniajgcymi nierduwnodes

[tr—2p| < & dla k=1,2,...,m.

Jezeli, w szczegblnogci, f(2) jest wielomianem o Wspélczynnikach"w

r'zeczywistych, to oznaczajgc przez z' liczbe zespolong, sprze-
zong, z liczbg 2, mamy, jak wiadomo (Rozdziat VI, § 4) [f(2)]"=f(¢")
i wzér (40) daje wobec wilasnodei dziatari na liczbach sprzezonych
OTAZ WZOTU @)= t: ' '
f#") = agle’ —ah)(a'—8)" . . . (2'—2;)'
przy wszelkim zespolonym z. Zastepujac 2 przez z’, bedziemy wiec
tez mieli przy wszelkim zespolonym z:
flz) = aglz—ai)1(e—)" . .

Mamy zatem/

. (z—z},)kp-

Twierdzenie 21. Jeseli liczba zespolona w jest k-krotnym
pierwiastkiem wielomianu o wspdleeynnikach rzeczywistych, to sprze-
sona & nig liczba u' réwnies jest k-krotnym pierwiastkiem tego wie-
lomianu.

Pierwiastki zespolone (nierzéczywiste) wielomianu o wsp6l-
czynnikach rzeczywistych sg wiec parami sprzezone, skgd wynika,
7e liczba ich jest zawsze parzysta i to niezaleznie od tego, czy przy
liczeniu pierwiastkéw bedziemy uwzgledniali ich krotnosci, czy nie.

1) Dowéd tego twicrdzenia, jakkolwiek elementarny, jest doé diugi. Znaj-
dzie go czytelmk w mojej Analizie, Tom I, Czesé l-sza, Wyd. 2-e, Warszaws
1923, § 67, tw. 76, str. 211-218. :

o
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Poniewaz przy uwzglednieniu krotmofei pierwiastkéw wielo-
mian o wspétezynnikach rzeczywistych stopuia. nieparzystego po-
giada nieparzysts liczbe pierwiastkéw a — jak widzielifmy przed
chwila, — liczba jego pierwiastkéw zespolonych jest parzysta, wiec
otrzymujemy

Wniosek 1. Kaidy wielomian stopnia nieparzystego o wspdl-
caynmikach rzeczywistych posiada co najmmie] jeden pierwiasicl rze-
cRYywisty.

Niech teraz f(2) oznacza jakikolwiek wielomian o wspolezyn-
nikach rzeczywistych i niech 2, bedzie jego pierwiastkiem nierzeczy-
wistym. Liczba ¢} bedzie wiee réwniez pierwiastkiem wielomianu f(z),
przy czym réznym od z, gdyz z réwnodei &) = 2 wynikaloby, ze 2
jest liczbg rzeczywiste, whrew zalozeniu. Rozwinigeie (39) hedzie
wige zawierato dwa r6zne czynniki (2—z) I (2—#)), ktdérych iloczyn

(2—2)) (2—7)) = 22— () +#)) 2 -+ 2%}

jest tréjmianem 2-go stopnia wzgledem z o wepbtezynnikach rze-
czywistych; istotnie, jezeli z,——a—|—b@, to 2j=a—0bi oraz & &)=<
i 2ej=a2+b

Kazda para pierwiastkéw nierzeczywistych sprzezonych wielo-
mianu f(z) daje wiec w jego rozwinigciu (39) dwa rézne czynniki,
ktérych iloczyn jest tréjmianem 2-go stopnia wzgledem 2 o wspél-
ezynnikach rzeczywistych. Z uwagi na to, ze w mysl twierdzenin 21
wszystkie pierwiastki nierzeczywiste wielomianu f(z) sg purami
gprzezone, otrzymujemy

Wniosek 2. Kazdy wielomian o wspdlezynnikach reecaywistych
jest iloczynem skoticzonej liceby ceynnikdw, bedacych wielomianami
co najwysej 2-go stopnia o wspdtceynnikach rzecrywistych.

CWICZENIA. 1. Dowieé, ze tréjmian
‘  be'—190 418
moina przedstawié tozsamoseiowo w postaci
‘ 4(@—2) (5—38) + b(a—3) (w-~1) + o(w—1) (z--2)
i znaJeﬁé liczby @, b i e. (G Chrystal).

Dowdd. Jegeli pray danych a, b i 0 zachodzi podana tozsamoss, to z lw. 19
wynikaja dla liczb a, b i ¢ trzy rédwnania liniowe:

X a'[_ b'}'c = 5; H 501 ”'I“‘ “?b "|" 30 == .19, (’a/ *'{-' 3b --I—- 2([ ] 18,

Rozwigzujae je, otrzymujemy am2, b==0 i o3,

icm
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2. W éwiczeniu 1 zastapié tréjmian 5x>—192+4-18 przez pxi-+qu-+r.
Odp.: a =3 +g+7), b=—4p+2¢+r), ¢c=1(9 +3g+7).

3. Dowieéé, ze jezeli «, g i y sq trzema dowolnie danymi, réznymi liczbami
zespolonymi, to kazdy tréjmian

flw) =pa® +qo+7r
mozna tozgsamosciowo przedstawié w postaci
a(@—a) (&—4p) + b(w—§) (x—y) + e(z—y) (@—a).

Dowéd sprowadza sie do okazania, Ze wyznacznik

1 1 1
a+p B+y y+a| = (a—pfla—y) (E—)
af By ya
jest w danym razie réz’any od 0. Jak latwo sprawdzié, bedzie tu tozsamosciowo
oy (@—a) (3—F) {(x—p) [@—y) (E—yir—a) ,
flo) = ey (g 1) + (o= e 1) + (=2 (] 1
Por. § 12, wzér (42), str. 130.

4. Dowiesé, ze dla kazdej liczby naturalnej s istnieje jeden i tylko jeden
wielomian stopnia s--1

W (x) = afz" + az® + .+ a,g)a;
taki, iz dla wszelkich calkowitych n>0 mamy
054+ 15425 + ... -0 = Wg(n).
Wsk.: Na to, zeby wiclomian Ws(x) miat podang wiasnodé, potrzeba wy=
stareza, zeby dla calkowitych %0 bylo
Ws(z+1)—Ws(z) = (5-1)%

Réwnoté ta ma wiee zachodzié dla nieskonczenie wielu catkowitych z,
a zatem tozsamofciowo (dla wezelkich #). Poréwnywujac po obu stronach wspél-
ezynniki przy x* (dla k=0,1,2,...,s), otrzymujemy wzory

()t oo (57 e ) =0

Waory te pozwalajzy‘obliczaé kolejuo af®),al,...,ald.
( )1

_~,

dla k=s,s—1,...,0.

Zmajdujemy w ten

sposéb np. a("‘)— +1 a(s)_—:__ i t.d. Wszystkie wspélezynniki wie-

lomianu Ws(w) sa, oczywiseie, wymierne.
5. Opierajac sie na éwiczeniu 4, wyprowadzié wzory na sumy
05+ 1% 4 ... +2f,= Wg(n) dla s=1,2,3

oraz sprawdzié, Ze bedzie
Wa(n) = [Wy(n)]? dla n==0,1,2,...

W. Sierpifiski. Zasady Algebry Wpiszej.
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§ 12. Wzory interpolacyjne Lagrange’a 1 Newtona,
7 twierdzenia 19 wynika, ze istnieje co najwyZej jeden wielomian
stopnia nizszego niz m, ktéry dla danych m réznych wartodei zmien-
nej przyjmuje dane wartosei. Okazemy teraz, %o wiclomian taki
zawsze istnieje.

Niech oy, tgyeeytm 0ra% Agydgyeydy bedy dwoma danymi cige
gami po m liczb. Mamy znalezé wielomian f(z) stopnia nizszego
niz m i taki, zeby bylo:

flog) = A1, flag) = Ay, flem) = Ay

Jak latwo sprawdzi¢ przez podstawienie, szukanym wielo-
mianem bedzie wielomian:

sox ey

;. (@—ay) (w—ag) . (B— ) L

P = ) = as) () 4
+‘(m——~a1)(wma3)...(m am,)W
(42) (og—ay)(ag—ctg) ... (g=ttny)

(2 —ay)(B—dg) oo (B— i)
(o a3)( y—0ig) oo (1)

A ne

Jest to tzw. wedr interpolacyjny Lagrangeat).
Udowodniliémy w ten sposéb

_ Twierdzenie 22, Lsinieje jeden i tylko jeden wiclomian stopnia
nigszego niz m (gdeie m jest dang liozba naturalng ), ktéry dla danych m
réémych warto$oi emienmej preyimuje dane wartodei. ’

Zauya.imy, ze wielomian P(x), dany wzorem (42), jost, zawszo
sifgpma nie WyZszego niz m—1, moze jednak byé niekiedy stopnia
niz8z6g0 niz m—1. Np. dla m=3, oy =—1, ay=-0, az==-1, 4,0, Ay=-1
i 44=2, znajdujemy ‘ L

o+ 1) (z—1
R
2 wige P(x) jest stopnia 1.
‘Wielomian (42) mozemy przedstawid w postaci:
P(a) = 0y + oa(w—ay) + og(@—a,) (0 —ag) + ...
o Oy (B—tty) evs (@t )y
gdzie 0,,0,...,0—1 88 WepOlezynnikami niezalemymi’ od a.

(@+1)2
2.1

-9 = ,w|..4, 17

(43)

+*) Uogdlnienie wzorn interpolacy; !
) L @ - p yinego Lagrange’s podal A, Fomnicki
w Biuletynie Polskiej Akademii Umiejetnodei z v, 1020, Rijr 109, o

icm
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Przypudémy istotnie, ze zachodzi tozsamogé (43). Znajdnjemy

gtgd kolejno dla @w==0y,ag,...;0,:

o

Co=Ay cot+olag—ay) =4,

(44) o+ C1(ctg—ay) + Oy ag—ay) (ag—ap) = Ay,

¢+ eltm—ay) + oo + Cint(Gm—001) os (O~ Upeq) = Ay

co pozwaly kolejno wyznaczyé g,c1yCay.eeyComt-
7 drugiej strony, jezeli liczby ¢y e1yCopeeesCmmt WyzZDACZYMY
z réwnan (44) i przyjmiemy

@(@) == g+ Co(B—01) + Co(® —a1)(@—ug) + ... +Cm- l(m;al)... (2—am—1),

to bedzie @(a)==4, dla i=1,%,...,m, zatem wobec twierdzenia 22
() =L (@) ‘
Wzor (43) nazywa sie wzorem interpolacyjnym Newtona.

Mozna dowiesé, ze dla kazdej funkeji cinglej f(x), okreslonej w przedziale
zamknietym 0sgw-:1, oraz dla kaidej liczby rzeczywistej >0 istnieje liczba
naturalna g taka, iz

(@) —Pu(®)| <e dla m>p i 0o,

gdzie
m
Pulz) :::2.' ("Z) /(—%ﬁ-) a® (1—z)mk dla m=1,2,...
k=0

Wynika stad, ze
m
: Y [m T i
f(z) = lim. 2 < ) BN g (1R,
f( ) m=00 k /(WI'L) ( )

k=0

Wazér ten nosi nazwe ogélnego weorn interpolacyjnege S. Bernsteina®).

7. Chtodowski dowiédl?), e kasda funkeja ciagla w przedziale otwartym
O<m<] jest w tym preedziale granicq ciagu wiclomiandw o wspdlezynnikach catko-
wityeh. Przedzial 0<e< ]l mozna w tym twierdzeniu zastapi¢ dowolnym prze-
dzintem, nie zawierajacym zadnej liezby catkowitej. Warunek ten . jest zresztg
konieczny, gdys granica ciggu wielomiandw o wsp6lezynnikach catkowitych
jest dla calkowitej wartodel zmiennej, liczbyg catkowita; granica taka nie moze
wiee np. dawaé wartoei funkeji cinglej, stale réwnej liczbie V2.

1) Dowdd tego wzoru podatem w Wiadomosciach Matematyeznych, Tom 22
(1018),-str, 177; por. tez podany przeze mnie dow6d elementarny t.zw. ogdlnego
weoru interpolacyjnege Borela, Prace Matematyezno-Fizyezne, Tom 22 (1811),
str. 67. OD. takse mojy Analize, Czedé 11, Wyd. 2-e, ‘Warszawa 1925, str. 221.

2) J. Chlodowski, Matematiczeskij 8hornik, Tom 82 (Moskwa 1925), str.
472-474.
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§ 13. Wlasno§ci wielomianéw o wspdlazynnl_kach cal-
kowitych. Wielomian f(#) 0 wapoblezynnikach (rm‘u'yijmluy("h) eal-
kowitych nazywamy pierwolnym, jezeli wspolezynniki jego nie majy
wspélnego dzielnika wigkszego od 1.

Twierdzenie 23. Ilocayn dwdch wiclomiandw pierwolnyeh jest
wielomianem pierwotnym.

Dow6d. Niech f=gh bedzie iloczynem dwaoch wiclominndw
pierwotnych:

§ = g(@) = byt -+ by s b by o= h(@) = g o b e

Gdyby wielomian f nie by} piexrwotny, istnialaby liczha plerw-
sza p, bedaca dzielnikiem kazdego z jego wipOlezynnikdw. Poniewas
wielomian ¢ jest pierwotny, wige p nie moze hy¢ dzielnikiem kuzdej
z liczb bg,by..., b Niech b, oznacza najwezesnicjszsy z liczb tego
ciggu, niepodzielng przez p. Podobnie istnicje najwezednicjsza
liczba ciag@u g6y, ...,¢; — niech to bedzie liczbu ¢ — niepodziclng
przez p.

Obliczmy teraz wspétezynnik przy wht!-¢t) w wielomianie f.
Bedzie to oczywifcie suma
(45) b10] -+ b1_10'/+1 -+ bicj,l.‘g e IJINHC?/,Aq e bgpm({/wg "Jr' m

Z definicji liczb b, oraz ¢ wynika, ze liczby bi.qy by gy o
i liezby ¢j—1y6j—sy... 88 Wwezystkie podzielne przez p; zad liezby b
i ¢, a wiee i liczba b,¢, nie sg podzielne przez p. Poniewaz wezystkic
gkladniki sumy (45), précz pierwszego, sg podzielne przez liezhe
pierwszy p, wiee suma ta nie jest podzielna przez p, whrew zaloZeniu,
ze p jest dzielnikiem kazdego ze wspdlezynnikdw wiclominnu f.
Wielomian f musi wige byé pierwotny, ¢. b. d. o.

Twierdrenie 24, Wielomian o wspdlezynnikach calkowitych,
bedacy iloceynem dwdch wiclomiandw o wspdtezynnikach wymicrnych,
jest zarazem iloczymem dwdch wielomiandw o wspdlezynnikach calhoo-
witych odpowiednio tych samych stopni.

Dowéd. Niech f=gh bedzie wielomianem o wspo6lezynnikach
catkowitych, za§ g i h wielomianami o wsp6lezynnikach wymier-
nych. Wielomian g mozemy, po sprowadzeniu jego wspdlezynnikow
do wspélnego mianownika i po podzieleniu licznikéw przez ich
najwigkszy wspélny dzielnik, przedstawié w postaci g =1

?

. » . s . * ’ll
gdzie my i ny 8g liczbami naturalnymi, a g, jest wiclominnem pior-
mrghl

’"rw

icm
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‘i’)h ”7/2

Bedzie wige f ==
@ e f NyMhy 7

L
") n . » h . . " . mlmz » .
Pozogtaje do dowiedzenia, ze liczba v jest calkowita.

- . . . 2 .1 . ’
Przypudémy, ze tak nie jest. Zachodzilaby wiec réwnodé

MM M . . . N .
o S gdzie m 1 n 8 liczbami wzglednie pierwszymi, przy
ll 2 s . . 2 . . . )
czym n>1. Stad nf=mgh,, co dowodzi, Ze wspolczynniki wielo-

mianu nf 89 wszystkie podzielne przez m. Poniewaz liczby m i n

89 wzglednie pierwsze, wige wnosimy stad, ze wspdlezynniki wielo-

mianu f §g wszystkie podzielne przez m, t.j. f=mf;, gdzie f; jest

wielomianem o wspoélezynnikach catkowitych. Mamy wiec nfy=gih,
whrew twierdzeniu 23, ze iloczyn dwéch wielomianéw pierwotnych

. . . . . MMy . . .

jost wiclomianem pierwotnym. Zatem ‘7{1;{2 jest liczba calkowita,

172
¢, bodloo.

§ 14. Wielomiany nieprzywiedlne. Wielomian o wspél-
ezynnikach wymiernych, ktéry nie jest iloczynem dwéch wielo-
mianéw stopnia dodatniego o wspblezynnikach wymiernych, nazy-
wamy niepraywiedlnym.

Twierdzenie 25. Na to, seby wiclomian stopnia nie wyiszego
nig 3 o wspdlerynmikach wymiernych byt nieprzywiediny, potrzeba
i wystarcaa, deby nic posiadal pierwiasthéw wymiernych.

Dowd6d. Kazdy wielomian o wspélezynnikach wymiernych,
posiadajaey pierwiastek wymierny a, jest, jak wiemy z twierdze-
nia 3, str. 107, podzielny przez s—a, zatem przywiedlny, gdyz
iloraz 7 tego dzielenia jest, jak wiemy z twierdzenia 2, str. 104, wie-
lomianem o wspoélezynnikach wymiernych. Z drugiej strony, jezeli
wielomian stopnia nie wyzszego niz 3 jest iloczynem dwéch wielo-
miandéw stopnia dodatniego, to jeden co najmniej z nich musi byé
stopnia pierwszego, skad wnosimy, Ze wtedy wielomian nasz po-
giada pierwiastek wymierny, c. b. d. o.

Udowodnione twierdzenie nie jest prawdziwe dla’wielomianéw
stopnia wigkszego niz 3; np. wielomian ot—4 =(22—2) (124-2) jest
praywiedIny, a nie posiada pierwiastkow wymiernych.

wierdzenie 26, Wiclomian o'+ @™ + .. +0n 0 wspot-
synnikach — calkowityceh  jest niepreywiedlny, jesli wspdlczyn:niki
Chyy llyy oony by S04 POdRICIC PrECe licgbe plerwszq p, #a$ an jest niepodeielne
preee P
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Dowéd. Wobee twierdzenia 24 wystarczy dowiedé, ze duny
wielomian nie jest iloczynem dwdceh wielomianéw (stopnia dodat-
niego) o wspélezynnikach calkowitych.

Przypudémy, ze wielomian ten jest takim iloezynem, 1.j. ze
(@h -+ bywh=1 4 oo - by) (& 4= 0!t

a4 @@t A G = -+ ).

Mieliby$my stad = byo.. Skoro a, jest podziclne przez p,
lecz niepodzielne przez p?, wige jedna z liezb b, i ¢ jest podzielna,

przez p, a druga nie, np. p|bs.

- Wykazemy przede wszystkim, ze wszystkie liczby by, by, ..., by
89 podzielne przez p. Przypudémy bowiem, ze jest przeciwnie, i niech
i oznacza najwiekszy wskaznik taki, ze b; nie jest podzielne przez p.
Jest wiee i<k (gdyz p|bs), zatem ¢--l< -1 =mn. Mamy oczywidcie

Qi1 = b10p 4= Dyge1 Ot - brp2Crp A+ oo

Lewa strona jest podzielna przez p, za§ po prawej stronie
pierwszy skladnik nie jest podzielny przez p, gdyz ani b ani ¢, nie
sg podzielne przez p, za§ pozostale skladniki sg podzielne przez p,
poniewaz na mocy okrcflenia liczby by, liczby bipaybipes... 88 po-
dzielne przez p. Wynik ten jest niemozliwy, co dowodzi, ze kazda
z liczb by, by, ..., by jest podzielna przez p. '

Lecz

On—i = 01 D101 4 Dp01ep - ..,y

przy ozym a,— jest podzielne przez p, a takze, jak udowodnilidmy,
kazda z liczb by,b,,... jest podzielna przez p. Liczba ¢, bylaby wiee
podzielna przez p, whrew zalozeniu. Przypuszezenie, ze wielomian
o+ a4 L - a, jest przywiedlny, doprowadza wiee do sprzecz-
nosei.

Wyprowadzony w tym twierdzeniu sprawdeian niepraywiedinodci
wielomiandw nosi w literaturze nazwe kryterium Eisensteina.

Bezpodrednio z twierdzenia 26 wynika,

_ Wniosek 1. Widlomian aw"—p, gdzie p jest lioebq pierwszaq,
jest miepreywiediny (dla n=2,3,...).

Wniosek 2. Widlomian xr— o P2 e,

. ' o o1
licebg pierwsza, jest miepraywiedlny. ’

gdwie p jest

icm
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Gdyby bowiem wielomian ten — oznaczmy go przez f(x) — byt
przywiedlny, to bylby tez przywiedlny wielomian ¢(z)=f(x+1).

o
Lecz f(x) == %«——-, skadl:

pla) = flo+1) = EHP L

el el 1)

Wepblezynniki (L) (‘,), ( ) 89, wszystkie podzielne przez
liczbe pierwszy p, zad (p- ) =p jest mepodmelne przez p* W mysl
twierdzenia 26 wieloxian ¢(x) jest wiee nieprzywiedlny, c. b. d. o.

Wniosek 3. Wiclomian z*+1 jest niepraywiedlny.

W przeciwnym bowiem razie bylby tez przywiedlny wielomian
(1)1 = ot - 4a° - 622 + 42 + 2, wbrew twierdzeniu 26.

Twierdzenie 27. Jeseli wiclomian f(x) jest niepreywiediny
i ma pierwiastel wspdlny = wielomianem g(x) o wspdlezynnikach
wymiernych, to g(a) jest podzicine preez f(x)

Dowoéd. Jezeli wielomiany f i g maja wsp6lny pierwiastek a,
to sg oba podzielne przez »—a, a Wiee najwigkszy wspélny ich dziel-
nik d(w) jest wielomianem stopnia dodatniego. Lecz z twierdzenia 6
wynika, ze d(») jest wielomianem o wspé6lezynnikach wymiernych,
zad z twierdzenia 2 wynika, ze iloraz h=f/d tez jest wielomianem
o wspblezynnikach wymiernych. Mamy wiec rozklad f=dh, a ze wie-
lomian f jest nieprzywiedlny, wige h musi hyé wielomianem stopnia 0

ozyli stals. Wobee dlg mamy wige ﬁl g, & zatem réwniez (skoro &

jest stalg) flg, ¢. b. d. o.

7 twierdzenia 27 wynika natychmiast nastepujacy

Wniosek. Wsaysikie pierwiastki wielomiany niepraywiedlnego
sq roime,

Istotnie, gdyby wielomian nieprzywiedlny f(z) posiadat pier-
wiastek wielokrotny «, to w my#l twierdzenia 12 byloby f'(«)=0,
a wice wielomiany f(w) i f'(2) mialyby wspélny pierwiastek; zatem,
w mysl twierdzonia 27, f'(@) byloby podzielne przez f(x), co nie jest
mozliwe, gdyz /(@) jest wwlonnancm stopnia dodatniego, lecz mniej-
szego od stopnia wielomianu f(»
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Przytoczymy wreszcie nastepujace twierdzenie, ktdrego latwy
dowéd pozostawiamy czytelnikowi:

Twierdzenie 28, Katdy wielomion rozklada sig na iloczyn
skodiczone] liceby wielomiandw niepreywicdlnych.

GWIOZENIE.\I. Zbadaé, ezy dwumian of--4 jost niepraywicdlny,
Rozwigzanie. Dwumian ten nie posiada pierwisstkéw wymiernych
(poréwnaj § 15, éwiczenie 1), a zatem nie moze posiadaé dzielnika pierwszego
stopnia. Jezeli wiee jest on praywiedlny, to w mysl twierdzenia 24 musi on hyé
iloczynem dwoéch wielowiandw 2-go stopnia o wapdlezyunikach calkowityeh;
zatem:
ol 4 = (@84 pw -+ q) (@* -2 -1 8).

Przez przyréwnanie wapélezynnikdéw otrzymujemy:
pr=0, g+s-t+pr=0

7 pierwszego z tych réwnai otrzymujemy re--—p, wohoe czegy d1zocio
daje p(s—q)==0. Gdyby bylo p==0, to drugie réwnanio daloby &g i 2 czwur-
tego wynikloby st=-—4, whrew saloZenin, Zo g jest liczby entkowitay., Jent wige
p#0, zatem s—g¢==0 i czwarte réwnanie dajo g*==4, skyd ¢= 4.2, Loz dmgie
réwnanie (wobec r=—p i 8=¢q) daje 2¢==p%, skad ¢.=0; zabm ge=2, pesd?,
8=2 1 r=7F2. Wartofei e spelniajy wazystkio cztery réwnauin, Stqd rozklad:

b 4 = (* - 20 - B) (22— 20 - 2),

PEA=gr = )y R v

, § 15. Wyznaczanie dzielnikéw wielomianéw o wspol-
" eczynnikach calkowitych. Niech f(@) == ag@™ - a1 - ... - ap
oznacza, jak poprzednio, wielomian o wspdélezynnikach catkowityech.
Istnieje metoda, pochodzaca od Kroneckera, pozwalajacn wyz-
naeczyé za pomocs skodezonej liezby dziatar elementarnych wezystkio
wielomiany o wspélezynnikach calkowitych, kitére sg dziolnikauni
wielomianu f(»). Metods, ta mozna wige rozstrzygnaé, czy wielo-
mian f(z) jest nieprzywiedlny, oraz znale4é rozklad wielomiany f(w)
na czynniki nieprzywiedline.

Niech n oznacza dang liczbe naturalng, mniejsze od m. Wy-
znaczymy wszystkie dzielniki stopnia n wielomianu f(@). Niech
Ogy gy oevy Oy Ongt DRAG N1 réznymi liezbami calkowitymi. Jezeli p()
jest wielomianem o wspélozynnikach calkowityeh, a prazy tym
dzielnikiem wielomianu f(x), to ¢(a;)|f(a) dla ¢ =21y 2y 000y W41, Wirzyst-
kich ciggéw :

) yy dy vy gy
gdzie d; jest dzielnikiem liczby f(a;) dla P=ly 8y g1, jost oczy-
wideie liezba skoncezona. Dla kazdego takiego ciggu wyznaczmy,
np. za pomocy wzoru interpolacyjnego Lagrange’a, wiclomian W(w)

icm

1§ 18] 137

Wielomiany » zmiennych.

stopnia nie wigkszego od n, taki iz W(w)=d; dla i=1,2,,..,n+1.
Jagnym jest, Ze o(z) musi byé jednym z tych wielomianéw. Aby
wige znalezé wazystkie wielomiany stopnia n o wspélezynnikach
catkowitych, bedace dzielnikami wielomianu f(z), naleiy wziaé te
spodréd wyznaczonych wyzej wielomianéw W(w), ktére sa stopnia n
{a nie nizszego), maja, wszystkie wspoélezynniki calkowite i dla kté-
rych iloraz f(x)/W(z) jest wielomianem o wspélezynnikach calko-
witych.

Zalozmy teraz, ze idzie w szczegdlnodei o wielomiany stopnia 1-go
o wspblezynunikach calkowitych, bedace dzielnikami danego wielo-
mianu f(z) o wspllezynnikach catkowitych. Jezeli p(x)=qw—p jest
takim dzielnikiem (gdzie g==0), to w=p/q jest pierwiastkiem wielo-
mianu f(x), zatem ap™-apn=tg-... +a,gm=0. Jezeli liczby p i ¢
89 wzglednie pierwsze (a to musi zachodzié, o ile wspélezynniki
wiclomianu f(#) nie majg wspélnego dzielnika wigkszego od 1, co
mozemy zawsze zalozyd), to wnosimy, ze pla, i qla,. Szukane dziel-
niki wyznaczymy wiee za pomocy skonezonej liczby préb.

Wynika stad metoda wyznaczania za pomocs skoticzone]
liezby préb wezystkich pierwiastkéw wymiernyeh wielomianu
0 wepblezynnikach calkowitych.

CWICZENIA. 1. Dowiesé, ze kazdy pierwiastek wymierny wielomianu
mm»{~a1w”““"1 A+ -tay,,, glaie Hezby Ay, nes 0y, 8 catkowite, musi byé ‘catkowity,

Dow6d wynika z uwagi, ze jesliliczba p/g, gdzie p i ¢ sa wazglednie pierwsze,
jest plerwiastkiom danego wielomianu, to musi byé ¢|1.

2, Dowioké, ze licwha ealkowita a, ktdra nie jest m-ta potega (m naturalne)
liezby calkowile, nie jost tez m-ty potega zadnej liczby wymiernej.

Wakazéwka: Zastosowaé éw. 1 do wielomianu a™— a.

u.,.w»“/{‘f
§ 16. Wielomiany 7 zmiennych. Wiclomianem n zmien-
NYCh @y, Lyy .y @y Nazywamy suma skoriczonej liezby jednomianéw
postaci )
(i 11
A BL2 . En,

gdzie a jost Liczby rzeczywiste lub zespolong, niezalezng 0d oy, @y, ...y Tny
228 Oy Gy .oy 0 88 liczbami catkowitymi nieujemnymi.

Po ewenbualnej redukeji wyrazéw podobnych, uklady wy-
KladnikOw ey, gy ..y @y, odpowiadajace réznym skladnikom wielo-
mianu, sy rézne.

Wielominn # zmiennyeh oy, ...,8, mozemy uporzgdkowad
wodlug poteg jodnej zo zmiennych, np. @y; wéwezas wep6lezynniki
beds wiclomianami pozostalyeh n—1 zmiennych oy, g, ...;Ts
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W teorii ulamkéw laneuchowyeh grajy wagng role wielomiany n zinien.
nyeh [ (%, .008,), okreflone przez indukejg w sposth nastepujyey:

fuley) == my,  fal@mg) = g+ 1,
fn(wl’wz’ r ) = 0y, n««ﬂ""x’mz' oy g) fnwz("”;v‘"a' oy y) dla m=3,4,.,

Wielomiany te sg liniowe ze wagledu na kazdy ze zmicinyeh. Mozna udo-
wodnié (co czytelnik zechee sprawdzié dla m=-4), ke zZawRze:

fn(ml’mz’ ""wn) = In(mn’wnw‘l’ ...,.’111),

Fol@ys gy e @y) = @ fy 4 (g0 e0s8) Frggegerens®,) dla  n=8,4,...
. ‘ , ] 1 | T .
Wartofcia wamka laticuchowego ty -+ [“.1‘ | ‘ug‘ e I”;:lx jest  ilorns

jn-{-l(a’o’a’l’""an)ﬁn(al’a’z’""a‘n)‘
Mamy tez dla n=1,2,...:
w1 """‘"]v 0 O . 0

fn (“’1’“’2’ '“’mn) =

n +

Mowimy, ze wielomian n zmiennych f(@y,@y,...,0,) jest po-

deielny przez wielomian o zmiennych g(wy,®y,...,a,), jezell istmioje.
wielomian n zmiennych (@, ®,...,%,), taki iz dla wszystkich war-

todei @y, ...,0, zachodzi réwnosé
(1 Bay o us®n) = (1) Byy vvny @) B(yy Bgyvevy n)s .

Méwimy wéwezas, ze réwnosé ta zachodei tossamodeiowo ze
wegledu na 2mienne Ly, 8y, ...,y

Zajmiemy sie zagadnieniem, w jaki sposéb mozna poznad,.

czy dany wielomian f(wy,,,...,2,) jest podzielny przez wielomian

9(@y, 0y, ...y 0n) 1, ewentualnie, jak mozna znalezé iloraz h(@y, g, ..., a,)

z tego dzielenia.

Gé.lybyé.my uporzgdkowali wielomian f(@y,ay,...,x,) wedlug po-
t@g zmiennej i cheieli stosowaé postepowanie takie, jak pray
wielomianach jednej zmiennej (ob. dowéd twierdzenia 1 z §1),
doprf)wadzikoby to nas na ogét do wyrazen ulamkowych, w l(t;(n‘-yuh
w .mla,nownikach bylyby wielomiany zmiennych wy,wg,...,a,. N zm'H‘lQ-~
pujace twierdzenie umozliwia nam uniknigeie tej J:L'iecl‘ugudiméui:
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Twierdzenie 29, Jedelt [(@,05 @) © (01,8 .00y @n) Sq wielo-
mianami n EmICRNYch By, By .nyty, & kbtorych drugi jest wegledem o,
stopnia dodatniego, to istniejq wiclomiany n zmiennych My, @y, ..., Tn)
3 (g, gy +vy @n) OTUR WiCLOMIAN b(Lgy By 1.y n) N—1 2MIENNYCH By D).\ Ty
nie bedaey tossamodciowo zerem, takie ié:
b(m2,$3,...,m,,)f(m1,.‘Il‘g,..-,a?,,)f«ﬁ"-“ g(ml,mg,.‘.,mn)h(wl,mz,...,wn)+r(w1,w2,...,m,,),v
prey czym stopier wielomiany 7%y, gy ...,2,) Wegledem emiennej oy
jest nigszy iz stopien wielomiani g(@y, Ty <y ,) wegledem tej emienne].

Wielomiany W@y, @g, ..y @)y 7(&1ygyerey@n) T b(@gy .0y @) dajg sig
obliczyd pray pomocy skotozonej liceby deiatadt algebraicznych, jesli
wspdlezynmili wiclomiondw f(xy, @y ...y @n) T G(B1, @5y .-y ®n) 86 #RANE.

Dowbd., Jezeli stopient wielomianu g(@y,2,,...,2,) wzgledem 2,
jest wyzszy niz stopien wielomianu f(@y,2...,%,) Wwzgledem tej
zmiennej, o wystarezy oczywiscie przyjaé h=0 i r=f. Zalézmy
wiee, ze stopiert ¢ wielomianu g wzgledem 2, nie jest wyzszy niz
stopien p wielomianu f wzgledem ;. Porzadkujac te wielomiany

wediug poteg zmiennej ;, otrzymamy:

-1
{(@1,@y. 0y ®n) = “0(w27m87"':mn)mf+al(%y‘”ﬂr-wwn)wf + .
wee T @22, 3ye 01 n)s

A / ’ q—'l
9(901,%;-'-750") = bo(wmma:“-ywn)'p?+b1(w29”37"'7mn)m1 + .
ver - bg( @, Bayenrsn)s
przy czym wielomiany a, oraz b, nie sg tozsamogciowo réwne 0.
Przyjmiemy:

p—q
B (804yBgyeeey@n) == Gg( By Tgyery @n) BT

Bedziemy mieli:
bﬁ(w27w37‘"’w")f(wlYmM' "7wn) :g(wl,mz"”!w")-hl(mhmz?'"7w") +71(m1’m27“"mn)7
przy czym wielomian
711, Bayeres®n) =
-] —2 —1 n—2 D—Py
== botgae! " Doat] A - + byttp— (@bl bl £ +aghgt ")
jest wzgledem w, stopnia nie wiekszego niz p—1, a wiec stopnia
mniejszego niz stopien wielomianu f wzgledem tej zmienne]. Jezeli
stopien wielomianu ¢ wagledem @, nie jest wyzszy niz stopiend wielo-
mianu r, wzgledem tej zmiennej, to w podobny sposdb znajdziemy
wielomiany (g, gy ey @) 1 Py, ®gy oy n) bakie, zo
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PLZY CZYIN Ty(yyPgy -y @a) Dodzie wielomianem, ktdrego stopien wagle-

dem @, jest nizszy niz stopied wielomianu 7, wzglodem wy,
Rozumowanie to mozemy powtérzyé tylko skoriczong liczbg

razy, gdyz stopnie wielomiandw 7,7y, .. wzgledem @, malejg, Dojs

dziemy wiee do ostatiniego tego rodzaju wzoru:

bo(wg,ws,...,w,,)m,_.1(w1,wz,...,w,l) ==
= ((B1y Lageery On) a1y @gyee oy @) 1 P (D1ygy0sy @),

gdzie juz stopien wielomianu 7, wzgledem @, bedzie niZszy, niz
stopien wielomianu g wzgledem . Przyjmujac

il | gk
B(g, @400y @) == b Pyt Do Ry == eos A= Bolgoa -+
bedziemy mieli
y ; . o
b(;(wzawar-'smn)f(whmm-'wmu)mg(mhmm---vmn)7”(5”11‘1’21""”’11) | 2(iiyy Pgyerey @)y

gdzie 7(@y,@y,...,%,) jest wielomianem, kidrego stopien wzgledem
jest nizszy niz stopien wielomianu g wagledem oy, ¢. b. . o,

Twierdzenie 29 przedstawia pewny analogi¢ z twicrdzeniom 1
z § 1; rézni sig ono jednak od niego tym, ze wielomiany b(wy, @y, ..., @),
By, Byy ..y ,) OYAZ P( @4y gy ..., @y) N6 88 jednoznacznio wyznaczone
przez Wielomiany f(wy, @y ... @) 1 (@, @gy vy @y), moglibysmy bowicm
np. pomnozyé wszystkie trzy przez dowolny wiclomian zmien
nych g, By .., Tpe

Twierdzenie 29 pozwala stosowaé algorytm kolejnyeh dzielof
(por. § 4, str. 109) do dowolnych wielomiandw « zmicunych
Fulty, By eeny@p) 1 folhyy @oyoiyy), % ktérych drugi jest wagledem oy
stopnia dodatniego. Algorytm ten prowadzi do ciggu réwnogdei

(46) bify =fabu +fay  bofo=Tshy+fay i,

gdzie fi,fs ... 1 hyyhy,... 83 wielomianami n zmiennych @y, @y ..., %
& by b, ... wielomianami n—1 zmiennych g, dg, .., @y, Nie réwnymi
tozsamosdciowo zeru, przy czym stopnie wielomiandw [y, /g, ... Wagle-
dem w»; stale malejg. Wynika stad, ze dojdziemy po skofezonej
liczbie krokéw do réwnodei

(47) bu-afi—s = it hug -+ fiy

gdzie f, bedzie wielomianem stopnia 0 wzgledem ay, & wiee wiclo-
mianem tylko n—1 zmiennych @,y ...,u,.
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W nastepnych §§ pokazemy, w jaki sposéb algorytm ten daje
sie zastosowad przy znajdywaniu najwigkszego wspélnego dzielnika
dwoch wielomianéw wielu zmiennych. Przy tym zajmiemy sie tylko
wielomianami dwdoch zmiennych, poniewaz dla wiekszej liczby zmien-
nych sposéb postepowania jest analogiczny?).

§ 17. Badanie podzielno$ci wielomianéw dwdéch zmien-
nych. Uporzadkujmy wielomian f(#,y) dwoéch zmiennych » i y
wedlug poteg zmicnnej x:

(@) = ag(y)a” + ay(y) " + ..+ an(y),

pray czym. ag(y), ay(y),...,ap(y) 88 wielomianami zmiennej y, ktére
mogy sie redukowaé do statych. Udowodnimy najpierw

Twierdzenie 30, Wiclomian f(z,y) jest wiedy i tylko wiedy
podziclny prees wiclomian h(y) jednej emiennej y, gdy kaddy ze wspol-
coymmilbw aly) dla ©=0,1,...,p wiclomianu fz,y) jest podzielny
preez wielomian h(y).

Dow6d. Dostatecznodé tego warunku jest oczywista; pozo-
staje do okazania jego koniecznogé.

Przypudémy, ze h(y)lf(wy). Mamy wiec f(a,y)=h(y)g(@,y),
gdzie g(z,y) jest wielomianem dwéch zmiennych » 1 y; stopied wie-
lomianu g(z,y) wzgledem @ jest réwny p:

9yy) = bo(y)a” + ba(y)a" ™" -+ . -+ bo(¥)-

Mamy zatem tozsamogeiowo wzgledem » 1 y:

()& + ay ()" e+ aply) =

= h(y) bo()2” + h(y) Ba(y)2" ™ . +h(Y)Bp(Y)-
Poniewaz dla kazdego y réwnosé (48) jest tozsamoscig ze
wzgledu na x, co — jak wiemy (ob. twierdzenie 19) —pociaga za

soba, réwnogé wspélezynnikéw po obu stronach, wiec mamy
(49)  ayly) = h(y)boly)s  aa(®) =HBLY) 5 - - -5 aly) =hH)DRY)-
Réwnodei (49) zostaly wyprowadzone dla kazdego y, sg wiec
one tozsamogciami ze wzgledu na y. Z (49) wynika, ze kazdy ze
wipOlezynnikéw wielomianu f(@,y) jest podzielny przes h(y), ¢. b. d. o.

(48)

1) Ob. M. Béchor, FHinfihrung in die héhere Algebra, Wyd. 2-¢ (Tium. na
niemiocki), Lipsk-Berlin 1925, sbr. 230 (§76).
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Dzieki twierdzeniu 30 badanie, ezy wielomian fa,y) po-
siada dzielniki zalezne jedynie od y, sprowadza si¢ do
wyznaczania wspélnych dzielnik 6w wielomianéw jednej

zmiennej. Mamy mianowicie

Twierdzenie 31. Dziclnik wiclomionu f(a,y), zaleény tylko
od y i mosliwie najwyzszego stopnia wegledem Yy, jest najwickszym
wspdlmym deielnikiem wspdtozynnikow wiclomianu f(@,y) w jego rog-
winigeiu wedlug potey « 1 na odwrdl.

Potrzebne nam bedzie jeszeze nastepujace

Twierdzenie 32. Jeieli iloczyn dwdeh wiclomiandw glwyy)
i h(m,y) jest podeielny praez wielomian o(y) jednej 2miennej y i jedeli
wielomian g(e,y) nie posiada dzielnika stopwia dodalnicgo, zalednego
jedynie od y, to wielomian h(w,y) jest podziclny preez q(y).
Dowé6d. Zalézmy, Ze

(50) glasy) by ) = o(y)p(@,y),

i niech ¢,(y) oznacza jeden z czynnikéw liniowych wielomianu g(y).
Tloczyn g(@,y) h{e,y) jest wiec podzielny przez gy (y). Niech:

(@) = bo(y)a® - by(y)a”™ -+ o b byly),
hayy) = o(y)a" + ex(y)a’™ v erly).

Wykazemy, ze @,(y)h(@,y). Lstotnie, gdyby tak nic hylo, to,
jak wiemy z twierdzenia 30, nie wszystkie wspdlezynniki wielo-
mianu h{z,y) bylyby podzielne przez ¢y(y); niech e, (y) oznacza
pierwszy z nich. Poniewaz wielomian ¢(e,y) nie posiada dzielnika za-
leznego jedynie od y, wiee istnieje pierwszy jego wspdlezynnik b,(y)
niepodzielny przez ¢,(y). Wielomian g(z,y) -h(z,y) jest na mocy
zalozenia podzielny przez ¢,(y). Na mocy twierdzenia 31 wynika
stad, ze kazdy wspélezynnik jego rozwinigeia wedlug potieg o musi
byé podzielny przez ¢,(y). W szezegblnogdei stugzne to jest dla wspol-
-czynnika przy g@-m-+e-n czyli dla wielomianu

‘ bm(y) Gn(']/ ) ”{"' bmml(y) Gn—l-l(y) + bm-—Z(:’/) 0:(—]»2(?/) ”|"' e
ook bm+1(@/)on—-1(?/) - bnvl»%(?j)”n v~2(i’/) [ e
Z okredlenia liczb m i n wynika, 4e wielomiany by, 1), bu--all)y e

Jako tez ony(y), 6aa(y), ... 84 podzielne przez gi(y); loezyn bu(y) e ()
musi wige tez byé podzielny przez ¢,(y).
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Badanie podzielnotei wielomianéw dwéeh zmiennyeh.

Zauwazmy t'emz, ze wielomiany b,,(y) i g,(y) nie majg zadnego
wspblnego czynnika, réznego od stalej. Istnieja wiec wielomiany
P(y) i Qy) takie, ze

P@)bn(y) + Q) paly) =1,
skad, przez pomnozenie przez Ca(y), otrzymamy:
P(y)baly) enly) + Q) ealy) y(y) = Cu(Y)

Wielomian, wystepujacy po lewej stronie tego wzoru, jest

‘podzielny przez ¢ (y), whrew okredleniu wielomianu e,(y). Zatem

pu(y) @, y).

Dowiedlismy w ten sposéb, ze istnieje wielomian hy{e,y) taki,
i W@,y) = gu(y) halw,y). Prayjmujac p(y) =, (y)d(y), otrzymarny z (50):
(1) 9@y Y ha(@y) == 9(y)p(@,y).

Jozoli d(y) posiada czynnik liniowy g,(y), to powtarzajac dla
réwnofci (51) rozumowanie, przeprowadzone wyzej dla réwnofci (50),

dojdziemy do wzoru hy(z,y)=py(y) ha(e,y).

W ten sposéb otrzymamy cigg réwnosei:

h(@yy) = Pu(y) h(2yy), hy(2,y) = @o(y) ha(@yy), . . . ’

w ktérych (), po(y),... o0znaczaja czynniki liniowe wielomianu
@(y). Ponicwaz ¢(y) daje sie na mocy twierdzenia 20 przedstawié
jako iloczyn ezynnikéw liniowych

P(y) =0 (Y)Pa(Y) s

wige wnosimy stad, ze e(y)|h(z,y), c. b. d. o.

Przypusémy teraz, ze chcemy zbadaé, czy wielomian f(z,y)
Jest podzielny przez wielomian g(z,y), ktéry jest stopnia dodat-
niego wzgledem a.

Niech @(y) oznacza wielomian zmiennej y,” mozliwie najwyz-
szego stopnin, bedaey dzielnikiem wielomianu g(,y). Widzieliémy,
Ze wielomian taki potrafimy znaleZé. Jezeli wielomian f(@,y) jest
podziolny przez g(w,y), to musi byé o(y)|/(z,y), zatem ¢(y) musi
byé, jak dowiedlifmy w twierdzenin 31, dzielnikiem kazdego ze'
wipolezynnikdw rozwinieein wiclomianu f(z,y) wedlug poteg ». Jesli
warunek ten jest spelniony, to mozemy przyiaé f(@,y)=ey)f(z,y)
oraz gl y) - pl)g(e,y), gdaie wielomian g, nie ma dzielnika, be-
dgeogo wiclomianem stopnia dodatniego, zaleznym tylko od y.
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Na to, zeby bylo g(z,y)|f(®,y), potrzeba wige i wystarezu, seby
byto gy(@,y)|f.(@,y). W my§l twierdzenia 20 majdziemy dalej wislo-
miany h(z,y), 7(®,y) oraz wielomian b(y), nie bedgey tozsamodeiowo
zerem, takie iz
(52) b(y) folo,y) = gy(@,y) h(@yy) -+ (@),
przy czym wielomian r(z,y) jest wzgledem @ stopnia nizszego niz
wielomian g,(@,y). ‘

Jezeli gy(2,y){f(@,y), t0 z réwnodei (62) wynika natychmiagg,
26 gy(,y)r(z,y), zatem ze r(wm,y)==0, gdyz r(w,y) jest wzrgledem @
wielomianem stopnia nizszego niz g, (w,vy).

Okazemy teraz, ze i na odwrdt: jezeli tozsamoseiowo r(w,y)=0,
to gy(z,y)|fy(@,y). Istotnie, jezeli r(a,y)=0, to wzér (51) daje

(33) b(y) fu(@yy) == ga(w,y) h{wy1y),
skad b(y)|g.l@,y)h(w,y), & ze gy(w,y) nie posinda dzichiky zuleznego
jedynie od y, wige w my§l] twierdzenia 32 mamy b(y) A(x,y), zatem
Wa,y)=b(y)(z,y) 1 wzér (53) daje fy(@,y)= g(@,y)h(e,y), skud
g2, y)[fr(,y).

Mamy wigc zawsze moznodé przekonania sie, czy wielomian
f(z,y) jest podzielny przez wielomian g(w,y) i ewentualnego znale-
zienia ilorazu.

§ 18. Wyznaczanie najwigkszego wspélnego dzielnika
wielomianéw dwéch zmiennych. Zajmiemy gio teraz wymna~
czaniem wspélnych dzielnikéw dwéch danych wiclomisnéw f(w,y)
i g(w,y). Znajdziemy najpierw wspélne dzielniki tych wielomianGw,
zalezne jedynie od y. W tym celu przedstawimy te wiclomiany
W postaci

fley) =) fey),  gayy) =wy)g(@y),

gdzie wielomiany f, i g, nie majg juz dzielnikéw, bedacych wielo-
mianami stopni dodatnich i zaleznymi tylko od zmiennej y. Z twier-
dzenia 32 wynika, ze kazdy zalezny jedynie od y wspélny dzielnik
wielomianéw f(w,y) i g(x,y) musi byé wspélnym dzielnikiem wielo-
miandw ¢(y) i y(y) i, oczywidcie, na odwrét.

_ Zajmiemy sig wiec dalej wsp6lnymi dzielnikami d(w,y) dwéch
W}elomianéw f@,y) i g(w,y), bedacymi wzgledem @ stopnia dodat-
niego i nie majacymi dzelnikéw stopnia dodatniego zaleznych,
jedynie od y. Oznaczajac te wielomiany przez  fi(w,y) 1 folwyy),
zagtosujemy do nich algorytm kolejnych dzieled z § 16, dochodzye
do wzoréw (46) i (47), str. 140. '
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7 pierwszej z réwnosci (46) wynika, ze kazdy wspélny dzielnik
d(w,y) wiclomianéw f; i f, jest dzielnikiem wielomianu fa Z dru-
giej z réwnogci (46) wnosimy podobnie, ze dlf, i t.d., wreszcie z réw-
nofci (47), Ze dlfy. Poniewaz jednak f, jest stopnia 0 wzgledem o,
zad d jest stopnia dodatniego wzgledem #, wige musi byé tozsamog-
clowo fp=0. :
‘Wazor (47) daje zatem

(b4) biafr—a = frm1lp-23

jesli przy tym zalozymy, ze k jest najmniejszg liczba naturalng,
dla ktérej wielomian f; jest niezaleiny od z, to f,_; bedzie stopnia
dodatniego wzgledem 2.
~ ‘Wielomian d, jako dzielnik wielomian6w 71,7, fs, .., jest w szcze-

gélnogei dzielnikiem wielomianu f,;. Kazdy dzielnik wsp6lny wie-
lomianéw fy i f, stopnia dodatniego wzgledem x jest wiec dzielni-
kiem wiclomianu fy..;. v o

Na odwrot, niech teraz d(»,y) oznacza wielomian stopnia do- -
datniego wzgledem x i zaléizmy, ze d(z,y) nie posiada dzielnika,
zaleznego jedynie od y i nie redukujgcego si¢ do stalej. Pokazemy,
zo jesli d(w,y) jest dzielnikiem wielomianu fey, to d(a,y) jest wspél-
nym dzelnikiem wielomianéw f, i f,.

Istotnie, jegli f5q1=dp, to wzér (54) daje .

(55) biafr—s = dphy_s.

Poniewaz b, ., zalezy jedynie od y, za d nie posiada dzielnika
zaleznego jedynie ody iréznego od statej, wiec w mysl twierdzenia 32

nych @ i y. Wnoszae to do (55) 1 dzielae obie strony przez wielomian
by, ktory — jak wiemy z twierdzenia 29 — nie jest tozsamogcio-
wo réwny 0, otrzymamy fr.o=dy. Z réwnogei b,—sfr—s=1fr-2br—3+7 s
wnosimy dalej, iz d[be-gfr-s, skad wnosimy jak wyzej, ze dlfzs.
Powtarzajac to rozumowanie, otrzymamy wreszcie d[f, i d|f,. Do-
wiedliémy zatem, ze kazdy dzielnik wspélny wielomianéw f, i f,y
bedacy stopnia dodatniego wzgledem # i nie posiadajacy dzielnika
zaleznego jedynie od y i réinego od stalej, jest dzielnikiem wielo-
mianu fr.y i na odwrét.

Jozoli teraz wiolomian f,., przedstawimy w postaci fr_y="bh,
gdzie b jest wielomianem zaleimym jedynie od y, redukujgeym sie
ewentualnie do stalej, zaf h jest wielomianem zmiennych & iy,
nie majaeym zadnego  dzielnika réznego od stalej i zaleznego

W. Slerpiiakl, Zasadp Algebry Wygsue]. 10
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jédynie od y, to h bedzie najwiekszym ze wap()lnyuhv dzielnik 6w
wielomianéw f, i f,, ktére s stopnia dodatniego wzgledem o i nie
posiadaja réznych od stalej dzielnikéw, zaleznych jedynie od y.
Mnozae h przez najwiekszy wspolny dzielnik wapdlezynnikéw w roz-
winieciach obu wielomianéw fy i f, wedlug pmagg @, otrzymamy
najwiekszy wsp6lny dzielnik wiclomianéw f, 1 f,. Mozemy wige wy-
powiedzied

Twierdeenie 38. Na to, deby wiclomiany f, i fo miaty wspdlny
deielnik, bedacy wiclomianem stopnia dodatniego wzgledem , po-
treeba i wystarcea, #eby bylo fr=0.

© GWICZENIA. 1. Dowiesé, ze pray kazdym naturalnym n wielomiom
(g2 o (g1 o (Rt
jest podzielny praes wielomian
(y~—=2) (-—-m) (@-y).
2. Dowiedé, %e przy kazdym naturaluym s wielominn
(m+y~|—~z)2"+1-«:«~:(;2"'H--v--g)‘z""("‘» g2t
jest podzielny przez wielomian
‘ (y +2) (2 +=) (& +y).

§ 19. Wyznaczanie dzielnlkéw wielomianéw wielu
zmiennych. Zalézmy, ze f(wy,®q,...,2,) jest wiclominnem »n zmien
nyeh o wspétezynnikach dowolnych (wzgl. o wapblezynnikach cal
kowitych). Niech g oznacza liczbe naturalng, wickszg od najwiek
szego wykladnika kazdej ze zmiennych wy,wy,..,2, W rozwinieel
wielomianu f. Jezeli wielomian f rozklada si¢ na czynniki, t
liczba ¢ jest oczywideie wieksza od wykladnika kazdej ze zmiennye
T4y gy -y @y W Kagzdym z tych czynnikdw. Podstawmy

2 no-l
Ly =m,  By=a, g =, . 4

‘i przyjmijmy
F() = flaaay .y a ™).

Jezeli wielomian f (n zmiennych) rozklada sig na czynniki,
-bedgee wielomianami # zmiennych o wspolezynnikach dowolnyeh
(wzgl. catkowityeh), to i wielomian F(») (jednej zmiennej) rozkinda
.sie ma’ czynniki, bedgee wielomianami jednej zmiennej o wspdl-
czynnikach dowolnych (wzgl. calkowityeh), Kazdemu rozklndowi
wielomianu f odpowiada wiee pewien rozklad wiclomianu 4, lees
niekoniecznie na odwrét.

icm

[§ 207 Przyktady. 147

Majac jednak dany rozkiad wielomianu I, np. P(z)=F,(2)F,(),
fatwo sprawdzié, czy odpowiada on jakiemu$ rozkladowi wie-
lomianu f i ewentualnie wyznaczyé wszystkie takie rozklady.
Jezeli bowiem rozklad F(z) = Fy(x)Fy(x) odpowiada rozkladowi
f=f1fo to f1 jest sumag skladnikéw postaci Azfzde...a%. Skiadni-
kowi takiemu odpowiada. w. wielomianie F,(w) skladnik Az, gdzie
k=a;+ asf 4 ... + a,9"1. Lecz wobee g>a; dla ¢=1,2,...,n liczby
0y Qg vy Un 89 Jednoznacznie wyznaczone przez liczbe k, gdyz kazda
liczba catkowita ma jedno tylko rozwinigeie przy zasadzie g. 'Wy-
nika stad, ze dany rozklad F(z)=F,(x)Fy(x) odpowiada co naj-
wyzej jednemu tylko rozkladowi f=ff,. Ozy  istotnie takiemu
rozkladowi odpowiada, przekonywujemy sie, sprawdzajac po wy-
zZnaczenit 'wo powyzszy sposéb wielomianéw f, i f,, odpowiadaja-
oych wielomianom Fy(w) i Fy(w), czy zachodzi tozsamodé f=f,f,.

W ten sposéh wyznaczanie dzielnikéw wielomianu
wielu zmiennych sprowadza si¢ do wyznaczania dziel-
nikéw wielomianu jednej zmiennej.

§ 20. Przyktady. Metoda, wylozona w § 19, pozwala roz-
strzygnaé, ezy dany wielomian n zmiennych f(ay,%,,...,2,) 0 wspél-
czynnikach catkowitych jest rozkladalny na iloczyn dwéch innych
wielomianéw, nie redukujacych si¢ do statej.

W poszezegdélnyeh jednak przypadkach zagadnienie to moze
byé rozstrzygniete w krétszy sposéb.

Udowodnimy np., ze wieclomian

fla,y) = W(z) +y,
gdzic W(x) jest dowolnym wielomianem jednej zmiennej x, mie jest
rozktadalny. ,

Przypusémy w tym celu, ze istnieje rozklad f=f:f, Poniewaz
wielomian f(z,y) jest 1-go stopnia wzgledem zmiennej y, wigc jeden
tylko z wielomiandw f, i f, jest zalesny od y. Przypusémy np.,
ze f, nie zalezy od y i niech fy=fy(z). Wielomian fi ma wtedy
postaé fy = fo(w,y) = Plw) +Q(x)y, skad wynika, ze tozsamogeiowo
spelniona jest réwnosé: :

W) |y = o) = LP@) -+ Q) y)fa(e) = P(@)fa(@) + Q@) fa()y-

Wnosimy stad, ze @Qa)fy(@) =1, co dowodzi, e fo(x) musi byé
staln, Wielomian fGr,y) nie moze wige byé iloczynem dwbch wielo-

miandw, z ktoryeh zaden nie jest stalg, c¢.b.d.o.
10%
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W gzezeg6lnosel np. wielomian w4y jest nierozktadalny.

+ Jako inny przyklad, udowodnimy, Ze wyznacenik

| @11 0« - Bun
S
L @y < Ly

wwasany za wiclomian 1 ZIGENNYCh B4y 1,9y -+ yWnny JE8E RiCTORKLA-
dalny ).

Przypudémy, w tym celu, ze istnieje rozklad f - fify wielomianu f
na iloezyn dwoéch wielomianéw f; 1 fy, nie redukujacych sig do stalej;
4; musi wige byé wielomianem co najmniej jednej z wymienionych n*
zmiennych, np. zmiennej . Podobnie f, jost ‘wielomianem  co
najmniej jednej z tych n® zmiennych, np. zmiennej @4, Nie moie
tu byé jednoczesnie k=p oraz l=g, gdyz wiedy wy/nm-',mk [==1ifa
zawieralby skladnik, majacy czynnik w;,,zm,,,,,mw,,z, oo - juk wy-
nika z definicji wyznacznika — J(,st niemozliwe. Przypudémy wiec
np, ze k=p. Gdyby bylo I= =q, to wyznacznik fe=f,f, zawieralby
czynnik D11 T, =B 1 Bp,1y co tez jest dla k==p niemozliwe, gdy?
kazdy skladnik rozwini¢eia wyznacznika zawiera po jednym tylk
czynniku z kazdej (a wige i I-tej) kolumny. Mamy wiec zarazem l==q
7 .drugiej strony, wyznacznik f zawieraw swoim rozwinigeiu sklad
nik, ktérego jednym z czynnikdw jest @y, skad wynika, %e co nij
mniej jeden z wielomianéw f, i fy jest wielomianem zmiennej
Gdyby byl nim wielomian f;, to wyznacznik f=fif, zawieralby sklad
" nik o czynniku @, %, c0 Wobee l==g jest niemozliwe, gdyz kazd;
skladnik rozwiniecia wyznacznika zawiera po jednym tylko czyp
niku z kazdego (a wige i p-go) wiersza; gdyby zag byl nim wielo

mian f,, to wyznacznik f zawieratby sklcmdmk o czynnika o2,
" co wobec k==p tez jest niemozliwe.
Zatozenie, ze wielomian f 3@st aerozkladalny, doprowadza Wiee
do spwecznoécx

CWICZENIE. Udowodnié, ze dwumian g3 jest niorozkladaluy.
Y )

i) Ob. M. Bécher, Binfithrung in die héhere Algebra, Wyd. 2.¢ (Tlum. us
mniemieeki), Lipsk-Berlin 1928, str. 192.

icm

[§211 Rozkind wielomianéw jednorodnyeh 2-go stopnia. El49
/ § 21. Rozklad wielomianéw jednorodnych 2-go stopnia
na sumy kwadratéw wielomianéw liniowych. Jak Iatwo

sprawdzid, zachodzi tozsamodé:
®+Y\2 | (o —iy2
ay r—(m-—) +( =)

Oznaczajae przez Va, V5, V ktoreko]wmk z drugich pierwiast-
kéw liczb (zespolonych) a, b, ¢, mamy wiec: '

b\ (il Vs
*F%";U)"F(%é —w———?) Vey)s

co daje rozklad wielomianu jednorodnego 2-go stopnia dwéch zmien-
nych na sumg ezterech kwadratéw wielomianéw jednorodnych
lintowyeh tych zmiennych (z ktérych dwa sa jednomianami).

Ogdlniej mozna na tej drodze z latwoseig wywmoskowaf e
kazdy wielomian jednorodny 2-go stopnia n zmiennych jest sumg
skoneczonej liczby . kwadratéw wielomianéw (jednomiandw) jedno-
rodnych liniowych tych zmiennych.

Mozna jednak dowie§é nieco wigcej, mianowicie

(56)

azx? -+ by + ey? = (Vaz)? + ('-l-)-b-a;
-l

Twierdzenie 34, Wielomian jednorodny 2-go stopnid n gmien-
nych jest sumaq n bub mniej kwadratdw wielomiandw. (Tud 7ednommnow o
jednorodnych limiowyceh tych zmiennych. -

Udowodnimy to naprzéd dla n=2, a daleJ przez mdukcq@
Jozeli a==0, to — jak latwo sprawdmé — mamy:

podobnie tr: l:ki:ll]("m.V przypadek 0#0 Wreszme, Jezeh a-e—o tor

ax? +- by + cy? = bay f(rm+ o i'/) (%V_ ’L_Igj Z/) L

Latwo stgd dalej Wywnioskowaé 7e ]ezeh wspétezynnikia, bie
sg rzeczywiste, to wielomian ax® + by +cy® daje sie przedstavné
jako suma dwoéch (lub mniej), poprzedzonych znakiem 4+ Tub =
kwadratow wielomianéw (lub jednomianéw) jednorodnych hmowych
zmiennych @, y o wspélezynnikach rzecyymstych : o

Znloamy toraz, Ze twierdzenie jest pr’wvdnwe dla n—1 zmien-
nyeh, i niech W omacza.wielomian jednorodny 2-go gtopnia n zmien-
nyeh ay,ay, ..., 2, Rozréznimy dwa przypadki:
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10 Kwadrat jednej co najmniej ze zmiennych ma wspotezyn-
nik rézny od 0, np. W = @’} +..., gdzie a=0, Z uwagi na to, 26 W
jest Wlelormamcm jednorodnym 2-go stopnia zmiennych wy, @y, ...,
mamy: ,
' W = ai -+ Py ¢,

gdzie P i @ sy wielomianami jednorodnymi #- 1 zZndennych
gy gy -y By PleTWszy stopnia pierwszego, a drugi drugiego. Wobec
a==0 mozemy wige napisaé:

e {2

Pierwszy skladnik po prawej stronie jest oczywiseie kwadratem
wielomianu jednorodnego liniowego n zmiennych g, ... @, zaf
drugi jest wielomianem jednorodnym 2-go stopnia n—1 zmien-
nych %, ...,%,, zatem, w mysl zatozenia, sumg co najwyzej n--1
kwadratéw wielomianéw jednorodnych liniowych tych zmiennyech.
Ostatecznie wige prawa strona wzoru (B7) jest w rozpatrywanym
-przypadku sumg co najwyzej n kwadratéw wielomiandw jednorod-
nych liniowych zmiennych @y,%s,..., %5

20 Kwadrat kazdej ze zmiennych my,@y,...,&, W rozwiniecin
wielomianu W ma wspélezynnik 0. Jezeli wielomian W nie jest
tozsamogeiowo réwny 0, to jeden co najmmiej z iloczyndw dwoch,
réznych zmiennych ma w rozwinigciu W wepélezynnik rézny od 0,
np. W=aaw,+..., gdzie a==0. Mozemy oczywideie napisaé:

W = awyzy -+ Py -+ Qu, + R,

gdzie P i @ 83 to wielomiany jednorodne pierwszego stopnin n-—2
zmiennych g, ay,...,0,, z8§ B jest wielomianem jednorodnym 2-go
stopnia n—2 zmiennych ,2...,4,, Wobec as=0 mozemy wiee

naplsaé‘ ‘ v
W=afo+ —g)‘(wg‘--i- 2+ (a~29)
tkad, wobeo (§6) (s a=ar+ 2 1 y=s, |%>
wﬁ(V Mm,,{uzyﬁ 0 9) »Vd
Q

+ R =

(57)

?

L)

icm

. tami wielomianéw jednorodnych liniowych # zmiennych z,,a,,

[§22] Funkcje wymierne i niewymierne.

151

Pierwsze dwa skladniki prawej strony sa oczywidcie kwadra-
zad trzeci jest wielomianem jednorodnym 2-go stopnia n—32 zmierl;j
nych @y, ...,0,, & zatem, w my§l zalozenia, suma co naj-
wyzej m—2 kwadratéw wielomianéw jednorodnych liniowych
tyeh zmiennych. Ostatecznie wiee W jest sumg co najwyzej

2 4 (n — 2)=n kwadratéw wielomiandéw jednorodnych liniowych
Amlennych @1y By eey®ny €. b. d. 0. o

§ 22. Funkecje Wymierne i niewymierne. Funkcjg wy-

mierng nazywamy iloraz dwéch wielomiandw.
Funkeja wymierna jednej zmiennej jest zatem postaci:
(@) =1(z)/g(x),
gdzie f(x) i g(w) sg wielomianami. Ma wiec ona oznaczong (skori-
czong) wartodé dla kazdej liezby x, ktéra nie jest pierwiastkiem
wielowisnu g(x), a zatem dla wszystkich wartodei zespolonych
z wyjatkiem co najwyzej skonczonej ich liczby.

Przykladem funkeji wymiernej jest funkeja f(x)=1/x, majaca
oznaczong wartoé dla kazdej liczby zespolonej wz==0.

Istnieja, proste funkeje (), ktére nie dajg sie przedstawié
jako iloraz dwéch wielomianéw dla wszystkich takich wartosci
zmiennej, ktére nie sy pierwiastkami wielomianu, bgda,cego dziel-
nikiem.

Okazemy, 46 whisnosé taka ma funkcja g(z)=|a|- ,

Przypudémy w tym celu, ze istnieja wielomiany f(z) i g(z)
takie, ze dla wszystkich rzeczywistych @, dlaktérych g(z)=0, mamy:

Ha) .
9(@)’
zatem |xlg(w)=F(z), skad f(@)— =(|¢|—=)g(x). Z uwagi na to,
ze |o|—@=0 dla ©>0, mieliby$my wiec réwnosé f(z)—axg(x)=0
dla wszystkich >0, ktére nie sg pierwiastkami wielomianu g(),
a wiec w kasdym razie dla nieskornczenie wielu réinych x, skad
wnogimy w my$l twierdzenia 18, str. 124, ze wielomian f(z)—ag(x)
musi byé tozsamogciowo réwny 0, czyli ze f(z)/g(x)=o dla wazyst-
kich # nie bedacych pierwiastkami wielomianu g(z), W szezegdlnosei
wiee dla (niegkoriczenie wielu) liczb ujemnych nie bedacych pier-
wiastkami wielomianu g(z). Lecz dla takich ujemnych & mamy réw-
nogé (58); bytoby wige dla nich |2|=, co jest niemozliwe. A wwq
Funbcja p(w)=|a| nic jesi wymierna. . i

[
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Okazemy jeszeze, ze funkeja p(m) == Vo dla w0, gdzie praez V

rozumiemy pierwiastek arytmetyczny, nie daje si¢ przedstawié

jako iloraz dwéch wielomianéw dla wartodei @, nie bedacych pier-
wiastkami dzielnika.

Przypudémy w tym celu, ze istniejy wielomiany f(w) i g(w)

takie, ze dla wszystkich « >0, dla ktérych g(z)== 0, mamy
o(@)=F(z)/g(z). Byloby wiec w=f(2?)/g(a?) dla wazystkich x>0, dla
ktérych g(a?)=0; dla takich 2, a wige dla nieskoliczenio wielu r6z-
nych x, byloby zatem f(2?)—msg(2?)=0, czyli wielomian f(a?)-~ug(w?)
musiatby byé tozsamogciowo zerem. Mielibysmy zatem tozsamo-
geiowo f(a?) =mg(x?), co nie jest mozliwe, gdyz lewa strona jest
wielomianem stopnia parzystego, zad wg(s?) — stopnia nieparzystego,
A wiec: ’ ‘ '

Punkeja o) =) dla @>0 nie jest wymierna.

Nie wynika to jeszeze z niewymiernodei liczby Ve, gdyz w de-
finieji funkeji wymiernej nie robilidmy zatozenia, ze wipo6lezynniki
wielomiandw, ktérych ta funkeja ma bydé ilorazem, muszy byé
wymierne. ‘ ‘

- CWICZENIE. Dowie$é, 7o funkeja sin @ nie jest wymierna.

Dowdd. Gdyby istnialy takie wielomiany flz) i g(®), iz sin @=f(x)/g(x)
dla wezystkich =, nie bedacyeh pierwiastkami wielomianu g(x), %o wobec
sin (2k+-§)7==1 dla catkowitych & réwnodé g(w)==f(z) zachodzilaby dla nieskon-
czenie wielu réznych », a wiee wielomiany f(®) i g(x) bylyby tozsamodeiowo
réwne, co nie jest mozliwe, gdys sino+: 1 dla nieskohezenie wielu rdzmych a
(apy dla: w=kx, gdzie k ealkaowi%, ‘ .

- § 23. Rozklad funkeji wymiernej na ulamki proste.
,/ Ulamkiem prostym nazywamy' wyrazenie:

(59). o A

R

gdzie .4 1 @i sy liczbami zegpolonymi stalymi, m liczbg naturaing,
%, % zmienny . zespolong,. ; .

(v Oczywiseie; wyrazenie (59) mea okreflong wartogé zespolong,
tylko: dla g==a. - o

o NWyragzenie:' o
(60): -

EE D T P

i

fla) = PL2)

gdzie g(2) 1 y(2) s wielomianami zmiennej zespolonej 2, przy czym
¢() jest stopnia nizszego niz p(2), nazywamy wulamkiem wiadciwym.

icm

[§ 231 Rozkind fankeji wymiernej na wlamki proste, 153

Oczywifcie, wyrazenie (60) ma okreslons wartosé zespolona
tylko dla liezb zespolonych ¢, nie bedacych pierwiastkami wielo-
mianu p(e). : -

Twierdzenie 35, Kaidy wlamek wtasciwy daje sig preedstawié
w jeden @ tyllo jeden sposdb jako suma skorczonej liczby utamkéw
prostych (naturalnie dla takich wartodei zmiennej, ktére nie sg pier-
wiagtkami jego mianownika). '

Dowéd. Niech p(2) i p(2) beda danymi wielomianami, od-
powiednio stopni m>0 i n>m, Niech dalej a, oznacza jeden z pier-
wiagtkow wielomianu y(2), za§ n, jego krotnogé. Przyjmijmy:

(61)

i

() = (g—ay)p(2);

p(2) bedzie wiee wielomianem stopnia n—mn,>0, przy czym

{62) py(ay) 0.
Liczbas

" - _ wla)

(63) : 4 ()

jest wobec (62) pewng liczbg zespolong. Wobec (63) bedzie wige
@(ay)—Ap,(a;) =0, co dowodzi, ze a, jest pierwiastkiem wielomianu
@(#) —Awy(2). Wynika stad w mys] twierdzenia-3, str. 107, tozsamogd:

(64) ple)—Apyle) = (F—0)pi(2),

gdzie g (=) jest wielomjanem stopnia 0 najwyzej n—2, gdyz inffmzej‘
prawa strona wzoru (64) bytaby wielomianem stopnia co‘na,jmmej 7,
gdy, tymczasem g(z) jest stopnia m<m, zaf yy(2) jest stopnia n—n,<m:

Wobec (61) i (64) zachodzi przy wszelkim zespolonym #z, nie
bedacym pierwiastkiem wielomianu y(2), tozsamogé: :

o(2) _ A ¢1(2)

' p(e) _
TG |
przy ezym wielomian ¢(2) stopnia co najwyZej_ n—2 jesia stopnia
nizszego od wielomianu (2—ay)™'yy(?), ktéry' jest stopgla n—l
Drugi sktadnik prawej strony wzoru (65) jest wiec ylaml.uem Wl&éfl?-*
wym, ktérego mianownik jest wielomianem stopnia o jedno$é miz-
szego niz mianownik ulamka p(2)[p(2).

o) ) =) (@)

R
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Dowiedliémy zatem, ze kazdy ulamek wilndeiwy  mozemy
przedstawié jako sume: 1° ulamka prostego, ktérego mianownik
jest potega jednego z czynnikéw pierwszych mianownika danego
utamka i 2° uwlamka wlagciwego, ktérego mianownik jest stopnia
0 jednogé nizszego niz mianownik danego ulamka i ktéry jest przy
tym jego dzielnikiem.

Stosujac dowiedziong wiasnogé n—1 razy, dojdziemy do ulamka
wlagciwego, ktérego mianownik bedzie 1-go stopnia, za§ lieznik
liczbg staly, a wiee do ulamka prostego.

Kazdy zatem ulamek wlasciwy @(2)/y(2), gdzie w(e) jest wielo-
mianem n-go stopnia, rozwijajacym si¢ na czynniki pierwsze:

P(2) = (—ay)"(8—ag)"%.. (8—ay)"X,

daje sie przedstawié jako suma » ulamkdéw prostych; olrzymamy
wtedy dla zespolonych 2z, nie bhedacych pierwiastkamni mmnuwmkfn
9(#), tozgamogé:

(2) — Aj A4 N W:AI’II N
'IP(Z) (z"‘a,l)rll + (z—a1)"l"““‘1 RPN & 7y }
.A.’l’ Az 4 ;:u
(66) + (z__az)u, + (Z a ),,’,._1 I f“ ;-:-:2-’; ]
Agk) A&"’ A(nk,?,
(z-»-ak)n}f + (z"*‘ﬂ» )ll),*-i “{“ ] »z«:-m:-z‘k,

gdzie 4],.. ,A(k) 84 liczbami qta]ym wiréd ki“éryoh mogy byé tes
réwne 0.

Pozostaje do dowmdzema, ze kazdy ulamek wla,éciwy ma tylko
jedno rozwinigeie na ulamki proste. Przypudémy w tym celu, ze
dla danego ulamka wilagciwego ¢(2)/y(2) mamy précz rozwinie-
cia (66) jeszcze inne rozwiniecie na ulamki proste, zachodzace dla
kazdego zespolonego 2, nie bedacego pierwiastkiem wielomianu ¥(2).
Mianownik kazdego z tych ulamkéw musi byé postaci (z~—a), gdzie
przy pewnym naturalnym j<k mamy, ¢= =a; 1 l<n;. Gdyby bowiem
bylo a==a; dla wszystkich j=1,2,...,k, to rozwinigele nie mogloby
zachodzié dla z=a; gdyby zas przy pewnym naturaloym j<k
bqu a=ay, lecz | >ny, to zakladajac, ze rozpatrywany ulamek prosty
Zawlera WyZzszy niZz inne potege réinicy z—a, otrzymalibyimy
po sprowadzeniu prawej strony do wspélnego mianownika iloraz
dwoch wielomianéw wzglednie pierwszych, gdzie mianownik  jest
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[§ 28] Rozklad funkeji wymiernej na ulamki proste. 155
pod.zileny 1’).rrzloz (z—a)l, a wige tym bardziej przez (z—a)ntl; otéz
taki iloraz nie moglby byé réwny ¢()/y(z), gdyz w(2) nie jest po-
dzielne przez (2—a;)yti,

Jezeli V}rige :ulamek @(?)/p(2) daje précz rozwiniecia (66) inne
jeszeze rozwinigeie na utamki proste, to musi ono byé postaci:

; R’ ’ (k)
(67) pz) ___ Bi B; B
We) e T et Tt i
Wobec (66) i (67) otrzymujemy przy wszelkim zespolonym z,
dla ktorego y(#)=:0:
(68) Ai—Bi | Ai—Bi +A_w(k) fgg =0,
(gmaa)™ © (—a)rt T 2—a
skad, mnozac przez p(2)=(z—a)M... (2— a)":

(69) (Ai—Bi)(z—a)™. .. (2—az)% + (z—a1) P(2) =0,

gdzie P(2) jest wielomianem. Réwnogé (69) zachodzi wiec dla nie-
skofezenie wielu réznych z, skad w my$l twierdzenia 18, str. 124,
wnosimy, %e zachodzi ona tozsamodciowo. Dla z=a, otrzymamy stad
z uwagi na to, ze a,==a; dla §=2,3,...,%, réwno§é A;—Bi=0 czyli
A{==Bi. Podobnie udowodniliby§my dalej, ze wzoru (68), ze 4;=B3
i t.d., wreszcie, ze AL =B, c. b. d. o.

Dla praktycznego wyznaczania wspélezynnikéw Af,4s,..., AR
rozwinigeia (66) mozna uzyé metody. wspélezynnikéw nieoznaczo-
nych. Mianowicie, po pomnozeniu obu stron wzoru (66) przez p(z)
i por6éwnaniu po obu stronach wspélezynnikéw przy jednakowych
potegach z otrzymujemy dla- # wspélezynnikéw = Af,A4s,.. A“"
uklad n réwnand liniowych. :

Mozna dowiesé, ze gdy ¢ i y sa wielomianami zmiennej rze-
czywistej o wspélezynnikach rzeczywistych, to ulamek wiasciwy

®() [p(@)
B ~|— 0,

[(&—a)® + 5210
a i b0 — rzeczywiste.

jest sumg skoniczonej liczby wyrazen postaci (w—f— Iab

a)P
gdzie liczby p i ¢ sa naturalne, za§ liczby 4, B, C,
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PRZYKEADY I CWICZENIA. Mamy rozwini¢eln:

2 2 1
Lamm=—3temite
o A2 _2 1.1 1
CAAA B F e 2l
142+ 822 1, 0 o0 165
3. 2(1—2) (1—32) (1-—b2) &z = 8(l—r) 8(l-—3%)  B(l-—b5z)
22 1 4 2
. 142 5 T

- ot et i g R, 1 R
2P (47 6P IB(I---23 T U PR TUR

5. Rozwingé na ulamlki proste nastgpujace funkeje wymierne 2):

pY . P
Uy = :’,_T_'{_.':S P o —
2B B s y| 1! 2 { LY SR {
== ———zi::i—-‘—w PRV - 1 U = g F ,[ I k
U = ETgarars T HETIEGEET O e D
4 5

7
Odp: o = i + 5727 T

!
11'[]1
F

LR R R R
321 y 424 !
P L2
i R *z--.m TR
11 e 7 1
m=gtaty g —«l) 17 R T

AU 1 I[l—i 144 1.1
“"JT:“TW]W[”: ]

R ——
1) Ostatnie d.wa rozwunqcm ])odaw Jan ‘gulml ecli wn st 183 1 186
swej " Rachunku algebmwz'nego teoryi (cytowane] tu w Romdzinle X, § 8, wbr. 105,
odnoémk) i
2) Bzozegélowo wyprowadza te rozwinigein O) Selilomileh w Oo'mymndeum
der, hohamn Amnalysis, Brunswik 1881, str. 201-300,
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