ROZDZIAL VII
DOWOD ZASADNICZEGO TWIERDZENIA ALGEBRY

§1. Lemat Gaussa. Niech f(2) =ag2" a2 -1 --an bedzie
wielomianem m-go stopnia (m>=1) o wspdlezynnikach =espolonych,
gdzie ay==0. Jeseli dla danej licrby zespolone] 2, jest f(2y)==0, to isinieje
liczba zespolona 2 taka, ¢ |f(2)|<|f(2)|-

Dowéd. Zatbzmy, ze dla danej liczby zespolonej z, jest

(1) F(#o) == 0.

Rozwijajac f(2,+h) weding rosngcych poteg h, otrzymamy
jak latwo widzieé:

(2) F(Zo+-h) = bo-+bih—+boh® ... - by b,
gdzie ‘
(3) bo ma'()z(,)" + (‘f'lz()m“1 Fe "!wa’m = (z());

zatem w my§l (1):

(4) by == 0,
oraz, jak latwo obliczyé, b, =tay, skad wobec zaloZenia, Ze @y-:(
(8) b= 0.
Wiréd wsapdlezynnikéw
biy bay vy b

istnieje wiec' co najmniej jeden réiny od zera: niech b, oznacza
pierwszy z nich (bedzie wige 1<Lhk<m). Wzbr (2) bedziemy mogli
przepisaé w postaci

(6) F(#o+ B) == by - bh* - it e by
Niech
L bl
T Bl

icm
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Jest to wiee pewna liczba zespolona. W myél tw.5 Roz-
dziatu VI (§ 7, str. 94), istnieje co najmnie] jeden pierwiastek stopnia %
z liczby ¢. Oznaczmy przez a jeden z nich. Jest wiec

‘ ’  bo byl
7 koo
) T T b,

skad w jednej chwili |al*=|a*|=1, co z uwagi na to, Ze modul jest
liczbg rzeczywistg nieujemna, daje

(8) la] =1.
Oznaczmy dalej przez .o liczbe dodatnia, spelniajacs nie-
réwnosci: ‘
. b | b
9 1 0 '
@ o= Q<}bk PO o ol £ o o]

(odrzucajac trzecig z nich w razie gdy k=m). Przyjmijmy wreszcie
(10) b = pa.

Wzér (6) daje w mys$l tw. 2 Rozdzialu VI (§5, str. 91)
0 module sumy:

(11)  |f(=o+h)| < |bo + baht| 4 [berih* ! 4 Do BEE 4 - b h™|.
Lecz w mysl (10) i (7):

. b
(12) . bo + brh* = by + bro*ak = bo (1"‘ E)IS 9")’
za$ wobec¢ (9):
1l esq | 0>0
b |97 | ’

zatem wobec (12):
(13)

be

|b -+ bk == [bo] (1" bo ek) = [Bo] — | B4] &*

Dalej, wobec (10) i (8) jest w mysl twierdzenia’o module sumy:

|Bipa B b RETE AL Fbmh™ <
K fora] - (B - oo A (bl - |B] =Byt @*H 4 3 bl @™

skad wobec (9):

(_1,4_) Ibk~+-1 htr! e -+ bm hm' \g Qk+1(!bk+1‘ + . + lbml) < lebkl-
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. Wobec (11), (13) i (14) jest wiece |f(zo-+h) |<(lb0]-~]b,,]9"
ezyli |f(%,-1)|<[bo ], za,tem wobec (3) jest dla 2=z, +h

[7(2)] < |1(20)]-

Tym samym lemat Gaussa zogtal dowiedziany.

lblr!C’kr

- § 2. Zasadnicze twierdzenie Algebry. Kaidy wielomian
m-go stopnia (m>=1) o wspdlesynmikach zespolonych posiada co 'nay-
- mmiej jeden pierwiastek zespolony.

Dowéd. Niech
(18) ‘ H2) = ag@m -+ a4 ..

bedzie wielomianem m-go stopnia (mzzl) o wspélazy111‘V1ikm-,h ZERPO-
. lonych, gdzie a,==0. Istnjeje liczba R, taka iz

+=

(16): R>2 oraz B> Lol m’lw - bl
0
Wobec (16) bedzie |z|>1 dla |¢|=>R, zatem:
(A7) e+ agz™=2 i A | < (laa]+|ag] b oo A [am]) - [t
Wobec (15) i (17) mamy wiec:
V(z” ?’ [aoz"‘] "',"Jalzm”;1 + a‘!lzm“;2 “”|‘“ sue “1 Um ;2"
(18) = |aoz"'|-—— la‘ll ‘a’ﬂH“‘ oot 'a'm ) ]z”" ll‘w

e ‘lT{ Sl L‘i‘ﬂ.&l)_

to] - [e]

" Lecz wobec (16) mamy dla |¢|>R:

=| “oz'" | (

a7 E
iwzor (18) da:]'e |f(\z)’| > }lagem|, co 'z uwagi na to, ze w mygl (16) mamy
2| >R >2, daje dla |¢| >R nier6wnosé |f(2)|>4|ao|-|¢| >} |ag - B >,
gdyz wobec (16); o
B > 2|am|/|a’()l'

Jest wiec: ,
(9 . [f(2)] > am| dla 2] > R.

Niech teraz g oznacza kres dolny liczb |f(2)] dln |z|~ K. Wo-
bec f(0)=a,, jest: '

(20) 0= g < |ams

icm
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Zasadnicze twierdzenie Algebry.

Wobee (15) mamy dla z = -+ iy:

H&) = to(@ +3y)" + ay(@ + i) + ... + ay = P(ayy) + zQ(w,y),

gdzie P(x,y) i Q(z,y) sg to wielomiany catkowite wzgledem « i y
o wspolezynnikach rzeczywistych. Stad

()| = VP @) P+ Q@) P

zatemr |f(2)] jest funkejy '(rzecszistai)r-ei-azglai -dwo6ch ' zmienttych
rzeczywistych o 1 y: : ‘ R

/()] = (=, y).

Warunek {z|<R jest réwnowazny warunkowi a?4y*<R%

Jak wiadomo z Anmalizy, kazda funkeja ciggla ¢(@,y) osiaga
w kole 2?2 R? swdj kres dolny. Istnieje wiec w tym kole punkt
(%, yo) taki, iz p(2y,y,)=g. Przyjmuja,c 20 mmo‘—{ro}yo, b@dziemy ~4'5::3113131111
wieli [f(2,)]=g.

Gdyby f(24)%0, to w myél 1ema,tu Ga.ussa lstmala.by liczba
zespolona 2 taka, iz |f(2)|<|f(z,)| =g, przy czym, zuwagi na okresle-
nie liczby g, nie mogloby byé |2|<<R. Byloby wiec |2|>E, zatem
wobec (19), |f(2)|>|am|, skad sprzecznosd z nier6wnoscia : (20):

Musi wiec byé f(z,)=0. Liczba 2, jest zatem p1erw1asbk1em
wielomianu f(z), e. b. d. d. .

‘Wazne wniogki z zasadmczego tmerdzema Algebry wyprow’a
dzimy w § 11 Rozdziata VIII. : '

Godnym uwagi jeat, ze p1erwsze dowody tego tmerdzema.,
choé podawane przez wybitnych matematykéw, byly bledne. Ta-
kimi byly m. in. dowody podane przez d’Alembert’a (1746 r.),
Euler’a (1749 r.), Lagrange’a (1772 r.) i Laplace’a (drukowany
w 1812 r.). Dopiero Gauss podat dowody poprawne (w 1%&011 1799,
1814 i 1850)%).

1y Ob. Bnoyclopédie des Sciences Mathématiques, Tom 1,2, n° 81, str. 192-193.
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