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ROZDZIAL VI
LICZBY ZESPOLONE

§ 1. Liczby zespolone. Ich réwnosé, suma i iloczyn.
Liczbami zespolonymsi bedziemy nazywali uklady (pary uporzadko-
wane) pogtae '

' (“7 b)7
gdzie o i b sy licgbami rzecaywistymi, przy zalozeniu dlg tych ukia-
déw nastiepujaeych definicyjs

L Definicja rérwnosei. Dwie liczby zespolone (@yb) 1 (c,d)
uwazamy za réwne i piszemy (a;b)=(¢,d) wtedy i tylko wtedy,
gdy =0 oraz b= d, o

Juk tatwo widzied, stosunek réwnogei liczb zespolonych jest
zwrotny, symetryezny i przechodni.

1L Definicja swiny. Swmy dwéeh liczb zegpolonych (a,b)
i (¢,d) nazywamy licsbe aespolony (a--¢, b-+d), co piszemy:

(1) {a,0) 4 (e,d) = (@-t-¢, b+d).

L Definicja ilocrynu. Lloceynem liczb zespolonych Ia,b)
i (e,d) namywamy liczbe zespolong (ac—bd, ad--be) i piszemy:

(2) (2,0) (¢, ) = (ac—bd, agl+ bo).

Z definicji sumy oraziloczynu liczb zespolonych wynika z tatwo-
" deig, Ze dziatania te sy preemienme i lgeeme.
Udowodnimy np. taeznodé iloczynu. W mygl (2) mamy:
(3) Llayb) (e, d)] (&,f) = (ac—bd, ad - be) (¢,f) ==
‘ = ([ao—bd]e—[ad-+bolf [ac—bdlf+[ad-+bae),

7za8 wobee
(e,d) (¢,f)  (ce—df, of +de)

'

znajdujemy:
(1) (a,0)[(e,d) (e,/)] (aloe—~df )bl cf+-del, alef-+de]-+b[ce—df]).

W. Sterpliskl, Zasady Algebry Wyisan) G
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82 ROZDZIAL VI Ticzhy zespolone,
Prawe strony wzordw (3) i (4) przedstawiajy, jok wykazuje
latwy rachunek, te samg liczbe zes]mlonuz, skad

[(a,b) G’d)J (eyf) = (ay) [y d) (€,/) ]y

co dowodzi, ze iloczyn liczb z(«aspulo’uyuh czyni zadoddé prawy
lgecznogei.

Roéwnie latwo jest dowiedd, ze dla liezh zespolonych zachodzi
prawo rozdzielnosei dodawania wzgledem mnozenia, czyli wzér

[(a,b) (e, d)] (e,f) == (a,b) (e,])1-(e,d) (e, ).

Z definieji sumy i iloczynu liczb zespolonyeh wynika dalej,
ze liczba zespolona (0,0) jest modulem dodawania, zad liezba (1,0)
moduwlem mnozenin, t.j. ze dla kasdej liczby zespolonej (a,y) zu-
chodzg wzory:

(@9)+0,0) = (m,y) 1 (8,9) (1,0) - (w,9).

§ 2. Réinica i ilorax lHeczb zespolonych, Niech dane
beds dwie liczby zespolone (a,b) i (¢,d). % definieyj I i 11 wynika
natychmiast, ze na to, aby liczba zespolona (ie,y) spelniala row-
nanie

(¢,d@)+(2,y) = (¢, ),

réwnowazne wobec przemiennofei sumy liczb zespolonych réw-
naniu

potrzeba i wystarcza, izby bylo
®

¢cta==a 1 dty b,
t.j. izby bylo

B=g—c i Y ==bed.

Dodawanie liczb zespolonych posiada wiee jednoznacznie wy-
znaczone i zawsze wykonalne (w zakresie liczb zespolonych) dzia-
tanie odwrotne.

Nazywmmy je odejmowaniem Viczh zespolonyeh (o jogo wynik ich
rdzmocp) i plszomy

(a0, b—=d) == (a,b)—(c,d).

Z definicyj I i ILL wynika, ze na to, Zeby liezhu zespolonw (w,y)
§pelniala réwnanie

(8) = (6,d) (@yy) =+ (a,b),

icm

(§2] : Réznica i iloraz liezh zespolonych. 83

roéwnowazne wobee przemiennodei iloczynu liczb zespolonych row-
naniu

(waJ) (G,d) =(a ay )’
potrzeba i wystarcza, izby bylo

(6) w—dy =a i oy-tde=>h.

Jezeli (¢,d)=(0,0), t.j. jezeli =d= 0, to w razie (a,b)=/(0,0)
— jak latwo widzieé¢ — kazdy uklad liczb rzeczywistych @,y spelnia
rownania (6), za$ w razie (@,b)==(0,0) zaden uklad liczb rzeczy-
wistych @,y nie spelnia réwnan (6). Jezeli wiec (¢,d)= (0,0), to albo
kaZdw liezba zespolona (,y) spelnia réwnanie (5), albo tez zadna
liezba zespolona (w,y) nie spelnia tego réwnania.

Zatozmy wiee dalej, ze (o,d)==0. Mnozac pierwsze z réwnan (6)
przez ¢, o drugie przez d i dodajaé, (albo tez mnozgc pierwsze

przez (—d), w drugie przez ¢ i dodajac), otrzymujemy réwnania:
(7) (A+d*)@ = ac+bd,  (2-+d2)y = bo—ad.

Gdyby bylo ¢®+-d?=0, mieliby§my ¢=d=0, zatem (¢,d)=(0,0),
whrew zalozeniu. Jest wige ¢*+-d*>0 i réwnania (7) daja:

i ‘ ac+bd __be—ad
(8) v=Frp SEra@E

Z drugiej strony, przez bezpofrednie podstawienie przekonu-
jemy sie w mysl definieji X1, ze liczba

¢-+bd be—ad)
(9) (@,y) = (%ﬂ%’ @:l_zz)

spelnie, réwnanie (5), Zatem:

Jozeli (¢,d)=(0,0), i tylko w tym przypadku, réwnanie (5)
posiada w zakresie liczb zespolonych' jedno i tylko jedno rozwia- -
zanie, mianowicie okreslone wzorem (9).

Liczbe zespolong (9) nazywamy ilorazem (a wyznaczajace go
dzialanie deieleniem) liczby zespolonej (a,b) przez liczbe zespolong
(¢,d), piszge:

(a,b)
(e,d) j
- Ioraz dwdceh liczb zespolonych istnieje wiec i jest ]ednoznacznie ‘

wyznaczony, jezeli tylko dzielnik jest rézmy od liczby zespo]o-’
nej (0,0).

(a,0):(¢,d) lub

é*
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84 ROZDZIAE VI. Liczby zespolone.

Wiazystkie cztery dzialania arytmetyczne (procs dziclenia przeg
liezbe zespolong (0,0)) sa wiee w zakresie liezb zespolonych jodno-
znacznie wykonalne,

§ 8. Liczba . Wedmy teraz pod uwage liczby zespolone po-
staci (a,0), gdzie a oznacza jakakolwick liezbe racezywisty, W mydl
definicji I, dwie liczby (a,0) oraz (b,0) beds réwne wiedy i tylko
wtedy, jezeli a==b. Dalej, w my#l definicyj 1L i IIL oraz definicyj
réznicy i ilorazu, bedzie:

(@, 0)~(b,0) <= (¢~ b,0),
(,0):(b,0) = (afb,0)  dln

(@, 0)+(b,0) = (a +b,0),

(@,0) - (b,0) == (ab,0), b0,

Jezeli teraz prayporzgdkujemy kazdej liezbie zespolonej («,0)
liczbg rzeczywisty a, t.j. pierwszy elemont pary (ay0), G0~ jak wy-
nika z wypisanych wzoréw — przyporzgdkowanie to  bedzie ego
rodzaju, e wynikom kazdego z 4 dzinlai arytmetycznyeh  ny
liczbach zespolonych omawianej postaci hedy odpowiadaly wyniki
tychze dziatari na liczbach rzeczywistych przyporzgdkowanych tym
lieczbom zespolonym. ‘

Wyrazamy to, méwige, ze zbidr wazystkich licah zespolon yeh
typu (,0) jest ze wagledu na 4 dzialania avytmetycsne womorficany
(réwnoksztattny) ze zbiorem wszystkich liczb rzeczywistych i 70y
mianowicie, izomorfizm ten ustalimy, przyporzgdkowujae kazdej
liczbie zespolonej (a,0) liczbe rzeczywiste a (por. Rozdz. XVII, §8).

Wobec tego jest juz tylko sprawy znakowania, uny liezby zo-
spolone (a,0) bedziemy oznaczali wszgdzio tymi samymi - symbo-
lami, co liczby rzeczywiste a. Uméwimy si¢ wiee pisad PO progiu o
zamiast (a,0), ezyli prayjmiemy pray wszelkim rzeezywistym a:

(10) . (¢,0) == a.

W mydl definicji I liezba zespolona (0,1) jest rézny od kazdej
z-liezb zespolonmych postaci (4,0), & przeto nie moze byé ozna-
czona tym samym symbolem co jakad liczba 17605y wista,

Oznaczamy jg symbolem 4.

Symbolu tego nie bedziemy zatem mogli juz dulej nzywad
dla oznaczania liczb rzeczywistych. Przyjmiemy wiec:

(11) (0,1) -4,

icm

[§3 Liczha i. 85

Niech teraz (a,b) oznacza dowolny liczbe zespolona. Z defi-
nicyj I, IL i IXX wynika, iz _—

(a,0) = (a, 0)-+(2,0) (0,1),
¢o mozemy wobec (10) i (11) napisaé w postaci
(12) - (a,b) = a+ bi.

Kazda wiec liczba zespolona (a,b) daje sie napisaé w postaci (12),
gdzie 4 jest liczby zespolona, okreglong wzorem (11). Ze wzoru tego,
w mysl definicji IIT i wobee (10), otrzymujemy 4R =(0,1)-(0,1) =
w2 (=1, 0) == —1 czyli

’L2 =],

Latwo widzied, ze mamy tez
[(—1)i]P =42 = —1.

Liczby © oraz (—1)i sq — jak latwo stwierdzié — jedynymi
liczbami zespolonymi z, spelniajacymi réwnanie

2= -1,

Jezeli bowiem liczba zespolona 2= (@,y) spelnia to réwnanie,
to mamy wobec (10) ‘

(13) (@,y) (2,y) = (—1,0),

a ze wobec definieji IIT (z,y) (,y) = (2*—y?, 22y), Wiec wobec (13)
oraz definicji T mamy: '

(1) P—y?=—1 i 2xy=0.

Gdyby bylo y =0, to pierwsze z réwnati (14) datoby a2 = —1,
co niemozliwe, poniewaz x jest liczbg rzeczywisty. Jest wiec y==0
i drugie z réwnai (14) daje 2=0 (z uwagi na to, ze liczhy @ i y 35
rzeczywiste). Zatem pierwsze réwnanie daje y®=1 czyli y = -1
Jezeli y =1, to (z,9)=(0,1)=14, jezeli zad y=—1, to (z,y)=
== (0,-—1) == (—1)d.

Zliczby (-—1) istnieja wiee w zakresie liczb zespolonych doklad-
nie dwa pierwiastki kwadratowe, mianowicie ¢ oraz (—1)i. Jezeli
pierwszy z nich oznaczymy przez J'—1, to drugi mosma bedzie ozna-

ezyé praes —y-=1,
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86 ROZDZIAL VI. Liezby zespolone,

" Dla dzialan arytmetycznych na liczbach zespolonych mamy
w mysl (1), (2) i (12) wzory:

(a-+bi) +(0-+) = (a+6)-+(b -+ )i
(@+bi)—(c--di) = (a—c¢) +(b—d)i
(16) (a-+b3) (c-di) = (ac—bd)-t-(ad--be)i-
: ¢—ad,
(a-+bi) : (¢-F-di) = %0 icblg T I;M(jlz i,

przy czym wszystkie 4 dzialanieu (15) sy w zakresie liczbh zespolo-
nych jednoznacznie wykonalne, z wyjatkiem jedynie dzielenia przes
liczbe 0. Dzialania za§ na liczbach rzeczywistych mogg byd uwa-
zane w my$l (10) za szczegélny praypadek dzinlan na liczbach zespo-
lonych.

§ 4. Liczby zespolone sprze¢ione. Liczbe zespolong

3;.‘-‘\2.“ ‘ R a"*b’b,

réimigea sie tylko znakiem wspélezynnika przy 4 od liczby
nazywamy sprzegonq z liczba s.
LlOZbQ SPrZeZONg z # 0ZDACZAMY ZAZWYCzaj przes 2,

'z tego okredlenia liczb sprzezonych wynika na.byc'hnmml, it
jezeli w==1¢', to %' =2, czyli przy wszelkim zespolonym z:

(16) @Y=

e

- za-l—b*i,

Jezeli z==gy, to mamy oczywifcie 2’ =2{ i na odwrdt., Jezel
=2, to liczba 2z jest rzeczywisty i na odwrédt. W szezegélnosei
jezeli 2==0, to 2'=0 i na odwrét.

Ze Wzor()w (15) wnommy natychmiast, zo dla kazdych dwéet
hczb zespolonych 2y i 2,:

(21+2p)" == 2f +25, (24~2)' == 2{—2),

(2}

(16 : .
( )v (#12a) = oz 1 (w—)‘wu- dla 2p=0.

k)
- Mozemy wiec powiedzied, ze detatania wrytwwt;ycwne, wykony-
wane ne liogbach spragtonych & danymi, dajq wyniki spragione & wy-
mikami tyohde deiatar, dokonamyoch na licsbach damych,

icm

'(a, b2 o d2) (a2 02 +d2) = (aay—Db, - oo—-dd, )+

[§ 4] Liezby zespolone sprzezone, 87

Z trzeciego ze wzoréw (16) wynika od razu, ze dla kazdej liczby
zespolonej z mamy przy wszelkim naturalnym n :

(17) (27) = (2')n,

t.j. liceba spregéona 2 n-tq potegq danej liczby zespoloney jest n-tq po-
tega liceby sprzeione] z dang licebq.

Wynika stad z latwodeis (przy pomocy pierwszego ze. Wzo-
row (16), uwogdlnionego droga latwej indukeji na dowolna skon-
czong liczbe skladnikéw), ze jezeli

J(2) = apz™ +a 2™ + ... +GngR U

jest wielomianem o wspélezynnikach zegpolonych, to mamy przy
wszelkim zespolonym z:

Lf(2)) = ao(@)" +ay(2 )"+ ... +-ami?' +ap.

Stad w szezegdlnodei, jezeli wspdlezynniki wielomianu f(2) s
rzeczywiste (t.j. jezeli apg=aq, a3=a9, ..., @ =an), to:

=12

Stad za$ wynika w szezegblnosei, ze jezell f()=
Mamy zatem:

(18)
0, to f(z')=
Twierdzenie 1. Jeieli liczba zespolona 2 jest pierwiastkiem

wielomianu o wspdlezynnikach rzeczywistych, to liceba 2’ (sprzezona
z liczby 2) tez jest pierwiastkiem tego wielomianu.

CGWICZENIE. Stosujac do iloezynu wyznacznikéw
a-bi e4di a;-+bi ¢ Hdpi
—¢di a—bi —e;+dyt - ay—byi

_mmnozenie wierszy przez wiersze, wyprowadzié tozsamosé:

+(ab, +ba1 +ed, —l—dcl)'2 +
+(ac, +bd,—ca,~db,)?+(ad,—be;—cb; -+da,)?.
/ .
% tomumofed tej wynika, ze iloczyn dwdch liceb catkowitych, = ktérych kasda
jest sumaq kwadraléw czlerech liesh calkowitych, sam jest suma kwadratéw czterech
liezb ealkowitych.
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38 ROZDZIAL VI. Licsby zespolone.

W zwigeku # liczbami zespolonymi wspomnimy tu jewzeze o f. zw, kwa-
ternionach. ‘

Podobnie jak licaby zespolone okresliliémy juko pary uporzpdkownne
liczb rzeczywistyeh, poddane warunkow, I, 11 i IXI (p. str. 81, definicje), tuk kwa-
terniony okreflamy jako pary uporzgdkowane Hezb zespolonyeh (3,4), wilzio;

L (2,8) ==(u,v) wtedy i tylko wtedy, gdy #=wu oraz t- »,

LL. (2,1) +(u, 0) == (2w, b -H),

IILL (2,8) (u,0) == (2u~—1", 20--tu’)
(w' i v omaczajy tu liczhy zespolone sprzezone z w i m)Y).

Mnosenie Lwaterniondw nie jest preemiennce, Np.:

(1,0) (0,4) = (0,4), zué  (0,1) (4,0) = (0, ).

Liezbe rzecaywists, nleujemny Ve 00 nazywamy fenaorem  kwulor.
nionu (2,1).

CWICZENIA. 1. Dowiodd, ze #hidr wezystkich kwalernionow (2 0), gduie
2 jost liczha zespolony, jest izomorficany ze wzgledu na dodawanic i mnozenie
ze zhiorem wssystkich liczh zespolonyeh z,

Kwaterniony mosma wige uwagaé za wogdinienie liezh zespolonyely,

2. Dowiedé, e prayjmujae §==(0,1) ornz &-+(0,4) i piszge dln zespolonych g,
zamiast (#,0) poprostu 2 (co jest mozliwe wobee izomorfimuu 1), kazdy kwu-
ternion mozna, i to w jeden Gylko sposdh, praodstawié w postaei

A=l -0f -k,
gdzie a,b,¢ i d sa liesbamni rzecsywistyiai, pray caym
1 e e e ]

bl ot Bl el g, 1 A e

3. Dowiesé, ze mnosenio kwaterniondw jest laezne.

4. Dowioesé, ze istuieje nieskofiezenio wielo réznyeh kwatorniondw, kiéryel
kwadrat réwny jest licabie (—-1),

5. Dowiesé, ze iloezyn dwdeh kwatirniondw wiedy i tylko wlody jowt zerem,
gdy co najmniej jeden z czynnikéw jest zerem, -

6. Dowiesé, ze tensor sumy dwdel kwuterniondw jest nie wigkszy od sumy
ich tensordw.

1) Teoria kwaterniondw pochodzi od W. R. Hamilbon's (Tectures of Qua-
termions, 1853, i Hlements of Quaternions, 1866). Kwaternionom POAWIGEOND Kzem
reg ksigzek. W jezyku polskim o kwaternionach (,czaworanueh®) pinal K. H ot
Pierwsze zasady kwaterniondéw Hamiltona, Wursznwa 1887, stron VI 142, Goda
nem uwagi jest, Ze we wsbgpie do tej keiggki, napisanej praez matematyku pols
skiego przed 60-ciu laty, znajduje sie jus takie sdanie: ,Zwykle ok vedlngy mdos
matyke, jako nauke o iloeinch, nowsze jednak badanin wylngnly, 2o to okres
Alenie jest zbyt ograniczone i e matemutyke naledy wwadod zo nnuke, wye
prowadzajgey % danyel praw wszolkio mozliwe wnioski | pravdutawinjgen jo
w postael, kidra umozabuin pordwnywunie el z hozpofireduiy olisernyaneiy®,

icm

[§ 51 Obrazy geometryezne liczh zegpolonych, Modul. 89
§ 5. Obl"azy geometryezne liczb zespolonych. Modul.
.Przypormd}cugﬂx)r liczbie zespolonej z=a-+bi punkt (a,b) plasz-
czymmy XOY czyli punkt o Spélrzednych z=a i y=bh.

Punkt ten nazwijmy obrazem geometrycenym liczby z. ,

W ten sposéb kazda liczba zespolona ma swéj obraz geome-
tryezny i naodwrét, kazdy punkt plaszezyzny XOY jest obrazem
pewnej (i tylko jednej) liezby zegpolonej.

Plaszezyzne X0Y nazywamy plaszezyeng Gauss’a liczb zespo-
lonyech.

()bmzy %iczb rzeczywistych beds, jak latwo widzieé, wypel-
niaty of odeigtych, liczb za$ urojonych (t.j. liczb postaci a--bi,
gdzie a«0) — of rzednych. Obraz liczby a—bi, sprzezonej z liczby
@-4-bi, bedzie odbiciem jej obrasu, Symetrycznym wzgledem osi
odeigtych. Obraz liczby (—) bedzie polozony symetrycznie do
obrazu liczby 2 wzgledem poczatku gpolrzedny ch.

Odleglogé punktu (a,b) od poczatku spélrzednych nazywamy
modulem liczby zespolonej z=a-bi i oznaczamy przez |z|.

Z trojkata prostokgtnego O MN i
(rys. 1) widaé, ze

M,’?f "

o = Vo

(przy czym znak pierwiastka nalezy
wzigé ). Mamy oczywidcie zawsze
[—#|:|2|, oraz |#'|==|e|. Jak latwo
widzied, || jest wtedy i tylko whedy
zerom, gdy z==0. Dla 25=0 mamy
wiee |2]>0. v
Zbiér wszystkich obrazéw geo-
metrycznych liczb zespolonych g,
spelniajgeyceh przy danym dodatnim z warunek

Rys. 1.

|z|="r,

jest oczywideie obwodem kola o promieniu 2 i o §rodku w poczatku
ukladu spétrzednych., Zbidr zad wszystkich obrazéw liczb zespolo-
nych 2, spelniajgeyeh nierdwnogdé ‘

|2]<<r,
tworzy wnetrze tego kola,
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90 ROZDZIAE VI. Liczby szespolone,

Niech dane bedsg dwie liczhy
zegpolone  #g==ag-bgi 1 2= bi,
Oznaczmy przez M(agby) 1 Pla,b)
ich obrazy geometrycezne (rys. 2).
Obliezmy odleglo§é MP. Juk widaé
z rysunku, mamy tu:

RP = QP —QR- b--b,,

natem MP - |/ ( a:..’;,;)z - [;::.T[,'n")ﬁ_

Odleglodé migdzy obrazami liczb zespolonych z, < ay-+ byl orag

#=a-+bi jest wige réwna J{a=ag) (b =be)t czyli liczbie [g--zy|, gy

[e—2g| = |@-t-bi—(ag +byi)| == [(@—ag) -+ (b—by)i| -~ V{aag)® | (b bq)P.
Zatem: ‘ ‘ '

Odleglosd migdey obrazami geometrycenymi liezh zespolonych z,
i 2 jest réwna |z—=z,| czyli modulows ich rdénicy.

Wynika stad, ze obrazy wszystkich liczb zegpolonych 2, spel-
niajaeych przy danym zespolonym z, i danym dodatnim # réwnanie

le—o] =,

tworzg, obwéd kola o promieniu » i o drodku w obrazie liczby zespo-
lonej 2,. Zbiér wszystkich obrazéw liczh zespolonych 2, spelniajyeyceh
nieréwnogé ’ ‘

' [z-"zO‘(w’

tworzy wnetrze tego kola. '

Niech beda dane dwie liczby zespolone 2, i 2, oras liezhn vzeczywisia
m>|2—2|. Zbidr obrazéw wszystkich licsb zespolonych 2, spelniajgeyceh
réwnanie :

|z~-—~z1]+|zmz2|mm.,

;twivqrzx?, jak tatwo widzies, obwod elipsy o wigkszej gredniey a1 o ogniskach
w obrazach liczh 2, i 2. Obrazy zaé liczh 2 takich, i% ‘

|8y | |3~y | <1,
tworzg wnetrze tej elipsy. ‘

icm

L§ 6] Forma trygonometryczna liczb zespolonyeh. 91
Niech OM i OP oznaczajg od-
powiadajace liczbom 2, i 2, wektory,
t.j. odeinki skierowane z poczatku
spolrzednych ku obrazom tych liczb
(rys. 3). Niech 0@ bedzie wektorem,
odpowiadajgcym sumie 2=z, + 2,
Jak widaé z rysunku, punkt Q
mozemy otrzymaé w nastepujacy
sposéb. Z punktu M prowadzimy
wektor MQ, réwny co do dlugodei
wektorowi OP, réwnolegly do niego
i w te sama strone skierowany.
W ten sposéb wektor 0@ jest suma
geometryczng wektoréw OM i OP. A wiec: ‘ '

Dodoawaniu liezb zespolonych odpowiada dodawanie geometryczne
odpowiadajacych im wekiordw. ' '

Z tréjkata OMQ (rys.3) widzimy tez, ze 0Q<OM+MQ,
ezyli wohee 0Q=|2y+2,|, OM=|2| i MQ=0P=|z,|, mamy

Rys. 3.

ER AR AR A
Mamy zatem: .

Twierdzenie 2. Modul sumy dwdch liceb zespolonych nie pree-
nost sumy modutdw tych liczb. ' -

- Twierdzenie to nogblniamy z latwoscig przez indukcje na do-
wolng skoricezong liczbe skladnikéw.

§ 6. Forma trygonometryczna liczb zespolonych. Po-
wroéémy do rysunku 1, przy czym zalbzmy, ze z=0, zatem M=+0.

Argumentem liczby zespolonej z nazywamy kat ¢, jaki tworzy
z dodatnim kierunkiem osi 0X odcinek (wektor) OM, skierowany
z poczatku O ukladu spélrzednych do obrazu geometrycznego "M
liczby zespolonej #, liczony w kierunku przeciwnym biegowi strzatki
zegary i wyrazony w radianach. _ '

Jozoli ¢ jest argumentem liczby zespolonej 2, to oczywiscie
kazdy kat postaci ¢--2kn, gdzie k. jest liczbg calkowity, tez jest
argumentem tej liczby. Jak latwo widzied, kazda liczba zespolong
rézma od zera ma jeden i tylko jeden argument ¢, taki iz 0<p<2a.
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92 "ROZDZIAY VI. Liczby zespolone.
Warunek ten mozna ocaywifeie zastapié przez  warunek

—al@ia 1 wowezas liczhe ¢ nazywamy amplitude liczby zespo-
lonej . 2. '

Z tréjkata OMN (rys. 1) znajdujemy natychmiast, ‘p“r‘;/dyjm“u~
jac |e|=1:
. A==r CO8 @, b=y §in @,
zatem
(19) &= -0 = 1 (COS @ -4 8in ).
Jest to taw. postad trygonometrycena liczh zespolonyeh.,
Kazda wiec liezba zespolona daje sie przedstawié w postaye
trygonometrycznej (19), gdzie » jest modulem, zaf ¢ argumentem
liczby zespolonej 2. Dla liczby #+=0 mamy oczywideio 70 1 wzdr (19)
bedzie spetniony prazy kazdym rzeczywistym .

Niech beds dane dwie liezby #zespolone w ich postacineh lry-
gonometrycznych:

(20) = r(eos @) i sing, ), &y == 1y(C08 @, -1 i sin g,).

Wobec (20) znajdujemy:

&, = 1 7,(Co8 #, -+ 1 sin ;) (cos P, i 8in Pp) == ‘
=17,[C08p, cosg,—sing, sin @, +4(8in @, cos @, - cos p, sin Py) ==
=11, co8(p, + @,) -+ i 4in (g + @)1

Lloczyn #z, jest wiec liczba, zespolong, ktbrej modulem jost Y479
za$ argumentem g - ®,- Mamy zatem:

Twierdeenie 3. Modut ilocaynu dwdeh lieab zéspolonych jest
slocgynem ich modutéw, zas argument iloceynu jest suma argumentéw
crynnikow. . ,

Drogg latwej indukeji twierdzenie to uogblniamy na dowolng,
skoriczong liczbe czynnikéw. Mozemy wiec powiedzieé, ze:

Pray mmogeniu liczh zespolonyoh mnogy sig ich moduty i dodaje
ich argumenty. '

Wynika stad, ze:
Modut ilorazu dwdeh liced zespolonych jest iloragem ich mo-

duldw, zas argument ilorawu jest réémicq miedey argumentem deielnej
o ‘argumentem dzielnika. ‘

icm

[§ 7]

Potegowanie i picrwiastkowanie liczhb zespolonych. 93
§ 7. Potegowanie i plerwiastkowanie liezb zespolo-
nych. Z twicrdzenia 3 o mnozeniu liezb zespolonych wynika dalej
natiy chmiagt

Tuierdzenie 4. Modul n-tej potegi liceby zespolonej z jest
n-tq potega jej modutu, zas argument jest réwny argumentowi licsby
POMNOLONETNU PTRes N.

A wige dla dowolnych rzeczywistych »>0 i ¢ zachodzi wzér:
[r(cos -+ 1 sin @)]" = r"(cos np-+ © sin ne),
co daje t.zw. wedr Moivre'a:

(21)

(co8 @ -+ i sin @)" = cos nep + ¢ sin ne.
Niech bedzie danw liezba zespolona w=r(cos ¢ 41 sin ¢). Prayj-
mijmy przy danym naturainym n:

-t 4 8in

- 2k dla £=0,1,...,n—1.
13

n DA
) - @ -+ 2kn
(22) SpoE l/’)“ ((‘40S”""‘“7 -—n‘———

W myél twierdzenia 4 o potegowaniu liczb zespolonych be-
dziemy mieli

g = eos (@ -+ 2kx) -4 sin (@ - 2kn)] = r(cos @ + 7 8in @) = u.
Liczby (22) spelniajg wiec réwnanie

(23) 2=, i
sy zatem plerwiastkami n-go stopnia z liczby zespolonej u.

Co do argumentu ¢ liczby %, to jak wiemy z § 6, mozemy zato-
2y6, ze 0=sip<2m, Wohee 0LEk{n—1 bedzie wige 0 p+2kn<<2nar;
zatem przyjmujge

@ -+ 2k

dla k=0,1,...,n—1,

bedzicmy mieli
- o - o ) .
0y <y <Py L, < E
n—-
Obrazy geometrycezne liezb zespolonych 2, = Vr(cos ¢k1,+ o s115u (pﬁ),
i 1,2, g9 wiec setkie rézne, a przeto i liczby
gdaie k- 0,1,2,...,n—1, sg wige wszystkie r , &P

tie 85 rézne.
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94 ROZDZIAL V1. Licaby zespolone.

Liczby (22) sy zatem n rézmymi pierwiastkami rownunia (23),

a ze réwnanie to, jako réwnanie stopnia n, wigeej niz m réznych.

pierwiastkéw mieé nie moze!), wige liczby (22) sg wszystkimi pier-
wiagtkami réwnania (22). Mamy zatem

Twierdeenie 5. Kazda liczba zespolona - 1(CO8 ¢ + 1 8in ¢)
ma dokladnic n pierwiasikow n-go stopnia: sq to liceby (22)%).

Ten z pierwiastkow n-go stopnia z liuzb,y zespolonej u, ktory
ma najmuniejszy nieujemny argument, bedziemy nazywali pierwiast-
kiem gtdwnym n-go stopnia z liczby w.

Jezeli u jest liczbg rzeczywisty dodatniy (czyli o argumencie 0)
to pierwiastek gléwny n-go stopnia z liczby « jest poprostu pier-
wiastkiem (arytmetycznym) n-go stopnia z liezby w.

. § 8 Pierwiastki n-go stopnia z jednodel. Ziyjmicnyy
sie w szezegélnodel pierwiastkami n-go stopnia z liczhy 1.
Dla w1 mozemy prayjad v 1 i ¢ 0. Wiory (24) dalzg,
wiee jako pierwiastki n-go stopnia z jednodei liczby:

Bk
B 7= CON e e gin T
W n

(24) gdzie k- 0,1,2, .0 -1,
Obrazy geometryczne tych liczh otrzymamy, dzielye obwod

kola, zatoczonego promieniem 1 z poczgtku spolrzednyeh, na g

réwnych ezedel, odktadanych od punktu, w ktérym kolo o przecing,

dodatni kierunek osi odeietych, ezyli od punktua g, ~ 1
Z tego wzgledu réwnanie

(26) P |

nazywa sig réwnaniem podeialu kola. :
Zajmiemy sig nim szezegblowiej w Rozdziale X1,

.EtleyW}as@ek 7-g0  stopnia  z  jednofel nazywamy PLerwot-
nym, jezeli nie jest pierwiastkiem nizszego (naburalnego) stopnia
z jednogei. |

') p. Rozdziat VIII, § 11, str, 124, tw. 17,

*} Przeprowadzony tutsj dowéd istuionia plerwinstkdw dowoluego natu-
mlnfago sf;opniu 7z kazdej liezby zespolonej uzywa funkeyj trygometryesmyeh
a wige niejako obeych algebrze. Dowdd tegos twierdzenia hcm‘pomoeyw tuniuw}
trygomeﬁrycznych jest nieco dlusay od podanego tubs] i koréymtu. ‘z ]wwn‘uj
wlasnodel wielomiandw, ktdra jest nustepstwem ich cigglofei. Dowdd taki

unajdzie ozytelnik w mojej ksigioe dnabiza, Tom I, Cuokh Mor W i i
) y 20O ) y » Lae WRZHN )
Warszawa 1923, sbr, 192.196. oo e Wy drigle

icm

[§ 8] Pierwiastki n-go stopnia z jednogei. 95
Liczba zespolona 2z jest wiec pierwiastkiem pierwotnym n-go
stopnia z jednodci, jezeli zachodzi réwnosé (25) i jezeli 2¢<4=1 dla
q=:1,2,...,n—1.

Twierdzenie 6. Liczba (24) jest wiedy ¢ tylko wiedy pierwiast-
kiem pierwotnym m-go stopmia 2 jednosct, jeseli k jest liczbg pierwszq
wzgledem n,

t.j. jezeli (k,n)=1, gdzie (k,n) oznacza najwiekszy wspolny dziel-
nik liczb %k i w:

Istotnie, jezeli (k,n)==1, to liczba gk nie jest podzielna przez n
dla ¢=1,2,..,0—1, gdyz w razie n|gk'), mieliby$my n|g wobec
(k,m)=1. Gdyby zag bylo 2==1, to wobec (24) i (21) mielibysmy:

y 2k . . 2km\Y kqm | . . 2kqm
z,f == ((au,s--%v + 4 sin e ) = CO8— = -4 8in = 1,
2) s . .
co jest mozliwe tylko wtedy, gdy —%p—t = 2n, gdzie 1 jest liczby

catkowity, czyli gdy nlkg.

Udowodnilismy wiee, ze jezeli (k,n)=1, to liczba 2, jest pier-
wiastkiem pierwotnym mn-go stopnid z jednodei.

Na odwrdt, jezeli (k,n)=d>1, to mozemy zalozyé, ze k=ld
i m==qd, gdzie [ i g sa to liczby calkowite, przy czym wobec d>1
mamy q<n. Stad kg=1Idg=1In, zatem w my§l (21):

2 = cos i’"ﬂ -+ 1 §in _—’jogg = 08 2z + 4 sin Amw =1,

B n )
co wobec g<n dowodzi, ze 2z, nie jest pierwiastkiem pierwotnym
n-go stopnia z jednodei. Twierdzenie 6 jest wiec: udowodnione.

Na mocy tego twierdzenia pierwiastkéw pierwotnych n-go
stopnia z jednogei jest tyle, ile jest w ciagu 1,2,...,n liczb pierw-
szych wzgledem #, t.j. ¢(n), gdzie ¢ oznacza znany w Teorii liezb
funkeje Gauss’a. W szczegélnosei liczba (24) dla k=1, t.j. liczba

[y ‘

cos‘m {~1’S|1112JZ '
o ' n !

jest pierwiastkiem pierwotnym n-go stopnia z jednodei.

1) a|b’ oznaczn, e liezba o jest deielnikiem liczby b, t.j. %e istnieje liczba


pem


»
96 ‘ ROZIDVZIAL VI. Liczby zespolone,

Jezeli #z jest pierwiagtkiem pierwotnym n-go stopnia z jednodei,
to, jak latwo widzied, liczby

(26) 2y 2% L., Rl en

89 wszystkie rézne. Gdyby bowiem bylo #/~-2m dla pewnyceh natu-

ralnych 11 m takich, %e 1< l<<m<In, G0 prayjmujye m-—1- ¢, nis-
liby$my 1<{g<n oraz 2l=-ztte, skad 2==1, co nicmozliwe, skoro z

jest pierwiagtkiem pierwotnym s-go stopnia z jednofei.

‘ (z")'r‘ 1

dla
q=1,2,...,n.

Jezeli wige @ jest plerwiastkiem pierwotnym z-go stopnia
z jednogei, to liezbhy (26) g réznymi pierwiastkami n-go stopnia
z jednodei, a wiee z tw. b wynika, ze sy to wezystkio piorwinstki
n-go stopnia z jednosei., Mamy zatem:

Twierdzenie 7. Kolejne polegi (od 1-¢f o n-tef) dowolnego
pierwiastha pierwotnego n-go stopwia & jednodei dajo wseysthic piey-
wiastks n-go stopnia & jednodei.

Niech teraz n oznacza dany liczbe }uwura,lna, i niech

(27)

E1y &ay eny Ep

bedg to wszystkie pierwiastki n-go stopnia z jednodei. Niech dalej
# oznacza ktérykolwiek z pierwiastkéw n-go stopnia z danej, roinaj
od zera, liczby zespolonej u. Mamy wiec:

(28)

Lecz z okredlenia liczb (27) wynika, %e sy one whzystkie rézne
oraz ze
(29) el

dla k==1,2,..,n.

Wobee (28) i (29) znajdujemy:

(er2)'==u dla  k=1,2,...,n,

¢o dowodzi, ze liczby
(30)

81%y 8221, seeny EpRy

89 pierwiastkami n-go stopnia z liczby u. Ale liezby (30) sy wezystkie
rozne, gdyz liczby (27) sg wszystkie vozme, za8 wu=:0. Liczby (30)
83 wiee n rémymi pierwiastkami n-go stopnia z liczby w, zatom,
w mysl twierdzenia 5, wizystkimi pierwiastkami a-go slopnin 2 1oj
liezby. Stad:

icm

[§ 8] Pierwiastki n-go stopnia z jednosei. 97
Twierdzenie 8, Jeseli 2, jest jednym z pierwiastkéw n-go
stopnia 2 liczby zespolonej u==0, 2as e, ey,..., e, s wszystkimi pier-
wiastkami n-go stopnia z jedmoéci, to liceby

g2 dla k=1,2,...,n

s wsysthimi pierwiastkami n-go stopmia 2 liczby w.
CWICZENIA. 1. Dowied, ze prayjmujae o=(—1--i)3)/2, mamy toi-.
820862 : )
4P — Bayr = (wEy ) (Bt &y + &22) (w4 &2y + s2).
2. Niech '
P&, y) = 422+ By + 0y +Dyg+ By +Fy,

(@, y) = d50* +Byzy -+ Opy* -+ Dy -+ Boy +Fy
bedy dwoma wielomianami o wspélezyunikach rzeczywistych. Jakie zwiazki mie-
dzy tymi wspélezynnikami sy konieezne i wystarczajace na to, aby o(@,y) +ip(x,y)

bylo wielomianem zmiennej e==x+4yi 0 wspdélezyunikach zespolonych?
0dp.: By=-—24,, By=24,, Oy=—dy, Oy=—24dy, By=—D,, BE;=D,.

3. Sprawdzié, ze 1—(24-3¢)1 =120 (1+17).

4. Dowiedé, ze liczby (ﬁi;ﬂ)" dla n=1,2,38,4,5, sa wszystkie rézne, lecz
majy ten sam modut. (Znacznie trudniej jest dowiedé, ze wyrazy postepu geome-
34417

5
5. Jakie liczby zespolone 2z spelniaja réwnanie

tryeznego nieskofczonego < )" dla n=1,2,3,..., sa wszystkie rézne).
(924)3 4 (1 —928)8 + (32— 924)3 =1 %
Qdp.: Wazystkie. ‘
6. Jakie liczby zespolone z spelniajn réwnanie
(224 1)8 4 (—2)8 == (28 —1)84 (2 2)8 - 36025 ?

Qdp.: Jedynie liczba 2=0, gdys réinica miedzy lewa a prawa strona tege
réwnania wynos (—360)z.

W. Sierpinskl. Zasady Algebry Wyisze ' 7


pem




