ROZDZIAL V
MACIERZE

§ 1. Mnozenie macierzy. Przyklady. Macierzq prostokging
nazywamy zbidr jakichkolwiek elementéw, ustawwionych w prostokat
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Jest to wige wiadeiwie funkeja dwéch zmiennych naturalnych
k i1, okredlona dla 1<{h<Sm i 1<l<<n, Macierz taky oznaczamy
przez
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nie przypisujac jej zressty zadnej wartodei liczbowej,
Jezeli elementy macierzy sy liczbami, to przez iloceyn dwéeh
macierzy
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z ktérych pierwsza ma tyle kolumn, co drugs wierszy, rozumiemy
macierz
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[§1] Mnuozenie macierzy. Przyklady. 67
gdzie
Ct = 1 bely + apo b8 ... +pnba, dla k =1,2,...,m 1 1=1,2, oy Dy

czyli macierz otrzymang przez mnozenie wierszy pierwszej macierzy
przez kolumny drugie;j.

Oto kilka przykladéw mnozenia macierzy:

1. Macierz wspélezynnikéw przeksztalcenia (4) -ze str. 83 jest
iloczynem macierzy wspdlezynnikéw przeksztatcenia (2) przez ma-
cierz wspotezynnikéw przeksztatcenia (2.

9. & b1' AP _lap b, aq +ba,  ar +br,
a2 bo| [P, @y 7yl %D+ Py God D8, ayr, by,
. r b ' ) )
iloczyn zag ” By )% o) e istnieje, gdyz pierwszy czynnik
12y @ 7ol @y b, :

ma wigcej kolumn, niz drugi wierszy. Natomiast

Dy Dy lay by |P1ay +250;  pyby +pyb,
% % la, b 1 =100 +860  0b +8b|
|7y 72 2R ray raay 1y 130y,
ay by Py Py .
za§ iloczyn al bl 4, 9, || nie istnieje. Istnieja atoli oba iloczyny
272 7y Ty
lay by ¢ Py Py Py P, a by ey
: Q1 QZ i Q1 412 b
sy by €y ‘7"1 7, Ty Ty ay by cy |-

Dwie macierze uwazamy za réwne whedy i tylko wtedy, jezeli
jedna ma tylez wierszy, jak réwniez tylez kolumn, co druga i je-
zeli elementy, znajdujace sie w obu macierzach na jednakowych
miejscach, sg réwne.

Macierz, w ktorej liczba kolumn jest réwna liczbie wierszy,
nazywamy kwadratowg.

Wyznacznik iloczynu macierzy kwadratowych jest iloezynem
wyznacznikow tych macierzy. Iloczyn macierzy kwadratowych
istnieje tylko wtedy, gdy macierze te majg tg samg liczbe wierszy
(i kolumn). : ’
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68 ROZDZIAL V. Maviovac,
3. A oto prayklady floezyndw dwdel waeieray kwadrdowy el
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§ 2. WlasnoSei iloczynu macierzy. Mnozenie nieiorsy
nie jest przemienne: iloczyn dwoeh my ly('](*l"/\’ zalezy w ogdle od -
rzgdku ezynnikow, ny.
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[§3] Macierz zerowa 1 jednostkowa. 69

Mnozenie macierzy jest natomiast Zgeene. Istotnie mwh bedg
dane 3 macierze:

I
11 « o thyy I i b]_,l « . bj,p ! 1. Ci,r ”
i

Hm1 «  « @, bn,l . bn,p ’ fep1 -« Cprlls

7 kt(,')rych kazda ma ty,le kolumn, Co 11{»%11431)]1& wierszy
7) W ma-
cierzy (AB)(/ ]ebt, mk (wwo st.wu,rd/uny, réwny

(e byy -4 thypbos + oo

(a1 01,9 4 gl g -

"!‘ (e, bu,l ) C1,1 +
.t a'k,nbn,‘z )02,1 -+

. . . v . . . . . . . . .

4= (((/Illbl,p |- (Xr/;,z[)’,p Foo - a/lz.nbn.p)(l'p.la

natomiast element o wskanikach k, { w macierzy A(BC) jest réwny

Wt (D111, bagCort oo +bip Cpr) +
Frz (D201, 4 bag o+ oo A bnpCpi) +

. . . . - . “ - . . . .

l Ay, n(bn 161 I'Jr“ 5,1,902 l‘i‘ + bn,pap.l)‘

Prosty rachunck wykazuje, ze obie wypisane sumy sg réwne,
ezyli ze spelnione jest prawo lacznodei (AB)0==A(B0). Uwalnia
Go nas od pisania nawiaséw i czyni jednoznacznie okreslonym symbol
AB(. To samo dotyezy iloczynu dowolnej skoficzonej liczby ma-
cierzy.

§ 8. Macierz zerowa i jednostkowa. Macierz liczbowg,
ktorej wszystkie elementy sg réwne 0, nazywamy serowq i ozna-
czamy przez 0.

Ioezyn dwdch macierzy, # ktoryeh co najmniej jedna jest
zZerowyy, jost ocsywidcie macierzg zerows. Ale iloczyn dwdch ma-
cierzy moze tez byé macieray zerows, mimo ze zaden z czynnikéw
nie jost macierzg zevowy. Np. mamy:

[rl ..... 1‘1‘4 ’J() 0 “mlw—l‘ 11 l. ’0 OIM()

) e () 1 1 111 """" 00|
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70 ROZDZIAYL V. Macierze.

Mamy tez przy wszelkich a,b,¢,d:

0 00“’

solleal]

podobnie przy wszelkich ay,dy, g, by, by, by, 1,¢q, ¢4

ay by 0 00 0]
ay by 0410 00
ag by 0 1 Oy 0y

(000
00 Of = O,
000

Jezeli zatem iloczyny macierzy sg rdwne i pierwsze czynniki
89 odpowiednio réwne, to nie mosna stad jeszeze wnosié o réwnofei
drugich czynnikéw, nawet jezeli wezystkie czynniki sy macieorzami
niezerowymi, bo mamy np.

Eel g

1 o(t l11
Macierz kwadratows, w ktérej olementy gléwnej prackyine;
83 réwne 1, za8 pozostale réwne 0, nazywamy jednostkowq i ozna-
czamy przez I.
Z okreflenia iloczynu macierzy wynika natychmiast, Ze je-
zeli M jest macierzy kwadratowsg, zad I macicrzg jednontkowy,
majgey tylez elementéw co M, to

IM = MI =M.

2

(i

§ 4. Maclerz odwrotna. Udowodnimy teraz
Twierdzenie 1. Jeseli

U1 Qg Uy

Qg1 Gga .« « Qop |l
M:::': 2 22 2 “

....’

Qg Gnz v o Oy n]

jest jakakolwick macieraq kwadratowq o n elementach, ktdrej wysnacs-
nik jest réény od 0, zaé I maciersq jednostlowy o n“ clementach, to

:st]acmeye dokladme jedna macierz kwadratowa M~ o elomentaoh,
aka 1% |

1) MM =],

[§ 4] Macierz odwrotna. 71

Niech dla dowodu
} P11 @12 - » @10

P91 Ta2 - « Lo

(2) M=

” mﬂ,,l &ng « + Xnyn

bedzie taky macierzg. Przyjmujac &z,=1 dla k=1,2,...,n, za$
0p,=0 dla k=F1 (gdzie k=1,2,...,mn oraz 1=1,2,..,n) bedziemy
mieli wobec (1) w my$l okredlenia iloczynu macierzy

(3) Q11,1+ Wae2 W2, 4 oe + Qi =0py Al k=1,2,...,n i 1=1,2,...,n.
é

Z drugiej strony, jezeli (2) jest macierza, ktorej elementy ay;
spelniajg uklad n? réwnan (3) dla ¥ =1,2,...,n il =1,2,...,n, to za~
chodzi oczywidcie wzér (1). Na to wiee, zeby macierz (2) spelniata
warunek (1), potrzeba i wystarcza, izby jej elementy ay, spemiaty
ukiad n® réwnan (3).

Lecz uklad »? réwnan (3) rozpada sie, jak latwo spostrzec,
na n ukladéw n réwnan liniowych o » niewiadomych, z ktérych
kazdy dotyczy innych niewiadomych: sg to mianowicie uklady
réwnan:

A1,1%1,1 Q1,9%2, 11 <o = 01,0 Bng = 01,1y

4) G9,101,1 1 Qo021+ oo - G20 %y = O,

. . - . .

1 D10+ Cnp®2,1+ oo - Onpng = Op,,

gdzie kazdy z tych ukladéw jest wziety przy innym 1=1,2,..,n

Wyznacznik kazdego z tych ukladéw = réwnanh liniowych
o » niewiadomych jest réwny wyznacznikowi macierzy M, a wige,
w mysl zatozenia, jest rézny od 0. Kazdy z tych ukladéw ma zatem,
na mocy twierdzenia 2 Rozdzialu ITL (str. 40), jedno i tylko jedno
rozwigzanie wzgledem @y ;% ..., %, Wynika stad natychmiast, ze
i uktad »? réwnan (3) ma jedno i tylko jedno rozwigzanie wzgledem
n?® niewiadomych x,; (gdzie k=1,2,...,n oraz 1=1,2,...,n) przy za-
lozeniu, ze wyznacznik macierzy M jest rézny od 0. Zatem ma-
ciers M, spelniajaca wzér (1), nie tylko istnicje, ale jest jedyna,
¢.b.d.o.
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72 ROZDZIAL V. Macierze.

Zuuwazmy, ze jezeli wyznueznik macierzy M jest rowny 0,
to dla zadnej macierzy kwadratowej N (o #* elementach), nie zueho-
dzi wzér MN - I, ani tez dla zadnej macierzy @ nie zachodzi wzor
QM I, Tstotnie, z twicrdzonia 5 (ste, 27) o mnoZenin wyznacznikow
oraz z okreslenia moozenia macierzy wynika nabychiiast, ae jezeli
M i N sy macierzami liczbowymi kwadratowymi o tej sainej liezhie
elementow, to wyznacznik macierzy HN  jest rowny iloezynowi
wyznacznikéw maecierzy M i macierzy N. Gdyby wiee wyznaesnik
macicrzy M byl véwny 0, to i wyznacznik macierzy MN bylby
rowny 0, a wige G ostatnia nie moglaby byé macieray I, kiorej
wyznacznik jest, jak latwo spostrzee, réwny 1. Warunek, ze wy-
znaeznik macierzy M jest vézny od 0, jest wiee dln prawdaiwoded
twierdzenia 1 konieczny. \

Oznacziny teraz praca D wyznacznik maciersy M i, jak po-
1)1%04[”11&), pracz Dy jego minor, odpowindajyey elementowi g,
Rozwigzujae pray danym £ 1,2, 00 uklad véwnai (1), olrsy nany
wige, jok wiemy (ob. wzdér (), str. 39):

Dagy = (—1)**! Dy (-1 o P O R S B A Dy i Oy

skad, wobee 6==1 1 A0 dla k=12

(5) Dty (1)1 Dy,
Mamy wige dla k=1,2,..,n 1 ¢ 1,2,..,n waor (h), skad:
D@y 010 -+ g ttg -+ oon @ W)
, ey ki k ;
(=D Dgan D Dyt 1o O D M Dyt

Leez, jak wiemy, prawa strona wzoru Jesto vdwna dla &L
wyznacznikowi D (ob. wzér (L1), str. 16), zad dla k|0 jost rdwna 0
(0b. wzér (21), str. 18). Jest ona wiee rdwna licabio Sp ) pray
wszelkich %11 z clagu 1,2,...,m. Wohoee D=0 smajdujomy  shgd:

Br 1 Ot,1 + Brp oy -+ s 4 Bpgu .y Ol kyl 1,2, vy
skad wnosimy natychmiast, e
(6) - MM

Mamy zatem

Twierdzenie 2. Mucicre M ', spebuiajgen waranek (1), spel-
nia teg warunek (6),

Maciers 3" nazywamy odwrotnodelq madiersy M,

icm

1§ 41 Maeierz odwrotna. 73

Niech dalej M i N oznaczaja dwie dowolne macierze kwadra-
towe o tej samej liczbie elementéw. Mamy wiec

(MN)™Y(MN) =1,
skad na mocy lycznogel mnozenia macierzy (ob. str. 69) wynika, ze
PR —1 17 xr wr—1 — o wr—1 mp—
(MN)'MNNT M =IN"'M,
ezyli wobee réwnodei NNT'=I i MIM'=MM"'=I oraz okre-
glenia macierzy I: :
(7) (MN)™ =N,
Z tego wzoru skorzystamy w § 6.
Zauwazmy wreszeie, ze  z okrelenia mnozenin macierzy
(str. 66) wynika od razu, ze uklad # réwnan liniowych o 2 niewia-
domych, podany w Rozdziale I1I, § 2 (ob. (6), str. 39), daje sig

przy pomocy mnozenia macierzy napisaé w postacei jednego tylko
rownania

i1 I i
‘ 1,1 i - - Gin ; i %1 i lubl%\
ol
| g1 Qoo « o g ‘.‘ 1 &y | ! bz‘
=
' 1
! |
Upy Upp o «lpy I Tn | ! bn: .

Zalézmy, ze wyznacznik D danego ukladu réownat jest rézny
od 0. Mnozae ostatniag réwnodé lewostronnie przez odwrotnogé ma-
cierzy wapdlezynnikow, otrzymamy

H P (19 « -y 'hy|
| [ |
U | b |
} &Ly “ i| g1 Aon - - Qop | | 2‘
i | = ‘\ i 1‘ 1l
i ‘ J‘i v e e e 1 |- ”
| il | |
| € | i @y Gz« < lyy [ - bn |

Wezér ten formalnie tylko daje bezpogrednio wartodei na
PByyBoyeonyily. Dla znalezienia ey, ..., 2, musieliby$my bowiem po
prawej stronie obliczyé odwrotnogéd macierzy wspdlezynnikéw. da-
nego ukladu rownat. Jak wynika ze wzordw (b)), element tej od-
wrotnej macierzy, znajdujyey sie w -tym wierszu i -tej kolumnie,

I
(=" Dy

jest rowny Sy )

0 gdzie Dy, oznacza minor wyznacznika D,
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74 ROZDZIAL V. Macierze,

odpowiadajacy elementowi ay,. Dla znalezienin wezystkich elemen-
t6w odwrotnodei danej macierzy musielibysmy wige obliczyd wy.
znacznik D oraz n? jego minoréw. Ostatecznic doszlibyfmy w ten
sposéb do wzoréw (9) z Rozdziatu IIIL (§ 2, str. 40) na rozwigzanie
ukladu n réwnan o » niewiadomych w przypadku, gdy wyznaeznik
tego ukladu jest rézny od 0.

§ 5. Dzielenie macierzy. Udowodnimy teraz nastepujgeo

Twierdzenie 3. Jeteli macierze M ¢ N sq kwadratowe o n?
elementach, prey ceym wysnacenil macierzy M jest rédny od 0, to
istnieje jedna i tylko jedna macierz kwadratowa @ o n® elementach,
taka 92 '

C @) M@ =N,
oraz jedna i tylko jedna maciers kwadratowa B o n® clementach, taka iz
(9) : BM = N.

Przypusémy dla dowodu, ze macierze i I speluinjy warunki
(8) i (9). Bedziemy stad mieli:
M MQ) =M~V (RM)M ™ = NM~
Lecz wobec lgeznodei mnozenia macierzy i twierdzenia 1 jout
M (MQ)=(M~"M)Q=IQ=¢. ovaz (RM)M™- R(MM™") RI R.
Zatem
(10)

Qraz

Q=M"'N oraz R=NM"\

Z drugiej strony, jezeli macierze @ i I wyznaczymy zoe wzo-
réw (10), to bedziemy mieli MQ=M(M™'N)- (MM~ YN - IN - N
oraz RM:(NM"l)MmN(M“’I.M)mNIrmN, ezyli wzory (8) i (9).

Twierdzenie 4 zostalo wiec udowodnione.

Dziatanie prowadzace od macierzy M i N do macierzy ¢
‘oraz R nazywamy odpowiednio drieleniom lewostronnym i deieleniem
prawostronnym N przez M. .

Jezeli wige wyznacznik macierzy, kwadratowej M jest rézny

icm

od 0, to na mocy twierdzenia 8 obydwa dziatania dzielenis przes M

83 wykonalne jednoznacznie dla kazdej macierzy liczbowej kwadva-
towej N o tej samej co M liczbie elementdw. Dzielenia takic sy
na 0go6l rézne od siebie, gdyz iloczyny M "N oraz N M~ mogy byd
rézne. Np: dla '

i+ e

0o 1l

i

[§ 5] Dzielenie macierzy. 75

mamy, jak tatwo sprawdzié,

|

L1

_|t 1]
0 1f,

= |1 2.

M”W:Hi i” i NM™

§ 6. Macierz odwrécona. Macierze ortogonalne. Macierz

A1 Go1 - - Ay
Q12 A2 -+ - Q||
‘ Ui A2n - « Oy

nazywamy odwrdcong (lub iransponowang) macierzg

@11 W1,9 -+ An

Qg1 Qoo « . Uy

M =

Qmt Gmp « « O ||

i oznaczamy przez M*.

Macierz M* powstaje wiec z macierzy M, jezeli kolumny ma-
cierzy M wypiszemy jako wiersze macierzy M* (a tym samym
wiersze macierzy M jako kolumny macierzy M*).

Macierz kwadratows M, taks iz
(11) M*M =1,

nazywamy ortogonalna.
“Warunkiem koniecznym i dostatecznym na to, zeby macierz
kwadratowa M byla ortogonalng, sa wiec réwnosei (6) ze str. 64.
Warunek (11) jest, jak latwo wykazaé, réwnowazny warunkowi

(12) M* =M
Mamy tez oczywidcie dla kazdej macierzy M:
(M*)* = M.

Wobece wzoru (7) oraz w my%l (12) mamy dla macierzy orto-
gonalnych M i N (o tej samej liczbie elementéw):’

(13)} (MN)*= N*M*,
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76 ROZDZIAL V., Mucierae

zatem wobee (11) oraz wobee okredlenia muwicizy [:
(MNP (MN) (N M*)(MN)  NM*M)N - N*IN N*N |,

co dowodzi, ze maciers MN tez jest orfogonalng. Many  zatem

Twierdzenie 4. Loczyn dwich macicezy orlogonaluyeh (o jodna-
kowej liczbie clementow) jest macicrsq ortogonalg.

§ 7. Krakowiany. Tak zwane krakowinny, wprowadzone
i stosowane przcz prof. T Banachiewicza, tym sig rdzniy od
macierzy, ze mnozenic ich odbywa sie przez mnozenie kolumn PYs0s
kolumny.

Lloczynem dwdeh krakowinndw

g1 « « Oyp ]’l.l I /I],‘,,
‘ o1« « (g l byt + v by, I
PR I At
Bt o~ Uy by« s I)IN./I ’

majgeyeh jednakowy liezbe wierszy, jest krakowian
B LS T RPN (Lo
Ca1 « Cou
l (7% BRI (»‘p',, [,

ktorego elementy e, dla & -
WZOrem:

L2,wagp 10 1,2, 00n wyznaezone s

Ot by Fotg by boon ot U o

Pracz k(M) ozmaczad bedziemy ogdlnie krakowinn, utworzony
z macierzy M.

Latwo stwierdzié, 70 jedli macierze M i N maji jednakows
liezbe wierszy, to '

(14) k(M) - (N )= /c(N* ).

W szezegdlnodel przyjmijmy i macierzy  kwndratowej M
0 wyznaczniku réznym od 0:

N (M,
mtm e
KM k(M "y

Bedziemy mieli N* M Lo Wzdr (114) daje wige

kL),

icm

Krakowiany. 77

[§7]

Wobee (14) oraz (13) jest tez

Dla kazdego krakowianu kwadratowego k(M) o wyznaczniku
réznym od 0 istnieje wige krakowian — oznaczmy go przez k1 (M)—
taki, iz

(M) (M) = kY M)E(M) = k(I).
Krakowian taki jest tylko jeden. Gdyby bowiem byloe
(M)E(N) = k(I),
to wobee (1+) miclibySmy E(N*M) = (1), skad N*M =1, co daje

N* eI M = M7 i wresseie N o (M7

Mungenie Erokowianiw nie jest lgeene. Np. dla

LR [0 1)
4~ o o 1o o]
mamy, jak latwo obliczyé:
. . |(} ()!
AB =R i B )
REN
zatem
0 ()l i |1 ()] I() ()I [() ()l
() = ‘ zas A(B(!
MB)O = BO= oy md 4B - To of 11 of (o of

Przeto

(AB)U = A(BO).
o [0 1] .
Zarazem mamy tu (0B = ’lU of zatem BC==CB.
Mnogenic krakowiandw nie jest wige preemienne.
Zmiana porzgdku czynnikéw w iloczynie dwu krakowianéw

powoduje w krakowianie, bedacym iloezynem, zmiane kolumn na
wiersze i na odwrdt. Np.

@, by | by 4, 7, =
a, I)2 I Py y Ty

fa, b fap,lap,
la, b0 low, +op,

wptap,  bp,+bp,
a qﬁ—a q, 01q1 -- bzg2 ,
oy, by bzrz‘

Y
b 14 -+ bzqz

ar -+ a,r, |
br,+ b1, |

l
'1) (1) 7,

I
|
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78 ROZDZIAL V. Macierzo

Oznaczmy przez v krakowian &(1), t.j. prayjmijniy

L0 .10
lo 1..0

T =

i(i 0. .1
Latwo sprawdzié, ze dla kazdego krakowianu I, niekonieceznie

kwadratowego, jost , »
K= K,

gdzie w v nalezy wzigé tyle wierszy, ile ma ich K. Natomiast
T s KO,

gdzie L* oznacza krakowian, otrzymany z krakowiannu K praes
zamiane jego wierszy na kolumny i na odwrdt.

Mamy wige dla wszellich dwdch krakowiandw A @ B, majyeyoh
PO N wierszy:

(15) BA = (AB)* =7 (4B).

Mamy tez dla krakowiandw kwadratowych A, 1, ' wsory:

(16)  A(BO)=(40")B=[AGO)B, (AB)0—A(CBY) Al0@B)]

ktére tatwo uzyskujemy przez bezpogrednie sprawdzenic.

§ 8. Rozwigzywanie ukladu réwnan linlowych za
pomoca krakowianéw. Krakowiany wmajy zastosowanic pray
obliczaniu wyznacznikéw oraz praktyczuym rozwigzywaniu ukla-
déw réwnad liniowych?'). Majay one te wyzszodé praktyczng nad
macierzami, ze przy ich mnozeniu mnozy sie rzedy réwnolegle, o nie
prostopadle do siebie, jak w macierzach.

1) Ob. T. Banachiewicz, Oaleul des déterminants par lo méthode des cram
coviens, Biuletyn Polskiej Akademii Umiejetnodel, Seria A, 1987, stxr. 109-120;
A. Chromidski, Application des cracoviens & lo rdsolution rapide do divers pro-
blémes d’analyse pratique, tamze 1988; L. Stankiowies, Kudes d’amalyse pratique,
Cracow Observatory reprint 20 (1988); 8. Avend, Voies nowvellos dana lo oalowl
soientifique, Ciel et Terre 57, Bruxelles 19415 I Bauachiewios, Rdsolution
dun sysiéme d'équations lindaires algdbriques par division, CGiel ol Torre, Bruxoel-
les 1842. O zastosowaniu krakowianéw w rachunku wyrdwnawozym oglosit dluzsmg
(8l-gtronicows) prace prof. B, Warchukowski w Wydawnistwael Akadomi
Nauk Technicznych, Warszawa 1989,
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[§8] Rozwigzywanic ukiadu réwnan linjowych za pomoceg krakowiandw, 79

O. Belluzzi w Scienza delle Oostruzioni (Tom II, Czedé 2-a,
Rozdzial XX), podwieca metodzie Banachiewicza rozwisgzywania
réwnan liniowyeh za pomoes krakowianéw § 439 zatytulowany Riso-
luzione rapida delle equazioni col metodo di Banachiewicz. Paragraf
ten rozpoczyna on zdaniem: ,,Un metodo che finalmente risolve
con geniale semplicita l'importantissima, questione dei sistemi di
equazioni lineari, riducendo la laboriosa risoluzione quasi a un
ginoco, & quello proposto recentemente da Banachiewicz® L.

Niech bedzie dany uklad » réwnan liniowych (por. (6), str. 39)

.

Wit Byt Qiaot oo A= Gy gy ==y, gdzie i=1,2,...,n.

Przyjmujac

11 Ay« « Qi —10

Uoy1 thoyp » o U3y —doyp

A=

) a/n,I (I/n,‘.’. . a’n,n '_an,() 'y
mozemy ukiad ten napisaé¢ w postaci

(17) T{@sy By rey @y 1} - 74" = 7{0,0,...,0}.

Przypu$émy, ze A’ jest rozbite na iloczyn dwéch krakowiandw
B’ i ¢ postaci

1 b1,2 b1.3 < bl,n ‘*b(),j. l C11 Ci2 « .+ C1in
B 0 1 bys . . b —bo, 0= 0 c¢gp . . c?,,,
IO 0 0 1 ——bg,n s o o . . Coyn |-

Tloczyn ¢y169,5... ¢, Té6WRY jest wyznacznikowi danego ukladu
réownan, Jedli wiec wyznacznik ten jest rézny od 0, to liczby
C1,1yCa,09 «ory G 89 tez réZne od 0.

Z réwnosci 4'=B’'( wyprowadzamy, korzystajac z wzoréw (15)
i (16), tozsamodd

T{@1, Doy ooy Ty 1} TA "= T {01, Doy ey Ty 1} T(B' - O) =
== T{®1y Bgy o0y Wy 1} (O B') = (v{@1, gy ..., @y 1} - vB") - O\

1y W ttumaczenin polskim: ,Metodg rozwigzujacy ostatecznie z genialng
prostoty niezmiernie wazne zagadnienie ukladéw réwnan liniowych, spr‘own.dza,-
jaen mozolne rozwigzywanie prawie do zabawy, jest metoda podana niedawno
pracs Banachiewiczns,
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80 ROZDZIAL V. Macierse.

Réwnanie (17) jest wige réownowagzne rownanin
(T{1y gy eveyiliyy L }oxB) 0 v {0,040}

Ot67 wynika stad, ze
(18) T{iByy oy ey, 1128 T{0,0,...,0}

Istotnie, jezeli 7{iwy, gy ..., @ny 1} -1 B = v{dy,dyy oy dp}y, 10 dy- ey 0,
di-Cratdyrogp-=0 1 1 oy skad dy 0, dy 00 o Pivzge (18)
w postaci rozwinietej, olrzymanvy: ‘

Py - ’}112{[}2'1' [)1,3.1}3 boe e [)1],,41),, [)n,[
@yt bggliy | oo 1 bapay Dy

. . . . . . . .

ity biml-

Wyznaczenie krakowiandw 871 ¢! nie sprawin trudnosed, gdys
wzor A'=B'() daje:

G117 O,y Cro o thg,q,y sy O = b1y

ba,a¢1,15 1,9 biaCre -1 oy gy, bugerg i loegy g ...
bia* €11 g, bistie1-bagtay e

&)

CWICZENIA. Dowiedd nastepujgeyeh tozmamoded dln keakowinndw:

L (finrdie) - ({icerntr-aet-ib}en).
2. {l‘((rb)ﬂld}l“ ¢L{[:(l‘~1(1)‘!"l"b} (ab) (e el ee]s
], a{[‘(()ﬁ)(”(*} ~ ~{[(w-w)~ul,]-n‘}h.
4 (ab)® = [a(eh)? .
L1 Lorrd
; 0123 12 8 4
0013 113 610
0001 |14]()20].
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