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ROZDZIAL 1V
PRZEKSZTALCENIA LINIOWE

§ 1. Przeksztalcenia liniowe jodnorodna, lech odwra~
canie i skladanie. Niech dane bedg liezby

{1) : aryy  gdzie k=1,2,,n 1 1 L2 .40

Jezeli od zmiennych wl,mg,..,,m,, przechodzimy do nowych
zmiennych ¥,y ..y ¥, %4 POMOCY WZOrOW (por. Rozdzint 111, § 1):
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to méwimy, ze dokonywamy preeksztaleenia (Iub podstawienia) linio-
wego jedmorodnego. ‘

Na to, zeby kazdemu ukladowl liczb @y,@g, ., @, 0dpowindal
Jjeden i tylko jeden uklad liczl g,,%,...,¥, spelniajycy wzory (2),
potrzeba i wystarcza, jak to wynika z Teorii réwnanl liniowych, izhy
wyznacznik
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przeksztatcenia (1) byl rézny od zera. Wiemy z Rozdzinlu 111, § 1,
26 WOWCZAS ZMienne y,,4y,, ...,y dudzy sie wyrazié liniowo i judno-
rodnie przez zmiennc g, @y, .., @, Z% POMOCY WLOrdw (por, wzory (),
str. 38);

[§1] Przcksztaleenia liniowe jednorodne, ich odwracanie i skladanie. 63
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gdzie D4y oznacza minor wyznacznika D, odpowiadajacy elemen-
towi az;. Wyznacznikiem przeksztalcenia odwrotn,ego bedzie, jak wy-
kazalismy w Rozdziale II, § 12 (ob. wzér (30), str. 31), wyznaczmk
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ezyli odwrotnofé wyznacznika D. Jezeli zatem D=1, to i 4=1.
Przypudémy dalej, ze od zmiennych YpYpros ¥y, przeehodmmy

jeszeze do zmiennych zy,2y,...,2, za pomocs przeksztatcenia linio-
wego jednorodnego
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Przejicie od zmiennych @,,...,%, do zmiennych 2i,2s,...,2,

mogliby§my tez wykonaé bezpodrednio za pomocs przeksztalcenia
liniowego jednorodnego
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64 ROZDZIAE 1V. Drzekszisteenia liniowe,

Aby obliezyé wepo6tezynniki op, tego przeksztaleeniv, watawmy
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do wzordw (2) wyrazenia Da Y Yy .., Y, 40 WAOTOW (2'); otrzymamy:
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Mamy wiee dla wspélezynnikéw ¢, wzory:
(b) Op,l =% raby,r - angbai-t o -t @nynbn,ty

gdzie To==1,2y.,n i 1==1,2,...,n. Widzimy, zo wup()lw,yn.ni,ki prae-
ksztalcenia (4) otrzymujg sie tak jak elementy wyizm_t.mm'lm, hodey-
cego iloczynem wyznacznikéw D i D', praez Xanozenie w'wrgay wy-
macznika D przez lolumny wyznacznika D', Wynika ﬂ‘ln.]fd nwbyullj
miast, ze wyznacznik przeksztaleenia (d)l‘jm{b. r()“».vny 11()(‘."1,yl1()WJ
wyznacznikéw przekszbaleen (2) i (2'). Jozeli wiee D 1 oras
D'=1, to wyznacznik przeksztalcenia (4) jest tez rGwny 1.

| § 2. Przeksztalcenia ortogonalne. Przoksztaleenio lin'iqu}
- jednorodne (2) nazywamy ortogonalnym (Gzy,lvi prostokatnym), jezeli
suma kwadratéw zmiennych @,®g, ..., praechodzi z2wwhze na e
kwadratéw zmiennych ¢4y, .Y, tJ. jozeli pray wazelkich y,, 4,4,
mamy
S ki WIRTOE

Zgodnie z (2):
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skad wynika, ze przeksztalcenie (2) jest ortogonalne whedy i tylke
Wtedy‘, gdy

n ' n
(6) 12:“3«,1“1 dla 1=1,2,...,n  oOraz f};“/m“m O dlae poog

- fo &y
(gdzie p o 1,2, 0ngn 1 g 18 .00Gn).

Wobec twierdzenia o mnozoniu wyznacznikow (Rozdzinl LI,
§ 10, str. 27, tw. B), wynika stigd z Intwodeiy

[§2]

Przeksutaleenie ortogonalne. 65

Twierdzenie 1, Kwadrat wyznacznike praeksztateenia ortogo-
nabiego jest réwny jednoded, (zatem sam wyznacznik ma wartosé --1)
7 (2) 1 (6) znajdujemy dla [ =

1,2,..,m:
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Mamy wiee (por. Rozdzial 111, § 1, waory (2)):
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Maeierz wspotezynnikow przekszialeenia (7), odwrotnego wzgle-
dem przeksztaleenia ortogonaluego (2), otrzymuje sie wiec z ma-
cierzy wspllezynnikéw tego ostatniego prazez zamiane wierszy na
kolumny i na odwrdt.

Przeksztaleenie odwrotne wzgledem przeksztalcenia ortogo-
nalnego oczywideie tez jest ortogonalne; wynikaja, stad zwigzki:

n

n
N . S 7 o 3., = 0 ;
— @, == 1 la k=1,2,..,n oraz ;4{ @, ;=0 dla p=q

(gdzie p —=1,2,.,n 1 ¢=1,2,...,n0).
Ziwiazki Ge sy wiee konsekwencjy zwigzkéw (6). Mamy zatem:
Twierdzenie 2. W macierzy wspdlceynnikow precksetalcenia
ortogonalinego swmae kwadratéw clementéw jakiegokolwiek wiersea (lub
kolumny) jest réwna 1, za$ suma iloczyndw odpowiednich elementéw
dwdch rignych wiersey (lub dwdch réénych kolumn) jest réwna 0.

W. Sierpliski, Zusady Algebry Wyzszei.
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