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ROZDZIAL III
ROZWIAZYWANIE ROWNAN LINIOWYCH

§ 1. Przeksztalcenia liniowe. Niech n bedzie dowolnie
dang, liczbg naturalng, zad

(]) L1y Py eses Bp oraz Y1y YayeersYn
niech bedg liezbami, spelniajacymi uklad réwnan .

Y1™= ) By typ B ove Alan B
(2) ‘ Ya=0g, D1+ gy Bp - o = Gon Bn

Yn™=p1 @1+ g Bt wee o By
gdzie wep6lezynniki ay, (dla k=1,2,...,n i 1=1,2,...,n), 83 dane.
Wyznacznik
Gy Qua - . din
. (o1 Ogg » . Qg
('5) D = 2,1 2,2 2,1

an,l an.z « o lnn

nazywamy wynacenikiem wkladw réwnash (2).

Minor, odpowiadajacy elementowi a;; wyznacznika D, ozna-
czamy, jak w Rozdziale II, przez Dy,.

Niech % bedzie ktorgkolwiek z liczb 1,2,...,n. Zachodzi naste-
pujaca réwnosé:

(—'1)’PI—1D1,k?/1+ (—1)k+2D2,1:y2+ v (L) 'Dn,k Y.=

‘.1! -,~l1 . ‘ . Bl '
) _ D [(—1)¥H ay,, Dy gt (——1)"'}'2“2,11)2,k+---’I‘('—'1)""'"“::,11):;,1:]’531, b

Ll
ktéry otrzymujemy odrazu, podstawiajac zamiast y,, ¥y...¥y, PO
lewej stronie odpowiednie wartogei tych zmiennych z kolejnych
réwnan ukladu (2).
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38 © ROZDZIAE I1I. Rozwigzywanie rdwnah liniowyeh,

W my§l wzoréw (14) i (21) z Rozdzintu 11, wnosimy, %e po pra.
wej stronie wzoru (4) wepllezynnik pray @ jest. rdwny 1), wapdl-
czynniki zad przy o dla Ik sy rowne 0. Wazdr (4) duje wige

(—1PHD, g A (= DMED, gy b b O DMED, g, Dty

Poniewaz & bylordt)‘wolna_, % liezb 1,2, 0, wice wyprowadzi-
lidmy wzory:
Do, =Dy YDy Yy + oo+ (11D, 1y,
Day = —Dy Y+ DyyYfy— e + (=)D, 4,

v . « . * . . . . . . . v . ¥

(6)
Dy, = (-1 )0 1Y + (1) ”M'wz‘l)ft,u Yyt e b nu.n Y

Wzory (2) pociagaja wiec za sobg wzory (5)., Okazemy teraz, %o
gdy D==0, to i naodwrét: wzory (B) pociagaja s soby wzory (2),
Istotnie, ze wzordw (8) otrzymujemy

D (app 14 g+ oo A pnitn) =

n

:i,:/); (1) e, Dy + (1) 20y, Dy + oo A (1) 00y, D I,n] Yo

~ €0 na mocy wzoréw (20) i (13) z Rozdzialu II, daje
D@y 0+ a,,0, + oo+ 4y, @,) = Dy,
skad wobec zalozenin, %e D==0:
Y1 %y + @y, 5%y gakt Cpn®y = Ype

Poniewaz @:1,2,..., n, wiee w ten spos6b otrzymalismy wzory
(2) z (8). Tak wige gdy D ==0, wzory (2)1i (B) sg sobie réwnowazne,
Mamy zatem:

Twierdzenie 1. Jeteli ullad réwnat (2) ma wyznacenik
D=0, to wktad ten jest réwnowasny wkladowi réwnadh (5).

_ Wzory (2) wyrazaja t. zw. precksstatoenie liniowe jedmorodne
2miennych Byy Byy woey D WO BMIOWRE Yyy Yy ooy Y3 W Tazle gdy D0,
v_vary (E"») 'dam przeksztatcenie odwrotne, ktdre wéwoezas toz jost
liniowe i jednorodne.

_ Obszerniej zajmiemy sie przeksztaleeniami lnfowymi w Roz-
dziale IV. ‘
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[§2] Rozwigay wanio ukladu réwnan liniowych. 39

§ 2. Rozwigzywanie ukladu réwnan liniowyeh. Zasto-
sujemy teraz otrzymane wyniki do rozwigzywania ukladu # réwnan -
liniowyeh o # niewiadomyeh 1), 4. j. ukladu réwnan

Uy, By Qo Bo - oos o Gy iy 7 by
(6) U1 By -+ Goo0 g + oo + Qg n Bn == by

Chp,1 0y - Uy, Lo R U Bn == bm
gdzie liezby ap, oraz b, sg dane dla k=1,2,.,n i I=1,2,..,n.
Przypufémy, ze uklad réwnan (6) ma wyznacznik D == 0. Wzory (2)
sy wowezas w mysl twierdzenia 1 réwnowazne wzorom (5); zatem na
to, zeby liczby @y, @y, ..., @, spelnialy réwnanie (6), potrzeba i wy-
stareza, Zeby bylo:

1. , .
DL [7)1,1 by Day by b oo A= (1)1 Dy bn]
Py =+ j)l" ’ (1) H Dy ey A (1) Dy by - oo = (—1)4H Dy bn]

. . . . . . . . . . . . . .

Wy = le [(»——1)"’*‘1 Dby (—1) 2 Dyo+ oo 4 Dupn b,,] .

Wyrazenie
Ay == (1) Dy b{l* (—1)e+2 Dy g b+ oo 4= (— 1) Dy by
jost, jak to wynika z rozwinigein wyznacznika wedlug elementéw
le-tej kolumny (Rozdziat LI, § 6, wzér (14)), wyznacznikiem, jaki
otrzymujemy z wyznacznika D, zastepujac w nim k-tg kolumne
przez kolumne wyrazéw wolnyeh by, by, ..., bay czyli
A1 o« W D1 @ar o o Qtn
@+ - O2p-t by Qappr o o Gon
(8) de=| .

At v Anyi—-1 bn @uptt1 « - Gnn

1) Ullady réwnail linjowych mogy byé badane tez bez pomoey wyznaczni-
kéw, jezeli idsie o warnnki konieczne i.dostateczne rozwigzalnodei oraz o struk-
turg rozwinzan (ob. w tym wagledzie np. H. Hasge, Hohere Algebra, Tom 1,
Sanmlung Gosehen, Berlin i Lipsk 1026, §§ 11- 106, str. 82-109). Praktycznego zna-
caenin badanin to jednak nie majy (ob. tamze, str, 107. 0Ob. tez 0. Haupt,
Rinfidrwng in die Algebre, Tom 1, Lipsk 1920, str. 187-191, gdzie analizowana jest
metoda stopniowej eliminacji).
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40 ROZDZIAR IT1. Rozwinzywanio réwnui liniowyel.

Mamy wigc:

Twierdzende 2. Jesoli ullad réwnar (6) ma wyznacznil -0,
to istnieje jeden o tylko fedon uklad lezb @y, Bgy vy By 8pelniajaey
réwnania (6), mianowicie

4 4 A
(9) ' wl"’"“““DI» Wy = ny ceey Bu T D'y

gdeie liceby Ai (T = 1,2, ..., m) 84 oleredlone prace wadr (8).
Wazory (9) nazywane sy niekiedy waorami Cramer’a.

Twierdzenic 2 — ze wzorami (8) i (9) — stanowl zarazem
regule rozwigzywania ukladu n réwnan liniowych (niejednorod-
nych) o m niewiadomyech (w przypadku, gdy wyznacznik ukladu
nie jest zerem).

W przypadlku, kiedy réwnania (6) s jednorodne, 1.§. kindy
by=Dby=... = b, = 0, mamy wobec (8) 4y =0 dliv ko 1,4 o m,
skad wobec (9) @, =0 dla & == 1,2, ..., 1.

Mamy zatem:

Twierdzenie 3. Ullad n réwnah lintowyeh jednorodnych
o n wiewiadomych, kidrego wysnacenil jest rdény od 0, nie posiada
innych roswiqeat, préoe zerowego, b, j. takiego w kibrym wwzystkio
niewiadome g3 rdwne 0 *).

Wynika stad natychmiast

Twierdrenie 4. Jedeli ultad n réwnanh Viniowych jednorodnyoh
o n wiewiadomych posiada rorwiqeanic, w kidrym nic waeysikic wie-
wiadome sq zerami, to wyenacenik tego ulkiadu jest réwny 0.

Z twierdzenia tego (ktérego tw. odwrotne udowodnimy w § 6,
gtr. 50) bedziemy pdZniej czesto korzystali.

§ 8. Przyklady. 1. Rozwigzmy uklad trzech réwnai o trzeeh niowine
domyech:

Br—2y - 32 =17 b -2 3
2% + By-—d2== 8 Mamy tu Don| 2 8 emd [ o 1964 0,
3w+ 4y Be == 1, 3 4 8

Yy Twierdzenie odwrotne do tw, 8 fes jest prawdziwe (ob. § 6, tw. 0),
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8 8] Przyklady, 41
zotbom
T w2 8 57 8
g |8 8 | S92 4 —d |
&= 56 = 2 y=1528—4|=0,
1 4 b 31 5
5 —2 17
pe=aal2 38 :::]1?1)%9 1
3 41 ‘ '

2. Rozwigzmy uklad 4 réwnah o 4 niewiadomych:

Y RN 0111
fe oo ben b 1011
Mamy tu D = = —
PR BRTR I g v 11101 %
@ ofs Y e 8 == dl 1110
zabom
al 11 0all
o L [P0V 24 by _1|1b 11 9p—g—c—d
PED ey o |TTTTTIIETTT Y=Dl1eco1 |~ =3
al 10 1410

it 4. Doany uklad rdwnafy mozemy tet z latwoseis rozwigzaé bezposrednio, zwa-
aywszy, %6 dodajace je stronami, otrzymujemy 8(x - y-+2+¢)=a+b+c+d,

a-tb+o+td
5

skad oy -zl , zatem, odejmujac pierwsze réwnanie, otrzy-

atbto+d . bde++d—2a
3 A R

IMUJOULY B &5 —eoemmmeor . it d

3. Rozwiggny uklad 4 réwnan o 4 niewiadomych:
20 - 3y— 8 =0
3% - 23— 9 =10
4y -+ 8 —20 = 0
24 t—10=0.

Wyznacznik tego uldadu jest

:2 3; 00 020 300
I == ;2(2)2 = 92./408|—8.7403|=2-(—8)—3:(—18) = 38.
. 021 021
0021
Htgd
8300
) 1] 9020 3.(.._3)_3:(?‘3;4:2_.?13 -1
TeaRlen 408 |7 88T T 88
10021

i podobnio y -2, ze= 3, b= 4.
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42 ROZDZIAE 111, Rozwigzywanie rdwnandt linjowyel,

4. Cigg nieskohezony wn (- 1,2,..), okredlony pracs wirunki:

. L
Uy = Uy I, zad o, s Uy g b Uy g dln o

(por. str. 24),

go cligeu, Zouwadymy
yit, pelningn uklad

nazywa sie, jak wiadomo, clggiem Fibonacoieqo
Wyrazimy zn POMOCH wyznaeznika by wyriz fe

w tym celu, zo przy danym naturaluyim n lezby 9%,
réwnan liniowyeh:

Uy == 1

ety e Mg 0

ety = Uy = Uy o )

e Ay o U P g 0

Y . . .

Tl S S
Wyzmsezikiem D tego ukindu rédwnah jost

1 0 0 0. .0 0 0 0
el 1 0 0. .0 0 0 U
el el L0 b0 o0 0

O-ele—el L. .0 0 0 0

oo .. . e . [T

0 0 0 0. 0 sl =t 1

(gdyi wazysthkie olementy glownej przekgbne] sy rdwne 1, zud wezysikic ele-
menty znajdujace sie powykej niej sy réwne 0).

Bedzie wige

P S ST S T S T R ]

0O 0 0 0. 0=l 0

Rozwijajac ten wyznacznik wediug elementéw ostatniej kolunmy, olray-
mamy : !
-~ 1 0 0., 0 0
[ . | L o. . 0 0
e Dl | R Y R W |

L T ) R T

0 0 0 0, 4ol =]],

(3] : Praykiady. L 43

Wymacznik po prawej stronie jest n—1-go ‘stopnia. Wszystkie elementy
jogo gléwnej prackgtnej, jako tes przekatnej z niy sqeiadujacej z dok, Sfb réwne
=1, zaf wizystkio elementy przekatne] sasiadujacej z gérma przekatng gléwna
s vdwne 1, wreszeie whzystkio inne clementy sg réwne 0. Wiee np.

11 o —1 10 0. -
Mo ooe |l ] 1| =3, | TRTEOLO
’ 0—1—1 1
0 el —1 :
0 0—1—1

8. Rozwinzmy uklad 5 réwnah o b niewiadomych?);
bty 18, @y 1T, wpbng=18, @yt o,=19, @;+2,=20,

Wymaeznik tych réwnafi jest réwny 2. Stosujae wzory Cramer’a,
otrzymujemy ua kolajne niewiadome wartodei 9,7, 10, 8, 11.

W tym wypadkn jednak droga elementarna szyhciej doprowadza do
celu. Doduajae stronami wesystkio réwnania, otrzymujemy 2(wm+ ...+ z;)=90,
el oo f g 45, Dodajoe zaé stronami pierwsze i trzecie réwnanie, otrzy-
mujemny |-
dajo wige wy == 20ty = 2011 =9, plerwsze my=18—mx=16—9="7, drugie
g o N Tommeigisss T s 10, trzecie gy s 18—my= 18—10=8§, !

Widzimy wige, Ze metoda rozwigzywania réwnafh liniowyeh za pomoey
wyznacznikow nie zawsze jest najprostsza.

nt

6. Weimy pod uwage uklad & réwnaii o k niewiadomych s,,s,,...,8

7y
Py b 27)2
Pty Py 8yt 8y 3y

Prpg S D oy By oo (== ]v)sz Pyt (== 1)k—] 8= kpy,,

gdzie PyoPgserea Py VANBCLAY liczby dane.
k(k—1)
Wyznaeznikiem tego ukiadu réwnat jest, jak tatwo obliezyé, D=(—1) 2,
skad znajdnjemy dalej:

1 0 o . . 0 Py p, 1 0o < .0
w1y Py 1 0 .. 0 2p,| |20, Py 1 .0

82 (— 1) 2o py =y 1 . . 0 3, | =303 Py Py )
Pt~ Pps Pamg =+ =10 Ty | [lepy Dy g - Py

1 Oh. B. Datta i A, N. Singl, Hislory of Hindu Mathematics, Tom. II
(Algebra), Lahore 1038, sty, 48; por. tamze str. 17. :
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44 ROZDZIAL 111 Rozwigzywanic réwnni liniowych.
Wige np.
p, 1 0 .
o= |2y Py 1| =P 3pypgt 3Py
3pg Py My

Grdybyémy natomiast w tymzo ukladzio réwnalt nwidali livshy 88,000,
. ¥ : + H
za dane, zab liezhy PyPyreDy %0 niewiadome, otrzymalibydmy, jnk lalwo

obliczyé:

g 10 0.0
8

¢
N 2 0., .0
. phz:-’w/-(-;-z 33 8y ﬁl $. .0

8 By By Bpeye P |
Zastosowanio tych wroréw podamy péiniej (ub, Rozdzinl 1X, § 5).
GWIOZENTIA: 1. Rozwigzaé uklad 8 réwnafi o 8 nlewladomyehs
B0 ety - 4= B, 100 ety - 1105 8, W Ty | 8¢ - 1
Odp.: D=10, @==1, ye=2, g== 0,
2. Rozwigzaé uklad 4 réwnan o 4 niewiadomyeh:
2%+ By — 8= 0, 80+ 28— 9 2= 0, 4| Btem 20 5 0), Db 100,

3. Rozwigzaé uklad 2n~1 rdwnaf o 2n--1 niewindomyeh 1)
Wyb = Oy, Bp-+Wy=s@gy oy Wy gt By, = gy g, Wy gl By By gy

gdzie @y, g, .y, g, 0yyny B4 liezbami danymi. Zastosowné wz%ry Craamor's
i metode unzyta w praykladzie 5 z § 3. Poréwnaé obie metody.

0dp.: @y=(ay,g— gy gyt g ooty b 04)/2
By (g =Gy, (b Uy g rer== gt ) (2 1 1

4. Rozwigzaé uklad réwnan
24, -+ By - 4y = 46, 40, - Qg dig == B3, By o Tetg |- Bitig == BT,
0dp.: =4, Ly=5, wy=2,
5. Rozwigzaé ullad réwnaih

2w+ By dttg-l- 10m, === 22

3wyt g 26 Wy - BOw restumen T2

Bty 22g - Oy 2251 170

Bty < L1 t0g e 20 oy o} 320, s 57,
Odp. wy=4, my=s3, @y== 0, m = 2.

1) Por. B. Datta i A N, 8ingh, tamse, str, 48,
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(§4]  Rozwinaywanio uklndu m réwnaf liniowych o n niewiadomych. 45

§ 4. Rozwigzywanie ukladu m réwnan liniowych o n
niewladomych, gdy stoplen wyznacznika podstawowego
jest réwny liczbie réwnah. Praystapimy teraz do rozwiagzywa-
nig wkladu m réwnait o n niewiadomyceh, gizie m i n oznaczajg dwie
dane liezby naturalne. Niech to bedzie uklad réwnan:

RTIIE (,8% - el Ay nlp == by
Uy, 1y | U0 Wy oot @pn @y =Dy

(10)
O, 190y Qg b oo Qg B =Dy
) Tablice
b g1 A1y o p
b
gy Gga -« Uz
(11)

. » » v .

At Cm2e Gy

nazy Wiy maciersq wspdlezynnikdw wktadu réwnad (10).
Wayznaceniliom naledqeym do macierzy (11) bedziemy nazywali
kazdy wyznaeznik, utworzony z elementéw tablicy, jaks otrzy-
mamy % macierzy (11) przez usunigeie z niej pewnej liczby wierszy
oraz pewnej liczby kolumn. Beda to wige wyznaczniki postaci

.

a’tl],{li “w,,ﬂg . 'a’(lp(!p
Dy fty ey, gty + JMtz,ﬂp

. . . . . [ . o

a’"/nt"t a/n],,ﬂ.)‘ . napr,()[, »

gdzio wyy iy, ..oy, jost clggiom rosngeym utworzonym z liezb 1,2,...,m,
zs ﬂ],ﬂz,...,ﬁ” ciggiem rosngeym ubtworzonym z liezb 1,2,..,7.
Stopioti Zadnego z wyznacznikéw nalezgeych do macierzy (11) nie
przekracza oczywideio ani liezby m, ani liczby n.

Jozoli pominiemy praypadek trywialny, w ktérym wazystkie
wipolezynniki macierzy (11) sg réwne 0, to wirod wyznacznikow
nalezgeyeh do macierzy (11) istniejy rézne od zera, jak np. utwo-
rzone z jednogo tylko olementu macierzy (11). Niech p oznacza
najwysnzy shopion wyznacznikow réznych od zera, nalezgeych do
maeiorzy (U1, Zalem peim oraz po i istnieja wyznaczniki
stopnin p vézne od zern, nalozgee do macierzy (11): bedziemy je
nazywali wyznaczwikami  glownymi nalezgeymi do macierzy (11).
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46 ROZDZIAL 11T, Rozwigzywanie réwnafi liniowyeh,

Oznaczmy ktdérykolwiek z nich przez P i nuzwijmy go wy-
enacanilkiem podstawowym.

Nie uszezuplajge ogblnodei rozwazan, bedziemy mogli, dalej,
zalozyé, ze

Gy g « o Gy

g g« o Oup

. . . . .

alp,[ ap,g » » a,,:,p 3

w przeciwnym bowiem razie wystarczyloby w ukladzie rownan (10)
zmienié¢ oznaczenia wspélezynnikéw oraz niewindomych, Mumy,
Jak widzielidmy, p<m 1 p<n. Zajmiemy si¢ napradd pray padkiom
p=m. Gdyby bylo réwniez p==m, mielibyémy zbadany juz pray-
padek n réwnafn liniowyeh o =» niewindomyeh | wyznaezniku
réznym od zera. Przypusémy wiec, 7o p<n; liczba niowisdomych
jest tu wige wieksza od liczby réwnan.|

OznACZINY DIZCZ Dy p1yTyiayeery @y dOWOING li('yhy i prayjmijmy
-ogélnie dla +=1,2,...,p

(12) Y= blwa’i,p-k‘lmp»l»lwa'l,pwlwﬂ Bpg = res 0y @
Uklad réwnan (10) przybiera teraz postad:

1,10, "|"a1 nmg-‘l** ves u-}-- a‘vl’wﬂ . ul
g1 1+ U g Wyt oo dig ity ==,

Op,1 D1+ pp By oot i p 0 ==y

Poniewaz wyznacznik P ukladu réwnat (13) jest rézny od 0,

wiee na mocy twierdzenia 1, uklad réwnat (10) jest réwnowuiny
ukladowi

- ] '
wk:f[(m )MIPMJx + (=~ )kHPz.kf‘/z'i“"'”l“(”“ )MP /M'yﬂj’

dla k=1,2,...,p, gdzie Py oznacza minor wyznacmnike P odpo-
wmda]a_;cy elementowx Oy e

Mozemy wige wobee (11) powiedzieé, ze w badanym obeenie
przypadku:

icm
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Licaby w29y, 20 spetniaje wklad rdwnar (10) wtedy < tylko
wiedy, gdy prey dowolnych wartoéeiach licab @p11,@p1, ..., 0, liceby
D1y Pgy ey Bp 84 WYRNACONE dlay k=1,2,...,p 2e wzordw

; ' ] Y o E
(14) @e=g5 D =1 Polbr— 118y 1 — Gypa By ot
11 i

Liczby @ 11,@p42...,®, s tu wige dowolne, zag hezby By, Doy ey B
wyrazajg s8i¢ przez nie liniowo wzorami (14). Poniewaz, jak zalozy-
ligmy, jest p<tn, wige mamy tu nieskoriczenie wiele ukladéw liczb
L1y Lgy ey By SPeIniajgeyeh uklad réwnan (10).

§ 5. Rozwilazywanie ukladu m réwnan liniowych o n
nlewladomych, gdy stopiefi wyznacznika podstawowego
Jest mnlejszy od iloSecl réwnan. Zajmijmy sie z kolei praypad-
kiem p<zm. Kazdy z m--p wyznacznikéw (stopnia p+ 1-go)

Aiy + o+ Op b

Q1

Apt -+ Gpp by

. Qip b[y’

gdzie 4=p-1,p+2,..,m, bedziemy nazywali wyznacznikiem cha-
rakterystycanym odpowiadajacym wyznacenikowi podstawowemu P.

Przypudémy, ze istnieje uklad liczb xy,as,...,%, Spelniajacy
uktad réwnan (10). Dla kazdego takiego ukladu ,,,...,, okreé-_
limy liezby f,,7,...,/, DPrzez wzor:

m

{16) Frosa by ttyy 01— Qg Bg—..— G, o 1=1,2,..,m.
Bedzie wige f,=0 dla i=1,2,...,m, skad
01,1« » a/],p fl
an Vi=| =7 =0 dlai=p+1,p+2..,m
api - - Opp I '
@ .y i
. Wobec (17), (16) i (15) mamy
n

(18) Wi \ Tk/lr'lu
Jess: 1
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48 ROZDZIAE 111, Rozwigsywanic réwnaft liniowyeh,
gdzio
Aae o« Ap Gk
g+« Gop Qo
(19) dpg=| - « + - = Al 49 |- Lywegm ovaz k1,2, 0,0,
Gpi e« App Ay
Qi o o Uy Wik

Jezeli k<<p, to wyznacznik 4., posiada dwie kolumny rdwne
(k-ty i p-+1-8zg), zatem jest réwny 0. Jezeli zad p-k=In, fo wy-
zacznik A, nalezy do macierzy (11) i jest stopnis p -1z p, musi
wiee byé réwny 0 zgodnie z definiejs wyznacznika podstawowego P.

Mamy zatem

Allk:::‘.rzo (11(»)‘, ’ifu‘:p%“l\,u.,'}n oraz 7(1%’1,2,...,%

Wie=0 dla 4==p+ 1,04+ 2,000

Udowodnilismy w ten sposdb, ze jozell uklad rdéwnai (10) jest
rozwigzalny, to kazdy z m—p wyznacznikéw charaktoerystyceznyeh,
odpowiadajacych wyznacznikowi podstawowemu P, jost réwny zoru.

Okazemy teraz, ze i na odwrdt, jezeli kazdy z wyznavznikow
charakterystycznych, odpowiadajacych wyznacznikowi podstuwo-
wemu P, jest réwny zeru, to uklad réwnan (10) josh rozwigzulny.

W tym celu zauwazymy przede wezystkim, %o uklad utworzony
z pierwszyeh p réwnan ukladu (10), jest rozwigzalny, gdyz stopien
wyznaczuika podstawowego tego ukladu jest réwny liczbie rdwnan,
co — jak wiemy z § 4 — pociaga za soby rozwigzalnodd ukhudu.

Zal6zmy, ze kazdy z wyznacznikéw charakterystycznyeh, od-
powiadajacych wyznacznikowi podstawowemu P, jest réwny 0 i nicch
@1y By ..y By OZDACZA jakikolwiek uklad liczb, spelniajacy p piorw-
szyeh réwnaf uktadu (10). Okreflajage liczby f; dla 4= 1,2,..ym
wzorem (16), mamy wige
(20) fi=0 dla

Gy By any P
Z zalozenia wynika wedlug wzoru (15), Ze

(21) Wi=0 dla f=p-1,p+42,..,m.

icm

[§ 6] Hpowdb roswingzywanis ukladue m réwnan linjowych. 49
’()kreélmy, jak wyzej, Y, przez . wzér (17): znajdziemy, ze-
Vi=W; & ‘zamtem, wobec (21), V,=0, Jefli zad rozwiniemy wyznacz-
nik V; wedlug elementéw ostatniej kolumny, to z uwagi na (20)
otrzymamy , : e
V[ B P f[,

skad wobee V=0 oraz P==0 wynika, ze
(22) fi=0

v

dla i=p+1,p+2,...,m.

Tak wiee z zalozenia, ze wszystkie wyznaczniki charaktery-
styezne odpowiadajace wyznacznikowi podstawowemu P sg réwne 0
oraz %e uklad liczb wy,wy,...,@, spelnia p pierwszych spofréd réw-
naf (10), wynika, %e uklad ten spelnia wszystkie réwnania (10).
Innymi stowy, kazde réwnanie ukladu (10), péZniejsze niz p-te, jest
kongekwencjy pierwazych p réwnad tego ukladu. A zatem w bada-
nym obecnie praypadku:

Warunel koniceeny 4 dostateceny rozwiqealnosei ukladu réwnadh
(10) polega na tym, aby wsaysthic wyznacenili charakierystycene, od-
powiadajqoe wyznacenikowi podstawowemu P, byly réwne 0.

Aby znale’d rozwigzania ukladu (10), wystarczy wiec znaleZé
rozwigzanio ukladu pierwszych p réwnad.

§ 6. Sposéb rozwigzywania ukladu m réwnan linic-
wych o n niewiadomych w przypadku ogélnym. W §§4i5
zhadaliémy wszystkie przypadki, jakie moga wystepowad przy roz-
wigzywaniu ukladu m réwnad liniowych o m niewiadomych. Na
podstawio otrzymanych wynikéw mozemy wypowiedzieé nastepu-
jaca regule: v .

Ohoae zbadad roswiqralnodé wktadu m réwnat lintowych o n nie-
wiadomych, musimy preede wszystlim enaleéd stopien p wyrnacznikow
gldwnych macierzy wspdtezynmikdw tego ulkladu, a nastgpnie wybraé wy-
anacenile podstawowy P.

Jeselt p-=m, to wklad jest rozwiqealny, jeteli zas p<m, to dla
roswiqralnodot whkladw potrzeba © wystarcea, @by kagdy & m—p wy-
snacenilow charalterystycenych, odpowiadajacych wyznacenikows pod-
stawowemu P, byl réwny zeru.

Po stwierdzenin roswiqralno$er ukladu réwnar liniowych, wystar-
oy, dla snalevionia rozwiqeatl, popreestad na p réwnaniach, & kidrych
wspdlegynnikw zostal whworzony wysnacenil podstawowy P. Dia ona-
lezienia wszysthioh roxwiqeah witadw praenosimy wseystkie n—p nie-

W, Slorpinskl. Zasady Algebry Wyiane, 4
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wiadomych, Ttérych wspdlcaynniki nie wesaly do .wyz'mmika P, na
prawe strong ©, nadajge im dowolne wartoder, rozwiqrujemy olrzymany
w ten sposdb uklad p réwnah liniowych o p- niewtadomyeh i o wy-
anaceniku P==0 wedlug reguly otrzymanej w § 2 (sbr, 40),

W szozegélnokei, jezeli wizystkie réwnania danego ukladu wy
jednorodne, to, jak wiemy z tw. 3, uklid ten jest zawsze rozwigzalny,
wobec czego odpada badanie wyznacznikéw charakterystycznych.

7 otrzymanej reguly wynika nadto .

Twierdzenie 5. Roxwiqealny wlklad m réwnad liniowych o n
niewiadomych posiada jedyne roswiqzanie wiedy & tylko wiedy, gdy
stopier, wyemacenika podstawowego rdwny fest liczbie miewiadomyoh.

W szezegblnofei, co sie tyczy ukladu n réwnai liniowyeh
jednorodnyeh o n niewiadomych, to, jak wiemy z fwierdzeniu 3,
jezeli uklad taki posiada rozwigzanie nie zerowe, to wyznucznik jogo
musi byé réwny 0. Latwo wykazad, ze i na odwrdt: jezeli wyznueznik
ukladu n réwnad liniowych jednorodnyeh jest rdwny 0, to uklwd
ten posiada rozwigzania nie zerowe, przy czym rozwigzan tukich
jest nieskonczenie wiele. W tym howiem razie stopiefi p wyznacznika
podstawowego P jest mniejszy od n, zatem mniejszy od liezby nie-
wiadomych; n—p niewiadomym, ktéryeh wapdlezynniki nie wehodzy
do P, mozemy nadaé dowolne wartosei, a wiee tez wartodei rdzne
od 0. Mamy wige

Twierdrenie 6. Na to, aby uktad n réwnat liniowych jedno-
rodnych o n wiewiadomych posiadat roewiqeanic niezerowe, polrzebu
i wystarcea, aby wyeznacenik jego byt réwny seru. W lym ostalnin
praypadkw wktad posiade nieskonczenie wicle rozwiqzan.

§ 7. Warunek konieczny i dostateczny rozwigzalnosel
ukladu m réwnah liniowyech o 7 niewiadomyeh., Warunek
ten mozemy wyrazi¢ krétko, wprowadzajac pewne terminy., Niech
M oznacza macierz prostokatng, utworzong ze wspélezynnikéw pray
niewiadomych danego ukladu réwnarn liniowych. Nazwijmy regdem
macierzy M najwyzszy stopied wyznacanikéw réznyeh od zers, nae
lezgeych do tej macierzy.

Nazwijmy, dalej, macicreq uzupelnionq macierz, kidrg otrsy-
mamy, dopisujac do macierzy M kolumng wyrazéw wolnyeh roz-
wazanych réwnad jako ostatnig jej kolumne,

Opierajace sie na otrzymanych poprzednio wynikaeh, udowo-
dnimy nastepujgce

icm

{§8] Rozwinzywanio réwnui liniowych metodg réwnyeh wspblezynnikéw 51

Twierdrenie ¥1), Na to, by uklad m réwnat lindowych o n
nicuiadomych byl rozwiqealny, polrzeba 4 wystarcza, ¢eby read macier.
wspdlezynnikéw pray niewiadomyoh lego ulkladu byl' Mwny ‘fz‘gdo;{g
macierzy uzupolnione] praey jego wyrazy wolne.

1 7 AT L i »

I)OW(’H[ 7 jodnej Hl,.rony kazdy wyznacznik charakterystyczny,
»od,powuml‘&'y‘]f}.csy ktémxpukql‘wmk wyznacznikowi podstawowemu, jest
wyznacznikiem stopnia o jednodé oden WYyzszego, nalezgeym do ma-
cierzy uzupelnionej; wynika stad natychmiast dostatecznodé poda-
nego warunku, ng mocy warunku, udowodnionego w § 5 (str 49)

7 't I . . ' '

. Z drugiej zasd m,gony, ;.)rzypuéémy, ze rzgd ¢ macierzy uzupet-
nionej jost wyzszy od rzedu p macierzy M wepbtezynnikéw pray
niewiadomych danego ukladu réwnad. Niech 4 oznacza wyznacznik
raedu g, vozny od zers i nalezgey do macierzy uzupelnionej.
Wyznaeznik /1 mlim zawiorad kolumne utworzony z wszystkich lub
niektoryeh wyrazdéw wolnyeh, gdyz w przeciwnym. razie nalezalby
do mawiorzy M, v wige musiathy byé réwny 0, gdyz stopien jego ¢
praekraczn rzgd p macierzy, Rozwitmy wyzmaeznik 4 wedlug ele-
mentGéw kolumny wyrazéw wolnych; poniewaz 4==0, wiec co naj-
mniej jeden z ¢ skladnikéw tego rozwinigeia, np. skladnik P-bj, musi
byé réiny od 0, skad P=:0. Lecz minor P wyznacznika 4 jest
oczywideie wyznueznikiem stopnia g—1, a wige, wobee ¢>p, stopnia
nie mniejszego niz p, nalezgeym do macierzy M. Jako réiny od 0,
jest on wige wyznuceznikiem podstawowym danego ukladu réwnan,
zaf A jont oezywifeio wyznacznikiom charakterystycznym odpowia-
dajgeym wyznneznikowi I, Wobee 4==0 dany uklad réwnati nie jest
wige rozwiyzalny, w mysl warunku z §5 (str. 49). Zatem podany
warunek jost konieezny.

§ 8. Rozwigzywanie ukiadu réwnan linlowych metoda réwnyech
wspdtezynnikdw, B, 1. Clason podal wr. 1888 metode rozwiazywania uktadu
rédwnah linfowyelh zn pomocy eliminaeji esyli rugowania niewiadomych, znang
pod nazwy, melody réwnyoh wepdlozynnikéw?), a polegajacs na tym, ie pierwsze
dwa rdwiandan sprowadzn sig do réwnal, z ktérych pierwsze nie zawiera pierwszej
niewindomaej, zad hagie drogioj; to dwa zod nowe réwnania wraz z trzecim
rdwnaniem danego uklidu sprowwlzn sie do trzech réwnah, z ktérych kazde za-
wiora tylko jodng z pierwszyeh traceh niewindomyeh, 1 4. d. Zalety tej metody
jost to, e powlarznjy sig bo same wepdlezynuiki, co utatwia rugowanie. Wylo-
gymy tumetode Clasena o praykladzio pigein réwnat. o pigein niewiadomych:

H Por g, Slessy ki, Teorjo Wyznaonikiw, Krokow 1026, str. 121, tw. 9,

BB L Clanen, Movidtd des Sedenves de Braoelles, Tom 12, 1888, A, str, 50- 59,

By wlr, 2512015 por, bed I 1 Whittakoer i G, Robinson, Zhe Oalewlus of
observations, 121, wlr, 230,

4%
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(L) a5 byy-top2-t Ayt 0,0 = 1y (e 1,2, 8,4 ).

Dla skréeenia bedziemy oznaczali przes |pq .. 8| wyznaczanik
Py y - - 8
T)a qﬁ oo Rﬂ

p5 q5 L 85 .
Rugujae # z réwnan 1, i 1y, otrzymujemy réwnanio:

(2) |ab|y | a0 2+ | ad|w -] ae|v = | af|.

Aby wyrugowaé y z réwnah (1,) i (2,), mnozymy réwnanie (1,) obustronnis
przes —|ab|, aréwoanie (2;) przez by, 1 dodajemy do siehie te réwnanin, duelye
jo nastepnie przez a, Powstajgee w ten sposéh réwnanie omnaczaimny schemu.

tyeznie prues -:Jgﬁ%@?;_ Tak dochodzimy do réwnania

(2y) | ab|m - | b6 |2 - | bd|w - [be| v = | B |,

Tworzge réwnanie 2 ay— 24bs -1~ 13| ab|, otrzymujomy:
(35) | abo| 2 -1 | abd|w -1 | aba|w == |abf |

| abo] 2y~ ao| 3y

Z) réwnan 2, 1 3, rugujemy 2, tworzqe réwnanio Tab

w postaci rozwinigtej:
(32)

podobnie, wynikiem eliminacii # z réwnad (2,) i (8y) jest réwnonie | abo] 2,
czyli

ouyli

»
?

| abo|y - | aod | w - | ace | v = | aof

(34) [abo|w 4| bed|w - | bos| v = | bof|.
Tworzymy dalej yéwnanie —a, 8; - by 8g 0,8y -1 |abo| 1, ouyli
(4y) |abod|w + | abos|v = | abof|,

nastepnie rugujemy w z (4,) i (3y), tworzge réwnanie wﬂm“m‘;;lﬁbiﬂ% oxyli

(4) — | abed| 2 - | abde|v = | abdf

.

Podobnie otrzymamy:

(4y) |abed|y - |aode|v == |acdl|,
(4) ~—|abod | -+ | bod|v = | bedf|.

' Tworsymy teraz rownanio aydy— by dy-pr o5dg— dy 4, [labed| 1y 1 olray-
mujemy )

(55) |abeda | = | abodf

icm

1§ 9] Prayklady. b3
Wreszcio z (8g) 1 (4,) rugujemy v w gposéh wekazany schematem
abede| 4,—| abeo| 5,
—abed] — ’
<o daje

~— | abede|u == | aboef|.
Podobnie otrzymamy:
|abede| 2 == | abdef|
— | abede|y = | acdef|, )
|abede| % = | bedef|.
Dany ukiad réwnan jest w ten sposéh rozwiszany.
Jelem jest tu, oczywideie, praktyczne rozwigzywanie réwnah o wapol-

czynnikach liezbowych, gdy%, teoretyeznie, moinaby otrzymane Wzory na niewia-
dome wypisaé odrazu.

§ 9. Przyklady. 1. Zbadajmy uklad 8 réwnat o 3 niewiadom.ych:
20 - 8y-- Bz = 33,
83— By -+ 2% = —13.
@ L1y -} 82 = 79,
% macierzy wepSlezynnikéw przy niswiadomych mozemy tworzyé wyznacze
niki co najwy#ej stopnia 3-go. Jedyny wyznacznik stopnia 3-go
2 3 5
3—5 2
111 8

jest, jak latwo obliczyé, réwny 0.

7 wyznacznikéw stopnia 2-go, nalezacych’
do tej macierzy, juz wyznacznik

2 3

P=ly _5|=

—19

jest xéany od zera: mozemy go wige przyjaé za podstawowy. Wyznacznikowi P
odpowiada jedyny wyznacznik charakterystyczny

2 3 33| .
3 —5 —I13
111 179,

ktory, jak latwo obliczyé, jest réwny 0. Dany uklad réwnan jest wige rozwia-
zalny, przy czym. wystarezy rozwigzywaé pierwsze dwa réwnania, przyjmujac
na z dowolng warto$é., Otrzymujemy w ten sposéb:

_125—1lz

1 38—l 3 12631z 112 33—bz
[T PP o 19

TIH | =18y b 0 YT —18—20

Tole np. dln 21 mamy @==8, ¥ ==06; dla 2=0 mamy “’=6%§: ?/=6%‘


pem


54 ROZDZIAL 111, Rozwigzywanie réwnui liniowyeh.

2. Zbudajmy uklad 3 réwnaf o 3 niewindomyaeh:
@ema 2y o B2 = 1,
Qg dly o B2 == 2,
Jmem By o 02 2 31
Jedyny wyznacznik stopnia $-go, utworzony z macierzy wapdlezynnikdw

tyeh réwnah, czyli wyznacznik . g

. 2 ~d 0
3 6 9
jest, jak latwo widzieé, réwny 0, jak réwnies wezystkio 9 wyznacznikéw stopnin
2-go, jakie mozna ubworzyé « tej maeiergy; mamy mianowicios
—t 8 28 P mzalm 138
maglwso‘ 38| |—00| |80
12| |23 13 ﬁll ----- -2
8 b —4 6] |26 P
7 wyznacznikéw stopnia 1-go, nalezgeych do macierzy, jus wyznacmik
P oo | )] =1
3est réimy od 0: mozemy go wige prayjaé za podstawowy. Wyznaesmikowi P
odpowiadaja dwa wyznaczniki charakterystycsne:
11 11
2 2 88|,
ktére sy oba réwne 0. Dany uklad réwnafd jest wige rozwinzalny, przy czym

wystarczy wwzglednié tylko pierwsze rdwnanle, przyjmujge na y oraz na # do-
wolne wartofel. Otrzymujemy w ten sposdb

m Lo

=]

przy dowolnych y oraz 2. '
Ze w tym przyktadzie réwnania drugle i trzecie wynikajn z plerwszego,
mozna bylo réwniez zauwazyé bezpokrednio.

3. Zhadajmy uklad 8 réwnan o 8 niewiadomyoch:
85+ 2y—d2==5, 2w 8y—6zm B, By -}-2 == 4,
Za wyznacznik podstawowy mozemy tu, jak latwo obliczyé prayjaé

32

P o= 98 |™ b,
Jedyny wyznacznik charskterystyczny, odpowindajney wyznaemnikowi I
jest tu
3 2 5
2 8 B|m=0,

§ 1 4

[§ 9] Pruykiady. bb

wobee ozego uk}m‘l jost rozwiazalny i wystarczy wwzglednié tylko dwa pierwsze
rdwnania, nadajie niewiadomej 2 wartodé dowolng,. Otrzymujemy w ten sposdb

dz-+b 2 1 3 45 I
025 3 '
oo "{5 ,-.-a]‘, 1/=-*-——?—-—9§5]:—§—~==2z-}-1.

Z przykladu tego widaé, se nie kazdg z niewiadomych ,y,2 mozna
przyjaé za parametr dowolny, gdys mamy tu stale = 1. Jak latwo sprawdzié,
inaezej ma sie rzeez w praykladzie 1, gdzie za parametr dowolny mozna bylo
przyjaé kazdy z niewiadomyeh x, y, 2.

4. Zhadajmy uktad 3 réwnaf o 3 niewiadomych:

@ 2?}"‘" Z== 1,
8w Gy~ B2 == 3,
Bba = 10y = B == 1,

Zin wyrnacznik podstawowy mojzemy tu prayjsé, jak latwo obliezyé, wy-
wnaesnik P |1] =1, Obliczamy dalej wyznaczniki charakterystyczne, odpowia-
11
5 10|=5F 0

Uklad nasz nie jest wieé rozwigzalny, co zresztg mosna bylo zauwazyé
bezpodrednio, gdyz xéwnanie pierwsze, pomnozone przez 5, daje 5w 10y—5e= 5,
whrew réwnaniu trzeciemu. ) o

dajyes wymnaeznikowi P, Mamy »; ;’m 0, lecz juz

B, Zbadajmy uklad 4 réwnan o 8 niewiadomych:

2 3y 32 = 4,
3 Yy 2= 17,
B4 y—2 =1,
32 - 2y—22 = 11.

Za wyznacznik podstawowy moZemy przyjaé wyznacznik -
]
2 3.3
"Pe=| 3 —1 1|=1L
1 12

Jodynym wyznacznikiem charakterystycznym, odpowiadajacym wyznacz-
nikowi P, jost tu wyzacznik

9 33 4 2 3 0 4 . 4

3l 117 31 017 ‘: L 17 =0

1 12 1| 1 1=—1 31| 77 =0
. 3 211

3 22110 (38 2 o1
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zatem dany uklad jest rozwigzalny i wystarcay uwzglednié ‘l}y}km piorweze truy
réwnania odpowiadajace wyznacznikowi podstnwowemu, Rozwigaujge jo wedlug
reguly, podanej w § 2, na str. 40, otrzymujeny:

4 B33 2 43 2 3 4
! =B . 317 1|0, #ere|8aal 17 22,
mmﬁ 17 —~1 1 B J"'l'i Vg REETYL G e 1
1 1 =2 1 12 1 11

6. Zbadajmy uklad 3 réwnah o 2 niewiadomych

b8y = 1,
3w - 2y == 12,
22+ By =19,
: : i
Za wymacznik podstawowy mozemy prayjaé P Tk 1,

Jedynym wyznacznikiem charakberystyeanym, odpowindajneyimn wyznnes-
nikowi P, jest tu wyuznacumk

"

53 1
3219|198 0,
2819
Uklad nie jest wige rozwigzalny.
7. Zbadajmy uklad 3 réwnait o 3 nvinwiadomych:
28}~ 8y - Bz = 0,

B 24 <1+ 82 == 0,
B BY e 22 == (),
Uklad. ten, jako uklad réwnan jednorodnych, jost w iyl twiordzenin 7,

zawsze rozwigzalny., Aby sie przekonaé, czy posiada inne rozwigzania niz zo-
rowe, obliczamy wyznacznik ukladu

‘ lea 3 5
B —2 8 |=0
8 b —2

Na mocy twierdzenia 6 uklad ma wige rozwigzania niezerowe . j. takic,
w ktérych nie wezystkie niewiadome sg réwne 0.
3

Za wyznacmik podstawowy mosemy prayjné P == t g 9 ‘ st o | ),

Wystarezy zatem uwzglednié tylko pierwsze dwa rdwnanin, nadajge nie-
wiadomej # wartoéé dowolng. Otrzymujemy w ten sposdh:

—— e 8 1|2 B
PETI 8 —2 | ””“‘""“‘”1"’6) :s—«.:)z\’“"’““‘

Zatem wm=y=--z przy dowolnym e

1§91 ' Przyklady. 57
8. Zbadajmy uldad 3 réwnah o 8 niewiadomych;

45— 2y - 2 = 0,
20 v "l/-—«Bz tmz O,
6@ — BY e 22 = 0.

Wyznacznikiom tych réwnah jest
4 —2 1
2 —1 —3 | =0;
6 —3 —2

na moey twierdzenin 6 uklad posiada wige rozwiszania niezerowe. Za Wyznacz-
nik podstawowy mosemy przyjad

po|=2 1

=1 | =T

skad widud, %o wystarczy uwzglednlé pievwsze dwa réwnania,.nadajac niewia-
domej @ dowolny wartodé. Otrzymamy w ten sposéb:

t

—2 —dx
—1 —22

1

=5

e 20 3

1
‘-—2«7, z—-,i =0,

W kazdym zatem (nawet niezerowym) ukladzie liczb z,v,2, spelniajacym
tien ukiad réwnah, musi byé 2==0. Nie moglibyémy wiec przyjaé niewiadomej z
za parametr dowolny, gdy tymezasem jak tatwo widzieé, mozna bylo w przy-
kladzie 7 prayjué za parametr dowolny kazda z niewiadomych ,y,2.

. Zbadajmy wklad 3 réwnaf o 4 niewiadomych:

20 -—3y 4 #—bl=1,
@ -4 2y —3% 4- Tt =2,
3w — y—2 -+ 20=4»4.

Whzystkio 4 wyznaczniki 3-go stopnia, jakie moina utworzyé z macierzy

wipOlezynnikéw tego ukladu, sg, jak latwo okazaé, réwne 0. Za wyznacznik

. . 2 —3

podstawowy mozemy tu przyjad P = 1 9

Jodynym, wyznacznikiem charakterystyeznym, odpowiadajacym wyznacz-
nikowi P, jest wyznacznik

= 1.

2 -3 1
1 22|=T40. .
3 —1 4

Na moey warunku, ndowodnionego w § 5, str. 49, uklad réwnah nie jest
wige roawigzalny.
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58 «  ROZDZIAL TII. Rozwigzywanie réwnaf linjowyeh,

10. Wyraimy za pomocs wyznacznikn wargnek konicezny i dcmmtuwmy
na to, aby trzy dane punkty plaszozyzny (045 %1)s (@gutig) 1 (2, ya) byly wapdlliniowe,
cayli lezaly na jednej prostej, . '

Poniewas réwnanie prostej w plasgezyinio jest postuei A+ By (e,
gdzie liczby 4 1 B nie sa jednoczednie zerami, wige na to, aby dano punkty lozuly
na jednej prostej, potrzeba i wystarcza, itby istnial uktad liezh A, B, 0, glzie
A i B nie 83 jednoczeénie zerami, spelniajyey réwnania:

Awy A By ¢ =0,
*) Ay - Byy + 0 =0,
Awy -+ Byg + O = 0.

Kaxdy uklad liezb 4, B, 0, gdzie 4 i B nie sy jednoczednie zerami, spel-
~ niajacy ten uklad réwnah, jest oczywikeie jego rozwigzaniem niczerowym. Ale
i na odwrét, jezeli uklad liczb 4, B, 0 jest niezerowym rozwigzaniem ukladu
réwnah (%), to nie moze byé jednoazednio A0 i B=0, glyk wiody z rdwnah
(*) wypadioby i O=0, whrew zalokeniu, 46 rozwinznie A, B, U nie jowl zerowe,

Na to wige, aby dane trzy punkty byly wepdtliniowe, polrzahn i wystarez,
iztby ukiad trzech réwnafh (*) o niewiadomych A, B 1 ¢ posindnt roawigzanio
niezerowe, a na to znowu, jak wiemy z twierdzenia 6, potrzehn i wystureza, iahy
wyznacznik tego ukladu byl réwny 0, czyli by zachodzits réwnoké '

@y, 1
wﬂ :’/2 1| e 0,
Ty Yy 1
Wynika stad natychiniast, ze réwnaniem prostej, praechodzgee] prees
dwa dane punkty plaszezyzny (wy,yy)-i (2g.0y), jest réwnanie
‘ ’ x oy 1
2y Yy 1] a0,
@y Yy 1

Podobnie zmajdujemy, %e warunkiem konieeznym i dostatecznym na to,
aby cztery punkty preestrzeni (w),yy,21), (g, Yar%e)r (®g:¥a®y) 1 (0 Ye7) losaly
w jednej plaszezyinie (byly wspdlplaszezyznowe), jest réwnodd
wy Yy Ry 1
Ty Yy %y 1
Ly Yy 24 1
Ty Yy 2 1
Réwnaniem za$ plaszosyzny, przechodzgeej priez trzy dane punkly
(B3, Y1:%1)s (W3 Y %), (W, Ypy2) Pruestrzent, jest réwnanie

. w y & 1
wy Yy Ry )
P9 Yy
By Yy

= (),

B 0

g 1
y 1
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CWICZENIA. 1, Rozwigzaé uklad réwnats

9, - 6y - Aty = 46, 4ty -+ Owy—dwy = 53, B, -+ T, - By = BT,

Odp.s wys==d, Bg==5, wy==2,

3, Rozwigzaé uklad réwnah:
2y - 6xy— 41y + 102, = 22,
3wy b 4wy 261y - 30wy = —T2,

iy -~ 2224 4 By - 222, = 170,
By + 11— 29, 4 32, = — 57.

Qd-x)ul wlwdg, mn:&‘-a, wamﬁ, w4-~=2.:‘ ;
3. Rozwigzad uklad réwnafi1);

6.?; -2y 32 - 20 =0,
162 -6y 72 --bu = 0,
102 -4y - 42 --8u =0,
10 -2y T2 -4-4u = 0,

Zbadaé, ktore pary niewiadomych moina przyjaé za parametry.
0dyp.: Za wyzacznik podstawowy mozna tu przyjaé

P

44 \‘::20;

: e
rozwinzaniem ukladu jest

Yy = § (o—20), w = —2(x+2)

przy dowolnyeh @ i 2.
4. Rozwigzaé uklad réwnan?):
& -2y A+ 38m u— v =0,
2 Y+ 2 — 20 =0,
—20— BY + 82 — 4u - 30 = 0,
el Y 22— U+ v =0,
—— Y 2 u+20=0

Zbadaé, jakie pary niewiadomych moina przyjaé za parametry dowolne.

1) M, A. Baraniecki, Teoria wyenaceniléw (Determinamiéw ), Parys 1879,

wlr, 302-.308. . ! o
9 L. Biehorbach, Vorlesungen dber Algebra, Berlin 1928, str. 62-63.
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60 ROZDZIAE 111 Rozwigzywanie réwnait linjowyel.

0dp.: Za wyznacznik podstawowy moZemy tu prayjaé wyznacznik uiwo.
. . ‘ A £ . Y
rzony ze wipélezynnikéw pray @, ¥ 1 2 W pierwszych trzech réwnanineh:

123
Pe=| 8l 1 |=e=ids
—2 b 8
rozwigzaniem ukladu jest

@ == (et --40), Y == | (e R0 BU), B0

przy dowolnyeh w i v. Za parametry dowolne mozna prayjaé wezystkio pary
z wyjatkiem z,v, dla ktdrej stale 2=,

5. Zbadaé pray jakich wartodeiach parametrdw o, b i e rozwigzalny jest
uklad 6 réwnai linjowych o 8 niewiadomych @, y, #:

3L Y |- 22 == 10,
am -+ by -l 08 == 4d,

Qo Ty B B,
10a® -+ 3y o 03 - 20,

x4y -+ g,
am— by - oz =20,

0dp.Y): %a wymaezik podstawowy mozemy prayjué wysnaeznik pierws
azych trzech réwnah, kidrego wartodé wynosi 25, Odpowindajiee mu brzy wy.
znaczniki charakterystyczne bedy mialy odpowiednio wartoei:

26(20 ~—a -+ 3b—b¢), 25(44 — O B v 30, 2B( 20 e L0t oo DY -} - Bo),

Prayréwnywujge je do zera, otrzymamy na a, b i ¢ tray réwnania liniows
o wyznaczniku réwnym ~-330. Stosujae wzory Cramer'a, obrzymamy styd
=2, b=4 i 0==8. Przy takich wigc tylko wartofciach parametréw a, b, 6, duny
uklad 6 réwnan jest rozwiazalhy, pray czym dla znalezienia wartodel no o,y 1 2
wystarczy rozwinzaé ukind pierwszych 3 réwnaf, odpowiadujueyeh prayjetemu
wyznacznikowi podstawowemu; znajdujemy stad =1, y=8, #- 0.

6. Rozwiagzaé uklad 4 réwnah o 4 niewiadomyeh:
Ty +Bg=atly, Wgfly==ly, Xy-l-Wy=sy, Byt ==0y,

gdzie liczhy ay,aq,0, 1 a4 85 dane. Zbadad, w jakim przypadka ten uktad rdwnan
jest rozwigzalny i znalezé ewentualne rozwigzanie.

0dp.: Wyznacznik réwnan jest réwny 0. Wyznacznik ukladu pierwrzyceh
trzech réwnan jest réwny 1 i moze byé przyjety za podstawowy, Wazystkio od-
powiadajace mu wyznaczniki charakterystyczne majg wartodé bezwzgledny réwny
Qy— g -+ y—aty. Warunkiem konjecznym i dostatecznym rozwigzalnofei ukladu
jest wige ay-ap=dy--04. Jozoli réwnodé ta zachodszi, znajdujemy rozwigzanins

Dy = Oy —llg b gty By e gty |- by By o gty g e by

gdzie t jest liczba dowolng,

') Ch. de Comberousse, Cours & Algdbre Supdrieure, Czghé I, Laryk 1915,
atr. 84-87, gdaie podano blizsze szezegdly rozwinzanin,
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o Warunek 91"_1*-0;;%%"!“% tatwo tes otrzymaé droga elementarng: dodajae
bowiem stronami pierwsze i trzecio réwnanie, albo drugie i czwarte, otrzymujemy
po lewej stronie zawsze sume u, +-a,--u,+2,, skad @y 03 =ay-1ay,. '

7. Zbadaé uklad 20 réwnah o 2n niewia,domych':

by ey, bl =y, By bWy =y, By 0y =ay,,

gizie liczbhy Cys Gy ooy thy,, B dane. (Por. éwiczenie 8, str. 44).

Odp.: Uktad jest rozwigzalny whedy i tylko wtedy, gdy

Uy gt by, g = Gyt tay,.
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