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ROZDZIAY: II.
WYZNACZNIKI.

§ 1. Wstep historyezny. Poczatkéw teorii wyznacznikéw
dopatrywaé sie nalezy juz u Leibniza?l), lecz nie zostaly one
wowezas rozpowszechnione?). Po nim COramer (w polowie 18-go
wieku) mimochodem, jako szezegdl rachunkowy przy rozwigzywa-
niu ukladu réwnai, stosuje wyrazenia wyznacznikowe, lecz dopiero
Vandermonde w r. 1772 okrefla niezaleznie pojecie wyznacznikéw
i wyprowadza niektdére ich wlasnosci. Istotny atoli postep w teorii
wyznacznikéw zawdzieezamy Cauchy’emu (1815), ktéry pierwszy
wprowadzil obecnie uzywane ich znakowanie, oraz Jacobi’emu,
ktérego pracad) przyeczynila sie do rozpowszechnienia i uzywania
wyznacznikéw.

Muir - oglosit 5-tomowa historie wyznacznikéw?). W jezy-
ku polskim najwiekszym (600-stronicowym) dzietem traktujgcym
0 wyznacznikach jest ksigzka Baranieckiegos). Wydana przed

1) Mianowicie w ustepie listu Leibniz’a do de PHospital'a z dnia 28.IV.
1693 r., ktérego tlomaczenie na jezyk polski podaje Baraniecki na str. 48-50
swej ksigzki cytowanej nizej w odnoéniku 5).

2) ,,I1 n’est pas bon de prostituer nos méthodes” pisze Leibniz w pézniej-
szym ze swych listéw do de I’'Hospital’a (Por. L. Bieberbach, Vorlesungen
iiber Algebra, Lipsk 1928, str. 42).

3) C.G.J. Jacobi, De formatione et proprietatibus determinantium, Crelles
Journal, Tom 22, 1841. )

4) T. Muir, Contribution to the history of Determinants, 1900-—1920.

5) M. A. Baraniecki, Teorya Wyznacenikéw (Determinantéw ), Kurs uni-
wersytecki, Wydawnictwo Towarzystwa Nauk Scistych w Paryzu, Paryz 1879.
Stron XXII- 600.

Przedmowe do tej ksigzki poprzedza Baraniecki nastepujaca charakte-
rystyczng cytata z Jana Sniadeckiego:

,Nikt zapewne nie watpi o wielkich matematyki pozytkach i praystugach:
ale z poczatkowa tylko tey nauki znaiomoseia zaden kray ani do tych pozytkéw
nie trafi, ani do rzedu narodéw gruntownie uczonych nigdy nalezeé nie bedzie.
Zehy zaé do glebszych wiadomofei matematyeznych przebraé sie pomyflnie,
i uczué te rozkosz umystu, iaka napelniaia myélacego czlowieka, trzeba ie ko-
niecznie w poczatkowych zasadach obiaé gruntownie®.


pem


8 ROZDZIAL II. Wyznaczniki.

66-ciu laty (jako éwezesny kurs uniwersytecki) jest dzid cokolwiek
przestarzata, $wiadezy jednak o wysokim juz woéwezas poziomie
wykladéw matematyki na wyzszych uczelniach polskich. Przy
koricu swej ksigzki Baraniecki ecytuje szereg innych publikacyj
polskich, traktujacych o wyznacznikach az do r. 1879, mianowicie
Babezyliskiego (1865), Zajaczkowskiego (1866), Trzaski
(1870 i 1871), Zmurki (1871), Sagajly (1874), Zelewskiego
(1877) oraz Nieweglowskiego (1879). Z osobnych dziet o wy-
znacznikach w jezyku polskim wymienimy jeszeze nastepujace:
S. Zaremba, Teorja wyznacenikéw @ réwnan linjowych, Krakéw
1909, stron XI+-134, Dr Jan Sleszynski, Teorja Wyznacenikéw,
Krakéw 1926, stron 136. B. Iwaszkiewicz i M. Kerner, Teorja
Wyznacenikéw, Zarys elementarny, Wyd. Kola Mat.-Fiz. 8. U. W.,
tom 28, Warszawa 1934, stron VIII4-80.

W ostatnich latach doniosle wyniki, dotyczgce rachunkowej
strony wyznacznikéw, uzyskal prof. Tadeusz Banachiewicz w zwia-
zku ze stworzong przez siebie teoria t.zw. krakowiandw (ob. § 13
" tego Rozdzialu oraz § 7 Rozdzialu V).

§ 2. Definicja wyznacznika. Wezmy pod uwage n? jakich-
kolwiek danych liczb ay. (i=1,2,...,n; k=1,2,...,n), ustawionych
w kwadrat jak nastepuje:

11 A1 o . Gin-
d2,1 G2 .

)

Liczby, tworzace tablice (1), nazywamy jej elementami, a sams,
tablice (1) macierzg tych elementéw. Element a;, znaiduje sie
w i-tym wierszu oraz w k-tej kolumnie macierzy (1). ~ Jej wiersze
i kolumny nazywamy ogdlnie rzedams.

Przez wyznacenik nalezacy do tablicy (1) rozumiemy pewien
wielomian liezb (1), okredlony w nastepujacy sposéb.

Wezmy po jednym ktérymkolwiek elemencie z kazdego wiersza
tablicy (1), wige np. z pierwszego wiersza element @, z dru-
giego asa,y..., Z2 N-t€GO @nq, 1 utwérzmy ich iloczyn

(2)

al],al alz’az Y a,,’u", .

icm

[§ 3] Obliczanie wyznacznikéw pierwszych caterech stopni. 9
Pierwsze wskasniki czynnikéw iloczynu (2) sa kolejnymi licz-
bami naturalnymi 1,2,...,n, za§ drugie maja tworzyé pewng permu-
tacje tych liczb: ay,ay,...,a,. Musimy wiee tak wybieraé czynniki
dla omawianego iloczynu, aby kazde dwa nalezalty nietylko do réz-
nych wierszy, ale tez do réznych kolumn. Iloczyn (2) opatrujemy
znakiem -- lub —, zaleznie od tego, czy permutacjar ay,as,...,a, Da-
lezy do klasy parzystej, czy tez nieparzystej. Suma algebraiczna
wszystkich takich iloczynéw

Z :’: ai,txl a"z,o:2 cee a/n,an,

gdzie sumowanie rozcigga sie na wszystkie n! permutacyj drugich
wskaznikow aj,as,...,0,, jest wartodcia wyznacznika nalezacego do
tablicy (1), ktéry oznaczaé bedziemy przez

a1 1,2 - - Ain
21 G2 . O,
(3) "
a’n,l an,’l .. a/n,‘n

Liczbe n nazywamy stopniem wyznacznika o n wierszach
i » kolumnach.

§ 3. Obliczanie wyznacznikéw pierwszych czterech
stopni. W mysl tej definicji wyznacznik 1-go stopnia, utworzony
z jednego elementu a, jest réwny temu elementowi, czyli |aj=a.
Nie nalezy mieszaé¢ w tym przypadku znakowania wyznacznika ze
znakowaniem wartosci bezwzglednej liezby ai

Dla wyznacznika 2-go stopnia, mamy

[LPR]

gdyz z dwoch wskaznikéw 1,2 mozna utworzyé tylko dwie permu-
tacje: 1 2 oraz 2 1, z ktérych pierwsza nalezy do klasy parzystej,
a druga. do nieparzystej.

7 trzech wskaZnikéw 1,2,3 mamy 6 permutacyj, z ktorych

"~ permutacje 12 3; 231; 312 nalezg do klasy parzystej, zas

permutacje 3 2 1; 132; 213 do klasy nieparzystej. Jest wiec

1,1 12 Qi3 ‘

O3 G2z Oag|= 011022033 G1202305,1 + 01,802,1032—

— Q1,302,031 01,102,303 32— 01,2021 43,3.

az1 @39 A33
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10 ROZDZIAE II. Wyznaczniki,
Sposéb praktyczny rozwiniecia wyznacznika 3-go stopnia po-

dat Sarrus?!) Gdy dany jest uklad 9 elementéw

b, ¢

0, f:
hy i:

4y
d,
g,

to dopiszmy po trzeciej kolumnie pierwsza, a nastepnie druga, oraz
poprowadzmy od elementéw pierwszego wiersza przekatne lyczgce
trzy elementy. Utwérzmy nastepnie iloczyny elementéw znajduja-
cych sie na przekatnych i postawmy znak 4 przed iloczynami od-
powiadajgeymi przekatnym, idacym w kierunku od lewej ku pra-
wej, liczac od gory, za$ znak — przed iloczynami, odpowiadajacymi
przekatnym, idacym w kierunku od lewej ku prawej, liczae od
dotu.

+ e b _e a b
\ NSNS
\ / Y /('\ /
d f d ¢
/' NSNS N
NN N
— ¢ h T g h

Otrzymamy w ten sposéb

ab ¢
de f
gh i

= aei+ bfg + cdh—ceg—afh—bdsi.

Z czterech wskaznikéw 1, 2, 3, 4 mamy 24 permutacyj,
z ktoryeh do klasy parzystej naleza permutacje 1 2 3 4, 134 2,
1423, 2314, 2431, 2143, 3412, 3124, 3241,
4132, 421314321, za$ pozostale 12 permutaoy] nalezg do
~ klasy nieparzystej. Moglibydémy stad obliczyé wyznacznik stopnia
4-go. Wyznacznik stopnia 5-go utworzony jest z 5!=120 skladnikéw,
za§ stopnia 6-go z 6!=720 skladnikéw. Obliczanie wyznacznikéw
stopni wyzszych na podstawie podanej wyzej definieji wyznacznika
jest ueiazliwe; péZniej podamy inne sposoby obliczania ich wartodci.

1) Por. A, Baraniecki, tamze, str. 23-24.

icm

[§ 4] Zamiana wierszy wyznacznika na kolumny. 11

§ 4. Zamiana wierszy wyznacznika na kolumny. WeZmy
teraz pod uwage w wyznaczniku (3) (n-go stopn’a) jeden ze
skladnikéw

(4:) i a’i,(rl a/?_,

ay a ... o, jest tu wiec pewng permutacjy z liezb 1,2,...,n, zas
znak nalezy wziadé gérny (+) lub dolny (—) zaleznie od tego, czy
permutacja ta nalezy do klasy parzystej, czy do nieparzystej.

Jak wiemy z Rozdzialu I (§ 4, tw. 4), kazda permutacje n ele-
mentéw mozemy otrzymadé z kazdej innej permutaeji tyeh elementéw
za pomocy skoriczonej liczby kolejnych transpozycyj. Mozemy wiee za
pomocy, skonezonej liezby, np. %, transpozyeyj otrzymaé z permutacji

(8)

(elementOw ay,q @20y -

tyees Ay

ai,al (bz,az voi o

n

10ne,) taka permutacje tych elementéw, '
w ktérej drugimi wskaznikami beds kolejne liczby naturalne 1,2,...,n;
niech to bedzie permutacja

(6)

0151,1 a,‘gz,g con Cbgmn.

By B,---B, jest tu wige permutacjg liezb 1,2,...,n, ktory otrzymu-
jemy z permutacji 12...n za pomoca k transpozyeyj. Gdybysmy teraz
wykonali kolejno transpozycje odwrotne i w odwrotnym porzadku
do tyeh, za pomocs ktérych permutacja (5) przeszia na (6), to oczy-
wifcie permutacja (6) przeszltaby z powrotem na (5), a jednoczesnie
permutacja drugich wskaznikéw 12...n przeszlaby na permutacje
0103...a, tych wskaznikéw. Zatem permutacje aias...a. otrzy-
mujemy z permutacji 12..n za pomoeca & kolejnyeh transpo-
zycyj, odwrotnyeh i wykonanych w odwrotnym porzadku do tych k&
kolejnych transpozycyj, ktére przeprowadzaja permutacje 12...n
W BBy B, A Wige permutacje ¢;a;...a, Oraz B, B,--- B, naleig do
tej samej klasy (parzystej lub nieparzystej).

Mozemy zatem dla wyrazenia (4) napisaé ré6wnosé

-+ O,y Oyt - - Cmyyy = + 0,1 0852 A, 1,

gdzie znak nalezy wziaé po obu stronach gérny lub po obu stro-
nach dolny zaleznie od tego, czy permutacja o;0z...a, (lub— co na
jedno wyjdzie — permutacja f,f,...8,) nalezy do klasy parzystej,
czy tez nieparzystej.
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Jak latwo widzieé, dwom réznym permutacjom oyas...q, oraz
alaj...d), bedy odpowiadaly zawsze rézne permutacje f;f,...f, oraz
BBy B, (gdyz w razie ich réwnofci, przez te same kolejne trans-
pozycje otrzymaliby$émy z nich te¢ samg permutacje aioy...ap).
Gdy wiec uklad ayas...a, przebiega wszystkie permutacje n liczh
1,2,...,n, to odpowiedni uklad B, p,...f, przebiega réwniez wszyst-
kie permutacje tych liczb. Mozemy wiec napisaé réwnosé - s

Ay,1 G - - Gin

Oa1 Ogo . « Q2
(7) 2’.1 2’.2 ') " :Z:]: a’l,al az,ﬂg';' an,ozn =2i aﬂ],‘l aﬂ],?,"' a’ﬂ,,.n,

Gn,1 az;,z . . a/n,n
gdzie sumowanie rozeigga sie na wszystkie permutacje oyoy...ay,
jakotez B,f,.. B, liczb 1,2,...,m, za$ znak nalezy braé gérny lub
dolny zaleznie od tego, czy permutacja nalezy do klasy parzystej,
czy tez nieparzystej.

Przyjmijmy ogélnie

(8) , ap=by; dla i=1,2,..,n i k=12,..,n.
Bedzie wiec
(9) Zj:a/r?i‘1a32,g...aﬁmnzﬁibly‘qlbz,@r..bn’ﬁn.

Lecz w mys$l definicji wartodei wyznacznika prawa stron:
wzoru (9) jest oczywidcie wartodcia wyznacznika

bf,l b1,2 - bi,,,
byt bas - . bap
bn,l bn,'Z I bn,n ]

ktory, wobec (8), réwny jest wyznacznikowi:
1,1 @1 -« Qpy

G2 G259 . . Qg

i afl,n alz,n .
Wobec (7) mamy wiec réwnodé

«Opyn |+

a1 Qg . . O1p G31 Q2. . Oy

A3,1 G2 . . Qa.n Ay Mo . o Apo

Any Eno . « gy Qtn 2,0 - Qpn |-

icm

[§ 5] Zamiana dwdéch réwnolegtych rzedéw wyznacznika. 13

Wyznaceznik (7) powstaje, jak widzimy, z wyznacznika (3) przez
zastapienie odpowiednich wierszy przez kolumny, albo— mozna po-
wiedzieé — przez obrét wyznacznika (3) o 180° dokola jego przekainej
gléwnej (t.j. przechodzace] przez elementy ay1,@22,-..;@nn). Stad:

Twierdzenie 1. Wyznacenik nie zmienia swej wartodei, jesli

zastapimy w nim wszystkie wiersze przez odpowiednie kolumny ¢ od-
wrotnie.

Wiynika stad, ze kazde twierdzenie, udowodnione dla wierszy
wyznacznika, prawdziwe bedzie tez dla jego kolumn (i wzajemnie).

§ 5. Zamiana dwéch réwnoleglych rzedéw wyznacz-

‘nika. Przypuéémy teraz, ze mamy wypisane wszystkie n! permu-

tacyj liezb 1,2,..,n oraz ze w kazdej z wypisanych permutacyj
aias...a, dokonaliémy transpozyeji dwéch sasiednich elementéw,
np. k-go i k+1-go, ze wiee, ogblnie, zamiast permutacji aias...an
napisaliémy permutacje . :
A10g..sQp—10p 1 CpQLpt2eeslye

Jak latwo widzieé, otrzymamy znowu wszystkie n! permu-
tacyj liezb 1,2,...,m, tylko w innym niz przedtem porzadku (per-
mutacja B,g,...5, znajdzie si¢ na tym miejscu, gdzie przedtem
byla permutacja f, ﬂz""Bk—lﬁk+1ﬂlzﬂk—i—2"'ﬁn)7 Przy czym na Iiejscu,
gdzie pi'zedtem byla permutacja klasy parzystej, bedzie teraz per-
mutacja klasy nieparzystej i na odwrét (gdyz liczba kolejnych
transpozyecyj, za pomocy ktérych dana permutacja zostata wypro-
wadzona z zasadniczej, zwigkszyla sie o 1). Gdybyémy wiee w Wy-
znaczniku (7) zastapili kazdy iloczyn ai,q, 02,ey-- On,e, PIZEZ iloezyn

O, B2,00 ++» Br—1,00 g Bty Ap1,a, Opt2,0p 9ot On, ey,
czyli, co na jedno wychodzi, przez iloczyn

al,al a'z,ooz ser a’k—l,ak_l a'k-}-],ak a’kvak—i—i a]z+2,ak+2 ase a’n,ana

to dla utrzymania poprzednie] wartosei D wyznacznika (7) trzeba

bedzie zmienié znak przed kazdym z tych iloczynéw. Wynika stad
natychmiast, ze
(10)

gdzie sumowanie rozciaga si¢ na wszystkie n! permutacyj o10s...0q
liczb 1,2,...,n, za$ znak nalezy wzia¢ + lub — zaleznie od tego, czy
permutacja a;¢z...a, nalezy do klasy parzystej, czy tez nieparzystej.

2 i ai,al 2,000 -+« Ap—1,ap 4 Ap41,0p ak,akﬂ a,k+z,0,k+2 vee a’n,an:"‘ D, '
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Lecz, jak latwo widzieé, lewa strona wzoru (10) jest wyznaces
nikiem, ktéry otrzymamy z wyznacznika (7), zastepujge w nin
k-ty wiersz przez k+1-szy i na odwrdf, Zatem:

Transpozycja dwoéech sasiednich wierszy wyznacznika powo-

duje zmiane znaku jego wartodei,

Poniewaz zaf, w myfl tw. 1, transpozyeja kazdyeh dwoet
wierszy wyznacznika moze byé dokonang zu pomoes nicparzyste
liezby kolejnych transgpozycyj dwéeh sgsiednich wierszy, wiee mamy

Twierdzenie 2. Wyznacanik zmienia znak, jeieli dokonamn
tramspozycji dwdch jego wierszy.

Wobec tw. 1 mozemy w tw, 2
przez ,kolumny“.

Przypudémy teraz, ze wyznacznik D ma dwie kolumny (alb
wiersze) zlozone z odpowiednio réwnych elemontdw, Wyznacezni
taki oczywiscie sig nie zmieni, jezeli dokonamy transpozyeji tye
kolumn (czy wierszy). Z drugiej jednak strony, w my#dl tw, 2, mw
on przy tym zmienié swdj znak. Bedzie wiee Do Dy skl 1) =0
Zatem mamy

Twierdzenie 3, Wyenacenik, majacy dwie jednakowe
lumny (lub wiersee) jest réwny zeru.

- § 6. Rozwinigcie wyznacznika wedlug elementé
wiersza lub kolumny. Zbierzmy ' teraz w wyznaczniku (
wazystkie te skladniki, ktére zawierajy czymnik a,, Bedy f
sktadniki postaci

zastgpié wyraz ,wicrsze

% a1,“1 “2,“2 Y an-wl,ﬂ" " Opon g

gdzie ay0p..a.; jest jakakolwiek permutacjy liczh 1,8, 0yt
za$ znak nalezy wzigé -- lub — zaleznie od tego, czy permutac
10s...an—1 0 Dalezy do klagy parzystej czy tex nieparzystej, albo
co jak tatwo widzieé na jedno wychodzi— czy permutacja oy og... ay,
nalezy do klasy parzystej czy tez nieparzystej. Suma algebraiczn.
obchodzaeych nas skladnikéw bedzie wige iloezynem liczby a,,
przez warto§é wyznacznika n-1-go stopnia

@3 Ay,2 » g, e
(11) Q9,1 Qo9+ . Oygp-y
-1t Opeei e o Qg ot |y

.kt(éry‘ otrzymujemy z wyznacznika (7), usuwajae wonim ostalni
Wwiersz i ostathia kolumne.

icm

[§6] Rozwinigeie wyznacznika wedlug elementéw wiersza lub kolumny 15

Gdybydmy teraz chcieli zebrad w wyznacziiku (7) wszystkie
te skladniki, ktore dla danych wskainikéw naturalnyeh % i I,
obu <n, zawieraja czynnik a,, to moglibydmy postapié jak naste-
puje. Bedziemy transponowali k-ta kolumne naszego wyznacznika
kolejno z nastepnymi jego kolumnami, az znajdzie si¢ ona na ostat-

- nim miejscu, co wymaga n—k transpozyeyj kolumn. Nastepnie be-

dziemy transponowali I-ty wiersz otrzymanego wyznacznika, az znaj-
dzie sie na ostatnim miejscu, co wymaga n—I transpozycyj. Ogélem
wiee dokonamy 2n— (k--1) transpozycyj rzedéw réwnoleglych wy-
znacznika D, przez co, w myél tw. 5, znak jego zmieni sie 2n— (k1)
razy, czyli wyznacznik D przejdzie na D'=(—1)"" % p=(—1)**D,
W tym nowym wyznaezniku D' wyraz a,; poprzedniego wyznacznika
znajdzie sie oczywifcie w ostatnim wierszu i ostatniej kolumnie,
a wige, jak wyprowadziliSmy wyzej, suma algebraiczna skladnikéw
wyznacznika D zawierajgcych czynnik a,; bedzie iloczynem liczby
an, przez wyznacznik, jaki otrzymamy z wyznacznika D', usuwajac
ostatni jego wiersz i ostatnia kolumne, albo — co, jak latwo wi-
dzieé, na jedno wychodzi — usuwajac w wyznaczniku D k-ty
wiersz i I-tg kolumne. Ostatecznie wiec: ,

Suma algebraiczna skladnikéw wyznacznika (7), zawierajacych
czynnik ay,, jest réwna iloczynowi liczby (—1)*ay; przez wyznacz-
nik (11), jaki otrzymamy z wyznacznika (7), usuwajac z niego k-ty
wiersz oraz I-tg kolumne. :

Wyznaeznik, otrzymany z wyznacznika D przez usuniecie jego
I-tego wiersza oraz I-tej kolumny, nazywamy podwyenacenikiem
(minorem ) odpowiadajacym elementowi a,,;; oznaczamy go przez Dy,

Niech teraz % oznacza dang liczbe naturalng nie wiekszg od
stopnia wyznacznika D (t. j. k<<n). Kazdy skladnik wyznacznika
(7) zawiera, jak wiemy, jeden i tylko jeden czynnik sposréd liezb

(12) Wiy X2y« ooy Geyn

mozemy wiec skladniki Wyzna,cznikaD rozbié na n grup, zaleznie
od tego, ktéry z czynnikéw (12) zawieraja. Suma algebraiczna sklad-
nikéw I-tej grupy (t.j. zawierajacych czynnik a,;) wynosi, jak
obliczyliémy wyzej, (—1)" axiDpr. Stad: - -

(]3) D) = ( ""1)".H ak,l -Dk,l ’+‘ ("“'1)]‘-“2043,EDI£,2"|‘ ---’{‘ (_1)lz+n Qpn »D[:,n-
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Jost to t. zw. roewinigeic wyznacenike wedluy elementdw k-go
wiersza ),

7 tw. 1 wynika, ze mamy réwniez rozwinigeic wysna ('*m/w;
wediug elementéw l-tej kolumny:
(14)  D=(=1)"ary Dy (=) @ Db ook (—
W szezegblnodei (dla k==1 i 1-==1):

D=ay1Dy3—ds,a Dy gt tis Digm= ot (—1)" Mg Dy

== @y,3 Dy 1—te,1. Dy a4 g, Dy = ... - (—1 ) 1 Do

Wiee np.

‘ )I'I‘M

Dy

(18)

1,1 Gy 018 s
'y ‘lf

Agg Upa

Ga,a Aoy g, W

My Oy

Qg3 Qg2 (2,8

Gay A8,
g Gy Gy ‘ ’

= g, 1( o, o 0,5 Oy, 2 o, B) — by, o (02, 1 5= b3, 1 G, ) 1 Q0,4 ( g, 1 Cig 3= Ch, ( Gy ).
Wogéle wzor (15) sprowadza obliczanie wyznacznika stopnit
n-go (t. j. o m? elementach) do obliczania wyznacznikdéw stopnis
n—1-go (t.j. 0 (n—1)? elementach).

§ 7. Wnioski., W szczegblnym praypadku, gdy a0 dl

1=2,3,...,n, wzbr (15) daje D==a;3.Dy,, czyli
a0 0 .. 0 W0 Qoy o o gy
(16) Qg1 oo Aog « « Qon ~a, gy Agg « « Ugp
Ayl Ang g « « Ann ng Ot v« Qpn |
Wnosimy stad dalej, Ze
/781 0 0 0 e 0 -
2,1 A9 00 ... 0
' agy  dgy  agg O 0
(17) ‘ =5 0,1 02,9 vve Qe
Qi1 Oy, A |
L B S T T /7

) Co do uwogdlnienia rozwinigein wyznacmike (rozwinigeio wodlug wino-
véw dowolnego stopnia cayli twierdzenio Liaplace’a), ob, np. M, Bocelor, Hin-
fiikrung in die héhere Algebra, 2-gie wyd., Lipsk i Berlin 1025, sir, 26, lub 1,
Hasse, Hohere Algebra, L, SBammlung Gosehon, Berlin i Lipsk 1096, § 18, sir

124-138, (gdzie podane jost tes wogdliienie rozwinleein Liaplave’n, str, 187,
tw. 72). o ‘

-
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Zatem:
Wyznacanik, w ktdrym wszystkic elementy enajdujace sig mad

(albo pod) gtéwnq praekatng sq vréwne zerw, jest rdwny iloczynows:
wszysthich elementéw gléwnej preekaine;. '

W szezegdlnodei np.

<8 =
v H o
o o

przy wszelkich 2, y i 2.
Jako inny latwy wniosek otrzymujemy wzér

10 0 .0
bt bia . . by
b21 bzz bg 0 bl,] b1,2 L bi,n
(18) R =0 by by . . bag
b b,,» . b,, s e s s s e s
i 2 wn 0 bn,l bn,Z . bn,n ?

pozwalajacy zastapié wyznacznik stopnia n-go przez wyznacznik
gtopnia n-41-go.
Ze wzoru (13) wynika, ze

eD =(—1)ktV a4y D gy -l—( )k+)('“h2-Dkz+ (=LY, Dy e

Prawa strona tego wzoru jest, jak latwo widzieé, rozwinigciem
wedlug elementéw &k-go wiersza wyznacznika, jaki otrzymamy
z wyznacznika (3), mnozac kazdy element jego k-go wiersza przez c.
Ziatem:

Jeseli cheemy pommosyé wyznacenik praez licebe o, to wystarczy
pommosyé praez ¢ wseystkie elementy ktdregokolwiek jego wiersza (albo
Lidrejkolwick jego Tolummy ).

Whnosimy stad, ze wspélny czynnik wszystkich elementéw je-
dnego i tego samego wiersza wyznacznika (albo jednej i tej samej
jego kolumny) mozemy wyprowadzié przed znak wyznacznika.

Wynika stad w szezegélnosei w mydl tw. 3, ze wyznacenik,
w ktdrym odpowiednic elementy dwdch rzedéw rdwnolegtych sq pro-
porcjonalne, jest rowny zeru, :

Inny natychmiastowy wmosek wymaczmk, w ktdrego jednym
2 wiersey ( b kolwmmie) wszysthie clementy sq réwne zeru, 7est
FOwnY erw. [ J
W. Slerpluskl., Zasady Algebry Wylszej,

9
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18 ROZDZIAE 11, Wysuaczniki.

Jako inny jeszeze wniosek otrzymujemy, ze na Loy, aby amie-
wié emak wyznacenika, wystaresy smienid enak wazystlich elementdw
Ietdregokolwick jego wiersza (lub ktdrejkolwiek kolummy ).

Zmieﬁ.my w szezegélnofel znaki wezystkich clementéw wy-
znacznika (3), znajdujacych sie w wierszach np. parzystyeh, n w otrzy-
manym w ten sposéb wyznaczniku zmiefmy znaki wazystkich ole-
mentéw znajdujacych sie w kolumnach parzystych., Poniewas
kolumn parzystych jest tylez co wierszy parzystych, wice przez to
" gmienimy znak wyznacznika parzyste liezbe razy, czyli ostutecs-
nie nie zmienimy wartodei D tego wyznacznika.

Wrynika stad, ze jezeli

b[(,l et} (‘“"".L)kul la[(,l (11“1 /C,l ],27- op'n,

to

a1 biyi vov bin

1

Af,n

(XK}

DY “ v o .

. . LI . v e

Apt oo Qupn Dot ves bun |

‘Wiee np.
V ab o a —b o
defle|—d ¢ —f
ghi g —h ],

Z wyniku tego skorzystamy pdézniej (ob. § 12, str. 30),
Wezmy teraz pod uwage wyrazenie

(=) @y g Dy A (—1) 22 @y Dy = e A (== 1) @y D gy

ktére otrzymali$my z wyrazenia (13), zastepujae w nim odpowie
A0 @ity Gp2yeeyGin DPVZEZ  QytyGigyoeny Gy WYraZenio (19) jow
wige rozwinigeiem wyznacznika, jaki otrzymamy z wyznacznike (3)
zastepujac w nim elementy %-go wiersza odpowiednio przez ele
menty ¢-go wiersza. Jezeli ==k, to wyznacznik ten bedzie mial
dwa wiersze jednakowe (mianowicie i-ty i k-ty), zatem w mysl
tw. 6 bedzie rOwny zeru. Zatem:
Jeieli i oraz I sq dwie rdime sposrdd liezb 1,2,...,m, to

(20) (—1)F gy Dy - (1 )b Qg Do e o= (=LY gy 1D e )
i podobwie ‘

(19)

.

(21) (=1 41, Dy (=108 @y Dy o (= 1)1 Ry Dy -0

icm
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§ 8. Rozwinigcie wyznacznika wedlug skladnikéw
wiersza lub kolumny. Zastosowania. Jezeli w wyznaczniku (3)
elementy pewnej kolumny, np. I-tej, sa sumami tej samej liczby
skladnikéw, np. p skladnikéw:

0/1,1“—‘—-“.A.1 +.A2 + [N +A,,,
a/2,l=B1 +B2+ “ae ",".Bp’
) Gng=Ly+Ly+ ...+ 1Ly,
to wobec (14) znajdziemy:

D= (—1) 1 (Ay -+ Ay 4 +4,) Dy (—1) 2By + By ...+ Bp) Dy +
S RRIRERE ol Gl DI W/ S /A S +Ln) Dy, =
==(—1)H 43 Dy (—1) 4By Doy n o (—1) H Ly Dy -

H (1) Ay Dy g+ (1) 2By Dy 4. o o A (—1)H2 Ly D+

(1) A, Dy +(—1)HB, Dy y+-. . .+ (—1) 1L, D,

Widzimy wiee, ze wyznacznik (3) jest sumg p wyznacznikéw

D=W1+Wz +... +Wp1

gdzie (dla i=1,2,...,p) Wyzn.acznik W, otrzymujemy, zastepujac
w  wyznaczniku (3) I-ta kolumne przez Xkolumne elementéw
AV, B, ..., L;. Zatem:

Ay+dy-.o 44y @149 .. G
B1+B2—F...+BP W 141 wee

1,1 A0 «ov 011

Qo1 M oee Ohyp—y @, n

An,t Up,2 ooe Qpp-q Ll‘l"Lz'l' o« +Lp Qp, 41 ««+ Onn

wee Q11 .A.1 Q4141 oov An

az,n

@11 G2
p
y

\ ven @11 Bi (/2925 W
L=

A,1 Q22

1
’ Wpg Wn o wee Api—1 Ll a’n,l—-{wl wes Apn

7 dowiedzionyeh wlasnodeli wynika natychmiast na moey
twiordzenia 3 tego Rozdziatu (str. 14):

A
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Twierdzente 4. Nie amieninjqo wartodei wyznaosnika, moinu
do’ dlementéw jakiejkolwiok jego kolummy (; ;m&gakalwak wisraga) do-
dud odpowiednie olomenty inmej Kolummny (innego wiersza ), pomno-
sone preez cxynnilk staly.

Zastosujemy twierdzenie 4 do ohliczenia wartodel wyznaeznikan

o 2 oo
w1 g2 o 20
Dy | t l~

. . . . . " "

(h—Dm-1 « v o omr],

gdaie w josti liczby naturalng = 8.

Dodajas do elemenbéw, 3-ef- kolwmny wyznmsmuku D odpowieduin ele.
menty 2-ef jego. kolumny, pomnozone przez -~1, w naslgpnie do elementdw
9-¢j kolumny odpowlednie efementy pierweze] kolinny, pominofons pravs - 1,
otraymamy, jal lbwo widgies, wymnacznik, w kidrym wuaystkio slunonty 2.0}
oraz 3-6] kolumny beda, rdwne 1, zatem wyznaeznik, ktdry w mydl iw. 3
hedzie 16W11y zaru. Jest wiae ha moey bw. 4:

[),, =0 dla no-8,
O(:zjvwiécie mamy tu Dy == 1 1 Dy s w2,
Podobnie moznaby phliezyé wysnacznilk

12 2 L. |
(=108 (n--2)% .., (2n)

B (O

4y w=

dla stopni nz=4. Odejmujyge od czdwarte] kolumny tego wymneznika lrzoeiy,.
od trzeciej drugg i od drugiej pierwszs, n nastepnie w olrzymanym w ten
gposdh  wyznaczniku odejmujae od cewartej. kolumny trzecig 1 od trzecie)
drugg, otrzymu]emy, jak latwo. sprawdzié, wyznacznik, w kiérym kolumny
trzecia i.czwarta beda jednakowe, co w myél tw., 3 (luw Ay == 0 dla 04,
(Natomiagt 4, == ~20 1 4; ==-—216).

§ 9. Wyznacznik Vandermonde®a. Jako inny prayklad,
obliczmy. wyznaczmk stopnia n == 4: :
111 1
Gy Gy dy 0,
= et

, : B ab ab g
¥ Oy Gy Gy &

icm

59 Wymacmik Vandsrmonde’s. 21

gdzie liczby ay, 0y, a3 1 ay 89 dowolnie dane. Odejmujac od 2-ej,
3-ej i 4-ej kolumny kolumne 1-a, nie zmieniamy wartodei wyznaez-
nika. Lecz wtedy nowe elementy 2-ej kolumny beda wszystkie po-
dzielne przez a,— ayy 3-ej prez as— a;, i 4-ej przez a,— a,. Wypro- -
wadzajace te dzielniki przed znak Wyznaczmka (ob § 7, str. 17),
otrzymamy:

1 -0 0 0

ay o1 1. 1
V4=(42““1?(@3"a1) (0/4'—011) a‘f ‘“1+d2 o, + a al_,'_a‘
@} @+ oty t-o} @ ajaytof o+ aja,ta}
B T 1 1
= (Gg— 0, (tg~—0t) (hg—t) | Pt Ut dg Wy
dit gt 0 @t gatel aitas, o

Odejmujae w otrzymanym (j&i{o ostatni czynnik) wyzmaczniku
od 2-go wiersza 1-szy wiersz pomnozony przez &, za§ od 3-go 2-gi
pomnozony przez a,, zastapimy go przez réwny mu wyznacznik

111 ' '
Gy Q3 Gy
ai af &}

Postepujac z tym wyznacznikiem .podobnie jak z wyznaczni-
kiem ¥V, otrzymamy jako jego wartosé

A 0 0
(Ag—ay) (0 —ay) | % 1 1 | = (“3"‘“2)(%”"“”2).(%_‘0‘3)7
a3 Ggtag gy
zatem
' 4 k=1
V4=(“2““1)(“3"‘“1)(“4’““1)(“s"‘a'z)(“4"“2)(“4”‘“3)=k1=]2 A (a'll_al)-‘ ,

Ogoélnie obliczymy przez indukcje t.zw. wywmacanik Vander-
mondea dowolnego stopnia n>1:
1 1. .1
@y Oy . . Uy
Vo==| @& a . . ol

=i gy -l a1
ar=tapt. et


pem


22 ROZDZIAYL 11, Wyznacaniki,
Otrzymamy: e
e T (g~ a).
(22) Vn l!-agz L!] ( k l)

Jak latwo widzied, prawa strona tego wzorn joest iloczynem

Wi(%:y— réznic ap—a;, gdzie 1l<k<n, po rozwinigeiu wige dajo
n(n--1)

sume algebraiczng 2 *  skiadnikéw (wiréd kidryeh mogy byé po-

dobne). Poniewas za§ wyznacznik ¥V, po rozwinigeiu jest sumsy alge-

braiczng n! skiadnikéw, wiréd ktérych niema podobnych (gdyz do

kazdego skladnika wehodzi po jednym elemencie z kazdego wiorsza

i kazdej kolumny), wige wnosimy stad, ze (dla n>-1):

nin 1)

Cnlg? ot

Ta.k wige za pomocy wyznacznika Vandermonde’s udowodni-
lifmy nieréwnodé (23).

(23)

LAY
Np. dla n=3 bedziemy mieli jui 3l=6 < 8 -2%; po roz-
winigeiu iloczynu V, muszg wige nastgpié redukejo skladnikdw
podobnych.
Zauwazmy jeszeze, ze wobec wzoru (22) mamy oczywifcie

1 a1 1
ay Gy « «

2 o2 ]
ot ab . .6}

alaa v a/nVn ==

I ]

n o qn ]
Ay Ay « » O,

Wyznacznik ten rdézni sie od wyznacznike (3)

Ay« o Qg
Dy=1 ..
a’n,l .

P Y

. a‘l!,ll

tylko tym, ze zamiast elementu a! piszemy ay:, b. j. Ze wykladniki
. zostaty wzigte jako drugie wekasniki, Wnosimy stad, ze wartodé
wyznacznika D, otrzymamy, rozwijajac iloczyn

M l(“:l
Wy eOp Vi == gy o on ty i”a ’[]1 (b = aty)
oraz (po ewentualnej redukeji wyrazéw podobnych) piszge wyklud-
niki jako drugie wskaZniki odpowiednich czynnikéw,

icm

[§ 9] Wyznacznik Vandermonde’a. 23

Wiasnodé te moznaby przyjaé za punkt wyjdcia dla definicji
wyznacznika, pozwalajacej z latwodeia wyprowadzié niektére wlas-
nodei wyznacznikéw.

Co do iloczynu (22), to zauwazymy jeszcze, ze po wymnozeniu
przedstawia on wielomian zmiennych a,a,...a,, zmieniajacy swéj
znak (z zachowaniem swej wartodei Dbezwzglednej) przy kazdej
transpozycji dwoch zmiennyeh. Moznaby dowiedé, ze jest to maj-
prostszy wielomian o tej wlasnoei, mianowicie ze kazdy inny wie-
lomian » zmiennych o tej wlasnodei jest iloczynem wielomianu V,
przez wiclomian symetryceny (t. j. nie zmieniajacy swej wartodei
przy dowolnej permutacji zmiennych).

CWICZENTA. 1. Rozwijajae wyzacznik

Lo, ‘ @y 2t
6w aa
b v bbb
cC w e ¢

wedlug elementdw 1-go wiersza i stosujac tw. 3, dowiefé, ze jest on réwny O
przy wazelkich wartofeiach liczb a, d, ¢, m, ¥, 2, t, u, v, w.

2. Obliczyé wyznacznik

1000a
01000
W=100100
00010
b00O0O1

O dp.: Stosujac rozwinigeie wedlug elementéw 1-go wiersza, a do drugiego
otrzymanego podwyznacznika —— rozwiniecie wedlug elementéw 1-szej kolumny,
znajdujemy z latwokein, ze W = 1— ab.

3. Obliczyé wyznacznik

313 17 4
6 28 33
D= 33 8
10 40 54 13
8 37 46 11

= —5.

Odp.Y): .

1y Ch. de Comberousse, Cours d’dlgdbre Supdriewre, Cz. I, Parys 1915,
str. 46-47, gdzie podano szezegdly rachunku.
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24 . ROZDZIAE 11, Wyznacaniki,

4. Obliczyé wyznacanik

20 25 35 45
. 12 16 24 33
D=1 90 27 38 58
28 38 B1 78 |.
0dp.1y: D = 20.
B. Dowieké tozsamokei?)
0111 0 1 I |
Loagbyo | |1 atgtm bytw cg+:x:'
1oagbyog | | L ayty byt gty
1 a, by o Lotz byt ootz
6. Dowiesé, %e
at 200 BB 4
S a b
a0 ad-Abo bd| s f
o? 2ed d¥

7. Dowiedé, ze wyznacznik, ktorego kolejne wyrazy wy pierwszymi n% wy.
razami dowolnego postepu geomatrycznego, jest rdwny 0. Dowiedé, %e wlanodé
te ma tes wyznacznik, utworzony z m8 pierwszych wyrazdw b 2w, ciggu Fibo-
NAO0T6YO Wy Mgy er v, b Jo clggu, W KRESTyML thymeatg = 1, 208 Wyt 4 g 4w dln

5=2,3,..%)
8, Dowiedé, ze dla a;,,+ 0

byt b .. b
bt b2z .. ban o

a1 a2 v o« Gl
@i e .. ogn| L
oy T
L ] » n"l

DR LR Y T

aml @n2 « » Anyn

by-11 bu 22+« byon

202i0 by == @y Gyqq g™ O iy Oppes,g Hlo BB 1,200 e

Uwaga. Przeksztalcenie to pozwala obnizyé stopien wyznacznika, n wige

tez obliczaé go przez kolejne obnizanie jego stopunia,
9. Obliczyé wyznacznik t. zw. Iooluy'tmy G-go stopnins

i}

4
B
XKy = 1
9

[=2 S-S S
— Tt B TS
[

3

o=

Odp.: K= 8.5

5

1) Tamde, str. 709,
-2) Tamze, str, 710.
8) Ob. dalej, str. 42.

icm

1§ 10] Mnozenie wyznacznikéw jednakowego stopnia. 2

Uwaga. Mosna dowiesé, e wartosé wyznacznika kolujacego n-go stopnia
jest liczby

2=
Ko = (1 2D

. ,nnn—z .

Czytelnik zechcee spra.‘wdzié to dla n=1,2,3,4,5,
10. Wyprowadzié dla n==2,8,.., tozsamosé

2 92 p) 2
U Uy A W Uy Dy Uy Vg ety Y| w ur|

v Vi

2 2 :
Up Oy Ug Vg oty ¥ + ¥y b VR I<i<rn
11. Dowieké, %o wyznacznik n-go stopnia o elementach ay, ;= min (k, 1)

mm wartodé 1, zaé o olementach a, = max (k1) ma wartosé (—I) n=Ly, (dla
~~~~~ = 1,2, 0000 1 b, 2,000,m),

§ 10. MnoZenie wyznacznikéw jednakowego stopnia.
Majge dwa dane wyznaczniki tego samego stopnia:

@1« . Oin by . . bia

e s e s . o« e

Qpt « « Gpn b"1 N bn,n ’

utworzmy wyznacznik
Ci1 - . c1,1:

1

Cut « « Con |y *

przyjmujge dla k=1,2,..,n i 1=1,2,...,n

(24) Cr1=p1 011+ Gpabia-+ .. .- Gpnbin-

Niech I bedzie ktérgkolwiek z liczb 1,2,...,n. W my$l tw. 4
(str. 20) wyznacznik ¢ bedzie sumg » wyznacznikéw, z ktérych
pierwszy bhedzie iloczynem liczby b,; przez wyznacznik, jaki otrzy-
mamy z wyznacznika C, zastepujac w nim I-tg kolumne przez 1-szg
kolumne wyznacznika 4, drugi — iloczynem b, przez wyznacznik,
jaki otrzymamy z wyznacznika O, zastepujac w nim I-tg kolumne
przez 2-ga kolumne wyznacznika 4, i 6. d., wreszcie a-ty — ilo-
czynem b, przez wyznacznik, jaki otrzymamy z wyznacznika C,
zastepujge w nim I-tg kolumne przez n-tg kolumne wyznacznika 4.
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Stosujge takie rozwinieein do kolejnyeh kolumn wyznnez.
nika ¢ (6. j. kolejno dla I==1,2,...,%), dochodzimy z lutwodely do
wniosku, %ze wyznacznik ¢ jest sumg nt iloezyndw postac

Drpbugy + o Dng Wiyt
gdzie Wy .., jest wyznacznikiom, ktdrego T-sza kolumna jest
ji-ta kolumng wyznacznika A, druga - fp-n kolumng wyznaez-
nika 4 it.d., wreszeie n-ta — j,-u kolumng wyznaesniks 4, zad su-
mowanie rozcigga sie na wszystkic nt ciggdw i, duy..00je liczb
naturalnyeh <.

Weimy pod uwage jeden z takich cingdw 1 praypudémy,
ze cigg ten zawiera dwa réwne wyrazy, np. ju=j, dla 1<ip=2q¢-n.
Wynika stad, jak latwo widzied, zo w wyzmnnesniku Wi,
p-ta oraz g-ta kolumna sy jednakowe, zantem Wi j,...j, O,

Zamiast rozeiggad sumowanio ng wezystkio n ciygow 1, ja e ia
liczb maturalnyeh <n, wystarezy wiee dln otrzymania  wartoded
wyznacznika O rozeiggnad jo tylko na wrzystlio ciggi, ulworzone
z n réznych liezb ciggu 1,2,..,n. Jost zatem

- v
(25) () = Z?)ulbz,./ﬂ.'.b,,,/“W./l,/z,,,,n/",

gdzie sumowanie rozcigga sig na wezystkie n! permutacyj z lesh
L2,...,m.

Niech fify...fn Oznacza ktérgkolwiek permutncje z tych licab
Wyznacznik Wij,,j,,...5, r62ni sig od wyznacznika A co najwye] po-
rzgdkiem kolumn. Aby go otrzymad z wyznacznila A, nulezy w tym
ostatnim poprzestawiaé kolumny tak, aby na micjsen piorwszej
znalazla sig ji-8za, zamiast 2-giej — jy-gu, 1. §. ., wrownzeio zaminst
n-tej — ju-ta. Moznh to (p. sbr. 5) uzyskad za pomocy kolejnych
transpozyeyj dwéch kolumn, odpowiadajacych transpozycjom, po-
trzebnym dla otrzymania permutacii jfy...5, 2 permutacii 12...n.
Liezba tych transpozycyj bedzie wiec parzyste lub nieparzysty zo-
leznie od tego, czy permutacja Jaja--n nalezy do klasy parzyste],
-ezy do nieparzystej. W pierwszym przypadku bedzie w mysl tw. 2
(str. 14) Wi i, = 4, w drugim Wigrenty = = A. Wzbr (26) dajo

wige -
O =4+ b.l.j1 bz,sz bn./",

gdgie sumowanie rozeigga sie na wazystkie permulacjo jyjy..j,
z liczb 1,2,..:,n, zak znak nalezy wzigé - lub — zaloznio od liego,
czy permutacja nalezy do klasy parzyste], czy nieparzystef, Jont wiee

RIS buy, bajyeeilny = B

’j:i""’in

icm

[§10] Mnozenie wyznacznikéw jednakowego stopnia. 27

i przeto
C = AB.

Wzér (24) wyrazamy krétko, méwige, ze ,wyraz o, jest ilo-
zynem k-go wiersza wyznacznika A przez I-ty wiersz wyznacznika
B, Mamy zatem

Twierdzenie 5. Iloczyn dwdeh wyznacenikdéw A i B jednako-
wego stopnia jest réwny wyenacznikowi tegos stopnia, w ktdrym element
enajdujacy sig w (dowolnym ) k-tym wiersew ¢ (dowolnej) I-tej kolummie
jest ilocynem k-go wiersza wyznacenike A preez 1ty wiersz wyznacz-
nika B. .

Z twierdzenia b wynika wobec twierdzenia 1 (str. 13), ze iloczyn
wyznacznikéw 4 i B jest tez réwny wyznaczpikowi, w ktérym ele-
ment e, znajdujgey sie w k-tym wierszu i I-tej kolumnie jest réwny

-l
@r1big -+ Grpboi-- oo+ Apnbay,

2zyli iloczynem k-go wiersza wyznacznika A przez I-tg kolumne wy-
znacznika B. Méwimy tutaj, ze dokonaliSmy mnozenia wierszy
wyznacznika 4 przez kolumny wyznacznika B. Podobnie iloczyn 4B
jest réwny wyznacznikowi, otrzymanemu przez mnozenie kolumn
wyznacznika A przez wiersze wyznacznika B, albo tez kolumn
wyznacznika A przez kolumny wyznacznika B. W ten sposéb ilo-
czyn dwéch wyznacznikéw jednakowego stopnia mozemy przed-
stawié za pomocy wyznacznika w czterech postaciach mnozenia:
wierszy przez wiersze, wierszy przez kolumny, kolumn przez wiersze
i kolumn przez kolumny. Tak np.

bl,:l b1,2
b2,162,2

“1\,1 bo,1 -+ a1,0D0,0
Qg1 Dou G005 5

RS R
O,1b1,07F Gp0Ds.0

011 2

3,1 dop

O3 b1y by
U1 b1+ o0l

*

Q1 by Gy aboy
g1 Dy, o000

Qb1 3 Uy pbyp

Q20017+ a0 0o,

Oy g+ o by
Oy, bg1 g bs.a

Aypbia o1 Doy
Q1910+ Up0bs,g

Oy, D11+ Ga1 Do
A1 Dypt- Qo Do
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W szezegolnofei:

12 |56 1723 | | 19 22 l 23 31 ‘W 26 80 ‘ )
l‘a.4]'i78‘m 30 53 | | 43 B0 | | 34 46 3% 44 '
28] |16 20 41 | | 23 39 26 50 [ ., [ 30 48 ’ "
]4 5 \ 1 79 “l 34 73 | | 39 69 33 66 38 63
Natomiast
T1| =l 6] |1 4]
‘2 5 | 81| | 28 —20]
R T LA I e B D
18 —23| |7 32 28 —29

mnozenie wierszy przez wiersze daje tu wiee ten sumn wyznaeznik,
co mnozenie kolumn przez kolumny.

Podobnie
4y Gg Oy Uy Uy Uy
by by by |+ | o B B | =
| G Gy Gy Yi Vs Vs

| oo gty - agoy @y fy - agfy - agfy ayst dgyy + ayy,
= byoy 4 bytp - byay by fy + bafy - byfy byyy b byyy -+ byyy
| ooy A o oy 6By - Cafy - By 0y b Cayy - Cavy
00+ by ey g b byfy oy gy o+ by oy
= | tg0y + bpfy & Oy gty - Byfly -1 gy gy |- byfly - Gy
(% - byBy+ Coy1  Ggagch byfy -+ 6yya Aty - byfy -+ Cypy

W szezegblnodel wnosimy z tw. B, Ze:

Kwadrat wyznacenike mote byd preedstawiony w postaci wy-
anacenika tegod stopwia, symetrycznego wzgledem gléwnej prackatne].

Np. mnozge wiersze przez wiersze, znajdujemy
2 at - b2 a0 -+ bd
ao 4 bd ¢ - d@*

a b
¢ d

== (804 B%) (2t %) — (a0 |- bil)¥;

icm

[§11] Mnozenie wyznacaikdw réznyeh stopni. 29
a b . ‘
lecz cdl ™ ad —be, skad tozmamodé

(@24 1) (G-t i2) = (we+-bd)+ (ad— bo)?.

§ 11. MnoZenie wyznacznikéw réinych stopni. Twier-
dzenie 5 pozwala przedstawié iloczyn dwéch wyznacznikéw jedna-
kowego stopnia jako wyznacznik tegoz stopnia. Gdyby dane wy-
znaczniki byly roznyeh stopni, mogliby$my zastapié wyznacznik
nizszego stopnia’ przez wyznacznik wyzszego, jak wskazano w § 7,
str. 17, wzor (18), i w ten sposdb zrownaé stopnie obu wyznaczni-
kéw, a potem dokonaé ich mnozenia. Np.

Uy dg Gy Oy Uy Oy by Oy a p 00
by by by b, afp| by by by b, y 600
G oy Gy O | |y B e oe oo 0010
Ay dy dy dy dy dy dy d 0001
Ay daf ayy +apd ag a,;‘ o by @ f00 o dy

| batn b b byy - bed by by Ao+ Dyy  @yf + D8 Gy dy
e B ey ad 6 o aga + byy  agf -+ by ey dy
dya~ dyf dyy -+ dyd dy dy g0+ byy B b0 6 dy .
Mozna jednak iloczyn wyznacznika m-go stopnia przez wyznacz-
nik n-go “stopnia przedstawié jako wyznacznik m-n-go stopnia
wedlug wzora

y,1 U1, m 0 0

ay,y O, big e« bia |l oo oo

06 o Gy 1 Oy,m 0 0
3 —

@6 1 0. .0 b . b
{

Upite o Opm b,',,j T b,,," S R

0...0 byi. . busl-

Aby wyprowadzié wzér (26), wystarczy przedstawié oba dane
wyznaezniki jako wyznaczniki m--n-go stopnia, zapelniajac bra-
kujace clementy glownej przekatnej, przediuzonej w dot (dla pierw-
szego czynnika) lub w goére (dla drugiego czynnika), jednodciami,
zad wazystkie inne brakujgee elementy zerami, t.j. piszae:
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Il]'] . uam,] 0 0 o -0

P A N 2 L A

Gi,g o o oOm [ S T
PR T T T ) . a/)n'] . . ;“m'”, () ()n v ‘()
PR Bt Y P | B S PR
6&,,,|1. . .dm,,,, 0 e O 0 l s o4 .()

P T A S T T T R A B

0O ...0 00,..1

10...0 0,..0
01...0 0...0

bl"‘ [ ‘bl." I T T A TR TR TR B SR A
e e 00,..L0...0
R R I (I P 1 biyo o oby
b”,) o bll.ﬂ P T T T S T S N S I |

P L R T

0 0,..0 bats o Dl

a nastepnie mnozae otrzymane wyznaczniki m+ n-go stopnin wier-
gzami przez wiersze.

§ 12. Wyznacznik utworzony z minoréw danego wy-
znacznika. Jako inne zastosowanie twierdzenia 5 o mnozeniu wy-
znacznikéw, obliczmy dla wyznacznike (3) stopnia ni=1 o wurtodei
D==0 wyznacznik

Dy . Dy,

'(27) A = -D2,1 . . 'Dz."

L

-Du,l .o —Dn.n L]

utworzony z minoréw wyznacznika .D, odpowiadajgeyeh poszezogils
nym jego elementor,
Jak dowiedliémy w § 7, str, 18, mamy wobec (27):

W.l.l oo Wl.n
W’Z;I ) W?;u

L S

Wn,l- ' Wn,n ]

icm

[§12] Wyzmaeznik utworzony z minordw dan'ego wyznacznika, 31
gdzie .
(28) Wi = (—1)HD,,  dla & = L2,..,n i 1=12,..,n.
W my$l twierdzenia 5 o mnozeniu wyznacznikéw bedzie
A1 - . Qg Wl,l .. Wl.n Ci,1 « » Cipn
29) DA —=| " N BRI N IR
Gut o « Gun Wi o Wan l Cnd « » Cnn |y

gdzie

S == Oy Wi e Win -+ oo o Fapa Wi

Cp,p = ("""1)[""1 Wp1 ‘1)1,1 -I‘- (v»-114)"1"‘4a,¢,2 1.),].2 '|-‘ P —l’- (*],)I']’"(Lkv,,l)l,n.
W mydl (20) mamy wiec
Cpyp = 0 dla k=1,
zad w mygl (13)
Cup =D dla k& =1,2,...,n.

Wobec (29) DA jest wiec wyznacznikiem stopnia n, w ktérym
wszystkie elementy gléwnej przekatnej sa réwne D, zad wszystkie
inne elementy sg zerami. Wartodeig takiego wyznacznika jest wiec,
jak wiemy (ob. § 7, str. 17), iloczyn wszystkich elementéw gléwnej
przekgtnej, czyli w_danym razie D*. Zatem

(30) DA = Dn,
skad wobec zalozenia, ze D=0,
4 = D,

Mozna dowie$é na innej drodze (powolujge sie na cigglosé
wielomianu), ze réwnogé ta zachodzi réwniez w przypadku, gdy
D=0.

CWICZENTIA. 1. Obliczyé wyznacznikis

5—10 11 0 m—2 0 5 25 —15 23 —b
—10—11 12 4 —2 6-—2 2 —156—10 19 5
A=y e o P 0—2 5 3% 25 19—15 o
0 4 20 5 2 3 4 ’ -5 B 9_-5'

Odp.: A== 8100, B = —072, (== 194400,
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9. Dowiedé, s pray wazelkich wartokeisch liezh by aar

a b ede wbh eodes
| hede ] g ¢ de
g boede|s= 0 i hoi e de i,
hdj kil jkoadoe
munpqr Lmonpy

3. Dowiedd tozmamosel

abod
dabde
odabd
beda

= [t (b ] L -o)t (b dpP].

© 4. Oblicsyé wyznacznik

o~
FN
& ~3
=

6 11
46 12 di.

Odp.: 88a - 308D~ -440c--- 286,

=1

5. Rozwigzaé réwnanje

O w4 7T w
8 11 2 o) 0.
2 3o B @
6 20 12 8

Odp.: @ s,

6. Znalesé wazystkie uklady loezb rzeczywistyceh a,y, dln kidvyel

@y 0
¥ 2 1 | =10,
y 01

Odp.: w=35, y dowolno,

7. Dowiedé, ze liczba =0 jext piaxrwimtlcimﬁ rédwnanin
11 o |
Col (@ 1) (e 1) (5 e 8)0 ) e (),
(@ 2) (- 2)" (0 “‘)“'

[§ 12] Wyznacznik utworzony z minoréw danego wyznacznika. 33

8. Udowodnié tozZsamodé

1111 1111
a b ¢ d a b ¢ d
b | = @TEHOTD L o s g
at b oot gt ' ad B A

9. Rozwigzaé réwnanie

5111
2411
4126
2423

Odp.: z=1.
10. Dla jakich liczb rzeczywistyeh z zachodzi réwnodé

zl21]|
2121
3452
1783

Odp.: Dla kazdego rzeczywistego .

11. Dowiesé tozsamosei

01 11 0wy =2
10 22 g2 02y
Yol = Y =~y +9) @4 y—2) @+e—y) (v +2—0).%)
1220 of y2z 0w
1 y* a0 2y x0

12. Obliezy¢ wyznacznik
21 000
132 0 0
D=|02 523 0
00 3 74
00 0 4 92].

0dyp.: D = 94525—105023 -- 225.

N G Salmon, Legons & Algdbre Supéricure, Wyd. 2-e, Paryz 1890, str. 23,
Iix. XIIL

W. Sicrpinskl. Zasady Algebry Wyzsze]. 3
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13, Okazaé, %o (dla n==2,3,...) wyznseznik (n- 1o stopnin

2100 000.,..|

BWhE L0 000, ..i
, 087 1 000,
Dut =104 sy 100..

O 00 It o.,.,

» . « .

ma wartogé n! (Whittaker i Robinson),
Odp.: Rozwijajno wyznacznik Dpey, gdzie n.:4, wedlug olomentow
ostatniej kolumny, znajdujemy waudr zwrotny

Dyt s (2o 1) Doy s (0o 1S Dy iy

slkad przes indukeje dowodzimy, #e Dpg = nl dla n = 2,3,.,

Albo tez: od drugiego wiersza odejimjemy podwojony pierwazy: w lak
otrzymenym. wyznaezmiku od brzeciego wiorszn odejinujemy potrojony  dreugi
wnowym wyznaczniku odejmujemy od czwartego wierszs ezlorokrotny traeei i, d,,
co prowadzi do wyznacznika, w ktdrym na gléwnaj prackaytne) sy liczhy 2,8,4,...n,
zaé ponizej gléwnej przekatne] sy same zera.

14. Dowiebé, 2o dla »:: 0 wartodé wyznacznika

—y b @l 0
0w o -l
0 00— d

W (a,b,0,d) =

nie zalezy od @, oraz e W(a,b,o,d) = W(d,o,b,a). TogdInié 1o nu wyznaezniki
wy#Zszych, stopni.

16. Dowiesé, ze wyznacznik nie zmienin swo] wariohel, jozeli knsdy jogo
element ax! pomnozyé praez licabe phi—!, gdzie p jest dowolng Hezhy rdng od 0.

16. Dowiedé, je jezeli
a1 .« Ain
De=| . o0, L]0,
Gl « « Gpyn
to moina zawsze wiersze tego wyznacuniks tak preestawio, aby w olrzymanym
przez to wyznaczniku
big .« . b1

bn

NI bn,n

icm

K 3 : . M *
1§ 13] Metoda Banachiewicza obliczania wyznacznikéw. 35

bylo 4
bt . . big

0 dak=12..n
brt . . brk ’
Dowéd. Rozwijamy wyznacznik D wedlug elementéw ostatniej kolumny.
Jeden co najmniej z minoréw musi byé réiny od 0. Brakujacy wiersz jego prze-

stawiamy z ostatnim wierszem Wyznaczmka D. Z wyrézmonym minorem po-
stepujemy jak z wyznacznikiem D i . d.

§ 13. Metoda Banachiewicza obliczania wyznaczni~
kéw. Metoda ta polega na przedstawieniu Wyznaczmka (3) jako
iloczynu dwdéch wyznacznikéw ,tréjkatnych® postaci

A1y Ope - . O1p Logie. . Jin Py Bip o . Bya
dy1 Gga - .« Qg 0. 1. . gan 0 hpp o . hon
Ony Ong o -~ Gnpn| |0 0 . . 1 0 0 . . ks

Przy pewnych warunkach elementy ¢o)...; Jn—tn i Bygyeeey P
mogsa byé wyznaczone jednoznacznie. Mianowicie, uwazajac dany
wyznacznik za otrzymany z mnozenia wyznacznikéw tréjkaytnych
kolumnami przez kolumny, otrzymujemy naprzéd’

. biy=011, Mas=ag1, ..., hp= QAn,1y
nastepnie .

b re =01, Mi1G1s=0us, - .., hi1fin=0ayn,
0, jezeli hy,==0, pozwala obliczyé gis,..., g1,n; dalej, z réwnodci
hiore+hos =052, Msfrothes=ags, ..., hunfietlon=0ans
zﬁajdujemy ooy hia3y .y o ny @ nastepnie z réwnosei
b2 Jrat-hoafo= o3, hiograt-ho0dsa=0say -y Magint-hesgan= g,

jezeli hyy==0, znajdujemy ¢os, goa---y Jo.n; Dastepnie z réwnodei

Gr3his+ 0o hoathsa=as3, Grahiat Gashest haa=agqe, ...

wyznaczamy hggs, hgay..., Bgnit.d. Rachunek ten wymaga jednak
zalozenia, ze '

(31) Rt 0, Tog=0, ..., hyu=0.

‘Wartodeia D obliczonego wyznacznika (3) bedzie, jak latwo

widzied, iloczyn . ' '
D ==t }"1,1 ,)/2'2 Y h"y".
3%
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icm

Czynniki tego iloezynu otrzymamy, wyznaezajie m? elemons
tow g oraz h z réwnan, latwo sig rozwigzujgeyeh kolejno, Do obli-
czonia wyznacznikéw réwnych 0 meboda b nie mu zustosowania,
poniewas wymaga zalozenia (31). Natomiast moznn okazud, zo jezeli
tylko D==0, to zawsze mozna tak poprzestawind w rozpatrywunym
wyznaczniku jego wiersze i kolumny, aby powy#sza metoda hyla

stosowalna.

Dawniej znany sposéb Chid obliczania wyzhneznikow (185:3)
polega na kolejnym obnizaniu jego stopnins

1 G « « O

(o3 (g « + Ogn

5
P
a/n,l an,n s o Opp
1 0 ]
g lgg— g1

==3,1 '

3

Gy,9

thy, 1,

Gy Oge -

Uny An2 » o

) ay,
Qg9 == === (g1 g5 28 a1

Uy 0.1,

i ¥

R S S T S

.

Gy, W
On,p = 5-: Qp,y Cng — L3, Un,a

L n

(por. § 9, éwiczenie 8).

PRZYKLAD:
3 1 —1
—2 3 1
I 4 2
5 2 -3
|1 L2

S

- A

v 40,

Ay
1
g,

yon

R
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