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ROZDZIAL 1,
PERMUTACJE

§ 1. Permutacje 7 elementéw. Majac danych n elementéw
gy 0y ..., 0y, MOZemMy je ustawiad w rozmaitym porzadku. Kazde
uporzadkowanie danych elementéw nazywamy permutacja (przesta-
wieniem). Z dwuch elementéw a,,a, mozna oczywidcie utworzyé
dwie permutacje

(1)

ay dy
a4y 0y

Wiszystkie permutacje z trzech elementéw ay, a,,a, mogliby$my
otrzymaé z permutacyj (1) (dwuch elementéw a, i a,), dopisujae
w nich naprzéd nowy element a; na ostatnim (3-cim) miejseu,
potem na drugim miejseu, wreszcie na pierwszym. Otrzymujemy
w ten sposéb 6 permutacyj z 3-ch elementéw:

Ay Qg Qg "
J gy ay
g g Oy
Az A3 Oy L

(g Gy Gy |/

a3 Gy Oy.

Podobnie, chege otrzymadé wszystkie permutacje z 4 elemen-
téw ay, as, a5, a,, nalezaloby we wszystkich permutacjach (2) z trzech
elementéw a,,a, a; dopisaé element a, naprzéd na 4-tym miejscu,
potem na 3-cim, potem na 2-gim, wreszecie na pierwszym. Oftrzy-
maliby$émy w ten sposéb 6-4=24 permutacje z 4 elementéw.

Postepujac w ten sposéb kolejno, uzyskujemy regularny spo-
s6b wypisania wszystkich permutacyj z n elementéw ay,a,...,0,
dla kazdego danego naturalnego n>1. Z jednego elementu a, mozna
oczywiscie otrzymadé tylko jedna permutacje.
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2 ROZDZIAL I. Permutacje.
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elementéw. Jest wiee P;=1, Pz_?, P,=
wypisane wszystkie P, permutacyj z n elementow 1y gy .eey By 1O,
jak wiemy, aby otrzymaé wszystkie P,y1 permutacyj z n-+1 ele-
MentOw @y, dzy ...y Wy tnt1, Dalezaloby w kazdej z P, permutacyj
z n elementéw dopisaé¢ element a,1; naprzéd na n-1 miejscu,
potem, kolejno, na n-tym, n—1-szym,...,2-gim, wreszcie na 1-szym
miejscu. Wynika stad natychmiast, ze

Pzz+1=Pn ) (%+1 )

Zatem Py=P,5=24.5=120, Py=P;-6=120-6=720 i t.d.;
ogdlnie

P,=1:2-..mn, dla n=12,...

Iloczyn kolejnych n liczb naturalnych 1-2....-
jak wiadomo, przez n! i czytamy: » silnial).
Jest wiee

% oznaczamy,

P,=n! dla n=i,2,

. Aby wypisaé wszystkie P, permutacyj z n elementow a,, a,,..., a,,
mozemy -oczywiscie wypisaé naprzéd wszystkie P, permutacyj
z n liezb naturalnych 1,2,...,7n, a potem kolejne elementy kazdej
takiej permutacji dopisywaé jako wskazniki przy literze a.

W ten sposéb, jak widzimy, badanie permutacyj z dowolnych
7 elementéw sprowadza sie do badania permutacyj z n liczb natu-
ralnych 1,2,. '

Dowolnad permuta,eg(; z n element6w 1y gy ...y Ay TNOZEMY NA-

pisaé w postaci

gy Gy g s

gdzie a4 ay ... a, jest pewna permutacja z n liczb naturalnych 1,2, ...,n
§ 2. Nieporzadek elementu i permutacji. Podzial per-
mutaé¢yj na dwie klasy. Niech

(3)

Qg Ay oo @,

& Ty a

Gy
Cp—y %", Ty

bedzie dang permutacja z n elementéw ay,as, ..., d,, zas @, dany ele-

ment tej permutacji. Jest tu wige a, liczbg naturalng <'n Niech
4 0zhacza hczb@ natura,ln@ <k. Jezeli o;>ay, to méwimy, ze w per-

1) Zamiast n! uzywa sie té#, Znakowania I'(n--1) lub ['n.

Wl
e
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1§3] Transpozycje. 3

mutacji (3) elementy Tq, OTAZ g, daja mieporzqdek. Nieporzadek

Jest wiec wtedy, jezeli element o wigkszym wskazniku poprzedza
element o mme]szym wskazniku. Liczbe wszystkich elementéw G,
gdzie i<k oraz a;> az, nazywamy nieporzadkiem elementu T, W da-

nej permutacji (3) i oznaczamy przez Ny(a,  Ya, a ) jest to wiec

liczba wszystkich tych wyrazéw ciagu avay Oy gy Ltore 88 >a,.
Sume
Niag, aq,-..a5 )= Zl\’k(aalaaz...aa )
n k=1 n

t.j. sume nieporzadkéw wszystkich elementéw danej permutacji
nazywamy nieporzqdkiem permutacji (3).
Wiee np. dla permutacji ayasa,a;a; mamy:

Ny=0, Ny=0, Ny=1, N,=3, N,=3, zatem N(aaza,0,05)=17..

Dla  permutacji podstawowej ajas...a, mamy oczywiscie
N(a103...a,) =0, za$ dla permutacji odwrotneJ do podstawowej, t.j.
GnGp—g...020;, MAMYy

a)=0-+14-24...4(n—1) =”(-—"l2?ﬂ.

N(aan—y...
Permutacje zaliczamy do klasy parzystej lub nieparzystej,
zaleznie od tego czy liczba, ktéra nazwaliSmy jej nieporzadkiem,
jest parzysta (=>0), czy tez nieparzysta.
Wige np. z permutacyj (2) 1-sza, 4-ta i 5-ta nalezg do klasy
parzystej, pozostale za§ do nieparzystej. Permutacja zasadnicza
a1as...@, Nalezy oczywiscie do klasy parzystej.

§ 3. Transpozycje. Ich wplyw na klase permutacyj.
Liczba permutacyj kaidej Kklasy., Wezmy pod uwage w per-
mutacji R dwa dane elementy (g, OTAZ Gy gdzie i<k.

Jezeli elementy te przestawirﬁy jeden na miejsce drugiego, to powia-
damy, zeSmy dokonali transpozycji (przemieszezenia) polozenia ele-
mentéw a, oraz Uy, - Otrzymamy w ten-sposéb z danej permutacji

4 Gy Oy oenll Gy Ay ... a, O et
4) oy %y % Gy Cp—1 %y Cpta"" T %p
nowg permutacje

= ) ‘
5 a, G, ...Q Ay Gy ol a, a e Oy .
(5) Ty g %y Gy B B %y %n
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4 ROZDZIAL I. Permutacje.

Twierdzenie 1. Kaida transpozycje dwuch elementéw permu-
tacji mose byé dokonang zapomoce nieparzystej liceby kolejnych transpo-
zycyj dwuch sqsiednich elementow.

Dowéd. Transponujemy w permutacji (4) element G, ko-

lejno z sgsiednimi elementami w prawo, az Go, znajdzie sie bezpo-

§rednio po g t.j. transponujemy g, kolejno z a, gt Pty g9 -+ Py

Dokonamy w ten sposdéb k—i tra.nspozych i otrzymamy z permu-
tacji (4) permutacje

6 a, Ay ool a, G e @ a, a, a ek
(6) L R E R ST R X Gp—y Yy CpgyT T Ope

Nastepnie transponujemy w permutacji (6) element b, kolejnb

z sgsiednimi elementami w lewo, az b, znajdzie si¢ przed a,

St
.Dokonamy w ten sposéb dalszych k—i—1 transpozycyj i otrzy-
mamy z permutacji (6) permutacje (5).

W ten sposéb otrzymujemy permutacje (5) z permutacji (4)
za pomocg kolejnyeh (k—i) 4+ (k—i—1) =2(k—i)—1 transpozycyj
sgsiednich elementéw. Poniewaz liczba 2(k—i)—1 jest nieparzysta,
wiec twierdzenie zostalo udowodnione.

Przypudémy teraz, zeSmy w danej permutacji

7 ’ A, B, iy O @
( ) oy Oyt %

dokonali transpozyeji dwuch sgsiednich elementéw G, i g, -
Otrzymamy w ten sposéb permutacje

(8)

Uy Oy ooe Oy Gy By, Oy ooe -

Obliczmy réznice miedzy nieporzadkami permutacyj (7) i (8).
Jak tatwo widzieé, nieporzadki kazdego z elementéw Bryy gy ey by,
jakotez Doy, Ty gror By 53 W permutacjach (7) i (8) jednakowe.
COo zad do elementu g,y to jezeli a;>oaxy1, nieporzadek jego przy
przejsciu od permutacji (7) do (8) wzrasta o 1, jezeli zaf op<<apyy —
pozostaje bez zmiany. Natomiast co.do elementu G, , to jezeli
ax<ax+1, Dieporzadek jego przy przejsciu od permutacy ( ) do (8)
pozostaje bez zmiany, jezeN za$ a,>ap; — maleje o 1. Ostatecznie
wiee, przy przejseiu od permutacji (7) do (8) nieporzgdek permutacii
wzrasta lub maleje o 1 zaleznie od tego, czy ax<< a1, €2y teZ ap> o1,
w kazdym wiec razie. zmienia si¢ o 1.

1§4] Otrzymywanie dowolnej permutacji. ‘ 5
Wobece tw. 1 wynika stad natychmiast, ze kazda transpo-
zycja dwuch elementéw permutaciji zmienia jej nieporzadek o hczb@
nieparzysta. Mamy stad

Twierdzenie 2. Kazda transpozycja dwuch elementéw permu-
Jiacyfb 2mienia jej klasg (z parzyste] na nieparzysta lub naodwrét).

Wezmy teraz pod uwage wszystkie permutacje z n danych
elementéw (n>1). Dokonajmy transpozycji dwuch pierwszych
elementéow w kazdej permutacji klasy parzystej. Kazda z permu-
tacyj przejdzie wiee, w mysl tw. 2, na permutacje klasy nieparzystej,
przy czym rézne permutacje klasy parzystej przejda na rézne per-
mutacje klasy nieparzystej. Wynika stad, ze liczba wszystkich
permutacyj klasy nieparzystej jest nie mniejsza od liezby wszystkich
permutacyj klasy parzystej. Podobnie dowodzimy ze jest i na
odwrét. W kazdej klasie jest wiec jednakowa liczba permutacyj,
zatem n!/2 permutacyj. Mamy wiec

Twierdzenie 3, Permutacyj Klasy parzystej z n elementow,
gdzie n>1, jest tylez co Klasy nieparzystej (mianowicie po #!/2).

§ 4. Otrzymywanie dowolnej permutacji za pomoca
kolejnych transpozycyj. Niech O, Gy B OZRACTZE dowolng
@, Permutacje te otrzymac
a, za pomocy kolejnych

dang permutacje z n elementéw ay,as,...,
mozemy z permutacji zasadniczej ajas...
transpozycyj w sposéb nastepujacy.
Jezeli a;=1, to pozostawiamy element a;= a., naswoim miejscu.
Jezeli a; =1, to transponujemy element a, z elementem a,,. W ten
sposéb otrzymamy permutacje, w ktoérej element a., bedzie na pierw-
szym miejseu. Niech ag ag,...a5 bedzie otrzymana w ten sposéb

permutacjsy. Jezell fy=a,, pozostawiamy element az=a., na swoim
miejseu. W przeciwnym razie transponujemy element ap z ele-
mentem a,, (ktéry musi sie znalezé wiréd elementéw ag, ag,...,4s,)-
Postepujac w ten sposéb dalej, otrzymamy po co najwyzej n—1
kolejnych transpozycjach permutacje O, Gy oo gy Mamy wiec

Twierdzenie 4. Kaidg permutacje (z n elementdéw ai,ds,...,an)
mosemy otrzymaé & permutacii zasadniczej (a;ds...Gn) 26 POMOCH
skoriceonej (<<n) liczby kolejnych transpozycyj.
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6 : ROZDZIAL I. Permutacje,

Jasnym jest, ze i na odwrét, permutacje zasadniczg mozemy
otrzymadé z kazdej innej za pomocg skoliczonej liczby kolejnych
transpozyecyj. Ogéluiej: kazda permutacje z n elementéw mozemy
otrzymaé z kazdej innej permutacji tych elementéw za pomocy
skoriczonej liczby kolejnych transpozycyj.

Poniewaz kazda transpozycja dwéch elementéw permutacji
zmienia jej klase (tw. 2), wiec mamy

Twierdzenie 5. Dwie permutacje z n elementéw (n>1) moge
byé otreymane jedna z drugiej za pomoca tylko parzystej lub tylko
nieparzystej liczby kolejnych transpozycyj, zalednie od tego czy "naleiq
do t¢j samej, czy do rdénych klas.

Wiynika tez stad

Twierdzenie 6. Permutacia 2z n elementéw (n>1) nalety do
klasy parzystej lub nieparzystej zaleéniec od tego, czy mode byé otrey-
mana 2 permutacii zasadniczej tych elementéw za pomocq parzyste],
czy ted nieparzystej liceby transpozycyj. ‘

W deistym zwigzku z permutacjami sa t. zw. substytucje
(podstawienia), ktérymi zajmiemy sie w Rozdziale X VIIL.

CWICZENIA. 1. Tle jest permutacyj z 10 elementéw?

Odp.: 3628800.

2. Do jakiej klasy nalezy permutacia Uy Q... 0, 0yt

Odp.: Do parzystej, jezeli liczba n jest nieparzysta, i do nieparzystej,
jezeli liezba n jest parzysta.

3. Ile kolejnych transpozycyj sasiednich elementéw nalezy dokonaé, aby
# permutacji a,a,a,.. .G, 4 otrzymaé permutacje Oy gt 0, %

Odp.: 2n—2.
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