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ROZDZIAL IX |
Funkeje I(s) i {(s). Szeregi Dirichleta.

§1. Funkeja /'(s). W Rozdz. VII, § 5, wprowadzilismy funkeje
meromorficzng . Obecnie zajmiemy sie nieco blizej wlasnogeiami
tej funkeji. Rozwasmy calke

oo
(1.1) Jutemuau,

0
gdzie s==0it oznacza zmienng zespolona, za w“’1==exp((s——-l)L0gu).
Catka (1.1) nosi nazwe calki Eulera drugiego rodzaju.

Zoanwazmy, ze |utle7=usle~% i ze funkcja wut~le~* jest
calkowalna, w przedziale 0u<1, jezeli tylko ¢>0. Z drugiej
strony, przy kazdym o mamy nieréwnosé u’ e e 7Y, gdy u jest
dostatecznie duze, a wiee funkcja u®le~* jest catkowalna w prze-
dziale 1<C{u<<+-o0. Zatem catka (1.1) jest zbiezna, a nawet zbiezna
bezwzglednie, gdy o>0. ,

Catka (1.1) jest niewladciwa, gdyz przedzial calkowania jest
nieskoniczony, a poza tym, jezeli O<és<1, to funkcja podcatkowsa
jest nieograniczona w otoczeniu punktu w=0.

Oznaczmy przez F(s) warto§é calki (1.1). Udowodnimy, ze
rozwazana calka jest zbiezna niemal jednostz}u?jnie w polplaszezyznie

As>0, t.j. ze jezeli przyjmiemy Fsr(s)= [u*'e~"du, to Fs r(s)
» U J y ‘

. I3
dazy w polplaszezyznie &s>0 niemal jednostajnie do granicy
I(s), gdy 6—0+4 i RB—>-oco. Wystarczy dowiedé, ze funkeja
5,1 (s) dazy jednostajnie do F(s) w kazdym pasie a<d@s<b, gdzie
O<a<<h<<- oo, Mozemy przyjaé, ze d<1<R. Wéwczas, gdy s na-
lezy do wspomnianego pasa, mamy ‘


pem


394 ROZDZIAY., IX. Funkeje (s) i £(s). Szeregi Dirichleta.

4 00
IFa,R(s)—-F(s)l=’fe—"us‘1 du—]—_/e*"u-‘*“‘ dulg
0 R

8 +oo
< /e~xz%a—1 du+fe~uu1)—1 du’
) R

¢o dowodzi jednostajnej zbieznodei funkeyj Fs r(s).

Funkcje Fs r(s) sg calkowite, a wiec funkeja F(s) jest holo-
morficzna w pélplaszezyinie fs>0. Zatem:

(1.2) Calka (1.1) jést zbiegna bezwzglednie © niemal jednostajnie w pol-
plaseceyénie #s>0 1 preedstawia funkeje holomorficeng w tej pdl-
plaszeeyénie.

Zauwazymy jeszcze, ze funkeja F(s) spelnia réwnanie
(1.3) F(s+1)=sF(s),
jezeli #As>0. Istotnie, catkujac przez czedci, mamy

oo o0
F(s+1)= [e=ous du=[— e*uus]af""%-s‘/ e~ ! du=sF(s),
0 0

gdyz wyraz przecatkowany jest réwny zeru dla Ss>0.
Yatwo sprawdzié, ze F(l)=
Stosujac wielokrotnie wzér (1.3
nieujemnego n réwnogd
(1.4) Fn+1)=1.2-3.....
jezeli przez 0! uméwimy sie rozumieé 1.
Na funkcje /(s) mieliémy dwa wzory, a mianowicie (str.300
i 301) ‘

(1.5) %: s [[ (1+%) =
lim nin! )
nyoo $(8+1)(8+42)...(s+n)

Wykazemy obecnie, ze funkcja [~ w pélplaszezyznie @s>0 daje
sie rowniez przedstawié przez calke (1.1), t.zn. ze
oo
(1.7) I'(s)~-—:f(3““1¢‘“1 du
0
Dowdéd. Poniewaz obie strony sg tu funkejami holomorficz-
nymi w péiplaszezyinie #s>0, wystarczy udowodnié réwnogé (1.7)
W przedziale 0<s<l. Ze wzgledu na (1.6) wystarezy wykazaé, ze
W tym przedziale

), otrzymamy dla calkowitego

n=nl,

(y=stala Fulera),

(1.6) [(s)=

gdy  Hs>0.

F(s)s(s+1)...

(s+n)/nins—1,
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albo, stosujac kilkakrotnie réwnogé (1.8), ze
(1.8) F(s+n-+1)/nlns—1 gdy n—oo,

Podstawmy s+n-+1 zamiast s do calki (1.1). Poniewaz przy -
naszych zalozeniach co do s mamy nieréwnogei w'sn® 1w zps
gdy 0<{u<n, oraz nierdéwnogci Przeciwne, gdy u=n, przeto:

F(s+n+41) gns‘/.u"e‘*u du—l—n”‘ifu"“’“le“” du,
0 n

n +oo
B(s+4n+1)=ns1 /u"“He‘" du--ns [u"e“" du.

Zastosujmy teraz calkowanie przez czeéci do tych calek, ktore
zawierajg w*t'. Tatwy rachunek daje:

o0
F(n4s+1)<n? f ety du - ¢ s f e~ un du,
]

n

n
e—-nnn-{-—s+ ps—1 fe—"'u," du.
§ :

W nierd¢wnodciach tych spétezynnik przy ns wynosi F(n41)=
za§ spoétezynnik przy ns—! jest mniejszy od n!. Podzielmy ostatnie
nieréwnosei przez nln®. Wabr (1.8) bedzie konsekwencjg tych
nieréwnogci, jezeli wykazemy, ze e—"n"/n!->0. Ot6z odrzucajge
# pierwszych wyrazéw w szeregu na ¢ mamy nier6wnogé

F(n+s+1) =n /.a””u" adu—
0

7’1»2
n+l " (n+1)(n+2)
Suma w nawiasie rodnie nieograniczenie wraz z n, gdyz kazdy
jej sktadnik zmierza do 1. Zatem e"n!/n"—o0, co nalezalo wykazaé.
Wzér (1.7) jest wige udowodniony.

Z (1.3) i
(1.9) Ms+1)=

ktore zreszty znaliSmay juz przedtem (p. str.301).

Zastagpmy s przez —s we wzorze (1.5) i pomnézmy stronami
nowy wzor przez poprzedni. Korzystajgc z rozwiniecia funkeji sinns
na iloezyn nieskonezony (p. Rozdz. VII, (5.9)), mozemy napisaé

e ) _ []( ___):__smnns

n=1

o (1t o)

(1.4) wynikaja nastepujace wzory:

s(s), (1.10)  [n4+1)=n! (n=0,1,...),
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Ze wrzgledu na (1.9) mamy —s/(—s)=/(1—s), a wigc

iy M=) =

Wzér ten odgrywa wazng role. Poniewaz punkty s i 1—s s
symetryczne wzgledem punktu §, wigze on wartodei funkeji [(s)
w pélplaszezysinie As>% z wartofciami w pélplaszezyinie Rs<i.
Kladae s=}, otrzymujemy w szczegélnodci

=Vm;

stad oraz z (1.9) mozemy latwo otrzymaé wartodé [(n-%) dla
dowolnego n catkowitego.

Udowodnimy jeszeze jeden wzér (z ktérego skorzystamy
poZniej), mianowicie wzdr Legendre’a:
(1.12) I(s) M(s+4)=V=m2"(2s).

Dowéd. Z (1.6) wynika, ze
23-{-—.17 ('n,’)2 2211—}—2

e Ze(2e 1) (25+2)...(25+ 2n-+1) =K-I(29),

[(s)M(s+4) =
gdzie

. (n!)222n+2m n 28 -~2s (}'b‘ 2n+z V....
= ST (2n+1) PR CTRE

Poniewaz za§ wzér Wallisa (p. str. 300) moze byé napisany

W postaci
‘)211 2
l/__—n—m 2n—| 1 Vm—]—l

przeto bez wigkszych trudnodci znajdujemy, ze K ———.-21*231/5, iréw-
nodé (1.12) jest udowodniona.

Zajmiemy sie teraz badaniem rzedu (p. Rozdz. VII, § 6) funkeji
catkowitej 1/1(s) i wykazemy, ze

(1.13)  Rezad funkeji 1/I(s) jest réwny 1.

Dowéd. Wykladnik zbiezno$ei (p. Rozdz. VII, §8) ciggu
0,~1,—~2,... pierwiastk6w funkeji 1//(s) wynosi 1. Na zasadzie
tw. 9. 4 Rozdz. VII, iloezyn kanoniczny ntworzmly 7 pierwiastkow
funkc]1 1/l (s) ma réwniez rzad 1. Poniewas i rzgd funkeji o’ jest

zowgy;} )1 wiee rzad funkeji 1//(s) nie przekracza 1 (Rozdz. VII,
W

[§ 1] < Tunkeja I(s). . 397

Z drugiej strony, jak to widaé np. ze wzoru (1.5), funkeja
(s) prayjmuje w punktach sprzezonych wartofei sprzezone. Zatem

e [ _~.—~._.--—— . e 7 _ 2m
| ()= (3t) [ (—it) 7 [ (i) [(1—it) itsinmit (e —e—)

dla t>0. Daje to 1/}/" (i) >exp(y=t) dla ¢ dostatecznie wielkiego,
a wiee rzad funkeji 1//' (s) jest nie mmniejszy od 1.

. ‘ a+b+n) _ [(a+1)I(b+1)
CWICZENIA. 1. [la-}—% Y(b+n) Ma+b+T)

n==1
[==]

d2log I (8) R

9 U8 V. —_—

de? ‘20/ (.9’}-7'1,)2
. ==

3. W praedziale (0,--oc) funkeja () posiada jedno minimum. Jest ono
zawarte wewngbrz przedzialu [1,2].
-0

4. Udowodnié, ze I'(s):/e‘“ s—1 07/%‘1—2 Y s+'n) dla kazdego s, przy

n=0

‘ czym catka po prawoj stronie przedstawia funkeje calkowitg.

5. Warunkiem koniecznym i wystarczajacym, by funkeja @(s) spelnialta
réwnanie funkeyjne @(s+1)=sB(s), jest by D(s)=I(s) P(s), gdzie P(s) jest
funkeja okresowa o okresie 1. :

6. Jozeli funkeja @(s) jest holomorficzna na odeinku [4, +co], gdzie 4 jest
dowolny liczbg rzeczywisty, i jezeli @(s) spelnia réwnanie funkeyjne D(s-+-1)=s &(s)

oraz warunek
(.‘() mMﬁ:
nyoo minf
jednostajuie dla 0=le<<l, to @D(s)=/(s).
[Wsk. Rozwazyé iloraz funkeji &(s) przez prawa strone wzoru (1.6).]

7. Dowiedé, se |[[(}+it)|= —% dla t rzeczywistych.
l/ ¢ +o

8. Dla 0<<dis<<1 zachodzi réwnosé
foo
/ w6 qu—eT IR (5).
0

Wyprowadzié stad wzory na catki f u " cosu du i / wst

0 0

sinw du.

[Wak. Przecatkowaé funkeje 2516 —* wading brzegu éwiartki kota o rodku
w punkeie 0.]
9. Wyprowadzié nastepujace uogélnienie wroru Legendre’'a (1.11):
, _ e 3 (mei
I"(8) < -J*—{) <sm|4.‘_§;)__,l‘(s+”-————%m 1):':11,i "m(mz);"r(m )F(ms).

m
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§ 2. Funkeja B(p,q). Z funkcja [(s) jest Scidle zwigzana

t.zw. funkeja beta FEulera, okre§lona przez wzor
1
(2.1) B(p,q)= f P 1—w) " du.
0

Catka ta, ktéra nosi réwniez nazwe catki EHulera pierwseego
rodzaju, istnieje, gdy &fp>0 i #K¢>0. Przez podstawienie u=1—»p
sprawdzamy natychmiast, ze B(p,q)=B(q,p), a wiec ze B(p,q) jest
funkejq symetryceng zmiennych p,q.

(2.2) Pray stalym q o dodainiej ceedci rzeceywistej B(p,q) jest funkejg

holomorficeng w pdiplaszceyénie Ap>>0.
1—1/n

Dla dowodu wystarczy zauwazyé, ze Bu(p,q)= f w1 — )7 G
1/n
jest funkeja catkowits zmiennej p i ze Ba(p,q) zmierza jednostajnie

do B(p,q) w kazdej péiplaszezyznie &p>e>0, gdy n—»-oo.
Oczywiscie p 1 ¢ w tw. 2.2 mozna zamieni¢ miejscami.

Udowodnimy obecnie podstawowy zwigzek miedzy funkeja -

B a funkejg [, mianowicie

23)  Bma=lp@/lp+a), gdy Ap>0,89>0.
Dowé6d. Potrzebne nam beda wzory:

(2.4) I’(p):‘)/e_"g'v?l”’"1 dv,
0
72
(2.5) B(p,q)=2 /sian‘lﬁcos‘zq*l@ do.
0

- Plerwszy z nich otrzymujemy z (1.7) przez podstawienie w="102,

drugi z (2.1) przez podstawienie w=—sin26.
Zal6zmy najpierw, ze piq sy rzeczywiste oraz ze p=iiq>4.
Wéwezas funkeje podeatkowe we wzorach (2.4)1(2.5) 83 ciagle. Mamy

R R
s — —U% 5y2p—1 — —
(2.6) l"(p)/"(q)_.lgm;[(%)/e V2P dv) (2()/6 w424 1dw)]
. RR
=4lim [ [e0u) p2m—typ2a-1 gy g,
Broog

Calka podwéjna po stronie prawej jest rozciggnieta na kwa-
drat o boku R. Kwadrat ten zawiera éwiartke kota o drodku w po-
czatku ukladu i o promieniu R, a sam zawarty jest w podobnie po-
tozonej éwiartce kola o promieniu R)2. Przejdsmy teraz do spél-
rzgdnyeh biegunowyeh i przyjmijmy ov==gpcosf oraz w=p#in .

icm
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Poniewaz funkceja podcatkowa jest nieujemna, przeto rozwazajac
catki podwdjne rozciagniete na wspomniane éwiartki kot, znajdziemy,
ze ostatnia calka w (2.6) jest zawarta miedzy iloczynami:

/2 R

/ cou?r—10 gin2e-16 4. f e gpta—ig,
0 by

2 RVY

/ cosP—105in%—19 dp. / ¢ grt2g—1 do,
0 0

ktére, w mysl réwnosei (2.4)1(2.5), daza do 1B(p,q) [(p-+q). Daje
to wzér (2.3), przy zalozeniu ze p>4 i ¢>4. Jezeli ustalimy g=4%,
to obie strony “wzoru (2.3) beda holomorficzne w pélplaszezyznie
Ap>0, a wige jest on prawdziwy dla ¢>} przy @p>0. Podobnie,
ustalajge p tak, by &p>0, i traktujae obie strony réwnogei (2.3)
jako funkeje zmiennej g, otrzymujemy wzér w przypadku ogélnym.

CWICZENIE. 1. Wykazaé, e gdy @p>0 i #¢>0, to
00

P~ gy,
B(p,g)= w.ow
(p.9) 6/(1+u)”+"

§ 3. Wzory Hankela na funkeje /(s). Prawa strona
wzorn (1.7) jest oznaczona tylko dla &s>0. Obecnie podamy wzér
catkowy, okre§lajgcy funkeje [(s) w calej plaszezyznie. '

Przyjmijmy przede wszystkim nastepujace oznaczenia. Jezeli
D(z) jest funkeja okredlong w plaszezyznie otwartej z pominieciem
ewentualnie osi rzeczywistej, woéwezas dla kazdego punktu rzeczy-
wistego x, dla ktérego istnieje granica @(z-iy), gdy y dazy do 0 po-
przez wartodei dodatnie, granice te oznaczaé bedziemy przez (P(z))+.
Analogicznide okreglamy (D(x))—. Jezeli ¢id 89 liczbami rzeczywistymi,

to caltke /'(tp(m))_;_ dx bedziemy nazywali catkq funkeji D(z) wedtuz

odeinka [ac, d] na gérnym brzegu osi reeczywistej. Analogicznie okre-
§lamy calke funkcji ®(z) wzdtué odeinka [¢,d] na dolnym brzegu
osi rzeceywisiej. Okreglenia te pozwola nam na skrécenie pewnych
wystowien.

Weszmy pod uwage funkeje ¥(2)=e¢?*2*"1, rozumiejge, jak zwy-
kle, 2¢~! jako warto$é gtéwna potegi, t.j. jako e¢—DMez Oznaczajac
przez G obszar, jaki otrzymujemy, usuwajac z plaszczyzny otwartej
pOto§ rzeczywista o<0, widzimy natychmiast, ze funkcja Yf(fz)
jest holomorficzna w @5 nadto (por. analogiczne rozumowanie
w Rozdz. IV, §8) dla kazdego punktu rzeczywistego z<<0 mamy
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(P(2))+="(2), (P(2))_=e26—DLW(z). Zatem dla &s>0 i kazdego

rzeczywistego "N>0 -mamy
—N

(3_1) f(gzzs—l)+ d,,.__i_/ Bzzs—~1 dz__.( _O«Zﬂ(s—l)i)[gzza-i dz.
0

Oalkl Wyst@pumce w tej réwnodei sy zbiezne i przedstawiajg
funkeje holomorficzne wzgledem s w péiptaszezyznie #s>0. Na mocy
tw. Cauchy’ego (w sformutowaniu (2.3), Rozdz. IV) stwierdzamy
latwo, ze lewa strona wzorn (3. 1) réwna jest (przy &s>0) wyrazeniu

—R
(3.2) /(e"zﬁ"‘1 dz—}—f(e’z3“1)+ de - /czzs'l de,
—N

gdzie COr oznacza dowolny okrag C(0;R) o promlenm R<N; o6z wy-
razenie to sklada sie juz z calek istniejacych dla wszystkich wartogci
skoniczonych s i przedstawia przeto funkcje holomorficzng wzgle-
dem s w calej plaszezyZnie otwartej. Gdy N-—---oo, dwie pierwsze
z tych catek daza do granic skoriezonych niemal jednostajnie wzgle-
dem s. Wyrazenie (3.2) bedzie wiee przedstawialo funkeje catkowita
wizgledem s réwniez po przejéciu w nim do granicy wraz z N —-oco.
7 drugiej strony, poniewaz dla kazdej wartodci rzeczywistej z<C0
mamy 2 '=¢* D" (—z)*, przeto prawa strona wzoru (3.1)
(przy &s>0) dazy dla N—-4 o0 do

(1___6-2n(s—1)i)f E 1dz-

0

—00 . «{:oo '
=2 sinz(s—1)- f ¢ (—2)" " de=2isinms- j ¢ u’ ™ du.
B 0 0
Mamy wige z uwagi na (1.7):
~R
2¢sinms-[(s)= /(ezzs‘1 dz—}—/ Gl +dz+/e’z*—1 dz.
— (0 B)

Réwnodé ta, udowodniona na zasadzie wzoru (1.7) zachodzg-
cego tylko dla &s>0, spemiona jest dla kazdej wartodci s, po-
niewaz — jak widzielidmy — obydwie jej strony sa holomorficzne
w calej plaszezyinie otwartej. Uwszgledniajac omdwienia przyjete
na poczatku tego §, pisze sie ja tez czesto w postaci skroconej:

1 s
3.3 res)=—-——— 221 2
(3.3) (8) Yisinms fez ds,
. L(R)
gdzie krzywo catkowania L(R) sklada si¢ © odeinka [—>0,—R)] na
dolnym breegu osi rzeczywistej, okregu C(0;R) i odeinka [—R,—o0]

na gornym brzegu 08t rzeczywiste;.

icm
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Jozeli skorzystamy jeszcze z réwnofei (1.11) i zastgpimy ¢
przez 1—s, to z (3.3) otrzymamy

. 1 1
(3.4) TG = om fz*se‘dz,

L(R)
gdzie krzywa catkowania L(R) jest ta sama co we wzorze (3.3).
Wzory (3.3) i (3.4) nosza nazwe wzoréw Hankela.

We wzorach tych calkujemy wzdluz krzywej dode specjalnej. Ze wazgledu
jednak na tw. Cauchy’ego krzyws te mozna w znacznym stopniu zmieniaé.
Czytelnik sprawdzi np. tatwo, zZe oba wzory Hankela pozostana prawdziwe, jezeli
ioh prawe strony zastapimy przez catke wzdtuz krzywej L,+ILy+L,, gdzie L,
jest péiprogty y=—=R, —oco<w<0, L, pélokregiem z==Rel, —in<<<in i Ly pol-
prostay y=:R, 0:g>-—oco. Mogliby§my réwniez wziaé za krzywa calkowania
krzyway Ly 4 Ly+ Ly, gdzie krzywa Ly jest pétprosta Arg(z+-iR)=—8 o poczatku
w punkeie oo i kodeu w punkeie —iR, zaé krzywa L polprosta Arg(z—iR)=4
o poezgtku w punkeie iF i kohou w punkecie co, przy czym jn<<f<<m.

7 punktu widzenia jednak zastosowan wzoréw Hankela kwestia mozliwie
najwigkszej ogélnokei krzywej calkowania nie ma znaczenia.

Rozumowanie, ktére doprowadzilo nas do wzoru (3.3), moze
byé zastosowane do catek ogélnych postaci
+co

fus—Hp(u) du,

0
gdzie @(z) jest funkeja holomorficzng w pewnym otoczeniu do-
datniej poélosi rzeczywistej, dazaca do 0 dostatecznie szybko, gdy
# dazy do --oo.
Wezmy np. pod uwage funkeje ¢(2)=z2/(e*—1). Jezeli przyj-
miemy, ze R<2z, to dla &s>0 otrzymamy wzér

00

towt 1 2
= 7!
(3.5) ,/e"—l du 2i8inms fl—e‘zcz’
. L(R)

0

gdzie L(R) oznacza te samq krzywq caltkowania co we wzorze (3.3).

CWICZENIE. 1. Wykazaé, ze dla #s>0 zachodzi réwnoéé

= [ (a4 iv)"* dv,

gdzie o jest dowolng liczba dodatnia.
[Wsk. Réwnokb te moina otrzymaé ze wzoru Hankela przez odpowiednia
zmiane krzywej catkowania.]

& Snks i A. Zygmund. Funkeje analitycano.

26
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§ 4. Wzér Stirlinga. W wielu zagadnieniach, gdzie wyste-
puje funkecja [(s), istotne jest jej zachowanie sie, gdy s-—»oo.
W szezegOlnodel potrzebne 83 wzory, ktére by wyrazaly [(s) przez
funkcje elementarne, chociazby w spos6b przyblizony.

Niech 0<d<z i niech G(6) oznacza zbibér punktéw s==0 spe}-
niajacych warunek

(4.1) — o< Args<—0.

Wykazemy, ze gdy s dagy do oo, pozostajac w G(d), to

(4.2) [(s)=)2me™ s,

Znak = réwnosci asymptotycznej (p. str. 301) oznacza tu jak
zwykle, ze iloraz stron tego wzoru dazy do 1. Przez s""‘i“ TOZU-
miemy warto$é gtéwna potegi. Zalozenie, ze s ma spelniaé waru-
nek (4.1), jest naturalne, gdyz funkcja I(s) vposiada bieguny
w punktach s=0,—1,—2,...

Wazér (4.2) nosi nazwe weorw Stirlinga i gra wazng role w za-
stosowaniach funkeji . Mozna go napisaé w postaci

(4.3) log ["(s)=%TLog2n—s-(s—%)Liogs--&(s),
gdzie przez log/[(s) rozumiemy galgs funkeji przyjmujaca wartosci
rzeczywiste dla s>0 i gdzie g(s)—0, gdy s—-oo.

Dowéd wzoru Stirlinga oprzemy na wzorze (1.6), ktéry na-

piszemy w postaci

1 . s(sL)..(8+m)
o) - 15 k) "

(4.4)

oraz na lemmacie nastgpujacym, ktéry jest w bliskim zwigzku
z kryterium catkowym zbieznodei szeregdw (p. str. 301):

(4.5) Jeseli flu) jest funkcja okreslong dla w20 i majecq pochodng
ciggltq, wowczas dla kazdej liczby cothowite] n>0 mamy

Zf(v)—ff(u) du= I(_Q)._‘zt_f,(,@_;_ /‘f'(u)P(u) du,
i

v=() 0

(4.6)

gdzie P(u) jest funkejq o okresie 1, réwng u—} dle 0<Su<<l.

icm
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Dowdd. Rozpatrzmy réwnodci;

for— [ty du=1)— [ Hayd(u—set-p)=

1 ]

==f(») "‘Mj:%(ﬂ:_l—)+ff'(%) (u—v+%) du=

v—1

mM::Lf)lJ:l_)Jrff'(u)P(u)du.

w1

Uwzgledniajac tylko lews i prawg strone, otrzymamy przez
zsumowanie dla »=1,2,...,n i dodanie f(0) wzér (4.6).

Zagtosujmy ten wzér do funkeji f(u)=Log(s-+u), gdzie
s¢@(6). Poniewaz funkcjy pierwotng dla f(u) jest woéwezas
(s-+u) Log (s+u)—u, wiee latwy rachunek da réwnosé

2‘Log(s—|— y)= ~——(s—-%) Logs—- %—Log(s-{— n)+(s—1)Log(s+n)+

p==()

" P(u)
+(n+1)Log(s+n)—n-+ | ——= du.
Ofs—l—u

Oznaczmy ostatnig calke przez J,(s). Jezeli w otrzymanej réw-
nofei przyjmiemy s=1 i odejmiemy nows réwno$é od poprzedniej,
bedziemy mieli

- s+v 1 1 s+n
< Log T (s-— 5) Logg —]——2- Log(n+1)+ (s—1)Log(s+n)+
+ (n-+1) Log - +7a(s) = Ja(1).

Stad wynika, ze

lim [(1—3) Log'n—]—ZLog S+’JJ=— (s——;—) Logs+
v=0

n-»o0 1"'["11
+1im [(n+1> Tog 2 17,6~ 7,1,

albo tez, ze wzgledu na (4.4), Ze

—Log I'(s)::——(s-%)Logs—}-%[(n—]—l)l:og iiz +J,,(s)——J,,(1)].

26*
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Poniewaz z—! Log(1+42)—1, gdy 2—0, przeto, gdy #n—-co,

s
1+n

(n+1)Log =(n+1)Log (:1-|- +1) —1,

a wiec

(4.7) Log [ (s)=/(s %)Logs——s—l—l—khm[J,,() J,,(s)].

Niech Q(u)= / P(w)dv. Z okreglenia funkeji P(u) widaé, ze jej

0
catlka réwna sie 0 na kazdym przedziale [v,v-1], gdzie » jest
liczbg calkowita. Wynikaja stad dwie konsekwencje: 10 @(n)=0
dla kazdego n calkowitego, 2° |Q(u)|<} dla kazdego w, gdyz

= /1P(v )dv, gdzie v jest najwigkszg liczbg catkowity nie prze-

Przeca,lkujmv teraz przez czescl ¢ u.lk(g Ju(8).

f Qlu 2du, a wiee Ju(s —>-/ -—M«M,

gdy n—o0, gdyz ostatma catka jest zbiezna, a nawet be/:wagl(:.dnie
zbiezna. Oznaczmy jej warto§é przez J(s).

Wykazemy, ze J(s) dazy do 0, gdy s dazy do ®o pozostajac
w zbiorze G(6). Jezeli bowiem s=pe”, to zamiana zmiennych u=12vg

kr&czalaac& u, & |P(v)| <3

Otrzymamy, ze J.(s

oraz nieréwno$é |Q(uw)|<t daja
1 [ a1 d m
umK;—«——m=—if~“—L—~<1 .
20 o+e?" 2 ; 12429 cosf4-1 22— cos 01

Oalka po stronie prawej jest skoriczona, poniewaz mianownik
funkeji podeatkowej jest stale rézny od zera i dla dostatecznie
duzych wartosei v przekracza {42 Z nierdwnogei powyzszych wynika,
ze istotnie J(s) dazy do 0, gdy s dazy do oo, pozostajac w G(d).

Na mocy wzoru (4.7), oznaczajac przez &(s) liczbe dazgea do 0,
lgdgr §—-c0, mozemy wige napisaé log [ (s)=(s—%})Logs—s-+C+e(s)
u .

(4.8) [(s)=0 6554,

gdzie .G 1 C; sa .stale, przy czym C=14J(1), za$ C,=exp (. Dla
znalezienia statej C; skorzystamy ze wzoru Wallisa (p. str. 300)

/5 -m

2:4-6...2n 3”‘(n') 1
e TS g |/‘on+ Vontt

(@)
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Poniewaz nl=[(n-1), przeto ze wzoru (4.8) otrzymujemy
E.—: lim. A&"(ﬁomznwz(n+1)2"+1 1 =C0re" hmzln( i )%H
. ' =u1c =
2 e (10D (9 2t 2L nyoo  \20-F1]
1., - on2\H 1 2nH
x';)‘(y 1 11111( —[— ) 01(5 1]111’1 (1—*—‘ 1 ) =201-
P nyoo \ 20 -1 n-y00 H%‘i‘l 2
Zatem 01:V2n i wzér Stirlinga jest udowodniony.
Wrzorem. Stirlinga nazywa sie nieraz wzdér
(4.9) nlez ) 2r e n T,

ktéry jest szozegblnym praypadkiem wzoru (4.2). Istotnie, wystarczy w (4.2)
przyjad s-=n--1 1 zauwazyé, ze w réwnosei

V27r e (n--1) neg Vemen nt}, 6_1(1+_>n+§

iloczyn dwu ostatnich czynnikéw po stronie prawej dazy do 1.

CGWICZENILE. 1. Jezeli o nalezy do przedziatu skoficzonego oraz |f|—--oo, to
I (o+it)| e} 2 [t]o— Y o712, :

§ 5. Funkeja {(s) Riemanna. Rozwazmy szereg

| (5.1) +;+—+ +-+
1 gdzio s==o0--it i n*=exp(sLogn). Poniewaz [nf|=mn°, szereg (5.1)
| jest zbiezny bezwzglednie, gdy fs>1, i zbieznodé jest jednostajna

w kazdej polplaszezyZnie Qs >1+e, gdzie ¢>0. Suma szeregu (5.1)
jest wiee funkeja holomorficzng w pélplaszezyznie #s>1. Funkeja
ta nosi nazwe funkeji £(s) Riemanna.

Szereg (5.1) jest rozbieny, gdy s<1. Z tw. 8.6, udowodnionego dalej na
‘atr. 414, bedzie wynikaé, ze szereg (5.1) jest rozbiezny w kazdym punkeie poi-
plaszezyzny Re<l.

Funkeja £(s) gra wazng role w teorii liczb pierwszych. Zna-
czenie tej funkeji dla teorii liezb pierwszych ma swe grédlo w réw-
nosei nastepujacej, ktorg zawdzigezamy Bulerowi:

S [[ 1__p__s ’

n==1

gdzic p, oznacza n-ta liczbe pierwszg (pl-—2,_'p2—3,p3-—5
§ jost 1|ub4, dowolng o czedci rzeczywiste] wigkszej niz 1.

(b.2)

.., zad
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Dowdd. Dla wykazania prawdziwosci wzoru (5.2) zauwazmy,
ze szereg p*+p;°+..., ktorego wezystkie wyrazy wystepuja w sze-
regu (5.1), jest zbiezny jednostajnie i bezwzglednie w kazdej pét-
plaszezyZnie #Asz1-+¢ (dla >0). W myél tw. 1.20, Rozdz. VII,

iloeczyn ﬁ (1—p;*), zbiezny bezwzglednie w pélplaszezyznie &Rs>1,
n=1

przedstawia w niej funkcje holomorficzng. Obie strony réwnoei (5.2)
83 wiec holomorficzne dla &s>1 i wystarezy undowodnié te réw-
nogé dla s rzeczywistych wigkszych od 1.

Rozwazmy dla s>1 iloczyn czedciowy

v N
1 : ‘
FN(S)Zﬂl—__p:S=]] (I+prtpr%4.)
=1 n n=1

iloczynu (5.2). Szeregi stojace pod znakiem iloczynu sa zbiezne
bezwzglednie. Wykonujage mnozenie, widzimy, ze Fy(s) jest réwne
sumie wyrazéw postaci pr*p;fe...py*, gdzie a,f,...,4 przebiegajy
niezaleznie od siebie wszystkie wartodei calkowite nieujemne.
W szezegblnosei suma ta zawiera wyrazy 1,27%,87% .. N
Poniewaz liczbe naturalnag mozna w jeden tylko sposéb rozlo-
zyé na czynniki pierwsze, wszystkie wyrazy sumy sg rézne.

N )
Wiynika stad, ze 51%—3<FN(3)<217%—3, co dla N +oo daje wzbr (5.2).

Ze wzoru (5.2) wynika w szezegélnodei, ze (s)==0 dla @s>1.

Obecnie przedstawimy funkcje {(s) w postaci catkowej.
Wykazemy mianowicie, ze dla &fs>1 zachodzi réwnodé

o]

(5.3) ) =y [ du ?
0

Dowéd. Wyjdziemy ze wzoru

_:.l.___i__ 10 58—1 i dzi )
=T e~mps—lgy, gdzie Hs>0,

0

(5.4)

ktéry otrzymujemy z (1.7) przez podstawienie u=mnv. Zatem

N oo oo
1 1 ps—1 1 > ps—1g—Ny
5. —_— s {§ Y e “ 2.
(5:5) «21 n I(s) 6[""“1 ®—F5 / o—1
= 0

1§ 5] Tunkeja. £(s) Riemanna. 407

Poniewaz ¢*—1 ma pierwiastek jednokrotny w punkeie 0, catki
te istnieja, gdy As>1. Jezeli wykazemy, ze druga z nich daszy
do 0 gdy N dazy do oo, otrzymamy wzér (5.3).

0t6z rozbijajac t¢ calke na dwie, rozciggniete odpowiednio na
przedziaty [0,0] i [d, +oo], gdzie 6>0, i pamigtajac, ze e,
widzimy, iz warto$§é bezwzgledna tej calki nie przekracza sumy

-]

a—1 v g0—1 .
f »G—f-———_i‘(lwk e / E?’—l dv. Przez dobér dostatecznie malego &
0 ©d

mozemy osiggnaé, ze pierwszy skladnik bedzie mniejszy od z géry
danej liczby de. Przy ustalonym 9§, drugi skiadnik zmierza do 0.
Zatem dla N dostatecznie duzego wartodé bezwzgledna drugiej calki
w (5.B) jest mniejsza od e Wzor (5.3) jest wiec nudowodniony.

Napiszmy ten wzor w postaci
!us—»l m,ww-l .
F(s)&(s)m/-ﬂ—ﬁ—:—i—du—k!/‘m du, gdy @s>1.
0 i

Oznaczajge ca¥ki po stronie prawej odpowiednio przez P(s)iQ(s),
gtwierdzamy natychmiast (por. Rozdz. II, tw. 5.71 6.1), ze funkcja
Q(s) jost catkowita. Dla zbadania funkeji P(s) wyjdziemy z réw-
nodci (5.8), Rozdz. VII, ktéry napiszemy w postaci

v W . 1 c (—“1)1)—1'8" 2w
IR N T

=1
gdzie B, sy liczbami Bernoulli’ego (p. str.299). .
Szereg po stronie prawej tej rownosei jest zbiezny jednostajnie,
gdy 0<u<l. Pomnézmy obie jej strony przez w2, gdzie As=2,
i scatkujmy w przedziale 0<<u<C1. Dostaniemy

| 1 1, NE=YTB 1
(.7) P<s>=;—;~r—2—g—+§ T R

2

Zo wrgledu na nier6wnos6 limsup VB, J(2v)!=1/2n<1 (gdyZ pro-
mieit zbieznodei szeregu (5.6) réwna sie 27), szereg (5.7) jest zbi'ez‘nyf
jednostajnie i bezwzglednie w kazdym kole ograniczonym,' jezeli
tylko odrzucimy pewng ilogé wyrazéw poczatkowych, ma;aécych
bieguny w tym kole lub na jego okregu. Zatem‘ P(s) da sig roz-
szofzyé na caly plaszesyzne otwarta jako funkecja meromorficzna,
majgen bieguny jednokrotne w punktach 1,0,—1,—3,—5,..., & poz&
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tym holomorficzna. Ale 1//(s) jest funkeja calkowita, majacy pier-
wiastki jednokrotne w punktach 0,—1,—2,..., a poza tym rézng od 0.
W punkecie s=1 funkeja [(s) ma wartodé 1. Uwzgledniajac wige
réwnoé C(s)=P(s)/[(s)+Q(s)/[(s) oraz wzlr (5.7), mozemy wypo-
wiedzieé twierdzenie nastepujgce:

(5.8) Funkcja i(s), okreSlona dla HAs>1 przez szereg (5.1), daje sig
rosszerzyé na caly plaszczyzne otwartq jako fumkeja meromorficana
o jedynym biegunie w punkcie s=1. Biegun ten fjest jednokrotny
i residuum funkeji (s) wynosi w nim 1, a wigc réénica
1
(o) ——=7

jest funkejq catkowitq. Funkeja {(8) posiada pierwiastlhi w punbiach
—0,—4,—6, ...

Z tw. 5.8 wynika w szczegélnodei, ze tloceyn (s—1)(s) jest
funkeja catkowite. ,

Wzér calkowy (5.3) zachodzi tylko dla &s>1. Obecnie udo-
wodnimy inny wzér catkowy na ((s), ktéry bedzie zachodzil
w catej plaszezyinie. Wyjdziemy z réwnodei (3.5), gdzie krzywa
catkowania L(R) jest ta sama co we wazorze (3.3). Zakladamy
przy tym, ze 0<R<2m, a wiec ze kolo K(0;R) nie zawiera we-
wnatrz ani na okrggu zadnego z punktéw o 2mi, - 4wi,... Za-
stapmy w (3.5) s przez s—1. Biorgc pod uwage wzér (5.3), mamy

. 1 28-162
T 2isinms J 1—e?
L(R)
Ale I(s)[(1—s)=u/sinms. Zatem
M(1—s) (a1
‘:(S)‘Wf 1—e %

1—e*
L(®)

(5.9) L)1 (s)

de pray  Rs>1.

(5.10)

gdzie 0<E<2m, zas L(R) oznacza kraywq catbowania, skladajqceq sig
z odcinka [—oo,—R] dolnego brzequ osi reecrywiste], okregu C(0;.R)
oraz odeinka [—R,—co] gdrnego breegu osi raecrywiste].

Jest to wzor, o ktéry nam chodzilo. Spelniony jest dla kazdego s,
gdyz catka po stronie prawej jest wszedzie zbiezna i przedstawia
funkeje catkowity,.

icm
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CWIUZENIA. 1. Udowodnié, ze gdy f5>1, to:

1/5(8) zzvﬂgg‘ll ’
w

=1

tezs= Y Lt
n

n=1
gdzie y'(.l):_f::l, )= (—1)" dla fyck n, ktére s iloczynami r réznych czyn-
nikéw pierwszych, a w(n)=0 w pozostatych przypadkach.

2. Udowodnié waory:
(o=}

2. '*YM’ . oc’ak(n)
o) 21 o §<s>;<s—k)—n§ -,

gdzie d(n) omnaczs ilodé podzielnikéw liczby n, zaé oy(n) sume k-tych poteg
wizystkioh podziclnikéw liczby x. Pierwszy z tych wzoréw zachodai, gdy #s>1,
a drugi, gdy jeduoczesnio Ms>1 i Re>k-1.

3. (0 Zm) o 1) Buf2m,  §(2m)==22m1 2mp 10 y1 (m=1,2,...).

4. Nicoh s hedaio dowolny liczby o czegoi rzeczywistej dodatniej i niech
[=e]

\ "2 ,
(l)(z):zzjﬁ dla [2|<<l. Wykazaé, ze jezeli z plaszezyzny otwartej usuniemy
nes
przedzial [1,-oo] osi rzecsywistej, to funkeja @(z) da sig rozszerzyé na pozo-
staty obszar @ jako funkeja holomorficzna, przy czym dla ze@
00
S du .

?

() =——
(J(Z) r(s)é i

Obszarom naturalnym (Rozdz. VI, §4) funkeji @(2) jest plaszezyzna otwarta
bez punktu ge=1.

§ 6. Réwnanie funkeyjne funkeji 7(s). Oznaczmy przez
Ly krzyws calkowania L(R) (por. wzér (5.10)) dla R=2n(N+1),
N=1,2,... Niech s bedzie liczby rzeczywistag. Kolo K(0;R) za-
wiera obecnie punkty -2, +-2- 251, ..., 4N -27i. Jezeli wiec zastapimy
L{(R) przez Ly we wzorze (5.10), to musimy uwzglednié residua
funkeji podealkowej w wymienionych punktach. Fatwy rachunek
daje wzor

. N
h - ‘zs -1 px » ) _ . -
(6.1) ra ‘3) - ¢ de=C(8)—T(1—s) (2a)° 1.9gindms- "ps—,
Qui ) 1—eF
Ly o

Zauwaziny najpierw, ze dla s<0 lewa strona tej réwnosci
dgzy do 0, pdy N-»oo, Istotuie, gdy z plaszezyzny otwartej usu-
niemy wazystkio kola K(2axin;e), gdzie £>0, a n=0,41,42,...,, to
w pozostalyeh punkiach praszezyzny zachodzi nieréwnosé [1—e >0,
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gdzie O, jest stala zalezng wylacznie od & (dow6d analogiczny do
dowodu tw. 9.12, Rozdz. I). Zatem funkcja

él(1—e?)=—1[(1—e?)

jest ograniczona na sumie okregéw C(0;2xn-(N+3)). Stad juz latwo
wynika, ze dla s<<0 lewa strona wzoru (6.1) dazy do 0, gdy
N dazy do co. Daje to réwnogé

C(S) :2(277;)5_181]1%:”'9[_(1—8) 5(1_3),

ktéra oczywidcie musi zachodzié w calej plaszezyznie, gdyz obie
strony sg funkejami meromorficznymi. Zastapmy s przez 1—s.
Otrzymamy wzér

(6.2) ((1—s)=2""*x"cos fms-(s)(s).

Jest to rdwnanie funkeyjne fumkeji {(s), ndowodnione przez
Riemanna. Wiaze ono wartosei funkeji ¢ w punktach s i 1—s, a wiec
z zachowania sig funkeji {(s) w pélplaszezyZnie #s>] pozwala
wnioskowad o jej zachowaniu sig dla fs<i.

§ 7. Pierwiastki funkecji {(s). Poniewaz {(s)%=0, gdy HAg>1,
wiec ze wzoru (6.2) wynika, Zze w pélplaszezyznie SRs<<0 funkeja
{(s) ma tylko takie pierwiastki, ktére s biegunami iloczynu
[(s)cosins. Zatem:

(7.1) W pdlplaszezyénie Rs>1 funkeja {(s) nie ma pierwiasthkéw.
W pétplaszeayénie As<<0 jedynymi pierwiasthams funkeji (s) sq
punkty —2,—4,—6,... Sq to pierwiastki jednokrotne.

Pierwiastki —2,—4,—6,... nazywaja sie nieraz pierwiastkami
banalnymi funkeji {(s), w odréznieniu od innych, ktérych dowéd
istnienia jest glebszy.

Dowéd ten podamy obecnie. Oczywidcie pierwiastki rézne od
—2,—4,—6,... moga lezeé tylko w pasie nieograniczonym 0<Rs<<1.
Niech

(7.2) §(s)=ts(s—1)a F I ($5)¢(s).

Bieguny —2,—4,~6,.. czynnika I (§s) sa tu usunigte przer
pierwiastkr funkeji Z(s). Eatwo widzieé, ze funkeja &(s) jest holo-
morficzna réwniez w punktach s=0 i s=1, a wiec jest calkowita,
oraz ze z wyjgthiem punkidw —2,—4,—6,... pierwiastlei funleyj (s)
© &(s) sq te same. Ewentualne pierwiagtki funkeji £(s) mogy wiec
lezeé tylko w pasie 0.

icm
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Udowodnimy, ze funkeja &(s) spelnia réwnanie

{7.3) E(L—s)=&(s).

Zie wzgledu na (7.2) wzér (7.3) jest réwnowazny nastepujgcemu:
E(1—s8)=at""[(§8)2(s) /(3 —1s),

ktéry znow z uwagi na réwnodé (3 —1is) (4 Ls)=n/cosins (por.
wzér (1.11)) moze byé napisany w postaci

(7.4) {(1—8)=m ¥ (L) [(§+4s)E(s) cos bas.

Jezeli teraz zastosujemy wzér Legendre’a (1.12) z {s zamiast s,
to réwnodé (7.4) sprowadzi sie do (6.2); wzér (7.3) jest przeto udo-
wodniony.

Dalszo rozumowanie oprzemy na nastepujacym lemmacie:

(7.5) Hunkcjo catkowita E(s)=E&(—1s) jest funkeja parzysta reedu 1.

Dowdd., Parzystodé funkeji H(s) wynika ze wzoru (7.3).

Dla dowodu, ze rzgd tej funkeji jest réwny 1, oznaczmy przez
G(s) calke wystepujacy po prawej stronie wzoru (5.10), przyjmujac
R=1. Niech G(s)=G0(s)-+Gy(s), gdzie G,(s) oznacza czesé calki
G(s) wzdluz okregu CO(0;1), zad Gy(s) pozostaly cze$é tej catki.
Niech g==og--it, |s|=p>1 i niech wreszcie n bedzie najmniejszg liezba
calkowity przekraczajgca o. Poniewaz [L/(1—e )< et dla u—1,
gdzie A jest pewng staly, przeto:

(7.6) |Gy(s)| < 2467 fe“"u'“l—i du<<2A4e™ [ (n),
i .

(7.7) |Gy (8) <2ne<’”1i\£[ﬁ11{]1/(1—e—z)l.

Mamy /-(fn)g(n—l)"”igg":—.exp(gLog 0). Staéd“ora,z z 1..u'ej
réwnosei (7.6) i (7.7) wynika latwo, ze rzad funkeji catkowitej
G(s) nie przekracza 1. ’

Rozwazmy teraz funkeje calkowity (s—1)¢(s), kf;ora, nfx za,.-
sadzie wzoru (5,10) jest réwna (swl)G(s)f(l—s)/szz. Poniewaz
funkejo 1/M(1—s) ma rzgd 1 (tw. 1.13), przeto stosgjaag tw. .10.19,
Rozxdz. VIT, znajdujemy, ze rzad funkcji (s—1)¢(s) nie jest vngksizy
niz 1. Yatem. i rzgd funkeji calkowite] ?;s(s—«l)n‘*-‘"t(s)=£(s) [l($s)
nie przewyzsza L. Stosujae wige jeszcze raz tw. 10.19, Rozdz. VII,
otrzymujemy, ze rzad funkeji &(s) nie przekracza 1.


pem


412 ROZDZIAL IX. Funkeje (s) i £(s). Szeregi Dirichleta.

7 drugiej strony, gdy s jest rzeczywiste i dazy do oo,
z réwnodei (5.1) widad, ze {(s) zmierza do 1. Stosujac wzor Stir-
linga, wnosimy z (7.2), ze iloraz Logé(s)/4sLogs zmierza wéwezas
do 1. Zatem rzad funkecji £(s) jest nie mniejszy od 1.

Rzad funkeji &(s) jest wiec réwny 1. To samo mozna zatem
powiedzieé o rzedzie funkeji 5(s).

Poniewaz H(s) jest funkeja parzystq, jej rozwiniecie na szereg
potegowy w punkcie 0 ma wylacznie pot@gi parzyste. Wynika stad,

I/E jest fumkejg colkowitq reedu 4. Na zasadzie tw.11.2,
Rozdz VII, funkcja 5()s) ma nieskoriczenie wiele plerwmstkéw
(ciag ich ma wykladnik zbieznodei §). Stad wnosimy, ze funkeja H(s),
a wiee i funkeja £(s), posiada nieskorczenie wiele pierwiagstkéw.
Wiemy z drugiej strony, ze pierwiastki funkeji &(s) muszg lezed w pa-
sie 0<<HAs1. Zatem:

(7.8) Funkcja ((s) posiada w pasie 0L As<KL nieskoriczenie wicle

plerwiastkow.

Sa to t.zw. pierwiastki niebanalne funkeji &(s).

Jak rozmieszezone sy te pierwiastki, dotychezas dobrze nie wiemy, pomimo
#e zagadnienie to ma podstawowe znaczenie dla bardzo wielu zagadnien teorii
liczb. Stosunkowo latwo mozna wykazaé, ze na prostych granicznych fs=0
i fs=1 .nie ma pierwiastkéw. Istnieje przypuszezenie, ze wszystkie pierwiastki
niebanalne funkcji {(s) leza na linii érodkowej Rs=4 pasa 0.<<Ms=<1. Jest to stynna
hipoteza Riemanna, ktéra dotychezas nie zostala dowiedziona. Udalo sie jednak
stwierdzié, ze na prostej #s=i lezy istotnie nieskoticzenie wiele pierwiastkéw
funkeji {(s) (Hardy).

Szezegdélowe opracowanie wiasnodei funkeji £(s) znalesé mozna w ksigsce
E. C. Titchmarsha, The zeta-funclion of Riemann, Cambridge 1930.

§ 8. Szeregi Dirichleta. Szeregami Dirichleta nazywa gie
szeregi postaci
(8.1) > @ne—*ns

n=1

(s=0--1t),

gdzie ay,a,,... 8a statymi, za§ A, A,... dowolnymi liczbami rzeczy-
wistymi zmierzajacymi monotonicznie do - oce.

Jezeli przyjgé Ay=n—1 dla n=1,2,..., to szereg (8.1) staje
si¢ szeregiem potegowym wzgledem e Szeregi Dirichleta mozna,
wige uwazaé za uogélnienie szeregéw potegowych. Zobaczymy
dalej, ze pewne, jakkolwiek nie wszystkie, wlasnosei SzeregOwW
potegowych przenoszg si¢ na szeregi Dirichleta.

icm
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Inny  wazny przypadek szezegélny otrzymujemy,
An=Liogm. Szereg (8.1) mozna wiéwezas napisaé w postaci
)J an |7,
n=1
gdzie n*=exp(sliogn). Szeregi (8.2) noszg nazwe secsegslnych szere-
gow Dirichleta. Przyjmujac tu a;=a,=...=1, otrzymujemy szereg
okredlajacy funkcje {(s) Riemanna (p. § 5).

Poniewaz ewentualne skreflenie skoriezonej liezby wyrazéw
gzeregu (8.1) nie wplywa na jego zbiezno$é, mozemy zawsze przy-
jad, se liczby 1, sa nieujemne, a wiec ze 0<h<A<...

kiadge

(8.2)

Zamingt szeregdw (8.1) mozna by oczywibcie rozwazaé szeregi ) anz'n,
! n
ktidre otrzymujemy z (8.1) przez podstawienie e *=z. W przypadku jednak, gdy
nic wezystlkio liczby 4,, Ay, ... 89 catkowite, punkt 2=0 jest na ogét punktem krytyecz-
nym dls wyrazéw, a wiee i dla sumy szeregu D a,e*n. Z tego powodu postaé
n

(8.1) jost wygodniejsza dla rozwazan, gdyz mamy tu do czynienia z funkcjami
jednoznacznymi.

Zajmiemy sie teraz zbadaniem zbiezno$ei szeregu (8.1); roz-
poczniemy od zbieznodei bezwzglednej. Wartodé bezwzgledna n-tego
Wyrazu tego szeregu Wynosi |a.le—*a%. Gdy o>>o,, to poniewaz wszyst-
kie liczby A, 83 nieujemne, mamy e—*n°< e %%, Zatem, jeseli szereg
Diriehleta jest zbieiny berwzglednie w punkeie sy=oy+1ity, to jest
abiciny bezwzglednie i jednostajnie w calej pdtptaszczyénie Rs>o,.

Wynika stad natychmiast, ze
(8.3) Dla kazdego seeregu Dirichleta (8.1) isinieje liczba rzeczywista o
taka, s szereq jest bezweglednie zbiesny dla Hs>a i bezwzglednie roz-
biesny dla As<a. (W preypadkach granicenych moze byé a=+o0.)
Liczba o nazywa si¢ odeigtq sbieénosei bezwzglednej, prosta
Gs=a prostq zbiesmosci bezwzglednej, zad pélptaszezyzna Rs>a poi-
plaszezyrng 2biesnoser bezwegledne;.

Nu samej prostej fls=e szereg moze byé bads bezwzglednie zbieiny, bads

bozwzglednio rozbiezny, jak to wskazuja prayklady szeregéw:
o .

o
' 1 1 i
(8:4) 2 Togn w
n==2 ) n==1
dla ktéryoh a==1. Przypadki gly e==—oo lub a=--co zachodzs np. dla szeregéw:
(5] =]
L1 n!
. 2w W

=1 n=1
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Nieco glebsze jest twierdzenie nastepujgce:

(8.6) (a) Dla kaidego szeregu Dirichleta (8.1) istnieje liczba vzeczy-
wista B taka, se szereg jest zbiedmy w pdlplaszczyénie As>P i roz-
biezny w pdlplaszeeyénie As<f. (W praypadkach granicenych moze
byé f=—o0 lub f=-c0.)

(b) Eozwazany szerey Dirichleta jest zbiedny niemal jednostajnie
w pdtplaszezyinie As>pF i jego suma jest przeto funkejg holomorficeng
w pilplaszceyénie otwartej Rs>f.

Tw. 8.6 wynika natychmiast z twierdzenia nastepujacego:

(8.7) Jedeli szereg (8.1) jest zbieiny w punkeie s, to jest zbieémy
w kazdym punkcie s takim, se As>As,. Co wigoe], 2bicsnodé jest jedno-
stajna w kasdym kacie [Arxg(s—s,)|<in—0, gdeie 6>0.

Dowdd. Poniewas ané *r=ane=*n, gdzie ap=a,0 %% i §'=g—sg,,
mozemy od razu zaloiyé, ze s,=0, a wige ze zbieiny jest szereg
al—i.—aer... W mysl tw. 2.6 (¢), Rozdz. IIT, dla dowodu jednostajnej
zbieznosci szeregu (8.1) w kacie [Arg(s—s,)|<in—4. wystarczy
wykazaé, 7e suma szeregu
(8.8) =48] | — e=HS| .. - e HrE — g Rm19] - .

jest ograniczona w tym kacie. Ot6z

2y A
(8.9) €S — e“k—l’;/(—c—%— e“’“‘) dh=— s/a”“" (ll;
A1 g1

za$ wartosé bezwzgledna ostatniej catki nie przekracza,
2

ol [ i S

k

e ) — EJ. (6—Hh—19 — g2 a')
. .

Ap—1 Ap—1

Poniewaz 0<h<Ap<..., przeto suma szeregu (8.8) nie prze-
kracza 14-[s|/o<<1-1/sind i twierdzenie jest udowodnione.

.Liczba, B speliajaca warunki tw. 8.6 nazywa sie odeigtq zbies-
mzéaz, prosta &@s=p prostq zbiesmosdes,” zak pélplaszezyzna &Rs>p
po%p?a,szcz-yzmg zbieénosei rozwazanego szeregu Dirichleta. Na prostej
zbieznodei szereg moze mied zaréwno punkty zbieznogei jak 1 roz-

bieznosei. Mamy oczywidcie o> 1zi . . . .
berwaglodne;. 26, gdzie a jest odeigty zbieinodei

icm

e,
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Pas nieograniczony f<&is<a (ktéry moze byé pusty) nosi
nazwe pasa zbieénosei warunkowej. W punktach tego pasa szereg
Dirichleta jest zbiezny, ale nie bezwzglednie. Wezmy pod uwage
np. szereg Dirichleta

11 1
(8.10) T
2s+33 43-{— )

dla ktérego a=1. Jezeli s jest rzeczywiste i dodatnie, to szereg ten,
jako przemienny o wyrazach monotonicznie dgzacych do 0, jest
zbiezny. Dla s<0 szereg jest rozbiezny. Zatem f=0 i pas 0<<&s<1
jest pasem zbieznodci warunkowej.

Zauwazmy jeszeze, ze suma F(s) szeregu (8.10) daje si¢ tatwo
wyrazié przez funkeje £(s) Riemanna. Istotnie, zakladajac ze &s>1,
mozemy szereg (8.10) napisaé w postaci

1

8
‘
2

1 1 G101 ;
1 e e =2 | =E(8) —2-275(s).
tho st 2

Zatem

(8.11) F(s)=2(s) (1—2"7%).

Pélplaszezyzna zbieznofei szeregéw Dirichleta jest odpowiednikiem kola
zbiesnofei szeregu potegowego. Miedzy obu przypadkami zachodzg jednak
istotne réznice. Tak np. gdy dla szeregéw potegowych kolo zbieznofei bezwzgle-
dnej i kolo zbiesnofci zwyklej pokrywaja sie, to dla szeregéw Dirichleta pél-
plaszezyzna zbieinoéei bezwzglednej i péiplaszezyzna zbieinofei zwyklej moga
byé réine. Dalej, szereg potegowy musi mieé na okregu kola zbieznoei przy-
najmniej jeden punkt nieprzediuzalnoei (p. Rozdz. VI, § 2), podezas gdy funkeja
przedstawiona przez szereg Dirichleta moze sie daé rozszerzyé z zachowaniem
holomorficznoéci na pélplaszezyzne zawierajaca polptaszezyzne zbieznosei i rézng
od niej. Istotnie, pamietajac o tym, ze funkcja ¢(s) jest holomorficzna na
plaszezysnie obwartej z wylaczeniem punktu s=1, w kbérym ma biegun jedno-
krotny, i uwzgledniajac zwiagzek (8.11), widzimy, Ze suma F(s) szeregu (8.10)
da sie rozszerayé na cala plaszezyzne jako funkcja calkowita. Pomimo to szereg
(8.10) jest zbiesmy tylko wtedy, gdy #s>0.

Podezas gdy kazda funkeja holomorficzna w kole rozwija si¢ w nim na
szereg potegowy, zagadnienie warunkéw konjeeznych i wystarczajacych, jakie
musi spelniaé funkecja holomorficzna w pélplaszezysnie, by daé sie rozwinaé
na szereg Dirichleta, jest bardzo trudne. Istotny postep w tej dziedzinie jest
gwiezej daty. Zawdzieczamy go Bobrowi, ktéry wyzyskal tu stworzona przez
siobie teorie t. zw. funkcyj prawie okresowych. Natomiast sprawa jednoznacz-
noéei rozwiniecia funkeji na szereg Dirichleta nie przedstawia trudnofei.
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(8.12) Funkejo F(s), holomorficena w pilplaseceyénic RAs>y, daje sig
w wiej preedstawic preez szereg Dirichleta w jeden co najwyéej sposdh.

Gdyby bowiem istniaty dwa réine szeregi Dirvichleta zbieine
do sumy F(s), gdy As>y, to réznica tych szeregbw bylaby szeregiem
Dirichleta, zbieznym do 0 dla &s>y, lecz o spolezynnikach nie
wszystkich réwnych 0. Ze to jest niemozliwe, wynika z nastgpu-
jacego lemmatu:

(8.13) Jezeli suma F(s) szeregu (8.1) ebiesnego w polplaszeaydnic fs>p
posiada nieskoniczenie wicle pierwiastkow i,y ... ledgeyeh w kqceie
|[Args|<im—e (gdeie £20) ¢ dasacych do o0, to ay=ay=...==0 4 fun-
keja F(s) =znika tozsamosciowo.

(=]
Dow6d. Wyjdziemy z réwnosel AP (8) =g+ Y e (An=r1)s
e

Jak to wynika z tw. 8.7, szereg po prawej stronie "toj réwnosei
jest zbiezny jednostajnie w zbiorze &s>p-+¢, |Args|<im—e. Wobee
tego, gdy s zmierza do oo pozostajgc w tym zbiorze, to

(o]
lim e43F(s) = ay+ Y lima,e~ (38— g,
00 n=2 g-»c0

Ale F(sn)=0 dla n=1,2,..., co w zwiazku z poprzednig réwno-
Scig daje a;=0. Powtarzajac to rozumowanie, otrzymujemy ko-
lejno ay=uay=...=0.

Udowodnimy jeszeze twierdzenie nastepujgce:

(8.14) (a) Jeteli a i B oznaceajq odpowiednio odeigla, berwzglednej
bieznoder © odeigly 2biesmosci szeregu (8.1), to

(8.15) , a—B< limsup L8,
n—o0 n
(b) Jezeli pray tym >0, to
Log|4,)|
I a—

(8.16) p=limsup
n-»oo
gdzie Ap=a1-+as+t...+ an.

Dowéd. (a) Oznaczmy prawsg strong nieréwnogei (8.15) przez k.
Oczywiscie k>0 i mozemy przyjaé, ze k<<--oco, gdyz w przeciwnym
razie nierdwnosé bylaby oczywista. Niech &' bedzie dowolng hcvbat
wiekszg niz k, za$ ¢ dowolng liczby dodatnig,. Wystarczy wykazad,
ze jezeli s, jest punktem zbieinofci szeregu (8.1) polozonym na
osi rzeczywistej, to szereg jest zbieiny bezwzglodnie w punkeie

243

iom
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81=8o+ k' (145). Ot6z a e *n®=ape~*n%.e~*¥U+9, Pierwszy czyn-

nik po prawej stronie, jako wyraz szeregu zbieznego, dazy do 0.
Poniewaz za$ (Logn) /A<’ dla n>n, wiec drugi ezynnik po pra-
wej stronie nie przekracza n—'—* dla n>n,. Zatem dla wszystkich n
dostatecznie duzych mamy |a,e~*n%|<<n~1-¢ i szereg (8.1) jest bez-
wzglednie zbiezny w punkeie s;. Nierdwnodé (8.15) jest wiee udo-
wodniona.

(b) Oznaczmy przez y prawg strone wzoru (8.16). Liczba y
nie moze byé ujemna, gdyz w przeciwnym razie mielibyémy
Log|A,|——oo, a.wiec szereg Dirichleta bylby zbiezny w punkcie
s=0 wbrew zaloZeniu. Zatem y>=0.

Udowodnimy najpierw, ze <y, przy czym mozemy zalozyé,
iz y<<+o0. Dla dowodu wystarczy wykazaé, ze jezeli >0, to szereg
jest zbiezny w punkcie s;==y+2e. Z okreflenia liczby y wynika, ze
Log|d,|<(y+e) v, a wiee ze [4.|<e0+94, dla v>v,. Jezeli przeto
m>=>n>>v, to stosujace przeksztalcenie Abela (p. str.124), otrzymamy

m m—1

2 Ay e—zzrs():ZA7,(G

v==n v==n

Ay Sy — g—y1% ) —An e—*n% + An e~*m%,

Zastosujmy teraz wzor (8.9). Poniewaz s,>0, wige uwzgigdniajaée
nier6wno$é na |4,|, mamy

m m—1 v+1
\ Z’ ™ s 84 2 er-te)dy / oS0k dl_}_ er+8) Ap—1—An s - e A2 S <
v==p v==n
m—1 ’?‘l'—l-—i L
<86 D) / R Y R e N B E / e~ A+ 2¢
v=n Ay, “n

Przy ustalonym &>0 prawa strona dazy do 0, gdy n dazy do co.
Stad wynika zbieznodé szeregu w punkcie s,.

Wykagzemy teraz, ze f>y. Niech s, bedzie dowolnym punktem
zblezno&‘cl szeregu polozonym na osi rzeczywistej. Z zalozenia mamy
8, >() Niech @,e—*%==b,, bi+ba+...--by=DB,. Przeksztaicenie Abela

(1 aje
n—1

A __/-J a'p _Zb glyﬁu——-Z’B e;'usu——-g;'u-|—130)—|—B e*ns,

p==1
Poniewaz ciag {B,} jest zbieiny, wiec istnieje taka liczba M,
zo |B<tM dla v=1,2,... Ze wzoru na A, dostaniemy zatem

S, Saks i A. Zygmund. Funkejo analityezne 27
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n—1

‘An|< ZM a'a’v+1"’0———@2'11~"n) *.Mc/’l«nﬂn 2,M@lll“"".

7 tej nieréwnosci oraz z okreslenin liezby p wynika natyech-
miast, ze y<sy, a wige ze y<p.

Wykaza,hémy, ze y=f 1 26 y<p; wzér (8.16) jost przeto do-
wiedziony.

Wazér ten, zastosowany do szeregu X|a,e %%, daje wniosek:
n
(8:17) Jezeli odeigta a abiesnodel bezwzglednej szeregu (8.1) jest do-
datnia, to
Luc )gA,,
a==limsup-—;

) n->co a0
gdzie Af=la|+|az 4 ...+ |a].
W przypadku <0 wzér (8.16) jest na ogél falszywy (np. gdy B<0

oraz ay+ay+...#0). Jezeli jednak B>~—oco, to przes pracsunigeie poezgbku
ukladu mozna zawsze osiagnaé, ze f>0.

e LAY G - 00

‘GWICZENIA. 1. Dla szeregu Dirichleta 2‘/ -
, 7 og‘n

i f=—oco.
2. Jezeli odcigta B zbiezﬁoéci szeregu (8.1) jest ujerana, to
B=HE;23P A Log|B,|,  gdzie  B,=a,+a, -+, ,F
Podaé wzér na odeiety « zbieznodci bezwzglednej, gdy <.
3. Jezeli w szeregu (8.1) wykladniki 4, spelniajg warunek /%;;"1 Logn-+0, to
a=f= hmsup/i“ Logla,ls

(Wzdr ten jest uogélnieniem wzoru Cauchy-Iadamarda na promiefn zhies-
nofei szeregu potegowego; por. tw. 1.1, Rozdz. I1I.)

4. Dowiesé, ze dla @s>a suma F(s) szeregu (8.1) spehia wzér

S‘]an\ge —hm——/|F (o it)* dit.

n==1

Jest to t. zw. fogsamosé Parsevala dla szeregdw Dirichleta (por. Rozdz. 111,
§1, éw. 4).

[Wsk. Przemnozyé szeregi okreglajace funkeje F(s) i F(s); zauwasy6.Fao iloros

T

- Mt jest vowny 1, gdy A=0, i o dagy do O wraz z UT, gdy A josb
27

rzeczywiste rézne od 0.]
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5. Szereg anf""‘, okredlajacy dla #s>1 funkeje £(s), jest rozbieiny na

n

prostej dfs-«l W kazdym jednak punkeie tej prostej, réinym od 1, sumy czast-
kowe szeregu sa ograniczone.
n-H
[Wsk. Zbadaé rdznice n™°— / w *du i rozwazyé catke j 'u.""du]

6. Przy zalozeniach ze:
oo
a) szereg potegowy F(z):Z‘a,nz" ma promieil zbieznodci nie mniejszy od 1,
n=1
b) punkt 2=1 jest punktem przediuzalnodci tego szeregu (p. str. 233),

¢} szereg Dirichleta Z’ann"“ ma punkty zbieznofei,
n=1
suma G(s) szeregu Dirichleta daje sie rozszerzyé na cals plaszezyzne otwarta
jako funkeja calkowita (Hardy).

W szezegdlnodei, gdy np. 0<<6#<<2z, funkeja Ee’"en“s jest catkowita.
n
(Dla #==x otrzymujemy szereg (8.10) ze zmienionym znakiem.)

[Wsk. Z warunku ¢) wynika, ze dla n dostatecznie duzych mamy |an|<n®,

gdzie k>=0. Korzystajac z tego oraz ze wzoru (5.4), mozemy udowodnié,
oo

78 G(s):-lrl(?) /us“ll?‘(e"”)du dla fs>k+1. Postepujemy teraz jak przy do-

wodzie wzoru Hankela (p. uwagi na kofeu §3) i zastepujemy ostatnig calke przez
catlce krzywoliniowa wzdluz krzywej nie przechodzacej przez poczatek ukladu.]

7. Niech F(s) oznacza sume szeregu (8.1) i niech 8 bedzie odcieta zbieznofei
tego szeregu. Wowezas, jezeli liczby ay,aq,...,a,,... 53 nieujemne (lub ogélniej,
jezeli speluiaja warunek |Argan|<3im—e, gdzie £>>0), to punkt B jest punktem
nieprzediuzalnosei dla rozwiniecia funkeji F(s) na szereg potegowy o &rodku
w jakimkolwiek punkecie pélplaszezyzny #®s>B (por. Rozdz. VI, § 2, éw. 51 6).

[Wsk. Wystarczy rozwazyé rozwinigeie funkeji F(s) w punkeie s=f+1.]

8. Jezeli s+0,—1,—2,..., to warunkiem koniecznym i wysbarczajacym
zbiezno$ei szeregn

oo
(%) Z nn!
s(s+1)...(s+mn)
n=
jest zbiezno&é szeregu Dirichleta
(o]
(€4 Dlann".
n=1

Jezeli B jest odeiety zbiesnofel szevegu (%), to szereg () jest zbiezny niemal
jednostajnie w pélplaszezysnie #s>8 pozbawionej punktéw 0,—1,—2,... (Landau).

[Wsk. Zastosowaé tw. 2.6 (¢), Rozdz. III; por. takze éw.7, §5, Rozdz. VIL.]
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9. Niech a(u) bedzie funkejs okrelony dla w.~0 i calkowalny w kazdym
przedziale skoficzonym O<u<u,. Calka
. ~|—fzo
(%) / a(u) e du
0
nazywa sie catkq Laplace’a i posiada whasnodei analogiczne do wlasnofel szeregdw
Dirichleta. Dowie&é, ze:
a) istnieje liczba rzeczywista B (ktéra moze byé réwna + co) tuka, o
catka () jest zbiezna dla ®Rs>B i rozbieina dla #s<<f;
b) jezeli >0, to l
1
gdeie  A(w)== / .a(v) du.
0

B==limsup —== Log lA I,
25 23]

[Wsk. Dowdd jest analogiozny do dowodu wzoru (8.16), lecz zamiast prze-
keztaloenia Abela stosujemy calkowanie przez czefei.]
‘ ~10. Niech A4y, ... bedzie dowolnym. ciggiem liczh zespolonyceh (niekoniecznio
dazacych do co). Zbidr § punktéw zbieznodei bezwzglednej szeregu Za" ¢ b
jest wypukly (t.j. jezeli s, i s, lezg w S, to i caly odeinek [sy,48,] 102; w &)
[Wsk. Jezeli 60, 820, at-f=1, u>0 i 00, to u s’ <uv.]
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