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ROZDZIAY VIII

FUNKCJE ELIPTYCZNE

§ 1. Uwagi ogélne o funkejach okresowych. W Rozdz. I,
§§ 8,9, wspomnielidmy, ze funkeja sinz ma okres 27, zad funkeja ¢
okres 2mi. Ogélnie nazywaé bedziemy okresem funkeji F(z) mero-
morficznej w obszarze @ kazds liczbe o taka, ze:

10 dla kazdego punktu 2, jezeli jeden z punktéw 2, 2+ na-
lezy do @, to nalezy réwniez i drugi;

29 jezeli ze@, to F(z+ w)=F(z).

Dla funkeji stalej kazda liczba jest okresem. Funkeje mero-
morfiezng w obszarze G nazywamy okresowaq, jezeli posiada przy-
najmniej jeden okres rézny od 0.

7 definicji okresu wynika, ze jezeli F(z) ma okres w, to ma
réwniez okres mw, gdzie m jest dowolny liczbg catkowity. Ogélniej,
jedeli w1, ws,..., 0, 5¢ okresami funkeji F(z), to okresem jest réwnies
kazda liczba postacs mywq~- Moot ... +Mpwp, gdzie my,ms,...,m, sq
dowolnymi Viczbami callowityms.

Réiniczkujac F(e+ w)=F(z), dostajemy F'(2+ w)=F'(z). Zatem
pochodna funkeji okresowej F(z) jest réwnies funkeja okresowq, prey
czym kazdy okres funkcji F(z) jest réwnmies okresem fumkeji F'(z).

Natomiast funkecja pierwotna funkeji okresowej moze juz
nie byé okresowa. Np. funkecja F(z)=# nie jest okresowa, pomimo
iz jej pochodna F'(z)=1 jest funkcjy okresowsa, jako stala.

Rozwazmy teraz dowolng funkcje okresows F(z) i zbiér Q
wszystkich jej okreséw. Jezeli F(z) nie jest staty, to Q nie posiada
punktéw skupienia w skodczonodci. Istotnie, w przeciwnym razie
istnialby ciag {w.) okreséw réinych, zbiezny do pewnej liczby skon-
czonej a, a wiec istniatyby okresy w,=w,—wn,—1==0 o wartodei
bezwzglednej dowolnie matej. Poniewaz F(z4-wn)=F(z), przeto do
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dowolnego punktu z, w ktérym funkeja F jes't holom.orficzna, sku-
pialyby sie punkty 2w, w ktérych funkecja przyjmowalaby te
sama warto$é co w punkcie 2. A wiec F(z) bylaby stats, whrew
zatozeniu. e

. Qo do rozmieszezenia punktéw zbioru 2, to rozrézniamy dws

adki:

PTZYPQJ) Zbior Q ledy wna pewnej prostej p (przechO(l.za;cej, oczy-
widcie, przez punkt 0). Niech woéwczas wf}=0 b@d.z’le punjktem
zhioru 2 polozonym najblizej punktu 0. Poniewaz zbiér £ nie po-
siada punktéw skupienia w skonczonosci i jest sym'etry.czny .wzglq-
dem punktu 0, istniejs dokladnie dwie liczby posiadajgce zapdain@
wlasnoéé i réznigee sie tylko znakiem; wybieramy l.ctérfpkolwmk
z nich jako w. Przekonywamy sie latwo, Zze wszysthie elementy
gbioru Q2 sq postaci nw, gdeie n=0,41,42,... .

Istotnie, gdyby istniatl okres w nie bedacy tej postaci, to po-
niewaz lezatby na prostej p, mieliby$my w=(m+0)w, gdzie m jest
liczbg calkowity, za§ 0<f<l. Liczha Ow=w—me bylaby okre-
sem (jako réznica dwuch okreséw) réoznym od 0 i lezgeym blizej
punktu 0 niz w, whrew zalozeniu o . -

Liczba o, okreflona z dokladnodciy do znaku, nosi nazwe
okresu pierwoinego funkeji F(z). Jak wynika z tw. 9.10, Rozdz. I,
okresem pierwotnym np. funkeji ¢* jest 2ami.

b) Zbidr Q wie ledy no jednej prostej. Niech, jak poprzednio,
0=+0 bedzie punktem zbioru 2 najblizszym punktu 0. Ze wzgledu
na symetrie zbioru £ wzgledem punktu 0 istnieja przynajmniej dwa
punkty o tej wilasnodci. Niech p oznacza prosta Ow. Rozumowanie
takie samo jak w przypadku a) wskazuje, ze wszystkie elementy
zbioru 2 lezace na prostej p sa postaci mw, gdzie m=0, 41,2, ...
Rozwazmy teraz te punkty zbioru 2, ktére nie lezg na prostej p,
i wybierzmy z nich punkt o' mozliwie najblizszy punktu 0. Jest
jasne, ze |o'|>|w|. Udowodnimy, ze wseysthie elementy zbioru Q sq
postact mo-+nw’, gdeie m i n sq dowolnymi liczbami callcowityms.

Ze liczby tej postaci sg okresami, to juz wiemy. Pozostaje
tylko wykazaé, ze innych okreséw nie ma.

Liczby mo—+no’ s§ wierzcholkami siatki réwnoleglobokdw,
pokrywajace] plaszezyzne (p. rys. na str. 302). Gdyby jaki§ punkt w
zbioru @ nie byl postaci mo+mnw’, to lezalby on wewngtrz lub
02 obwodzie jednego.z tych réwnoleglobokéw, lecz nie w  wierze
chotku. Byloby wiee
. o w=(m+0) o+ (n+0)e,
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gdzie liczby 0 i 6" spelniatyby nieréwnogei 0<0<1 1 0’ <1, nie be-
dac obydwie jednocze$nie zerami. Liczba w' =w—(Mmot+nw’)=0w+ 6 o'
bylaby okresem lezgcym wewngtrz Iub na obwodzie réwnolegloboku
o wierzchotkach 0, w, w+o', o', ale w zadnym z tych wierzchol-
kéw. Ot6z nie moze ona lezed ani wewnatrz ani na obwodzie tréjkata
o wierzchotkach 0, w, o', gdyz ze wzgledu na nieréwnosé |o|<|o’|
nalezataby do kola otwartego K(0; |’]). Mieliby$my wiec [w'| <],
co jest sprzeczne z definicjy liczby o', Gdyby zas w’ lezato w tréj-
kacie o wierzchotkach o,w+ o, o', to liczba w'=w+o'—w', be-
dgca okresem, lezalaby w tréjkacie 0, 0" i znéw doszlibyémy
do sprzecznosei.

Para okreséw w,w’ taka, ze kazdy okres jest postaci Mmu-+ne’,
gdzie m i n §3 liczbami catkowitymi, nosi nazwe pary okreséw pier-
wotnyeh. W odréznieniu od okresu pierwotnego w przypadku a),
par pierwotnych w przypadku b) moze byé nieskodczenie wiele,
Np. jezeli & jest calkowite, to wraz z w0 para o,ko+o’ jest
réwniez pary okreséw pierwotnych. ‘

‘Przypadek b) mozna scharakteryzowaé w nastepujacy spo-
86b: funkeja posiada dwa okresy o ilorazie nierzeezy wistym.

Streszezajge, mozemy powiedzied:

(1.1) Jezeli funkcja F(z), meromorficena w obszarze G i réina od sta-
tej, jest okresowa, to zachodzi jedna 2z nastepujacych dww mosliwodess

a) stnieje okres w (okres pierwotny ) taki, e kasdy inny okres
jest calkowitq wielokrotnoseiq w; okres ien jest wyznaczony = doklad-
noéeiq do znaku;

b) isinieje para okreséw w, o' réénych od zera o iloragie nierzecey-
wistym (para okreséw pierwotnych ) taka, Ze kasdy okres funkeji I(2)
jest postaci mw-+nw', gdzie min sq dowolnyma liczbams catkowitymai;
par w, o' posiadajgcych taky wiasnodé jest mieskoriczenie wicle.

W przypadku a) funkcja F(z) nazywa sig¢ jednookresowq,
w przypadku b) dwuokresowq. Funkeje redukujgce sie do stalej
bedziemy réwniez nazywaé dwuokresowymi, przy czym przez pare
okreséw pierwotnyeh takiej funkeji rozumieé bedziemy dowolng pare
liezb w, " réznych od zera, o ilorazie nierzeczywistym.

Przypudémy, ze funkcja F(z), meromorficzna w obszarze a,
ma okres . Przeprowadzmy przez punkty new (dla n=0,41,42,:.)
rodzing prostych g, réwnoleglych, roznych od prostej O0w. W ten
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sposéb cala plaszezyzna zostanie podzielo.na na szereg pasfny
réwnolegltych 8, zawartych odpowiednio mlgdzy Gn & Qut1. Jezeli
uméwiny sie np. zaliczyé do 8, prosta ¢u, na,tlaomms'{; wylsyczyé'_q,,ﬂ,
to kazdy punkt plaszezyzny otwartej naleze¢ bedzie (‘1(/)15.1&(11116.(10
jednego pasa S, Pasy S. nosza nazwe paséw okresowosci. Jezeli §
jest jednym z nich, to mamy oczywiscie G-S8==0 (p. str. 341, wa-
Tunek 1° definicji)i dla zbadania funkeji w catym opszarze @ wy-
starczy ograniczyé sie do zbioru &.8. Dla funkcyjl okresowych
najezedciej rozwazanym obszarem G jest pas og‘mn?czony przez
dwie proste réwnolegle. Oczywidcie, proste ograniczajace ten pas
muszy byé réwnolegle do prostej Ow. Jako przypadki graniczne
otrzymujemy tu jako G péiplaszezyzne ograniczong przez prostg
réwnolegly do 0w albo cata plaszezyzne otwarty.

W przypadku funkeji dwuokresowej majgcej pare okreséw
pierwotnych w,e’ rozwazmy siatke réwnoleglobokéw pokry-
wajacych plaszezyzne, o wierzcholkach w punktach maw--ne’,
gdzie m i n sy liczbami calkowitymi. Weimy pod uwage jeden
z takich réwnoleglobokéw. Wszystkie jego punkty sa postaci
(m+0)o+(n+6) o', gdzie 0O, 0<<O' 1. Usutimy z tego réwno-
legtoboku punkty odpowiadajace =1 lub 6'=1, t.zn. zaliczmy
do réwnolegloboku, précz punktéw wewngtrznych, tylko wierzcho-
tek {=mw-+nw oraz dwa wychodzace zer boki, lecz bez kohcéw
{+w,l+w'. Oznaczmy przez R, , otrzymang figure, ktorg nazy-
waé bedziemy rdwnoleglobokiem okresowodei. Réwnolegloboki okre-
sowosci Ru. nie maja punktéw wspélnych i pokrywaja calkowicie
plaszezyzne otwarta. Réwnoleglobok Ry o wierzcholkach w punk-
tach 0, w, 0+, " nazywaé bedziemy podstawowym.

TUogdlniajge detfinicje przystawania, wprowadzong w § 9,
Rozdz. 1, bedziemy moéwili, ze 2z, preystaje do 2, modulo w, o'
i pisali

2=2, (mod w, w'),

jezeli r6znica z,—e; jest postaci mw-+no', gdzie m i n 83 liczbami
catkowitymi. Jezeli liczby w i o' sg ustalone, to bedziemy wprost
pisaé z,=2; 1 mowié, ze 2, preystaje do 2.

Jezeli funkeja meromorficzna w obszarze @ jest dwuokre-
sowa 1 K jest jednym z jej réwnoleglobokéw okresowodci, to L. G==0
i dla zbadania funkeji w G wystarezy ograniczyé sie do zbioru ..
W dalszych naszych rozwazaniach ograniczymy si¢ niemal wy-
Iacznie do przypadku, gdy obszar G jest plaszezyzng otwarty.
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§ 2. Rozwinigcie funkeji okresowej na szereg Fouriera.
Jezeli funkeja F(2) ma okres w, to funkeja D(2)=F(20) ma
okres 1. Nie zmniejszymy wiec ogélnogci rozwazan, jezeli zalezymy
od razu, ze funkcja ¥(z) ma okres 1 (nie zakladamy jednak, ze okres
ten jest pierwotny; F(z) moze byé nawet funkejg dwuokresows).

Przypudémy, ze F(z) jest funkejg meromorficzng w pasie R
okreslonym przez nieréwnosé b<dz< B. Funkeja

(21) Z:: 62m'z

przeksztalca ten pas (oczywidcie nie jedno-jednoznacznie) na
pierscien P=P(0; ¢—2B  g—2ub), Udowodnimy, ze funkeja

(23) 0= (o) = - g

jest funkcja meromorficzny w P. Zauwazmy przede wszystkim,
ze wzor (2.2) okredla G(Z) w P jednoznacznie. Istotnie, wpraw-

dzie wyrazenie mlogé‘ ma nieskoinczenie wiele wartodci, ale wszyst-
-

kie one réznig sie o liczby calkowite. Wobec tego, ze 1 jest okresem

funkeji F(z), otrzymujemy ze wzoru (2.2) we wszystkich przypad-

kach te samg warto$é na @(C). Niech teraz {o bedzie dowolnym
1

punktem pierdcienia P i niech 2‘0=3—®.L0g60. W otoezeniu punktu
4T

{o istnieje galaz holomorficzna IL(7) funkeji ;)—yl%log {. Poniewaz

W tym otoczeniu G{)=TF(L(()), przeto jezeli funkeja F(2) jest holo-
morficzna w punkeie zy, to G(f) jest holomorficzna w punkcie &,.
Jezeli F(z) posiada biegun k-krotny w %y, to uwzgledniajae, ze
L'(Ly) =0, funkcja G(¢) posiada biegun %-krotny w £o (por.
Rozdz. I1I, tw. 8.3). Zatem funkcja G() istotnie jest meromor-
fiezna w P.

Podobnie, jezeli funkcja F(z) jest holomorficzna w pasie R,
to oczywifcie funkeja G(¢) jest holomorficzna w pierfcieniu P,

Jezeli funkeja F(z) jest meromorficzna na plaszezyinie otwartej,
to funkeja G(f), dana przez wzér (2.2), jest meromorficzna w pier-
$cieniu P=P(0; 0, co). (W punktach 0 i oo funkeja G(¢) moze mieéd
oczywiscie osobliwodei istotne.) :

Przypusémy teraz, ze funkecja F(z) jest holomorficzna w pa-
sie I i ze nie da sie rozszerzyé z zachowaniem warunku holomor-
ficznodei na zaden szerszy pas zawierajacy R.
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Funkcja G(¢), jako holomorfiezna w pierdcieniu P, roz-
wija sie w nim na szereg Laurenta bezwzglednie i niemal jedno-
stajnie zbiezny '

[~}

G(¢)= 2 en ",

n=—00

Szereg ten jest rozbiezny w punktach nie na-lem.cych do dom-
kniecia pierdcienia P, gdyz w przeciwnym razie funkoj.a G(; )’dala,b.y
sie rozszerzyé z zachowaniem holomorficznogei na pierdcien obej-
mujacy P i rézny od P (p. Rozdz. III, § 4), wskutek czego fl.lllk-
cja F(z) databy sie rozszerzyé z zachowaniem holomorfmzn‘oéc.l na
pas obejmujgey R i rézny od R, co jest sprzeczne z zaloZeniem,

Kiladge w ostatniej réwnofel (=¥, otrzymamy wzor

(23) . F(z): 2 Cn e2ninz’

gdzie szereg po prawej stronie jest zbieiny bezwszglednie i jedno_-
stajnie w kazdym pasie mieszezgeym sie w B wraz z prostymi,
ktére go ograniczajg. Mozemy wiee wypowiedzieé twierdzenie na-
stepujace:

(2.4) Jeseli F(z) jest funkeja o okresie 1, holomorficeng w pewnym
pasie R okreSlonym przez nierdwno$é b<<de<<B, to w pasie tym F(z)
rozwija sig na seereg postaci (2.3), jednostajnie ¢ bezweglednie zbiciny
w katdym pasie b' <I2LB', zawartym w R.

Jezeli pray tym funkcja F(z) nie daje si¢ rozszerzyé 2 zachowa-
niem holomorficano$ci na 2aden pas obejmujgcy R ale rdény od R,
to szereg (2.3) jest rozbieiny wszedzie zewngtre R.

Rozwiniecie (2.3) nosi nazwe szeregu albo rozwinigeia Fouriera
funkeji F(z). Roéznym pasom holomorficznodei jednej i tej samej
funkeji odpowiadaja na ogét réine szeregi Fouriera.

Rozwazmy np. funkeje F(2)= ctg 7z, majaca okres 1. Przyjmujac (= 92""2,
znajdziemy, ze F(z)=14({+1)/({—1). Prawa strona tej réwnodei ma punkt {=1
jako jedyny punkt osobliwy i jej szeregami Taylora w kolach K(0;1) i K(oo;1)
83 odpowiednio szeregi:
; — (14202824 ...), (14271420,

Stad otrzymujemy dla funkeji ctg 7z nastepujace dwa rozwiniecia Fouriera:

[o=] [~=]
{2.5) otg rz=—i(1+2 Y e¥inT), ctg az=i(142 Yg 20z,

n=1 n==

mianowicie pierwsze z nich dla 20, a drugie dla Jz<<0.
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Korzystajae z réwnodei e2ainz

_ = 008 27Nz 1 8in 2mne, mozemy
wz0r (2.3) napisaé w postaci:

1 [~
(2.6) Fle)=3ay+ D' (an cos 2une-+b, sin 2mnz),
n=1
gdzie
(2'7) a0=2005 a,,20,1+0-,,, bn=’£(0)¢—0_n) dla n= 1,2,...

Szereg (2.6) jest to postaé trygonometryczna szeregu Fouriera.

Niech teraz H(z) bedzie funkeja o okresie w==0, holomor-
ficzng w pasie b<J(2/w)<B, réwnolegtym do prostej 0w. Funkeja
F(z2)=H(2w) ma okres 1 i jest holomorficzna w pasie b<Jz<B,
a wige mamy tam wzér (2.3), albo, co na jedno wychodzi, wzér (2.6).
Zatem dla b<J(z/w)<<B jest

H(z)r——j Cne

n==-—0Q

2rinz e

- 2mnz . 2mng
=3 ao—f—z (ancos a0 ~+ by sin - ),
n==1

przy czym dwa ostatnie szeregi réznig sie tylko postacia; od jednego
do drugiego mozna latwo przejsé, poslugujac sie wzorami (2.7).

CWICZENIA. 1. Niech F(2) bedzie funkejg o okresie 1, holomorficzng
i ograniczona dla J2>b., Wykazaé, ze F(z) dazy do graniey skoficzonej, gdy #
zmierza do co w ten sposéh, ze - - c0.

2. Funkcja catkowita F(z) o Jokresie 1, ograniczona w pasie 0.<< iz <1,
jest staly.

3. O funkeji F'(2) meromorficznej o okresie 1 bedziemy méwié, ze nalezy
do klasy R, jezeli funkeja G{(f) dana przez wzor (2.2) jest funkeja wymierng
zmiennej § Wykazaé, ze warunkiem koniecznym i wystarczajacym na to, aby
funkeja F(2), meromorficzna i majaca okres 1, nalezals do klasy R, jest, by da-
Zyla do granicy, skoficzonej lub nieskoniezonej, gdy z dazy do oo, pozostajac.w pa-
sie 0¥z << 1. (Granice dla J2 - +co oraz dla 92 - —oco nie muszg byé te same.)

4. Jezeli funkeja F(z) klasy & nie dazy ani do 0, ani do oo, gdy O<Re<<1
i d2-=co, wéwezas F(z) posiada w pasie 0<#z<C1 dokladnie tylez pierwiastkéw
co biegunéw (uwzgledniajac krotnosci zaréwno pierwiastkéw jak biegunéw). -

5. Niech F'(2) spelnia zalozenia éw. 4 i niech Qs llyseaey Gy OTAZ By, fy, ..., 5, beda
odpowiednio wszystkimi pierwiastkami oraz wszystkimi biegunami funkeji, po-
fozonymi w pasie 0-<die<<l. Wéwezas i

. n n
F(;“) .y, [[ (62"”2——827““"’)/ ” (6271’2-1—-—-62””31'1),
k=1 k=1

gdzie O jest pewny stalg.
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§ 3. Twierdzenia ogélne o funkcjach eliptycznych.
Pomiedzy funkejami meromorficznymi dwuokresowymi role szcze-
gélnie wazng odgrywajg takie, ktérych obszarem mer'ol‘n(-)rficznoéci
jest cata plaszezyzna otwarta. Noszg one nazwe funkeyj eliptycenych.
W dalszych rozwazaniach, dotyczaceych funkeyj dwuokresowych,
ograniczymy si¢ niemal wylgeznie do funkeyj eliptycznych.

Nagwa ,,funkeje eliptyczne® nie jest najszezeSliwsza i wyraza dos$é przy-
padkows wiasnosé tych funkcyj. Historycznie powstala ona z tego powodu, ze
dtugoéé tuku elipsy wyraza sie przez pewne calki Scifle zwingzane z funkejami
eliptycznymi, t.zw. caltki eliptyczne (p. §14). Przez calki eliptyczne wyraza sie
jednak dtugo&é luku i wielu innyeh krzywych, np. lemniskaty.

Niech F(z) bedzie funkejg eliptyczna, zad o, " para jej
okreséw pierwotnych. Zmieniajac ewentualnie porzadek okreséw,
mozemy zawsze zalozyé, ze J(w'[w)>0, czyli 0 <Arg(w'/w)<m.

Roéwnoleglobok utworzony z odeinkéw [0,0], [w,w-+ '],
(w40, '] i [0,0] jest wiec zorientowany dodatnio (Rozdz. IV,
§11, str. 202).

Rozpocezniemy od dowodu twierdzenia, ze
(3.1) Jedynq funkeja eliptycena catkowitq jest stala.

Dow6d. Funkeja dwuokresowa catkowita F(z) jest ograni-
czona w réwnolegtoboku podstawowym. Poniewaz funkeja F(z)
w innych réwnolegiobokach okresowedci przyjmuje te same war-
tosei co w réwnolegloboku podstawowym, jest wiee ograniczona
w calej plaszezyznie otwartej, a zatem stata.

Widzimy wige, ze kazda funkeja eliptyczna nie bedaca staly
musi posiadaé przynajmniej jeden biegun w skorczonofci, a wiee
przynajmniej jeden biegun w kazdym réwnolegtoboku okresowodci.

Jezell pominiemy przypadek funkeji stalej, to punkt w nie-
skodezonodei jest dla funkeji eliptycznej punktem skupienia bie-
gunéw, a wiec punktem osobliwym.

(3.2) Suma, réénica, iloczyn oraz iloraz dww funkeyj eliptycenych,
majacych te samaq pare okreséw o ilorazie nierzeczywistym, jest
funkcja eliptyceng.

Pochodna F'(z) oraz pochodna logarytmiczna I'(2)[F(2) funkejs
eliptyeenej F(z) sq rownies funkejami eliptycanyms.

Dow6d wynika stad, ze cztery dziatania arytmetyczne oraz
rézniczkowanie zachowuja zaréwno meromorficznosé jak i dwu-
okresowodé funke;ji.
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Wspolna para okreséw, wystepujaca w tw. 3.2, nie musi byé
parg pierwotng dla poszczegélnych funkeyj. Jakkolwiek rozwa-
zanie par okreséw pierwotnych ma zasadnicze znaczenie dla teorii
funkeyj eliptyeznych, to jednak w pewnych przypadkach celowe
jest branie pod uwage par nie pierwotnych. Funkcje eliptyczne,
majgce Wspllng pare okreséw o ilorazie nierzeczywistym, nazywaé
bedziemy spdlokresowyms.

(3.3) Jedeli dwie funkcje eliptycane spdtokresowe F(z) © Fy(2) majg
w oalej plaszezyénic te same bieguny i w wich te same czgéet gtowne, to
rééniq si¢ o stalg.

Jedeli dwie funkeje eliptycane spdlokresowe F(z) i Fy(z) majq te
same pierwiastki i te same bieguny (2 wwaglednieniem ich krotnosei),
to rdimiq sig ceynnikiem stalym. ‘ :

Dowéd. W pierwszym przypadku rézmica B, (2)—F(2),
a w drugim iloraz I,(z)/F(z), jest funkejy eliptyczng catkowita,
a wige na moey tw. 3.1 stalg.

Niech F(2) bedzie funkeja eliptyczng, za$ ay,as, ...,ax jej réznymi
biegunami polozonymi w réwnolegtoboku podstawowym, o krotnos-
ciach odpowiednio my,ms,...,m, (przypominamy, ze do réwnoleglo-
boku podstawowego zaliczamy jego wnetrze oraz boki 0w i 0w’
bez konedw o i o). Liczba

m=m1+m2+---+mk7 A

t.j. liczba biegunéw polozonych w réwnolegloboku podstawowym
z uwzglednieniem ich krotnosei, nosi nazwe regdu funkeji eliptyeznej.
Oczywifcie, zamiast réwnolegloboku podstawowego mozemy przy-
jaé w tej definicji dowolny réwnoleglobok okresowosci.

Niech #, bgdzie dowolng liczba zespolong. Rozwazmy réwno-
leglobok R o wierzcholkach 2,2y, 2040’ i 2,+o’, otrzy-
many z réwnolegloboku podstawowego przez przesuniecie réwno-
legte o 2, (w szczegdlnosei R moze byé réwnoleglobokiem
okresowosci). ’

(3.4) Jezeli funkeja eliptycena F(z) jest holomorficena ma obwodzie
réwnolegtoboku R, to jej catha wedlué tego obwodu jest zerem.

Istotnie, calka ta jest réwna
2y--m 2y 040" 2y’ 2,
/mmm+/mmm+/hmw+ P(2) dz,

2yt w 2 w-w’ z,+
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gdzie calkujemy po odcinkach prostoliniowych. Suma pierwszej
i trzeciej calki wynosi, jak latwo widzied,

2yt 2y : 2yt ® ' 2y
fF(z) ot [ Blet o) de= f T(z) do-+ f (%) de,
Zo Ztw 2y ZF©
a wiec jest zerem. Podobmnie jest zerem suma catki drugiej i czwartej.
7 (3.4) wynika twierdzenie nastepujgce:

(3.3) Suma residudw dowolnej funkeji eliptycenej F(z), odpowiada-
jaeych wszystkim biegunom nalezaeym do jakiegokolwiek rdéwnolegto-
boku okresowosci R, jest rowna zeri. ‘ :

Dow6d. Przypudémy najpierw, ze funkeja F(z) jest holomor-
ficzna na obwodzie rozwazanego réwnolegloboku K. Suma residuéw,
pomnozona przez 2w, jest wowczas réwna calce funkeji I'(z),
wzigtej wzdluz obwodu réwnolegloboku E w zwrocie dodatnim,
a wige, w my$l tw. 3.4, jest zerem. Oczywifcie wystarczylo zatozyé,
ze R jest réwnoleglobokiem okresowodei przesunietym réwnolegle.

Jezeli F(z) posiada bieguny na obwodzie réwnolegtoboku R,
rozwazmy réwnoleglobok R’ powstaly z B przez przesuniecie réwno-
legle 0 ¢, gdzie ¢ jest staly zespolongy o wartodci bezwzglednej dosta~
tecznie malej. Funkeja F(z) posiada w R skonezong ilogé biegunéw.
Jezeli wiee ¢ odpowiednio dobierzemy, to funkecja If(z) bedzie miala
w R’ te same bieguny co w R, bedac przy tym holomorficzna na
obwodzie réwnolegtoboku E'. W mysl rozpatrzonego juz przypadku
suma jej residuéw, odpowiadajacych biegunom polozonym w E', jest
wiee réwna zeru. Zatem suma residudw funkeji F(z) dla biegundéw
polozonych w B jest tez réwna zeru i twierdzenie jest ndowodniohe.

(3.6) Kazda funkeja eliptycena nie catkowita jest ragdu =2.

Dowéd. Funkeja eiiptyczna rzedu 1 posiadalaby w réwnoleglo-
boku podstawowym dokladnie jeden biegun zy, o czefci gléwnej
¢/(z—z,). Poniewaz ¢==0, otrzymaliby$my sprzecznoéé z tw. 3.5.

Zauwazmy teraz, ze wraz z F(2) réwniez funkeja F'(z)/F(2) jest
eliptyczna i ze suma jej residuéw w réwnolegloboku okresowosci jest
réwna réznicy miedzy liczbg pierwiastkéw a liczbg biegundéw funkeji
F(z) w tym réwnolegloboku. Stosujac tw. 3.5, wnosimy stad, ze
(3.7) Liczba pierwiastkdw funkeji eliptycenej F(z) w dowolnym réwno-

legloboku okresowosei jest réwma licebie jej bicguniw w tym réwno-
legtoboku.
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Zastepujge funkeje F(z) przez B(z)

(3.8) Funkcja cliptycena raedu r>
wosei kazdg wartoéé ¢ dokladnie

—¢, otrzymujemy, ze

0 preyjmuje w réwnolegtobolky okreso-
T ragzy.

W mysl tw. 3.7 liczba pierwiastkow funkeji eliptycznej w réwno-
legloboku okresowodci zalezy od liczby biegunéw w nim polozonych
Wykazemy teraz, ze i polozenie pierwiastkow zalezy od poloZenia:
biegunéw. Mianowicie: ' '
(3.9) Niech F(z) bedzie funkejq eliptyceng r2edu 1>0, zas ay, as,...,q
& b1,b9y..., b beda odpowiednio pierwiasthami i biegunami funl’acji, l’f"(z)r
w réwnolegloboku okresowodes R, pray crym 2aréwno kaidy pierwiastel
jok i kaddy biegun liezony jest tyle ras y e wynosi jego krotmodd.
Wowezas :

(3.10)

(Ll—]~ (tg‘[-' o= I)1'—I— bz—l- + b,« (mOd w, w').

Dowdd. Przypudémy najpierw, ze F(z)

D 1 nie ma pierwiastkéw
ani  biegunéw

na  obwodzie rozwazanego réwnolegloboku R:
Oznaczmy przez 2y, 2y+w, 29+ w+o’ i Zy+ o’ jego - wierzcholki.
Pomnozona przez 2mi réznica miedzy lewa a praws strong
wzoru (3.10) réwna jest (p. Rozdz. IV, tw.7.5) calce funkeji
&l (2)[F(2), wzigtej wzdluz obwodu R, t.j.

z(,—{:w 177’( ) z“—l-m'+{i)2’w,( ) z{,-t-m’ ’( ) . .
(3.11) fz : ﬁ«(lzw\/ (2 / ®) de f EAOP.
F(e) . o) dz-+ | 2 i) dz+ | 2 o) dz.
2y 2y zytwtof . Ztw’ .
Suma pierwszej i trzeciej calki wynosi
2yt 2y : :
© (=) / F(z+w')
&= )t de=
/ 72 z—l—+ (Z+w)F(z+w,)dz
z‘,-l—ajp /( ) :.:.,u ' 7 zto
Y - MG RN AR A P f Fz)
. s ] }; (34w )F(z) dz ) o) dz.

2y

Poniewaz w my$l zalozenia funkcja F(z) jest holomorficzna
Lroma od zera na boku [2g,2,4 w], calka funkeji F'(2)/F(z) wzdtuz
tego boku réwna si¢ przyrostowi logF(2) (Rozdz. IV, §35, str. 180),

ktéry ze wagledu na F(z,)=F(e+w) jest réwny 2nms, gdzie n jest
catkowite. ~
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Zatem suma pierwszej i trzeciej calki w (3.11) Wynosi. ——2In?zw’q;.
Podobnie suma drugiej i czwartej calki jest réwna 2mzwi, gdzie m
jest calkowite. A wiec réznica a1—|—a2+...+a,.».—(b1+b2+,,,—|_b1_)
jest réwna mo—nw i wzér (3.10) jest udov.vodm?ny. w rozumo-
waniu powyzszym wystarczylo przyjaé, ze R jest rownoleglobokiem
okresowodci przesunietym réwnolegle. ' _ . o
W przypadku, gdy R zawiera na obv.vodme plerW{astkl lub
bieguny funkeji F(z), postepujemy podobnie jak w dowodzie tw. 3.5.

(8.12) Jezeli ¢ i ¢ sq dowolnymi liczbami zespol_ong/'{ni, :97000’1'020-
nymi lub nie, 2a$ af, @ ...,ar © a1’y a8, ...y 07 od?owzedwa:mo plerwiast-
kami réwnan F(z)=¢ i F(z)=¢", polotonymi w rdwnoleglobokuy
okresowosci funkeji eliptycenej F(2) reedu r>0, wiwczas

(3.13) gttt op=ay’+ay' +..4+a’ (mod w,w’).

Dowbd. Jezeli np. ¢’ =oc, a ¢ jest liczbg skor’mzm:l'zy, to (3.139»1)
jest konsekwencja tw.3.9, zastosowanego do funkeji F(2)—c".
Jezeli za$ ¢’ i ¢’ s skohczone, to w mysl tw. 3.9, zastosowanego
kolejno do funkeyj F(z)—c i F(2)—c’, zaréwno lewa ja}; prawa
strona wzoru (3.13) przystaja do bi+bet...-+br (mod w,0’), gdzie
b1,bey..., b, s3 biegunami funkeji F(z) w rozwazanym ré?vnoleglo-
boku. A wiec i w tym przypadku wzér (3.13) jest prawdziwy.

Wprowadzimy jeszeze pewne pojecie. Niech aq,as,...,a, bedzie
uktadem wszystkich pierwiastkéw funkeji F'(z) w réwnolegloboku
podstawowym, przy czym pierwiastki wielokrotne sa liczone z od:
powiednig krotnodeia. -Uklad liczb ay,as...,a, bedziemy nazywali
uktadem zupelnym pierwiastkow funkeji F(z), jezeli

dla

OczywiScie uklad ay,as,...,a. réwnie dobrze reprezentuje ])ierj
wiastki funkeji F(z) w catej plaszezyznie jak ukiad aq,as,..., ¢, gdyz
przesuwajac punkty ayas,...,ar 0 Mmot+ne’, gdzie m i n prz.eblej
gaja wszystkie wartodci calkowite, otrzymamy wszystkie pierw%a‘stkl
funkeji F(z). Podobnie okre§lamy wklad zupelny biegundw funkeji F(2)
jak rowniez uklad esupelny pierwiastkéw réwnania F(z)—e=0.

‘Wzér (3.10) nie ulegnie zmianie, jezeli przez ai,as,...,0r
1 by, by, ..., b, bedziemy rozumieli odpowiednio dowolne uklady zu-
pelne pierwiastkéw i biegunéw funkeji F(z). Podobnie w (3.13)
przez ag,as,...,a; i ai,af,...,a; mozemy rozumicé uklady zupelne
pierwiastkéw réwnan F(e)—e' =0 i F(g)—c' =0,

ai=a; (mod a),w') 7;21;27"'77”'
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§ 4. Funkeja p(z). W § 3 udowodniliémy szereg twierdzed
o funkejach eliptycznych; dotychezas jednak nie podali$my zadnego
przykladu takiej funkeji (réznej od stalej). Teraz wykazemy, ze
funkeja  meromorficana PR)=p(2; w, 0') (p. § 5, Rozdz. VII) jest
eliptycana.

Niech w, »" bedzie parg liczb zespolonych, réznych od 0 i ta-~
kich, ze J(w'/w)>0. Rozwazmy na plaszezyznie zbiér 2 punktéw

w=mw-+nw', gdzie m,n=0,+1, +2,... Ustawmy wszystkie te punkty
w cigg nieskoliezony

wOmO, Wy, Way .., Wry « 5.
Wéwezas
1w/ 1 1
4.1) 0(2;5 w0, o)==+ |
( ple o, G 2 (z—wr)  w}

k=1

Funkeja (2) jest holomorficzna w catej plaszezyinie otwartej,
z wyjatkiem punktéw w,, gdzie posiada, bieguny dwukrotne. W punk-
tach réznych od punktow w, szereg (4.1) jest zbiezny bezwzglednie,
a wiee suma jego nie zalezy od porzadku skladnikéw. Précz tego,
w kazdym kole o promieniu skoriczonym szereg (4.1) jest jedno-
stajnie zbieiny po odrzuceniu dostatecznej liczby wyrazéw poczgt-
kowych. Mozna go wiec rézniczkowad Wyraz po wyrazie, co daje wzér

' : 2 ¢ 2 o 1
{4.2) Py =—s— > — =9 »__*
@ A g@ (e—10s)’
Jezeli z nie jest okresem, to szereg (4.2) jest zbieiny bezwzgled-

nie, jak to wynika ze zbieznosei szeregu ) 1/ |wk\3, udowodnionej w § 5,
k=1
Rozdz. VII. .
Wykazemy najpierw, ze funkeja ¢'(2) ma okresy o i '. Otz
ze wzoru (4.2) wynika, ze '

o 1 - 1 ,
V(etw)=—2 > ——= 9 N = o'y,
plete) éo [e—(or—a)T ,ﬁ —n) |

gdyz wraz z w, roéOwniez wp—ew Drzebiega wszystkie punkty

zhioru Q2. Ze wzgledu na symetryezng role o i o', mamy réwniez

P (et o' )=p'(2). ‘
Oalkujge réwnodé p'(z+4w)—p'(2)=0, dostajemy wzér

(e o)—p(z)==C,

5. Saks i A, Zygmund. Funkeje analityezne. 23
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gdzie C jest pewna stala. Zieby znalezé jej wartosé, zslmm‘m'/;my, 76
Plz) jest funkeja parzysta mienne] 2, gdyz wzor (4.1) daje

o 1 1
+2 ((z —{ ""wﬁ))2 ("“wk)z) ’

k=1

1 w( 1 ___1_) 1
P(-—z):-z—z +k=21' (—_(z +‘wk)2 w7

za$ —wy przebiega wraz z Wk wszystkie wartodei zbioru Q: P.rzyj.
mujace w réwnosci okreslajacej staly € warto§é z=—4 w, znajdujemy

C=p(}o)—p(—io)=p({o)—p(t0)=0.

Zatem p(z+ o)=p(2). Podobnie p(2- 'cu')==g:)(z). Funkeja p(z),
jako dwuokresowa i meromorficzna, jest wiee (a]‘lptya'zn'a. )
, Wykazali$my, ze liczby w=mw-+ne’ sa okresam1 j:}'ﬂlk@]l g.).(z),
Innych okreséw funkeja ta nie ma. Wynika to. stad, ze 2= jest
biegunem p(z); gdyby wige istnialy okresy r6ézne od liczb ‘l:l)/”. to
funkeja p(z) miataby bieguny w punktach r()znych od Wiy €O Nie ]est
prawdziwe. Zatem o i o' tworzq parg okreséw pierwotnych dla funkejs
©(#; w, '). Poniewaz ((2) ma w kazdym réyv1101eg10b9]m .Okrego.
wosei jeden biegun dwukrotny, wiec p(z) jest funkejq eliptycenq
regdu 2. Pochodma (©'(2) jest fumkcjq eliptycena re¢dw 3; prey tym
w, o jest réwnies parg jej okreséw pierwotnych.

Funkeje eliptyczne tworzg tylko specjalna, jakkolwiek najwaszniejsza,
klase funkeyj dwuokresowych. Przykladem funkeji dwuokresowej nie eliptycz-
nej jest funkeja expp(z). Jest ona meromorficzna i dwuokresowa w plaszezys-

nie otwartej pozbawionej punktéw w,, w ktérych ma osobliwodei istotne. Bo.
wiem w otoczeniu punktu z=0 mamy

oxp p(2)=exp {#™2 + G (2)) = H () exp 2”2,

gdzie G(z) i H(2) sa funkejami holomorficznymi w punkecie 0, & wige z=0 jest
punktem istotrde osobliwym funkeji exp p(z). Nie bedac meromorficzny w calef
plaszezyZnie otwartej, funkeja exp p(2) nie jest eliptyczna.

W mysl tw. 3.6 rzad funkeji eliptyeznej (réznej od statej) jest
przynajmniej 2. Funkcje rzedu 2 83 wiec najprostszymi funkejami
eliptyeznymi. Graja one w teorii funkeyj dwuokresowych taks sama
podstawows role jak funkeja wykladnicza w teorii funkeyj okre-
sowych.

Rozwazmy teraz pochodng p'(2). Jak tatwo widaé ze wzora (4.2),
jest ona funkeja nieparzysta. Jezeli w jest joj okresem, o mamy
réwnofei
(4.3)

P(=hw)=—p'(hw),  p'(—fw)=p'(Jw),

icm

[§4] ‘ Funkeja ¢ (2). 355

z ktérych pierwsza jest konsekwencja nieparzystodci, a druga—okre-
sowosci funkeji p'(z). Dostaniemy stad

(4.4) ©'(Fw)=0.

Zakladaliimy w tym rozumowaniu milezgeo, ze liczba tw
nie jest sama okresem, gdyz w przeciwnym, razie dla z=Llw obie
strony wzoréw (4.3) bylyby nieskonczone. Ograniczajae sie do réw-
nolegloboku podstawowego, rozwazmy punkty don nalezgce i be-
dace poléwkami okreséw, ale nie okresami. Punkty takie sg trzy,
a mianowicie:

(4.5) $o, $o’,

o+ o).

W myél wzoru (4.4) sa one pierwiastkami funkeji p'(2). Po-
niewaz ('(2) jest funkejg eliptyezng rzedu 3, wiec posiada dokladnie
trzy pierwiastki w réwnolegloboku podstawowym. Liczby (4.5) 83
wiee jedynymi pierwiastkami ©'(2) w réwnolegtoboku podstawowym,

Stad wynika, ze jedynie wartodci przyjmowane przez funkcje
©(2) w punktach (4.5) sg wielokrotne; wartoéci przyjmowane przez

©(2) w pozostalych punktach réwnolegtoboku podstawowego sg
jednokrotne.

Niech

(4.6) pho)=ea, plo)=e, pHo+io’)=e.

Funkeja p(2) jest rzedu 2; jezeli wige ¢ jest stala, to réwnanie
P(2)—c=0 ma dokladnie dwa pierwiastki w réwnolegloboku pod-
stawowym. Kazda z wartodci e, e,, e funkeja p(z) przyjmuje w nim
przeto tylko w jednym punkeie, ale dwukrotnie. Zatem liczby
€1y €y €3 $Q T04ne, gdyz w przeciwnym razie funkeja p(2) przyjmowa-
laby w réwnolegltoboku podstawowym pewng wartogé przynajmniej
cztery razy. Jezeli teraz c¢ jest rézne od €1y €9y €3, 50 TOWnanie
P(2)—c=0 posiada w réwnolegloboku podstawowym dwa rézne
pierwiastki jednokrotne z, i #. Zeby znalezé zwigzek miedzy 2,2 2,
zauwazmy, ze funkeja ©(2) jest parzysta, a wiec wraz z 2y réwniez
i —z, jest pierwiastkiem réwnania P(2)—e=0. Zatem 2, jest pun-
ktem réwnolegloboku podstawowego przystajgeym do —z,(mod o, o).

CWICZENIA. 1. Niech a i b beda liezbami rzeczywistymi réznymi od 0.
Wykazaé, ze funkcja z=p(2;a,bi) przyjmuje na prostych Rz=3}an oraz na
prostych dz=3bn, gdzie n=0, & 1,4 2,..., wylgeznie wartokei rzeczywiste. Proste
te dziela plaszezyzne na siatke prostokatéw. Udowodnié, ze we wnetrzu kazdego
z nich funkeja p(2;a,bi) jest jednoznacznie odwracalna i przeksztatca to wne-
trze bads na pélplaszezyzne dz>0, bads na péiplaszezyzne Jz<< 0.

23*
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§ 5. Ré6wnanie roéiniczkowe funkeji ((2). Udowodnione
whasnodei funkeji p'(2) pozwalaja wyprowadzié réwnanie rézniczkowe
funkeji p(z). Zauwazmy w tym celu, ze w réwnolegloboku podstawo-
wym p'(2) ma biegun trzykrotny dla =0 oraz pierwiastki jednokrotne
w punktach (4.5). Zatem ('*(2) ma dla z=0 biegun szedciokrotny,
za$§ w punktach (4.5) pierwiastki dwukrotne. Rozwazmy iloczyn
(5.1) - (pl2) =) (P(2) —ep) (P(R) —ey).

, Punkt z=0 jest dlan biegunem szesciokrotnym, zag punkty (4.5)
8g pierwiastkami dwukrotnymi. Ze wzgledu na tw. 3.3, p"3(2) rézni
sig od iloczynu (5.1) tylko ezynnikiem statym. Zeby ten czynnik zna-
lezé, wystarezy poréwnaé czedei gléwne rozwazanych funkeyj w punk-
cie 2=0. Ze wzoréw (4.1) i (4.2) znajdziemy, ze czedé gléwna funk-
oji-p'*(2) jest 42—f+..., zaf czedé gléwna iloczynu (B.1) jest z04-...
Zatem szukany czynnik wynosi 4, a wige

(5.2) P =4{ple)—er) (p(&)—0) ((2) —03),
Jest to wladnie szukane rdéwnanie rdéniczkowe funkeji @(2).
Podamy jeszeze inng postaé tego réwnania. Polézmy dla
n=3,4,5,...

(5.3) Sp= D~

gdzie suma rozciggnieta jest na wszystkie okresy w, rézne od 0.

Dla n>3 szeregi (5.3) s3 zbiezne bezwzglednie (p. str. 303), przy czym,

jezeli n jest nieparzyste, to s,=0, gdyz wyrazy odpowiadajace

okresom réznigeym sie znakiem znoszg sig nawszajem.

Zauwazmy teraz, ze

1 1 ' &

;= R SN o

(z—wp)”  wi(l—(2/w,))” w? wd o wh

Foe dla 2 <|wi-

&

Zastosujmy ten wzér do kazdego ze sktadnikéw po prawej
stronie réwnogei (4.1). W mygl tw. 5.9, Rozdz. 111, otrzymamy dla 2
dostatecznie bliskich punktu 0 rozwiniecie

(5.4) P(2)=2"24-3s,22+ Bsget+-...,

Skad ' (2)=—22"4-65,2+ 208,23+ ..., 0"(2) = 205,22 —808g+...,
£9,3(z)=2'6+9s4z“2+ 18sg+... Z dwu ostatnich wzoréw widzimy, ze
P 2(z)——4.~go3(z)=—6034z—2—-140&6+..., a wiec

(5.5) 0"%(2) —40%2) + 608, (2) =—14085 -+ ...
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Lewa strona, ktéra jest funkeja eliptyczna, moze posiadaé
bieguny wylgcznie w punktach wy Jak widaé z ostatniej réwnogci,
rozwazana funkeja jest holomorficzna w punkecie 2=0. Jest wiee
holomorficzna wszedzie, a zatem stala. Wartodé tej statej, jak to
réwniez wynika z (5.5), wynosi —140s,. Funkeja p(2) spelnia wiee
réwnanie rézniczkowe
(5.6) , "*(2)=40%2) —g,0(2) — g,
gdzie, za Weierstrassem, uzywamy znakowania:

(3.7) 0,=608,=60 S1, g —140s,—140 ¥
=1 ol ' k=1 Wh

Liczby ¢, i g,, ktére grajg wazng role w teorii funkeyj eli-
ptyeznych, noszg nazwe mieamiennikéw. (Uzasadnienie tej nazwy
poznamy w § 11, str.374.)

Lewe strony réwnan (5.2) i (5.6) sa sobie réwne. To samo
mozna wige powiedzieé o stronach prawych, co przez poréwnanie
spolezynnikéw daje zwigzki:

(5.8) GrtCat0=0, eeyteyeytesei=—fgs, € €s6,=1g,.

Jeszcze jeden zwiazek miedzy wielkodciami ¢, i 9; zastuguje
na uwage. Liczby e, 6, e, 83 pierwiastkami réwnania szedciennego
(5.9) BB —f a8 —%g3=0.

Otéz wiadomo z algebry, ze jezeli ey, e, ¢, 8§ pierwiastkami
réwnania szedciennego a3+pr+-¢=0, to wyrazenie

(e1—65)” (61—05)" (e3—e5)%

zwane wyréznikiem réwnania, wynosi —4p®—27¢%. Dla réw-
nania (5.9) otrzymujemy wiec: v

2 2 9
(5.10) 16(e1—es)" (ex—e5)” (e,—e5) =g3—27¢g3.

Réwnodé (5.10) mozna otrzymaé tez i bezpodrednio. Zrézniczkujmy w tym
celu wzor 4 (z—e;) (7—e,) (2—e;)=423—g,2—¢, 1 przyjmijmy nastepnie z=e,. Otrzy-
mamy (e;—ep)(6;—ey)=363—1¢,. Permutacja wielkogci e,,e,,e, daje dwa inne ana-
logiczne wzory; przez przemnozenie ich stronami dostajemy

—(eg—e3)? (eg—ey)? (€,—€,)=(Bef—1gp) (Be3—1p) (BeF—10n). -
Jezell wykonamy mnozenie po stronie prawej i uwzglednimy réwnosei:
e} e +ef= (e, eyt ;)" —2(ey 65+ e561 €, ) =rfss
e3ef-teef+ef el =(ep €55 61--€1€9)°— 261 6y 65(PyFept65)= fo 3,
ehedel =MhY3,
to otrzymamy wzér (5.10).

W §4 wykazaliémy, ze liczby ey, ey, €, sa wszystkie rézne.

Z réwnodei (5.10) wyniks wiee, ze licsba ¢3—2792 jest roina od zera.
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Powréémy jeszeze do réwnania (5.6) i podstawmy doﬂtza,miast ©(2) sze-
Tegi ze wzoru (5.4). Wykonujac potegowanie, mozemy otrzymad przez poréwnanie
spétezynnikéw zwiazki miedsy wielkoSciami . Dla uproszc'zen'la, rachunku
zrézniczkujmy najpierw réwno&é (5.6). Skracajac przez @’(z), widzimy, ze
{5.11) P"(#)=6p%*2)— %0,

Wprowadémy jeszcze jedno uproszozenie, kiadac (2n—1)s,, =c, dla

(o]
1n=2,3,... Wzér (5.4) przyjmie teraz ksztalt p(e)=2"2+ ) ¢, #*" %
n=2
Poniewa# g,= 60s,= 20¢,, Wiee réwnosé (5.11) mozemy przepisaé w postaci

=) 1 DO' 2
64+ D'(2n—2) (2n-3)0,,z‘3"‘4=-—10c2—|—6<§+ 2> %zz"“l) :

n=2 n==2

Poréwnanie spélezynnikéw pray 2% daje wzér

(n—3) (2n+1)e,=3(cy ¢, o430, gteto, o6) dla n=4,5,..
W szezegdélnosei:
c,=ie}, Co=ry (2050, +08) ==y (3 ¢} -+ €E), ... it.d.

Wszystkie liczby ¢, sa wige wielomianami o spélezynnikach wymiernych
wzgledem ¢, i c,. Inacze] méwiage, mamy nastepujace cickawe. twierdzenie:
(5.12) Wielkodci 8y,85,8g, e Spps s Okreslone preez wzdr (5.3), wyrasajq si¢ jako
wielomiany o spélezynnikach wymiernych wagledem niezmiennikéw gy © g3 (a wige
1 wrgledem wielkodei s, 4 8).

Przypominamy, ze wielkosei sy,85,8;,... 83 réwne zeru.

Tw. 5.12 jest odpowiednikiem twierdzenia bardziej elementarnego, doty-
czgeego liczb Sp=2"1/k", gdzie sumowanie jest rozciggniete na wszystkie liczby

]

Ci=rr Cy0g,

calkowite k0. Ze wzoru (5.7), Rozdz. VII, wynika, ze Sz, jest wymierna wielo-
krotnofeia liczby #2", a wiec i wymierng wielokrotnogcia 8.

Dotychezas traktowaliSmy ©(2) wylacznie jako funkeje zmien-
nej 2, ustalajac pare okreséw pierwotnych w,0’. W niektérych zagad-
nieniach trzeba jednak uwzglednié jeszcze zalezno§é funkeji ¢ od
okreséw o iw'. Zwrbcimy uwage, ze funkejo p(2; 0,w'), trakiowana
jako fumkcja wszystkich trzech zmiennych, jest jednorodna stopnia —2,
t.zn., ze dla dowolnego 10 mamy

P(A2; 2o, 20" ) =1""p(2; 0, o).

Widaé to natychmiast, jezeli we wzorze (4.1) zastapimy =
przez Az, za§ wp=mo+ne przez Aw.

Liczby e, s, €5, okreslone wzorami (4.6), sg funkcjami w i o,
t.J. e=efw,0') dla ©=1,2,3. Z poprzednich uwag wynika, ze
liczby e sa funkcjami jednorodnymi stopnia —2 amicnnych o i o,

CWICZENIE, 1. Wykazaé, ze

PP E+10)p e+ 0)p' (et o+ o) =gd—27g3.

[Wsk. Sprawdziwszy, ze lewa strona jest stata, zbadaé jej wartosé, gdy
2—+0. Zastosowaé w tym celu wzér (5.11).]
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§6. .Funkcje () io0(?). Waing role w teorii funkeyj eliptycz-
nych graja réwniez funkcje o(2) i {(z), z ktérymi spotkali§my sie
juz wezesniej (por. Rozdz. VII, §5). Pierwsza z nich jest funkejg
catkowity, okreflons przez iloczyn bezwzglednie zbiezny

(1) i)
(6.1) g(z)zzg(l_%)e w2y

rozeiagniety na wszystkie punkty w,=mw-+ne’, réine od 0.
Funkeja o(2) ma pierwiastki (jednokrotne) w punktach w, i tylko
w nich. Funkeja {(2) jest pochodng logarytmiczng funkeji o(z):

(6.2) :(z)=-"33')—=§+2‘(~ et

1 ma bieguny jednokrotne w punktach wy. Wiszystkie jej residua ‘
83 rowne 1. Funkeje o(2) i £(2) sg zwigzane z () réwnodciami
a & |
6.3 2)=——=((R)=——-
(6.3) (2) (#)=—2

7 log o(2).

Ze wzoru (6.1) widzimy, ze funkeja o(2) zmieni znak, gdy
zastapimy 2 przez —z (poniewas jednoczednie mozemy zmienié awy
na —w;). Zatem o(z) jest funkcja nieparzystq amiennej z.

Podobnie, zastepujac w szeregu (6.2), okre§lajacym funkeje (=),
zmienng # przez —=z, za§ w;, przez —wy, wnosimy, ze ((2) jest
funkejq nieparzysty emiennej 2.

Z réwnania

(6.4) 7%— (Ele+ @) —L(2)=—(p(z+ w) —p(2))=0

oraz z analogicznego réwnania, jakie otrzymujemy, zastepujac o
przez o', dostajemy:
(6.5) Lot o)—l)=n,  (z+o)—=L(e)=7,

gdzie n i 7' sa to pewne stale. Stosujac wielokrotnie (6.5), otrzy-
mujemy wzdr ogélny |

{6.6) {(e+mo-+nw')={((=)+mn+ny.
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Widzimy wige, ze funkeja {(z) posiada pewng ,pseudo-okre-
sowodé“: powiekszajge zmienng niezalezng z o wielkodé wy, zmie-
niamy funkecje o skiadnik staly. Moze sig zdarzyé, Ze jedna
z liczb 7, ' jest réwna 0, ale obie jednoecze$nie znikaé nie moga,
gdyz funkeja ¢(z) ma w réwnolegloboku podstawowym tylko jeden
biegun (jednokrotny), a wiec bylaby woéwezas funkeja eliptyczng
rzedu 1 (por. tw. 3.6). ‘

Polézmy w pierwszym ze wzordw (6.5) z=—3}w, a w drugim
2=—10'". Uwzgledniajac nieparzystosé {(z), znajdziemy:

1=20(}0), n'=2{0w")

Wielkodei 7, %', w, o' 53 zwiazane pewng zaleznoscia. Zeby
ja znalezé, rozwazmy catke funkeji {(2) wzdluz obwodu réwnoleglo-
boku R o kolejnych wierzcholkach 2, 2+ w, g+o+o' i 2+o,
gdzie z, jest dowolng liczbg nie bedacg biegunem funkeji £(2). Calka
ta moze byé napisana w postaci

) 2z’ . ot

J et 0)—te)) do— [t o) —(p); de= w'n— o1 .

Poniewaz R zawiera tylko jeden biegun funkeji {(2), o resi-
duum 1, wiee
6.7y : o'y — oy =27,

Jest to wiadnie zaleznogé, o ktéra chodzilo. Nosi ona nazwe
réwnosci Legendre’a. Przypominamy, iz okresy o i o' dobrali$my
tak, by J(o'[w)>0.

Przyjmijmy:

w=mu--ne’, f=mn+ny'.
Piszac wzér (6.6) w postaci

o' (z+w)fo(z+w)= d'(2)/o(z)+ 1]
i calkujae, dostaniemy réwnogé
(6.8) ' o(z+w)=C0e"%o(2),
gdzie O jest pewna staly. Przypudémy najpierw, ze o(iw)==0
i polézmy w ostatniej réwnodei z=—lw. Uwzgledniajac niepa-
1zy5t0§¢ o(2), otrzymamy C=—expLiw.

Rozumowanie powyzsze zawodzi przy o(lw)=0, gdyz wtedy
po podstawieniu z=—Jw obie strony wzoru (6.8) stajy sie réwne
zeru. Ale zauwaszmy, ze poniewaz o(z) jest Tunkejg nieparzysta, o (2)
jest funkcja parzystg. Zrézniczkujmy teraz rownogé (6.8) 1 prayj-
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mijmy z=—lw. Jezeli o(fw)=0, to o'($w)==0, gdyz pierwiastki
funkeji o(2) sa jednokrotne. Skréémy obie strony ofrzymanej réw-
nogei przez o'(fw) i uwzglednijmy parzystogé funkeji o'. Dosta-
niemy w rozwazanym przypadku (= exp $ijw, a wiec liczbe r6Zniacy
sie znakiem od poprzedniej wartogei na C.

Zauwazmy teraz, ze Lw, jest wtedy i tylko wtedy pierwiast-
kiem funkeji o, gdy m i n sa jednoczesnie parzyste. Poniewaz
min sg wtedy i tylko wtedy parzyste, gdy wyrazenie mn--m-+n
jest parzyste, dostajemy wzér ogélny
z—{-%w)

o2+ w)=(—1)""Tmtn o o(2), gdeie w=mw-+nw', j=my-+ny'.

Kladae w szezegdlnodei M=1,n=0 oraz m=0,n=1, mamy:
‘ W (2L o
o(gt+ o )=—e (3 )-a(z).
Zatem, funkeja o(2) jest réwniez »pseudo-okresowa“, chocias
W innym sensie niz £(2): przy powiekszeniu zmiennej 2z 0 o lub o
funkeja mnozy si¢ przez czynnik wykladniczy.
CWICZENIA. 1. Dia A0 mamy:
o(dz; Ao, Aw’)=Ao(z; w,0’),

(6.9) o(a+w)=—-e”(z"""1""’)o(-z),

LAz A0, A0 )y =2 Ez; 0, 07).

2. Udowodnié, ze funkeja o(ne)/[o(2)]” jest eliptyczna. Wykazaé, ze
0(2z) [0} (&) = — ’(2).
3. Niech o'fo=r i z/wo=v. Wykazaé, ze:

o0

PO VL . sin%aw
o(r;m,0')=—e¢ 8in 7y 1,
a sin?nar
n==1
© .
S(F o, 0)= '/v+a(ctgnu+ S (ctgn(v+omt)+ ctgn('v—'nr))),
n=1
P A
VBN ta 1
(R0, 0 )=t (# T e
Pl o0 w+ \m) 2 sin® (v+nz) 7’
N==—00

gdzie =2{(Jw;0,0’) (Weierstrass).

[Wsk. Aby otrzymaé np. wzér na £(2), nalezy we wzorze (6.2), gdzie w,
przebiega wartodci: mw -4 nw’, sumowaé najpierw wedlug wskaznika m; nastepnie
skorzystaé z rozwinieeia funkeji xctgrev na wlamki proste (por. wzér (5.1),
Rozdz. VII). Otrzymamy wéwezas na £(2) wyrazenie

[~=] o0 .
2a% (1 vl Bl ' ) ]

— (6—}‘4{_\) T ) vu—}—a ((.ztg TV 2/ (ctgd(v +nz)+ctgw(v —m)) .
=] ! n==1

Zeby znalesé spélezynnik wyrazu liniowego wizgledem w, podstawié z=4o.]
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§ 7. Budowanie funkeyj eliptycgnyc!l przy pomocy
funkeji o(2). Niech F'(2) bedzie fun}cqaa ehpty.czg@ rzed‘u‘ 7,
78 0,0y, OTAZ fi, By - B, ukladami gupelnymi (str. 352) pier-
wiastkéw i biegunéw. W mysl tw.3.9 oraz .uwag koﬂ(%owych §3:,
réznica miedzy sumg liczb a, a suma ligzb ﬂj jest posmcl mo-+nw,
gdzie m i n sa liczbami catkowitymi. Zastepumc np. f, przez
B.+mo-+ne’, mozemy przyjaé od razu, Ze
(7.1) ooyt ta= i Byt ot By

Rozwazmy teraz funkcje meromorficzng

o(g—o1) 0(2—0p) ... 6(2—ar) |
= olg—p,) ole—Fy) .. olz—F,)

Wykazemy, ze ®(z) posiada okresy wiw’. Niech bovsfiem aip
oznaczajy dwie dowolne stale, za§ G(z):a(z—a)/a(zm—ﬁ.). 7 pierwszego
wzoru (6.9) wynika, ze G(z-+ w)=¢e""9G(z). Zastosujmy to flo pra-
wej strony réwnosci (7.2). Uwzgledniajac warunek (7 1), widzimy, ze

B2+ )= o FrerFPaeat D) @ o) — P(g).

Zatem o, a przez analogie i o', jest okresem funkeji P(z).
Ta ostatnia ma te same pierwiastki i bieguny co F(z), a wige w mysl
tw. 3.3 rézni sie od F(z) czynnikiem statym. Stad:

(7.3) Ka2da funkcja eliptycana F(2) rzedu r daje si¢ praedstawid
w postacs

(7.4) F(z)=0C

(7.2) D(2)

o(z—a1) o(z—a)...0(8—0;)

o(z—pB,) o(#—p,)...o(z—B,)’

gdzie C jest stalq, 208 ay,0,...,0, & fy,fy..48, sa odpowicdnio
wktadami zupelnymi pierwiastkéw © biegundw funkeji F(z), spelnia-
jacymi warunek (7.1). Odwrotnie, kaida funkcja postaci (7.4), gdzie
A3y ey@, & B, Byy .y B, sa dowolnymi licebami spelniajacyms réw-
no$é (7.1), jest funkcjq eliptyceng.

Preyklady: 1. Wyrazié p'(2) przez funkcje o(z). Funkeja
©'(s) posiada w réwnolegloboku podstawowym biegun trzykrotny
dla =0 oraz pierwiastki {w, }(w+ ') i fw’'. Jezeli wige polozymy:
ty=—3(w+w'), B=B,=B,=0,
to warunek a,+a,+a,=p,+f8,+p, bedzie spelniony i na zasadzie
twierdzenia 7.3
(7.5) ©'(g)=C

=1 a, =i
1= 3 W, 3 =Wy

o(g—tw)o(ztiotiw)o(e—fw')
o*(2)
Dla znalezienia stale] C, rozwazmy spélezynniki przy 23
W rozwinigeiu obu stron na szereg Laurenta w punkeic s=0.
Dostaniemy 9
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2. Wyrazié przez o(z) funkcje F(z)=p(2)—p(u)

. . y gdzie
% jest staly, nie bedagcy okresem funkeji p.

Przypudémy chwilowo, ze % nie jest poétokresem. Funkeja F(z)
ma biegun dwukrotny dla z=0 oraz dwa pierwiastki jednokrotne,
istotnie réine, w i —u. Mozemy wige we wzorze (7.4) polozyd
o=u, a,=—u i f=4,=0, co daje F(2)=Co(z—u) o(z+u)/o2(2).
Rozwazajac czedei gléwne obu stron dlg
C=—1/c*(u), t.zn.

(7.6) P(R)—p(u)=—

2=0, dostaniemy

o(e—u) o(z-+u)
o*(2) 0*(u)
Przez ciaglo§é otrzymujemy prawdziwosé tego wzoru réwniez

dla przypadku, gdy w jest pélokresem.

CWICZENIA. 1. W niektérych przypadkach dogodnie jest pisaé o, za-
miash 0, a w, zamiast o’ i rozwazaé okres pomocniczy w,, okredlony przez warunek

- 0y-wy0,=0. Niech e/=p(tw,) dla i=1,2,3. Udowodnié, ze funkeje Vp(z)—ei

83 wazystkie jednowartosciowe, a wiee meromorficzne w calej plaszezysnie
otwartej. Dobierajyc warto$é pierwiastka tak, by residuum dla 2=0 wynosilo 1,
wykazaé, ze

o(2+4 o))

(*) Vgo(z)—-eize'"lj’hz}m, gdzie n=2l(tojw,0,) (i=1,2,3).
Jezeli wige, idge za Weierstrassem, wprowadzimy funkeje pomocnicze
=37 zw o
ofR)=¢ i ooy (1=1,2,8),
to wzér () moze byé napisany w postaci
Vomr—e—2%) (i=1,2,3).
" o(z) e

[Wsk. Zastosowaé (7.6).) .
2. Wykazaé, ze funkeje oy(2), 03(2), 05(2) (6w. 1) sa parzyste (funkeja o(2)
jest nieparzysta).

3. Udowodnié, ze funkcja VWE}, okreflona przez wzér () z éw. 1, jest
funkejq eliptyczna rzedu 2, majaca dwa rézne bieguny w réwnolegloboku okre-
sowodci, przy czym (0 20,) jest para okreséw pierwotnyeh (4,k=1,2,3; i=k).

4. Wykazaé, ze:

o;z(z)—a,?(z)-——— (e,—e,) az(z), ‘ (ez—es)af(z)+(e3~el) af(z)+(el-e.2)a§(z)=0.
5. Wykazaé, ze p’(z)=-20(2)0,(2) 05(2)/o3(2). ‘
6. Udowodnié wzér
1 puw) p'(u)
1 e p'w) |=2
1 pw) p'w)]
gdzie wu, v, sy lieghami dowolnymi.

o(v—w) a(w—u) o(uw—v) o(u+v-+w)
o¥(u) o3(v) o3(w) '

[Wsk. Jozeli p(v)+@(w), to lewa strona wzoru jest funkejg eliptyczna
zmiennej w, majages biegun trzykrotny w punkeie u=0 oraz pierwiastki w pun-
ktach w=v, w=w i w=—(v4w) (por. tw.3.9). Przy obliczaniu stalej O we
wzorze (7.4) zastosowaé (7.6).]
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§ 8. Wyrazanie funkey] eliptycznycl_l przez funkeje
£(®) i p(»). Zajmiemy sig obecnie wrzorami wyrazajagcymi funkeje elip-
tyezng F(z) przez funkeje {(2). Zaczniemy od przypadku najprost-
szego, gdy bieguny F(z) sg jednokrotne. Niech f,,8,,...,f, bedze
uktadem tych biegundw, ndlei@cych do dowolnego réwnolegloboku
okresowosci, za$ v, Gf”,...,O“') odpowiednimi residuami. Rozwazmy
funkeje meromorficzng

(8.1) @(2)=002(a—B,)+ 0Pz —B) + ...+ 0"t (z—B,).

Funkeja ((2) ma okresy o i o, ,}130 je;geli np. P_)owi@kszymy ]
0 w, to G(z) powiekszy si¢ o liczbe 77A(G”—_‘]~0‘ ) ...40"), r6wng zeru
ze wzgledu na tw. 3.5. Jako meromorficzna, G(2) jest wiec funkeja
eliptyczng. Ma ona te same bieguny (jednokrotne) co I'(z) i te same
residua. Na mocy tw. 3.3, F(z) rézni sie od G(2) o stala. A wige:
(8.2) Jezeli funkeja eliptycana F(z) ma wylgeznic bieguny jednokrolne,to
(83)  Fle)=C+C%e—p)+0%(s—p)+ ... - 0" tle—B,),

gdzie P3Py .. B, jest ukladem wszysthich biegundw funkeji, nale-
; : i L ) @ ;
sqeych do dowolnego réwnolegtobolu okresowosci, liczby ¢ ),O( ),...,0(')
sq odpowiednimi residuami, zas C stalq.

rozwazmy dowolny
Ozedé glownag

Przechodzae do przypadku ogdlnego,
biegun g o krotnosei k>1 funkeji eliptycznej I'(2).
funkeji F(z) w punkcie f mozemy napisaé w postaci

¢y 110 (— 1" (k—1)10,
4+ . .
t—f  (2—P) (z—B)
Poniewaz czedé gtdwna funkeji £(z—p) w punkeie f jest réwna
1/(z—p), wiec funkeja

(8.5) CrL(e—B)+ 0t (6 —B) + ... -0t (2—f)

bedzie miata w punkeie f czesé glowng (8.4). Niech f,,f,,...,8, bedzie
- ukladem wszystkich réznych biegundéw funkeji F(z), polozonych
w jakimkolwiek réwnolegloboku okresowosdei, o krotnodciach od-
powiednio ky, ke, ..., k. Napiszmy czedé gléwng funkeji F(z) w tyeh
biegunach w postaci (8.4), zastepujac p przez S, k praecz ki, za$
Cy,Csy... przez C0,09,... (1=1,2,...,8). Jezeli wige polozymy

(8.4)

6= 2 (00 2e—B)+ 0L (=) + .. O =),

=1
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to réznica F(z)—G(z) bedzie funkejg calkowita,. Powiadamy, ze
jest ona dwuokresowa. Istotnie, funkeje =—p, {"=—p" 7 59
dwuokresowe; zatem, przy powiekszeniu 2z o w, WymZenie, (8.5)
wzrasta o Oy, a wiee G(z) wzrasta o wielkodd (0P 40P+ ... 40Py
réwng zeru ze wzgledu na tw. 3.5. Funkeja G(z) ma zm:en:l
okres w, i podobnie okres w'. To samo mosna, powiedzied o funkeji
F(2)—G(z). Funkeja ta, jako dwuokresowsa i calkowita, musi wiee
byé stala. Stad otrzymujemy twierdzenie nastepujace:

(8.6) Kazda funkcja eliptycena F(z) mose byé przedstawiona w postacs

(8.1) A+ (0Pee—B)+00 (o) + .. -0 L4 D),

gdzic A jest pewnq staty, 2aé suma S 7*0zaicpgni@td jest ma wszysikie bie-
i

guny rééme dowolnego réwnolegloboku okresowose. Liczby 0F ) P yerey P

’ ] . ’ . ’ . !
sq spolezynnikami czesei gldwnej Flz) w punkeie B, mapisanej w po-
stact (8.4). :

()(lzm;otm'.n, katda funkeja postaci (8.7) jest eliptycana, jezeli
tylko > 0=o.

1

) Oczywidcie, we wzorze (8.7) mozemy zastapié A N A
odpowiednio przez —p, —p', —p",...

k Zajmiemy si¢ teraz wyrazeniem funkeji eliptycznej przez
funkcje p(2) i rozpoczniemy od kilku uwag.

(a) Jezeli funkeja eliptyczna G(z) jest nieparzysta i jest holo-
morficzna w punkcie z,=lw bedacym pélokresem, - to G{(z,)=0.
Istotnie, z jednej strony, ze wagledu na okresowo§é, mamy
G(—2)=G(2), a z drugiej, ze wzgledu na nieparzystodé,
G(—2p)=—0 ). Zatem G(z))=—G2,), a poniewaz wartosé G(z,)
jest skoinczora, wiec jest réwna zeru.

(b) Jezeli F(z) jest funkcja parzysta, to pochodna F'(z) jest
nieparzysta; podobnie, nieparzystodé funkeji F(z) pociaga pa-
rzystosé F'(z). Stad wynika ogélnie, ze jezeli F(e) jest funkcja
parzysta, to funkeja F®P(z) jest parzysta, za§ FE(z) nieparzysta;
jezeli F(z) jest funkcja nieparzysta, to funkcja F®9(z) jest niepa-
rzysta, a F(gl‘“Ll)(z) parzysta (k=0,1,2,...).

(¢) Jezeli funkeja eliptyczna parzysta F(z) ma pierwiastek
W punkeie zy=}w, bedaycym pdlokresem, to krotnodé tego pier-
wiastka jest parzysta. Wynika to stad, ze ze wzgledu na (b) i (a)
wazystlie pochodne rzedu nieparzystego znikaja w punkeie z,.
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Poniewaz biegun funkeji F(z) jest ?ieryiajstkiez{l funkeji 1 [E(2),
wiec jezeli #,=4w jest biegunem funkeji eliptycznej parzystej F(z),
to krotnofé bieguna jest parzysta. .

Rozwazmy teraz dowolng funkecje eliptyczna parzysty F(z)
i niech « bedzie jej pierwiastkiem. Ze Wzgledu‘ na parzystoéé'funke‘]l
F(z), liczba —a bedzie réwniez jej pierwiastkiem, przyA tym, 1stot1}13
réznym od a, o ile tylko a nie jest pélokre_sem. W Lym osta.tmm
przypadku o bedzie pierwiastkiem o kro?noécl parzystej. W kazdym
wiee razie istniejg liczby ai,as,...,as, Kbore V'v'mz Z —ay, —gg,...,—as
tworzg uklad zupelny pierwiastkéw funkeji F(z). (Wynika stad,
w szezegolnosel, ze funkeje eliptyczne parzyste sg rzedu parzystego.)
Podobnie mozemy znalezé liczby Sy, fay...; Bs t.v.vorza!ce Wra'z z
—pB1, —Bsy ..., —fs uklad zupeiny biegunéw.zv f.unk(.z.Jl F(z). ‘Zalézmy
na chwile, ze okresy w nie s3 ani piermaistkavml, ani b}@gunaml
dla funkeji F(2). Poniewaz p(z) jest funl_{cjad .p'arz.ysta_,, wiece latvafo
dostrzec, ze funkeja F(z) ma te same pierwiastki i bieguny co funkeja

[P(z)—p(a1)] [P(2) —P(a)] ... [P(2) —p(as)]

[p(2)—p(B1)] [p(&)—p(B2)] ... [p(2)—p(Bs)]
Ze wzgledu na tw. 3.3, F(z) rozni si¢ czynnikiem stalym od
ilorazu (8.8), a wiec »

(8.8)

(8.9) Kazda funkcja eliptycama parzysta F(z) wyraie si¢ jako fun-
keja wymierna funkeji p(2). ‘

Udowodniliimy to przy zatozeniu, ze z=0 nie jest ani pier-
wiastkiem ani biegunem funkeji F(2). Jezeli punkt 2=0 jest pierw.iast-
kiem Iub biegunem, to w kazdym razie o krotnodci p&rzysteJ,.ze
wzgledu na parzystodé funkeji F(e). Istnieje wiec takie k catkowite,
ze PF(2) [p(z)]’_q jest funkeja holomorficzng i rézng od zera dl.a z=9.
Stosujac otrzymany wynik do tej ostatniej funkeji, widzimy, ze
twierdzenie 8.9 jest prawdziwe w przypadku ogélnym.

Jezeli F(z) jest funkcja eliptyczng nieparzysta, to iloraz
F(z)/go’(z) jest funkejg eliptyczna parzysta, a wiec wymiernaé wzglg-
dem ((z). Inaczej méwige, funkcja eliptycena nieparzysta jest ilo-
czynem ©'(z) przez funkcje wymiernag funkeji @(2). Poniewaz zad dla
kazdej funkeji F(2) mamy

F(2)=3[F(2)+F(—2)]+4[F(2) —F(~—2)],
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gdzie pierwszy skladnik po
a drugi nieparzystg, wiec

(8.10)
(8.11) B(p)+p'Ry(p),

gdzie B(u) © Ry(u) sq funkejaoms wymiernymi zmienne; u.
Odwrotnie, kazda funkeja postacs (8.11)

prawej stronie jest funkejg parzysta,

Kazd s funkeja eliptycena F(z) daje sie napisaé w postaci

jest eliptycena,

Niech W(z,y) bedzie dowolng funkeja wymierng zmiennych
» i y. Funkeja W(p,p) jest eliptyczna. Z drugiej strony, kazda
funkeja eliptyezna jest postaci (8.11), a wiee jest funkejy wymierng
wzgledem p i p'. Zatem:

(8.12) Klasa funkeyj eliptycanych jest tdentycena = Flasq funkeyj

postaci W(p,0"), gdezie W(z,y) jest dowolng funkejq wymierng duwy
amienmych.

Twierdzenie 8.12 jest réwnowazne twierdzeniu 8.10, gdyz wy-
razenie W(p, ') jest tylko pozornie ogélniejsze od wyrazenia (8.11).
Wystarczy bowiem zauwazyé, ze na moey réwnodci (5.6) kazdg
potege parzysta o' mozemy wyrazié wymiernie przez ©, a wiec
Wip,p') jest postaci (8.11). ‘

CWICZENIA. 1. Niech A1 1 f, beds dwoma réinymi punktami réwno-
legloboltu podstawowego. Wykazaé, ze najogdlniejsza funkeja eliptyczna drugiego
rzedu, majaca bieguny w punktach P11 By, daje sie napisaé w kazdej z dwu
postaci:

A
Pe—F)—p(f1—8)
gdzie 4 i B sa liczbami stalymi, zaé £ jest frodkiem odeinka [6,,4,].

2. Kazda funkeja eliptyczna drugiego rzedu, majaca w réwnolegloboku

podstawowym hiegun dwukrotny 8, jest postaci Ap(z—p)+B, gizie A i B sa
liczbami stalymi.

3. Udowodnié, ze

AL (8—p) L (2—6y)} +B, +B,

P (E—u)—p(2-+u)=p’(2)p’ () Ap(2) — p(u))%
4. Dowiedé, ze

1 y 1 .
P2 —pk) 2 30 e L+ ¢ Fmn) S ma)],

m,n

gdzie zm,n=} (mw-Fno’), pray czym m i n przebiegaja wartodei 0,1,2, ale nie sg
jednoozeénie zerami.
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§ 9. Twierdzenie algebraiczne o dodawaniu dla
funkeji p(?). Mowimy, ze funkeja meromorficzna F(z) spelnia
twierdeenie algebraicene o dodawaniu, jezeli migdzy wielkogeiami
F(»), Fy), F(x+y) istnieje zwigzek algebraiczny, t.j. jezeli za-

chodzi tozsamogeciowo rownosé
W(F(a), P(y), Fla+y))=

gdzie W(u,v,w) jest wielomianem wzgledem zmiennych u,v,w, nie
tozsamogciowo réwnym zeru. Tak np. twierdzenie algebraiczne
o. dodawaniu spelniaja funkeje: €7, cosz, tge. Wykazemy, Ze

9.1) Funkeja p(2) spelnia twierdzenic algebraicene o dodawani.
Dowéd. Napiszmy wzor (7.6) w postaci
P(x)—p(y)=—olz+y) ole—y)/o*(»

Tworzage pochodne logarytmiczne obu stron, najpierw wzgle-
dem #, a nastepnie wzgledem y, otrzymujemy réwnosei:

) o¥(y).

( )[p(@)—py) =@ +y)+La—1y) —20(2),
o' ()] [p(a) —p(y)]=L(e+y)—L(a—1y) —20(Yy),

skad przez dodanie stronami:
1P (@) — ' )1/ [p(@) — p(y)]=t{o+y) —L(@) ().
Zrézniczkujmy ten wzér np. wzgledem x. Dogtaniemy

ol ) () — £ 2 [ @)= )]
platn=pt1— g | BE |

Gdyby$my wykonali teraz rézniczkowanie i zastosowali réwnogé
p" =60y, otrzymaliby§my wzér wyrazajacy @(z-+y) przez
p@), p(y), p'(#), ©'(y) (podobnie jak np. sin(z+y) wyraza si¢
przez sing, siny, (sinz)’, (siny)’). Oczywifcie, korzystajgc z réw-
nodci p2=4p3—g, 00—y, moglibysmy w otrzymanym wzorze wy-
razié p'(») i p'(y) odpowiednio przez p(z) i p(y) kosztem wpro-
wadzenia pierwiastkéw, ktére nastepnie przez potegowanie mo-
zZnaby usungé.

(9.2)

Twierdzeniu o dodawaniu dla funkeji ¢ mozna nadaé postaé
bardziej symetryczng. Napiszmy wzér (9.2) w postaci
1 p"()

=p(z)—% @' () [ () —p (1 )—]l

9.3 _
%) 2\p()—p(y) (@) —p) T

pla+y)

icm
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Zamiedmy tu & i y miejscami i dodajmy tak otrzymany

wzor do (9.3). Otrzymany
‘ — 1p"(@)—p"(y) | 1p'(@)—p' )T
2+ )= () -+ (y _P § w].
: : =y P@)—py) 2] p@)—ply)
Zastosujmy r6wnosé o' =6p2—} g, (por. (5.11)). Dostaniemy wzér

2
(9.4) Po+9)+ plo)+p FUJ~£1@]
PO o=t

Jest to wladnie postad twierdzenia o dodawaniu, o ktérg nam
chodzilo.

GWICZENIA. 1. Udowodnié, ze

(¢ ) (6;—ep)
SCIP NP i A i 2
¢ ! i P(z)—&t
gdzie tréjka liezb 4,4,% jest permutacjs tréjki 1,2, 8, zaé liczby oy, 0y, 0y 83
okreflone jalk w éw. 1, §7.

2. Wykazad, 7o

H

f" +9f‘72~’ +24389‘|‘1n!72
4(" — o33

@ (28) ===
gdzie p=p(z).

§10. Zwiazki algebralczne 1niedzy funkejami eliptyez-
nymi,
(10.1) Migdry kasdymi dwiema funkcjami eliptycenymi spdlokreso-
wymi BFy(2) © Fy(z) zachodzi zwiqeek algebraiceny, t.5. swiqeek postaci
(10.2) W{Ey(2), Fof2)) =0,

gdzic W(w,v) jest wiclomianem wezgledem zmiennych w,v nie réw-
nym zeru todsamoseiowo.

Dowéd. Niech w,w' bedzie wspélnag para okreséw funkeyj
Fy(2) 1 Fy(z), za§ 21,2s,...,% ukladem wszystkich réznych punktéw,
bedacych biegunami przynajmniej jednej z funkeyj Hi(z), Fy(2)
i lezacyeh w réwnolegloboku o wierzcholkach 0,w, 0+ o’,w’. Niech
k; oraz k{ beda odpowiednio krotnogciami bieguna funkeji F,(2)
oraz funkeji Fy(z) w punkcie z=g¢ i niech k=Max (k,k;). Niech
wreszeie N bedzie liczbg naturalng taka, ze N+3>2(k+k,+...+ k).
Ogoélna postaé wiclomianu V(u,v) dwn zmiennych u,v stopnia N
jest nastepujgea: N
V (24, 0) =€, +2 e uk vl

kyl==0
0L AN
przy czym liczba wyrazéw nie statych po stronie prawej wynosi
S. Saks i A. Zygmund. Funkejo analityezne. 24
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248+, (N4+1)=LN(N+3). Podstawmy do tej réwnosci zamiagt.

% iv odpowiednio F,(z)i Fy(2) iniech G(z):V(Fl(z),Fz(z).). Funkeja
(=) jest eliptyezna, o okresach w,w’, 1 posiadaé moze 1;)1egun¥ wy-
Iacznie w punktach zq,2s,...,2, (oraz przystajacych dolmch). Biegun
funkeji G(z) w punkcie z, ma krotnodé co mnajwyzej ki N. Na to,
aby funkeja G(z) byla holomorficzna w 2;, potrzeba i wystarcza, by

spotezynniki ¢y, gdzie k+1>0, spelialy %N réwnai liniowych -

jednorodnych. Na to wiec, aby funkcja G(z) byla holomorficzna.
we wszystkich punktaeh 2,2,,...,40 — & Wwiec na cate] plaszezyénie
otwarte] — wystarezy, aby wspomniane spdtezynniki spelnialy
N(F1i+%2+...+%) réwnanh liniowych jednorodnych. Ze wzgledu na
okreflenie liczby N, liczba réwnanl jest tu mniejsza niz liczba nie-
wiadomych, ktérych mamy IN(N-3).
wiee rozwigzanie nie zerowe. Funkeja G(z), odpowiadajgea temu
rozwigzaniu, jako eliptyezna i calkowita, jest wige stala, co pro-
wadzi natychmiast do wzoru postaci (10.2).

W szezegblnodei dla Fy(z) =Fi(z) otrzymujemy z tw. 10.1 wniosek
nastepujacy: ’ '

(10.3) Katda funkeja eliptycena F(2) spelnia réwnanie Q"dz'm(:z’/cowe‘

algebraicane pierwszego rzedu postact

W(F(2), F'(2)) =0,
gazie W(u,v) jest wiclomianem wazgledem zmiennych u,v (nie réwnym
zeru tozsamosciowo).

§ 11. Funkcja modulowa J(7). Rozwazmy pare okresow
pierwotnych w,e’ funkeji p(2;0,’), przy czym, jak zawsze, zakla-
damy, ze J(w'/w)>0.

Niech liezby gy,=g,(w,0') oraz g=gy(w,w’) beda niezmien-
nikami, t.j. niech

Y1 o 1
11.1 w, 0’ )=60 ————y  (o(w, 0’ ) =140 ——————)
(11:1) gy )=0¢ ém(mwm)‘*’ gy o) =14 nzz_m(mw”}_%w,)b

gdzie znak ' wskazuje, iz wyrazu odpowiadajacego wskasnikom
m=n=0 nie uwzglednia si¢ przy sumowaniu. W § 5 udowodni-
lismy, ze wyréznik 95—27g2 jest rézny od zera. Dla teorii funkeyj
eliptycznych wazne jest nastepujace zagadnienie: Dane 8¢ dwie
dowolne liczby a i b, spetniajace warunek a3 —327 b2k 0. COzy istnicje
taka para okresbw w,w’, se gy(w,w’)=a, Ga(w, 0" )=0% Rozwigzanie
tego zagadnienia podamy w §13. Opieraé sie ono bedzie na
wiasnosciach pewnej specjalnej funkeji, t.zw. funkeji modu-
towej J(z), ktéra zajmiemy sie obecnie.

Uklad réwnan posiada.
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Wprowadzimy najpierw pewne definicje ogdlne. Funkeje 7
meromorficzng w obszarze @ nazywamy automorficeng wegledem,

- pewnej grupy I przeksztalceri obszary G (p. Wstep, §8, str. 15),

jezeli dla kazdego przeksztalcenia T €T mamy tozsamosciowo
F(T(z)):lf’(z) w obszarze . Jegli np. w==0 jest dowolng liczbg

' zespolong, a @ oznacza caly plaszezyzne lub Pas ograniczony

przez dwie réwnolegle do prostej Ow; to przeksztalcenia postaci
3=2+mw, gdzie m=0, £1,4£2,..., tworza grupe przeksztatcen
obszaru @, zag na to, aby funkeja F meromorficzna w G byla auto-
morfiezna wzgledem tej grupy, konieczne jest i wystarcza, by
funkeja F byla okresowa o okresie w. Podobnie, jezeli w i »' ozna-
czajy liczby zespolone réine od zera o ilorazie nierzeczywistym,
to przeksztalcenia postaci 3=z+4 mo-+no', gdze m i n sa do-
wolnymi Jiezbami calkowitymi, tworzg grupe przeksztalcen pla-
szezyzny otwartej, i na to, aby funkeja meromorficzna F byla
automorficzna wzgledem tej grupy, konieczne jest i wystarcza,
by byla dwuokresowa o okresach o i o’ ’

Jak stwierdzamy natychmiast (por. Rozdaz. I, §14, str. 80-81),
przeksztatcenia homograficzne, ktére moga byé napisane w postaci

_azp
3_ 7/2—-{-—6’
gdzic a,B,y,0 sq liczbami rzeceywistymi catkowitymi, za$ ad—py=1,

(11.2)

tworzg grupe przeksztalcen plaszezyzny domknietej. Grupa ta nosi
nazwe grupy modulowej i odgrywa w teorii funkeyj szezegélnie
wazng role. Dwa punkty, z ktérych jeden mozna przeprowadzié
w drugi przy pomocy jakiegokolwiek przeksztalcenia tej grupy,
nazywaja sie praystajacymi wegledem grupy modutowej. ‘

Kazde preeksztatcenie naleqce do grupy modutowe] przeksztates
potplaseezyzne gdrng Je>0 w siebie. Poniewaz, ze wzgledu na rzeczy-
Wistodé spélezynnikéw przeksztalced (11.2), of rzeczywista prze-
chodzi przy przeksztatceniach tych w siebie, wystarczy okazad,
ze przy przeksztalceniach (11.2) jeden choéby punkt pélplasz-
ezyzny goérnej przechodzi w punkt tej samej pélplaszezyzny;
ot6z podstawiajac np. z=17 w (11.2), znajdujemy istotnie

3= (ad— ) [(y*+ ) >0

Wynika stad zarazem, ze grupa modulowa stanowi grupe
nie tylko przeksztalceh calej plaszezyzny domknietej, ale réwniez
i przeksztaleen pélplaszezyzny goérnej otwartej.

24%
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Funkeja F(z) meromorficzna w pélplaszezyinie gérnej nazywa
gie eliptyceng funkejg modutowa, jezeli jest automorficzna wzgle-
dem grupy modulowej albo przynajmniej wzgledem jakiejkolwiek,
nie redukujacej sie do samego tylko przeksztalcenia tozsamogcio-
wego, podgrupy grupy modulowej (t.zn. rodziny przeksztatcen za-

warte] w grupie modulowej i tworzacej grupe). Zanim podamy .

przykiady funkcyj modulowych, udowodnimy nastepujacy lemmat:
(11.3) Niech w,0’ bedzie parg okreséw pierwotnych jakiejkolwick
funkcji eliptycane], zas w,w' parq okreséw danych preez wzory:
(11.4) w' =aw’+ fo,
gdzie a,B,y,0 sq liccbami cathowitymi. Wiwczas warunkiem koniecz-
nym ¢ wystarczajacym na to, by para w,w' bylta réwnies para okreséw
pierwotnych, jest zwigzek

(11.5) ad—By=-1;

na to zas, aby pray tym liceby J(w'[w) oraz J(w'[w) byly tego samego
znaku, warunkiem koniecenym ¢ dostatecenym jest swiqeek ad— fy=1.

w=yo'+ o,

Dowéd. Polézmy A=ad—pfy. Rozwigzujac uklad (11.4) wzgle-
dem o i o, otrzymujemy:

(11.8) o' = (8w —pw)/4, w=(—yw 4 aw)/A.

Jezeli A=+1, to » i o' 53 sumami calkowitych wielokrotnogei
lieczb w i w'. Kazdy wige okres rozwazanej funkeji eliptyeznej, jako
suma catkowitych wielokrotnogei liczb o i «’, jest sumg catko-
witych wielokrotnodei liczb w,w’. Para okreséw w,w’ jest przeto
pierwotna i wystarezalnod§é warunku (11.5) jest udowodniona.
Przechodzage do dowodu koniecznodci, zaltézmy, ze para w,w’,
okreilona przez wzory (11.4), jest parg pierwotng. Wéwezas 40,
a z (11.6) wynika, ze wszystkie cztery spélezynniki:

a=d/4, b=—p/4, d=a/4
muszg byé liczbami ecalkowitymi. Polézmy D=ad—be. Fatwo
sprawdzié, ze D=(ad—py)/A2=1]A. Poniewas za§ D i 4 sy liczbami
catkowitymi, wieec Ad=-+1.

Dla dowodu drugiej czedci lemmatu zauwazimy, ze jezeli
przyjmiemy o'jo=z i w'/w=¢', to z (11.4) wynika

#'=(az+B)/(yz+9)
i punkt 2’ lezy wtedy i tylko wtedy wraz z & w tej samej polptasz-
czyinie (gérnej lub dolnej), jezeli ad—Py>0, t.j. gdy A=1. Lem-
mat 11.3 jest wiec udowodniony.

0=_7/A7
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Powracajac do niezmiennikéw 921 g5, zauwazymy przede wszyst-
kim, ze sg one funkcjami jednorodnymi okreséw w i o', stopni odpo-
wiednio —4 i —6. Jezeli potozymy - o' lw=1, to gal @, 0")= wgy(1,7),
galw,0")=w8gy(1,7). Wyrbznik Aw,0')=gi—2742 jest wiec funkejg,
jednorodng stopnia —12. Tloraz gis/4 jako funkeja jednorodna stop-
nia 0 zmiennych w,0’ zalezy przeto tylko od ilorazu = o'jw.
Ot6z iloraz g}/4 bedziemy oznaczali przez J(v). Zatem:

g3(1,7) 27¢%(1,7)
11.7 J(1) =" J(r)—1=—72""1""
( ) ( ) A(l,'l'), ) A(],T)
(11.8) Funkeja J(v) jest holomorficzna w potplaszezyénie 9(r)>0
t© automorficana weagledem grupy modulowe], t.q.

(11.9) J(r):J(%Zi———ﬁ) gy 9r>0,

dla. Lazdego wkltadw liczb catkowitych a, B, v, 0, dla kidrych ad—pPy=1.

Dowé6d. Wykazemy przede wszystkim, ze funkeja

oo
= 1

4u(1,7) 60 ;:z_w S

jest holomorficzna dla #7>0. Poniewaz kazdy skladnik tego szeregu
jest holomorfiezny w pélplaszczyznie gbruej, wiee wystarczy dowiesd,
ze szereg jest jednostajnie zbieiny w kazdym pélpasie § okreglonym
przez nierdwnosci —a<Av<a, Jr>=>b, gdzie a i b 83 dowolnymi licz-
bami dodatnimi. Oznaczmy w tym celu przez h mniejsza z dwu
wysokosei rownolegloboku o wierzcholkach 0,1,1+47,7. Jezeli v na-
lezy do 8, to wysokodé b jest ograniczona z dohu przez liczbe >0,
i—jak wynika z rozwazani na str.303 — wartogei bezwzgledne wyra-
z6W szeregu (11.10) nie przekraczaja w S wyrazéw pewnego szeregu
liczbowego zbieznego. Dowodzi to, ze szereg (11.10) jest jednostajnie
zbiezny w S. Zatem gy(1,7) jest istotnie funkeja holomorficzng
W pélplaszezyinie gérnej.

Ten sam wynik otrzymamy dla funkeji gg(1,7). Wynika stad,
ze i A(1,7) jest funkeja holomorficzna w pélplaszezyZnie gérnej,
a poniewaz A(1,7)==0, wiec funkeja J(z) jest w niej réwniez holo-
morficzna,

Dla dowodu pozostale] czefci twierdzenia rozpatrzmy prze-
kyztateenie (11.4), gdzie a, f,7,6 s3 liczbami calkowitymii ad—py=1.
Jezell w, o’ jest parg okreséw pierwotnych funkeji p(z), to i w,w’ jest
jej para okresow pierwotnych, t.zn. ze gdy m in przebiegaja wszyst-
kie wartodci catkowite, zbiér okreséw mw-nw' jest identyczny ze
zbiorem okresdw mo-+ne’. Tym samym, jak to wynika z (1L.1),

(11.10)
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go (@, 0" )= g, (w,w’), ga(w,0)=gs(w,w’)
(stad pochodzi nazwa niezmienniki liezb g, 1 g;). Zatem réwnies
Alw,0")=A(w,w") 1 mozemy napisaé
Blw,0)  giww) (aH—ﬂ)

Ao, 0) dw,w) ° \yr+o]’
poniewaz w'[w=(ar+B)/(yr+3J) ze wzgledu na (11.4). Tw. 11.8
jest wiec udowodnione.

Szezegblnymi przeksztalceniami grupy modulowej sa prze-

J(t)=

ksztalcenia: . ; 0.
7:’=7:—}—1=1 -H—l, r’=—£= vl
0-7--1 : T —l.740
Zatem:
(11.11) J(z+1)=J(z), J(—1[t)=J(z), gdy  Jr>0.

CWICZENIA. 1. Dana jest rodzina R przeksztaleef nalezgeyeh do grupy
modutowej (choé niekoniecznie tworzacych grupe) orvaz funkeja F(2), meromor-
fiezna w poélplaszezyinie J2>0 i taka, ze F(T'(2))=IL'(2), gly Je>>0 i TeR.
Istnieje wéwezas podgrupa € grupy modulowej, zawierajaca W i taka, ze
funkeja F(2) jest automorficzna wzgliedem grupy <.

2. Przeksztalcenia 2= (az+p§)/(yo-0) grupy modutowej, gdzie # 1y sy
podzielne przez liczbe catkowita n, tworzg grupe (a wiec podgrupe grupy mo-
dulowej). W przypadku n=2 otrzymujemy t.zw. podgrupe parzysta grupy mo-
dutowej (liczby a« i ¢ sa wtedy nieparzyste).

3. Niech A(r)=(eg—e,)/(e;—¢,), gdzie liczby ey, ep,e, okrelone sg przez
wzory (4.6). Jezeli " przystaje do r wzgledem grupy modutowej, to A(c) prayj-
muje jedng z 6 wartoéei:

1 1 A7) 1
(*) ;"(T)v ].—~/7.(Z), Zm’ l——l(Z) ’
Zbadaé, kiedy A(z')=A(r).

(Wsk. Jezeli pary w,0’ i w,w’ okreséw pierwotnyeh zwigzane 8y wzorem

(11.4), to tréjki liezb
s’a(%:w)s S"('}f{u’): S"’(%w'}"%wl),
- 16znig si¢ co najwyzej porzadkiem.]

4. Funkeja A(zr) z éw. 3 jest holomorficzna w pélplaszezyZnie or>0, nie
przyjmuje tam nigdzie wartosei 0,1 i jest automorficzna wzgledem podgrupy
parzystej grupy modulowej. (Funkeja A(z) jest obok J (r) najwazniejszy eliptyezng
funkejg modulows.)

5. Niech 2=4(r). Funkeja

2 .

PO=0+1 0=+ (341) (25 41) (2 +1) (1= 341) =

pliw), p(iw’), p(iw+iw)

A1
__GF1D?@—2® 24—
N 21—
jest eliptyezng funkeja modulowa, automorficzng wzgledem grupy modulowej.

(Gdybyémy zamiast F(z) wzieli po prostu iloczyn funkeyj (x) z éw. 3, obrzymali-
bysmy 1.)
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6. Wykazaé, %e funkeja F(r) z éw. 5 spelnia réwnanie
(k) F(r)=27(1—J(z)),
8 wiee ze o
o L (1—24 a3
27 p2(1—a)2

[Wsk. Wyrazié 2 we waorze (sx) przez wielkosei ej,e,e; i zastosowaé
wzory (5.8), (5.10), (11.7).]

§ 12. Dalsze wlasnoS$eci funkeji J(z). Pierwszy ze wzoréw
(11.11) wskazuje, ze funkcja J(z) ma okres 1. Wobec tego (p. §2),
J(r) jest funkejg holomorficzng zmiennej [=e>" w piercieniu
P(0;0,1). Udowodnimy, ze

(12.1) J(7) jako funkeja zmiennej ¢=exp2nit ma w punkecie =0
biegun jednokrotny.

Dow6d. Wyjdziemy w tym celu z rozwiniecia funkeji etg nr
na utamki proste (p. Rozdz. VII, wzér (5.2)):

, 1. w1 1
(12.2) ncbgnrz;—{—z ( ~}~—)

T—Hh N

| &

i skorzystamy z nastepujgcego wzoru, prawdziwego dla dr>0:

7 otg wr=—mi (1-+ 20+ 2024-...),
(por. (2.5)). Zastapmy w tym wzorze mctgnr przez rozwiniecie (12.2)
i zrézniczkujmy otrzymang réwno$é trzykrotnie i pieciokrotnie
wzgledem 7, pamigtajac o tym, ze df/dv=_2xif. Dostaniemy réwnodci:

gdeie (=i

>y
—6> T = 167 882+,

(12.3) me=—co
J— ! L = 84776 2
120 > T = 0400 (€ 32+,

ktore wyzyskamy przy badaniu niezmiennikéw g, i g;. Potrzebne
nam beda w tym celu jeszcze réwnofei:

'l =t 1 2a8
(12.4) > P > e
ktére mozemy otrzymaé np. rézniczkujge réwnosé (12.2) odpo-
wiednio trzy i pieé razy i kladge v=0 (por. takze Rozdz. VII, wzory
(5.4) i (5.6)).
Zastapmy teraz w pierwszej z réwnofei (12.3) T przez nr, a wiec
L praez ¢, gdzie n=1,2,... Poniewaz (m—nr)t=(—m-nr)}, przeto


pem


icm
376 ROZDZIAL VIII. Funkcje eliptyczne.

(=2

oc?" 1 v ?C; 1
92(177)“—"60( 2 %44‘22 2 Z-’;n—“{"n‘t')‘t):
M=—00 n==1 m==—00
4 167* < n 2n
=60 (4-5+-3—21 ("8t +...)).
—

Oznaczmy przez G,({) sume szeregu potegowego C"+8§2“-;____,
stojacego pod znakiem ostatniej sumy. Szereg (4()+ Gy(l)+... jest
zbiezny niemal jednostajnie w kole K=K(0;1) do sumy G({) holo-
morficznej w K. Zatem rozwinigeie funkeji G(Z) na szereg potegowy
otrzymamy przez dodanie formalne szeregéw potegowych okredla-
jacych funkeje Gy(£), Go(0), ... (Rozdz. 1T, tw. 5.9). Stad wynika, ze

go(1,7)=m* (% +320(+...).
Rozumujae podobnie, otrzymujemy:

ﬁoﬁ’l ocw o'ow 1
g3(1,7)=140( 2 ;;;s+221 2 W:Iiﬁf)é) -
=00 n==1 m==--00

278  16a° i

<c"+32:2"+..->)=n6(%fviﬁw )

n=1
Ze wzoréw na gy(1,7) i g5(1,7) wynika, ze
A(L,7)=g3(1,7)—27g2(1,7) = n'2(4096{ +...),
co daje na J(r)=g¢3(1,7)/4(1,7) wyrazenie
8/ 1
£-4+3204+..) / )=l o -0
(548300 +..) (4096 +...) g T ol

Tw. 12.1 jest wieec udowodnione. Wynika zed w szezegolnosed,
76 J(v)—oc0, gdy Jr—>-+oo. Mozemy wobec tego rozszerzyé definicje
funkeji J na punkt oo, przyjmujac J (00) =00,

RozwaZmy dowolng pare liczb w,w’ réinych od zera, o ilo-
razie nierzeczywistym. Jezeli liczby calkowite a,p,y,6 spelniajg
warunek ad—py=1, to pare liczb w,w’ okreflong wzorami (11.4)
na,zyw'a,e bedziemy para réwnowasng parze w,o’. Oczywifcie pary
oy’ 1 w,w' graja w tej definicji role symetryczng. Udowodnimy
lemmat nastepujaey:

(12.5) 1?0 dowolnej pary liceb w, " réénych od zera i o dlorazie nie-
reeczywistym moina dobrad pare réwnowaing w, W' taka, se ‘

(12.6) | =lwl, 'L w| =),
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Dowdd. Rozwazmy zbiér Q punktéw mo+ne', gdzie min i3
dowolnymi liczbami ealkowitymi. Zbior ten mozna tu uwazad za, zbidr
okresow funkeji dwuokresowej p(z). Niech w bedzie dowolnym ele-
mentem zbioru 2 réznym od 0, o najmniejszej wartogei bezwzglednej.
Rozwazmy podzbidr Q, zlozony z wszystkich elementéw zbioru 0,
nielezgeychna prostej 0w, i przyjmijmy zaw’ ten punkt zbioru2,, ktory
ma najmniejszg wartodé bezwzgledna. Zmieniajac ewentualnie znak
przy w' (bo wraz z w' réwniez —w’ nalezy do £2,), mozemy przyjaé,
ze liezby J(w'/w) oraz J(w'jw) sg tego samego znaku. Oczywidcie
mamy |w'|>|w|. Z definicji liczby w’ wynika, ze liczby w'--w nie
lezg na prostej Ow, a wiec speliony jest i drugi z warunkéw
(12.6). Rozumowanie takie jak na str. 342-3 wskazuje, ze para w,w’
jest parg okreséw pierwotnych funkeji p(z), a wiec, na zasadzie
tw. 11.3, jest rownowazna parze o,w’. Lemmat 12.5 jest wiec udo-
wodniony.

Niech G oznacza zbiér tych wszystkich punktéw z pol-
plaszezyzny gérnej, dla ktoérych:

—§<<ATL0,  hi>1 lub 0<dr<<d, [l>1.

Punkt co réwniez zaliczamy do @, Zatem @, jest tréjkatem
krzywoliniowym, ograniczonym przez dwie péiproste réwnolegle do
osi urojonej i przez tuk okregu C(0;1) (p. rysunek na str. 378).
Z punktéw brzegowych zaliczamy jednak do @, tylko bok Aco oraz
ik AB, natomiast wylaczamy bok A’co oraz wnetrze luku 4’'B.
Zbiér @, nazywaé bedziemy obszarem podstawowym, za$ punkty
A, B i oo wiergcholkami obszaru podstawowego.

(12.7) Dia kazdego punkiu v pdtplaszczyzny gornej istnieje punlkt
praystajaey dovi wegledem grupy modutowej i ledqey w obszarze podsta-
WOUWYMm.

Dowdd. Rozwazmy pare liczb 1,z. W mysl lemmatu 12.5
znajdziemy pare réwnowazng w,w’, spelniajgeg warunki (12.6).
Mamy wiee w'=ar+ f, w=yr+ 4§, gdzie liezby «a,f,y,d sa catkowite
i ad—py=1. Jezeli polozymy w'fw=r* to v*=(az+f)/(yr+0), zad
z (12.6) wynika, ze [¢*|>1 1 [t*+1|>1". Zatem 7* lezy badz w Gy,
bhadZz na boku A’co, hgdZz wreszcie jest punktem wewnetrznym
luku 4'B. W pierwszym przypadku lemmat jest udowodniony.
Mozemy wiec przyjaé, ze zachodzi jeden z dwu pozostatych przy-
padkéw.
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Ot6z bok Aoco otrzymuje sie z boku A’co przez przeksztalce-
nie 7'=7—1. Podobnie luk AB otrzymujemy z luku A'B przez
przeksztatcenie v'=—1/r. Oba te przeksztalcenia naleza do grupy
modulowej. Stosujage odpowiednio jedno z nich do punktu %
otrzymamy punkt przystajacy do v wagledem grupy modulowej
ilezacy w G,
7 tw. 11.8112.7 wynika, ze aby zbadad, jakie wartosei funkeja
J(7) przyjmuje dla Jr>0, wystarczy sie ograniczyé do obszaru
podstawowego.
(12.8)
(12.9) J(7)=¢,
gdeie ¢ jest dowolng liczby (skotiezomg lub nieskoticzona), posiada
w obszarze podstawowym G, dokladnie jedno rozwiqeanie.

Dow6d. Poniewaz J(t)=c0 w wierzcholkuy,
co obszaru podstawowego G (por. str. 376),
twierdzenie jest prawdziwe dla e¢=co. Moze-
my wiee zalozyé, ze ¢ jest liezbg skolezong.

Niech s bedzie liczbg dodatnig tak duzy, ze
I (7)|>e| dla Jr>=s. Jezeli wiee przez H, ozna-
ezymy te czedé zbioru G, gdzie Jr<s, to wszy-
stkie ewentualne pierwiastki réwnania (12.9)
\ nalezgce do @, beda musialy lezeé w H,.
- Oznaczmy punkty —L-Fis oraz L4is
odpowiednio przez D oraz D', za§ przez Iy
krzywgy zamknieta ABA'D'DA, ograniczajgca
zbiér H, (p.rysunek).

Réwnanie

T o

1° Rozpatrzmy najpierw przypadek, gdy réwnanie (12.9) nie
ma pierwiastkéw na I3, Na zasadzie tw. 7.5 i 5.4, Rozdz.1V, pomno-
zona przez 2z liczba N pierwiastkéw tego réwnania wewnatrz Iy
(liczae kazdy pierwiastek tyle razy, ile wynosi jego krotnogé)
réwna jest prayrostowi argumentu funkeji J(v)—e¢ wzdluz krzy-
wej I'i. Przyrost ten jest réwny sumie przyrostéw wzdluz tukéw
DA, AB, BA', A'D', D'D. Ale ze wzgledu na zwigzek J (v+41)=J(7)
przyrosty wzdluz odeinkéw DA i D'A’ sg réwne, t.zn. ze suma
przyrostéw argumentéw wzdluz odcinkéw DA i A'D’ jest réwna
zeru. Podobnie, ze wzgledu na zwigzek J(—1[r)=J(zr) suma przy-
rostéw argumentéw wzdluz tukéw AB i BA' jest réowna zeru.
Zatem 2nN jest réwne przyrostowi arg {J(x)—e¢} wzdluz odeinka
D'D=[}+1s, —+is].
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Ale gdy punkt = przebiega ten odeinek, punkt 7= etair pPrzebiega
okrag Os=C(0; %) zorientowany ujemnie. Ze wzgledu na tw. 7.5 i 5.4,
Rozdz. IV, 27N jest wige réwne pomnozonej praez 2 réznicy miedzy
liczba biegundéw a liczbg pierwiastkéw wyrazenia J (r) —¢, uwazanego

- za funkeje zmiennej £, wewnatrz okregu . Z definicji odecinka DD’

wynika, ze J(v)—e¢ nie ma weale pierwiastkéw wewnatrz Cs, pod-
czas gdy na mocy tw.12.1 ma wewnatrz ¢, dokladnie jeden biegun,
mianowicie biegun jednokrotny w puunkeie ¢=0. Stad wynika, Ze
N=1, i twierdzenie jest udowodnione w rozwazanym przypadku
szezegblnym.,

2° Rozpatrzmy drugi z kolei praypadek szezegdluyg, gdy réw-
nanie (12.9) ma pierwiastki réwniez na krzywej I', ale w punktach
réznych od A ovaz B (a wiee i od A4’), mianowicie w punktach
Aylayeey Ay lozgoyeh  wewngtrz odeinka AD oraz w punktach
fhyy fg ey ity WOWNGETZ Tuku AB  (oczywifcie moze byé k=0 lub
I=0. Nurysunku (str. 378) przyjelismy dla prostoty k=1=1). Wobec
tego réwnanie (12.9) bedzie mialo réwniez pierwiastki w punktach
Ay Ay ooy 1135 fhyy - 0dpowiednio symetrycznych do poprzednich wzgle-
dem osi urojonej. Niech liczba #, dodatnia i mniejsza od 1, bedzie
tak mala, by wszystkie kota K,=K(1,;4) oraz ff,,—_—K(Mq;n) byty
rozlgezne i -nie zawieraly punktéw D,4,B ani zadnych innych
pierwiastk6w rownania (12.9) po za $rodkami 2, oraz . Niech
przeksztatcenie v'=v-1 przeprowadza kola K, na kola K,, zad
przeksztatcenie ¢'==—I1/7 kola I?,, na kola 1%[} ($rodek kola IE, nie
mugi przechodzié na drodek kola ﬁ;). Rozwazmy zbiér

Hy=H+ Y KA+ K~ E—Y K.
r 8 r 8

Oznaczmy przez [, krzywa, bedaca brzegiem zbioru H,,
zorientowang dodatnio. Na krzywej I, réwnanie (12.9) nie posiada
pierwiastkow, zas§ wewnatrz [, liczba N tych pierwiastkow jest
taka sama jak w G,. Zatem 2xN bedzie réwne przyrostowi
arg {J(v) —e) wzdluz I',. Przyrosty argumentéw na tukach krzywej Iy,
odpowiadajacych sobie ze wzgledu na przeksztatcenia v'=741
lub #'=—1/7, $3 véwne i —rozumujac jak poprzednio —znajdziemy,
Ze 2zN jest réwne przyrostowi arg {J(r)—c} wzdluz odeinka D'D.
Daje to znoéw N=1.

3% Pozosgtaje jeszeze rozwazyé przypadek, gdy réwnanie (12.9)
ma pierwiastki w wierzcholkach 4 lub B. Punkty te maja odpo-
wiednio spolvzedne p=¢*8 oraz ¢. Zauwazmy teraz, ze ze wzgledu
na tozsamosé m—in=—i(n--im) mamy:
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o~ o 1 1
1 X -y 1 Y S .
75 80 =2 msap=— 2 wrmpe  Tmd
n,n==—co m,1==—09

Zatem g4(1,7)=0. Podobnie, jezeli uwzglednimy, ze ¢*=1 i ze
0*+ 0-+1=0, otrzymamy :

plo_ y' 1 1o 11N 1
60 2 (m—+on)t o 2 (meP+n)* o 200[(?%—7!,)%—%@]“’

m,n=—g0 m,n==—00 m, n==—

Gdy uklad m,n przebiega wszystkie mozliwe pary liczb cat-
kowitych z wyjatkiem pary 0,0, to samo czyni uklad m—n,m.
Zatem ostatnie wyrazenie wynosi g,(1,0)/60¢, co daje g,(1,0)=0.
Zestawiajac otrzymane réwnofci i biorge pod uwage wzory (11.7),
mozemy zatem napisadé '

(1210)  go(L,0)=0, go(L)=0, J(g)=0, J(i)=1.

Pozostaly wiec jedynie przypadki e=1 oraz ¢=0. Przy rozwa-
zaniu tych przypadkéw skorzystamy z nastepujacej prostej uwagi.
Niech F(r) bedzie funkeja holomorficzng w kole K =K (7y; R)
o pierwiastku m-krotnym w $rodku tego kola. Niech L, oznacza
dowolny luk okregu OC(zy;e), a I. miare katows luku L, gdzie
e<<B. Jezeli dla ¢—0 mamy l.—a, to przyrost argumentu fun-
keji F(z) wzdhuz tuku L, zmierza do ma. Dla dowodu Zauwazmy,
ze gdy up. 7p=0, to F(v)=7" G(7), gdzie G(v) jest funkeja holo-
morficzng w K, przy czym G(0)%=0. Przy e—>0 przyrost arg G (r)
wzdluz luku L. dazy do zera, za$ przyrost argrm wynosi ml,
i dazy do ma.

Przypusémy teraz, ze ¢=1. Do pierwiastkéw Ay Ay ooy flgy floy ooy
rozwazanych w przypadku 29, dochodzi teraz jeszcze pierwiastek ¢
réwnania J(z)—1=0. Niech m bedzie krotnodcig tego pierwiastka.
Niech Hy=H,—XK(i;¢), gdzie H, jest zbiorem rozwazanym w przy-
padku 2° (przy ¢=1), za$ ¢ jest dostatecznie male. Niech wreszeie I,
oznacza ten luk okregu C(i;e), ktéry lezy w domknigeiu zbioru H,,
za8§ N liczbe pierwiastkéw réwnania J (r)—1 w Hj; Rozumujge
jak poprzednio, znajdziemy, ze 27N jest réwne sumie przyrostow
arg{J (r)—1} wzdhuz odeinka D'D oraz wzdhiz huku —L.. Gdy >0,
to stosujgc wspomniang wyzej wlasnosé przyrostu, znajdziemy, ze
N=1-—}m. Liczba m jest calkowita i dodatnia, za$ liczba N calko-
wita i nieujemna. Stad wynika, ze m=2 i N=0. Innymi stowy,
réwnanie J (1) ~1=0 ma w G, dokladnie jeden pierwiastek (dwu-
krotny) w punkeie r=1,
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Podobnie rozstrzygamy przypadek réwnania J (r)=0, rozwa-
zajac Drzyrost argd(r) wzdluz zorientowanego dodatnio brzegu
zbioru

Hy—K (7155 6) —K (7% ¢),

gdzie e—0. Poniewaz Iuki AB i AD tworzag w punkcie g= e
kat =/3, znajdziemy, ze réwnanie J (7)=0 posiada w obszarze podsta-
wowym @, dokladnie jeden pierwiastek (trzykrotny), mianowicie

-r=y90. Tw. 12.8 jest wiec catkowicie udowodnione.

Niech @ i Gy oznaczaja odpowiednio czefci obszaru pod-
stawowego G, gdzie Hr<<0 oraz dHv>0. Uzupelniajac tw. 12.8,
wykazemy, ze

(12.11) Funkecja w=dJ (v) praeksztalea zbidr Gy jedno-jednoznacenie
na pdtplaseezyene Jw=0, zaé domknigcic 2bioru Gy jedno-jedno-
znacenie ne pdlptaszceyene Jw<o0.

Dowéd. Wykazemy przede wszystkim, ze J(z) przyjmuje
w punktach polozonych symetrycznie wzgledem osi urojonej war-
tosei sprzezone, t.j. ze J(—7)=dJ (v). Istotnie,

o1 o1
—T )= —_— —_— =g, (1,1).
g(1,—7)=60 >, Pieriall 2> e 05

m,n==—co m,n==—00

Zatem ¢,(1,—7)=g,(1,7) i podobnie gs(l,—7)=g¢,s(1,7). Stad
otrzymujemy J (—7)=J (v). Z réwnosci tej wynika, ze J(r) prayj-
muje wartodci rzeczywiste na osi urojonej. Jezeli punkt v znaj-
duje sie na brzegu obszaru podstawowego G, to ze wzgledu na
wzory (11.11) mamy J(—7)=J(z). Z tej oraz poprzedniej réwnosci
wynika, ze J(v) jest rzeczywiste. Zatem funkecja J(v) preyjmuje
wartoses reecrywiste ma brzegach zbioréw Gy i Gg. :

Gdy punkt v przebiega brzeg obszaru Gj, a mianowicie pél-
prosta [oo,p], luk [p,7] kola C(0;1) oraz pélprosty [i,occ], punkt
w=d (v) przebiega of rzeczywista od —co poprzez punkty 0 i1 do
punktu + oco. :

Ze wzgledu na cigglodé funkeji J(r) oraz na tw.12.8 funkcja ta
przyjmuje kazdg wartodé rzeczywista w na brzegu zbioru Gq dokladn%e
w jednym punkeie. Stad wynika, ze wewnatrz Gy funkeja J(7) me‘
przyjmuje warto§ei rzeczywistych. Okazemy, ze wewngtrs Go czedé
wrojona funkeji J () jest badé stale dodainia, badé stale ujemna. Gd.yby
bowiem wewngtrz @6 istnialy dwa punkty, gdzie czes¢é urojona
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funkeji J ma znaki rézne, to w pewnym punkcie luku lgczgcego te
dwa punkty wewnatrz ¢ funkcja J(z) bylaby rzeczywista, co jest
niemozliwe. Stosujac twierdzenie o zachowaniu katéw (Rozdz. I,
tw. 15.8), widzimy latwo, ze dla v nalezgcego do wnetrza G¢ mamy
JJ (r)>0. Zatem funkecja w=dJ (r) przeksztalea jedno-jednoznacznie
zbiér Gy na pélplaszezyzne domknieta Jw>0. Stad i z réwnogei
J (—7)=4J (7) wynika, ze funkcja ta przeksztalca jedno-jednoznacznie
domkniecie zbioru Gy na péiplaszezyzne Jw<<0.

Niech T, T,,T,,... bedzie ciggiem wszystkich przeksztalcen
grupy modulowej, przy czym 7'y niech oznacza przeksztalcenie toz-
samosciowe. Niech ¢,=T,(6,) dla k=0,1,... Punkty zbioru Gy, na
ktére przeksztalcenie T); przeprowadza wierzcholki zbioru @), be-
dziemy nazywaé wierzchothami zbioru G. Zbiory @G, sg tréjkgtami
krzywoliniowywi lezgeymi w pélplaszezyZnie Jr>0 (nicktore wierz-
cholki mogy leze¢ na osi rzeczy wistej), przy czym w mysl tw. 12.8
funkeja J () przyjmuje w &, kazda wartodé dokladnie w jednym
punkcie. Z tw. 12.7 wynika, ze 2bidr G+ Gy-+... pokrywa ealq POt
plaszezyeng Jv>0. Obecnie wykazemy, ze

(12.12) Dwa rdéne zbiory Gy i G mogq mieé jako punkt wspolny co
‘najwyiej jeden wierzcholek.

Udowodnimy pizede wszystkim lemmat nastepujgcy:

(12.13) W obszarze podstawowym @, istniejq doktadnie trzy punkty,
kidre mogq byé przeprowadzone preez pewne preeksztatcenia nie tos-
samosciowe grupy modutowej na punkty naledqce do Gy Sa to wierzchotlks
00, 0,1, Pr2y ceym kasdy =nich mose byé praeprowadzony tylko w siebie.

Dowdd. Przypusémy, ze 7i v’ s dwoma punktami obszaru @,
1 ze przeksztalcenie 7' =(av+p)[(yr+8), gdzie a, B, 7,6 s liczbami
catkowitymi spetiajacymi warunek ad—py=1, nie jest tozsamogciowe.
Jezeli jeden z punktéw 7,7’ lezy w nieskonezonoscei, to to samo mozna
powiedzieé i o drugim, gdyz przeksztalcenia grupy modutowej badz
zachowujg punks oo, bads tez przeprowadzaja go na punkt skoriczony
osi rzeczywistej (a wiec, nie nalezacy do @p). Mozemy wiec sie
ograniczyé do przypadku, gdy 7 i 7' 83 liczbami skoniezonymi.
Mozemy przyjaé, ze dJv'>dr. Prosty rachunek wykazuje, ze
Iv'=It/lyr+ 8], a wiec ze

ot oF =" [+ 2804 2 1.

Przypudémy najpierw, ze Y0 1 00, Jozeli wige jest
Spelniona przynajmuiej jedna z nieréwnogci lef>1, |ar|<t,
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to liczba |yr4-0f° przekracza y?‘—l'yd]—{-éz:(fﬂ_—|5[)2.Hy5| >1, co
jest niemozliwe. Jezeli za§ mamy jednoczegnie =1 i|&r|=1, to
musi byé v=p=c*B. Oty yo+ ol =(5—p) >4 ys i, aby to ostatnie
wyrazenie bylto nie wicksze od 1, musi byé O=y=+1, skad wynika,
ze 7 =a—1/(v+1). Skoro wiec =9 1 7e@), to musi by a==0,
a wowezas T'= g.

Przypusémy z kolei, ze y=0lub 6=0. Zwigzek miedzy Tat’ moze
by¢ wéwezas napisany odpowiednio w postaciach T'=T4+py, v =0,—1/r,
gdzie py=+ B, y=--a. W pierwszym przypadku wierzcholek co jest
jedynym punktem zhioru @y, ktéry po przeksztalceniu bedzie na-
lezal do Gy, przy czym punkt ten przechodzi na siebie. W drugim
przypadku jedynie wierzcholki 4,0 beda posiadaly analogiczna wia-
snodé, i to tylko wtedy gdy odpowiednio 0=0 oraz o=-—1.
Lemmat 12.13 jest wige udowodniony.

Przechodzge do dowodu tw. 12.12, przypudémy, ze 7, jest
punktem wspélnym zbioréw Gy i G, gdzie k==1. Niech =T " (z,)
i7y=1T,"(z,). Punkty 7 i 7, nalezs do Gy, przy czym Ty=T (1),
gdzie =17 T Ty. Zatem 7,=r, i punkt ten jest wierzcholkiem
zbioru @,. Stad wynika, e 7, jest wierzchotkiem kazdego ze zbiordéw
Gr 1 Gy 1 tw. 12.12 jest dowiedzione. '

Na rysunku podane jest
rozmieszezenie pewnej liczby
trojkatéw Gy, Zakreskowane sg
te czedel trojkatdw, gdzie czesd
urojona funkeji J(z) jest do-
datnia.

CWICZENIA. 1. W dowolnym otoczeniu kazdego punktu r, osi rzeczy-
wistej zawiera sie nieskonczenie wiele zbioréw G,

[Wsk. Wystaresy rozwazyé praypadek, gdy ry=afy, gdzie e i y sa liczbami
catkowitymiwzglednie pierwszymi. Jak wiadomo, mosna wtedy znalesé liczby cal-
kowite ¢ i & takie, e ad—@y=1. Niech T(r)=(ez+p4)/(yr+ ) i niech I', oznacza
zbiér G, przesuniety réwnolegle o u. Rozwazyé zbiory T,).]

2. Kazdy zbiér domkuiety i ograniczony, zawarty w pélplaszezysnie J:>>0,
pokryty jest przez skoficzony liczbe zbioréw Gn.

3. Polplaszezyzna Jr>0 jest dla funkeji J(r) obszarem naturalnym (por.
Rozdz. VI, §4).

+o Fankeju J(r) dazy do oo, gdy 70 pozostajac w kacle e< Argr<<a—e,
jakickolwick byloby &0,
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5. Funkeja odwrotna J ! wzgledem funkeji modulowej J jest funkejy ana.-
lityezna nieskoficzenie wartodciowa o jedynych punktach krytycznych w pun.
ktach 0, 1, co (Rozdz. VI, § 11); wszystkie jej wartoéei naleza do pdiplaszezyzny
#>0. Jezeli F(z) jest funkeja calkowity mie przyjmujacag wartodei O ami 1,
wéwezas kazda z funkeyj J1F (por. Rozdz. VI, §§5, 9) redukuje sie do stalej.
Wyprowadzié stad ,male twierdzenie Picarda® (Rozdz. VIIL, tw. 12.1).

[Wsk. Por. tw. 12.8 oraz Rozdz. VI, tw.11.1. Na moey twierdzenia o mo-
nodromii (Rozdz. VI, tw. 6.3) funkcja JR jest jednowartociowa, a wiee
holomorficzna; zastosowaé twierdzenie z éw. 6, Rozdz. II, §5.]

6. Poza wilasnodeciami wymienionymi w éw. 5 funkeja J —1 posiada jeszeze
wlasnosé nastepujaca: jezeli P jest zbiorem domknigtym i ograniczonym, za-
warbym w pélplaszezyznie 970, to zbiér tych punktéw plaszezyzny, w ktérych
tunkeja J ! przyjmuje przynajmniej jedna wartosé reP, jest tez ograniczony.

[Wsk. Por, éw. 2.]

7. Opierajac sie na whsnodeiach funkeji J~!, udowodni¢ tw. Montela:
Jezeli {Fp(2)} jest ciagiem funkeyj holomorfieznych w obszarze ¢ i zadna z funkeyj
tego ciggu nie przyjmuje w @ wartoSei 0 ani 1, wéwezas cigg {Fx(2)} jost nor-
malny (Rozdz. VII, tw.13.12; twierdzenie to zawiera ,wiclkie twierdzenie
Picarda”).

[Wsk. Moina przyjaé, ze G jest kotem, i wystarczy pokazad, e cing {F,(2)}
zawiera podeiag niemal jednostajnie zbieiny w G lub niemal jednostajnie roz-
biezny w & do co. Przypuéémy, ze tak nie jest. Istnieje wtedy w @ ciag
punktéw {2}, taki, ze 2,—>2,ef, Fkn(z")—wo, gdzie &k —>co, 6,40,1,00. Niech
J(z)=cy; Wwéwezas 7% o, J7,>0 (p. tw. 12.8). Ustalmy teraz dla kazdego u
jedng z funkeyj J7'F,, (Rozds. VI, § 5, 9), ozuaczajac ja przez ®,. Na za-
sadzie twierdzenia o monodromii dla kola (Rozdz. VI, tw.6.2) funkeje @, sa
holomortficzne w @, przy ezym moga byé tak dobrane, ze @, (2,) =7, Wreazcie
z ciggu {@,} (por. Rozdz.III, tw.1l.4) mozna wybraé¢ podeiag {(I'"’} nie-
mal jednostajnie zbieiny w G do pewnej funkeji @. Jezeli funkeja @ nie jost
stala, wowezas obszar (@) zawiera sie wraz z obszarami @, (&) (por. Rozdz. 11T,
tw. 11.2) w pélplaszeayinie otwartej J2>>0, 74 co. Jezeli natomiast & jest staty,
wiwezas O(6G) redukuje sie do punktu rozlilllrn @, (2,). W obydwu wiee przypad-
kach, oznaczajac przez K dowolne koto domkniete zawarte w @, stwierdzamy, ze
O(K) jest pewnym zbiorem domknigtym i ograniczonym w péliplagzezyznie Jr>0.
Tym samym, wszystkie zbiory di,,j(K), poczgwszy od pewnego §, zawieraja sie
W pewnym zhiorze P domknigtym i ograniczonym, zawartym w pélplaszezyinie
dr>0. Funkeje Fkn (2) sa wigc wspélnie ograniczone na K (p. éw. 6), a przeto

tworza ciag normalny. Sprzecanodé!]

§13. Rozwiazanie ukladu réwnan ¢, (o, 0’)=a, ¥3(w, 0")=D.
Z tw. 12.8 wynika pozytywne rozwigzanie zagadnienia sformulo-
wanego na poczatku § 11, a mianowicie:

(13.1) Jezeli a,b sq dowolnymi liczbami skotezonymi, spelniajgeymi
warunelk a®—27024=0, to 2awsze tstnieje para okreséw w,w’ o ilo-
raze nmierzeczywistym, taka se

(13.2) 92w, 0')=a, Ja(w,0')=b.
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Przypudémy najpierw, ze as=0 oraz b==0. Jezeli 89 spehlione
réwnania (13.2), to mamy:

(13.3) gy (@, ") _ ad g2(0,07) @
o Bw,0)—27g%(w,0") ~ BF—278"  giww) B

odwrotnie, jezeli wyrazenia g,i g, spelniaja réwnania (13.3), to za-

chodzg tez réwnodei (13.2). Uklady (13.2) i (13.3) sa wiee ré6wno-
wazne. Kladae o'/w=7, piszemy pierwsze z réwnanh (13.3) w postaeci
J(v)=a%[(a®—27b%. Na mocy tw. 12.8 réwnanie to zawsze posiada
rozwigzanie w pélplaszezyinie gérnej. Gdy znamy juz 7, drugie
z réwnan (13.3), ktére moze byé napisane w postaci

@?gy(1,7)[g5(1,7)=a/d,

daje nam o, a wige i o'=ar.

Przypudény z kolei, ze np. a=0. Uklad réwnan (13.2) jest
whedy réwnowazny ukladowi gi/(g8—27¢2)=0, g,=5, albo— co na
jedno wychodzi — ukladowi J(7)=0, o=S,(1,7)=5b. Na zasadzie
trzeciej z réwnofei (12.10) mozemy wiec przyjaé v=p i z réwnania
w8, (1,0)=b wyznaczyé o. Podobnie rozwazamy przypadek gdy
b=0. Tw. 13.1 jest wiec calkowicie udowodnionel).

CWICZENIE. 1. Dane sg trzy réine liczby ey, €q,€,, speniajace warunek

pllo;o,0) =g, pio’;0,0)=ey plo+i00,0) =g

§ 14. Calki eliptyczne. W § niniejszym oznaczaé bedziemy
przez @ zmienng zespolong. Niech P(z) bedzie dowolnym wielo-
mianem bez pierwiastkéw wielokrotnych. Rozwazmy réwnanie

(14.1) 2=P(x).

Réwnanie to okredla y jako funkeje dwuwartodciows zmien-
nej x. Jezeli kolo K=K(x,;7) o §rodku w skofczonosci nie zawiera
zadnego pierwiastka wielomianu P, to w K istnieja dwie galezie
holomorticzne funkeji y, réznigce sie od siebie znakiem. Ustalajac
wartogd V—P-(m_) w jednym z punktéw kota K, wybieramy tym sa-
mym okredlong galaz funkeji y. Galaz ta przediuza si¢ wzdiuz kaz-
dej krzywej, jaka wychodzi z #,1 nie przechodzi przez punkt co
ani pracs zaden z pierwiastkéw wielomianu P.

Y Powysszy dow6d rozwinzalnosei ukladu gy,=a, g;=b podany zOst?,I
przez lorwitza. Por. Hurwitz-Courant, TFunltionentheorie, Wyd. II, Berlin
1930, p. 227.

25

8. Suks 1AL Zygmund, Funkejo analityezno.
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Catkq eliptycenq oznaczong nazywa si¢ kazda catka krzywo-
liniowa postaci

(14.2)

[ Wia,y) da,
Ly, xy)

gdzie W(z,y) jest funkcja wymiernsy dwu zmiennych, y funkejg
zmiennej z, okreslong przez réwnanie (14.1), w ktérym P(x)
jest wielomianem stopnia 3 lub 4 bez pierwiastkow wielokrotnych,
wreszcie L(zg,a;) krzywsy regularng o poezatku #, i korcu oy, nie
przechodzacy przez zaden z pierwiastkéw fankeji P(w). Zakladamy
przy tym, ze funkcja podeatkowa W(w,y) nie redukuje sie do fun-
keji wymiernej samego # ani tez nie przyjmuje wartosei co na I.

(Warunki dotyczace krzywej IL{wp,,) oraz wartogei pPrzyjmo-
wanych przez W(z,y) wzdiuz L nie sgkonieczne i mogg byé w pe-
wnych przypadkach pominigte. Mieliby$my wtedy do czynienia
z catlcami eliptycznymi niewladciwymi. Nie bedziemy ich jednak
rozwazaé, by nie wprowadzaé nieistotnych trudnosci.)

Oczywiscie calka (14.2) staje si¢ okreflong dopiero wtedy, gdy
ustalimy warto§é funkeji y w pewnym punkecie krzywej catkowania,
np. w punkcie . Wéwezas wartodci y s3 wyznaczone wadtuz calej
krzywej L(zg,,).

Jezeli ustalimy punkt z,, a zmieniaé bedziemy punkt o=z,
to catka (14.2) zalezeé bedzie od 2 oraz od krzywej L. Calke taksg,
do ktérej dodamy jeszeze staly dowolna, nazywad bedziemy calkq
eliptyczng nieoznaczong. Bedziemy ja pisali w postaci

(14.3) [W(w,y) dw.

Ze wzgledu naréwnanie (14.1) mamy W(z,y) =(4+By)/(C+Dy),
gdzie 4,B, C,D s wielomianami wzgledem z. Mnozgc licznik i mia-
nownik przez O—Dy, widzimy, ze W(z,y)=R(z)+S(x)y, gdze
R=(AC—BDP)/((*—D*P) i S8=(BO—AD)[(C>—D?*P) 55 funkecjami
wymiernymi zmiennej z.

Wykazemy teraz, ze przy rozwazaniu catek eliptycznych mozna
sie ograniczyé do przypadku, gdy P jest wielomianem stopnia 3-go
1 to dosé specjalnej postaci. Przypusémy bowiem, ze

P(z)= aya*~+ a, 23+ a,0?+ s+,

gdzie a,=0, i niech & bedzie pierwiastkiem wielomianu P (x).
Podstawmy s=3-11/¢, Wowczas P(w)=0Q(£)/&, przy czym Q(&)
jest wielomianem stopnia 3-ego, bez pierwiastkow wiclokrotnych.
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Calka (14.3) przyjmuje postaé / W.(&n) dg, gdzie 2= Q(£)-
Mozemy oczywidcie zatozyé, ze Q(§)=453+b152+b2£+bs. Zrébmy
jeszeze jedng zamiane zmiennych, podstawiajge &= &1—15by. Wielo-
mian Q(£) przejdzie na wielomian stopnia 3-ego, nie zawierajacy
wyrazu kwadratowego. Innymi stowy, mozemy ograniczyé sie do
rozwazania calek eliptycznych (14.3), w ktérych Yy jest funkeja
okredlong przez réwnanie

(14.4) YP=42P— gx—g,.

Funkeja y ma 4 punkty krytyczne, a mianowicie trzy pier-
wiastki prawej strony réwnania (14.4) oraz punkt ‘oo, Spétezynniki
92 1 g5 sa tu pewnymi statymi, za§ wielomian 40P —g,2—g, nie
posiada pierwiastkéw wielokrotnych.

Ten ostatni warunek Wyraza, ze g§-27 ga==0. Na zasadzie tw. 13.1
mozemy wiee liczby ¢, i g, uwazad za niezmienniki Folw,0") 1 gy, »")
pewnej pary okreséw w,w’ o ilorazie nierzeczywist

(14.5) Jeseli J27= 0o @, @'}, gz=gs(w, w') oraz Pu)=p(u;0,0’), to kasdej
parze liczb @,y, spelniajgeej réwnanie (14.4), odpowiada w kazdym
réwnolegtoboku okresowosei R fumkeji p(u) doktadmie jeden punkt
taki, de @=p() oraz y=p'(ii).

Dowéd. Réwnoleglobok R zawiera napewno jeden, a co naj-
wyzej dwa punkty « takie, ze p(u)=2 (p. tw. 3.8). Oznaczmy je
przez uy i uy, Przyjmujac u,=u,, jezeli istnieje jeden tylko punkt u,
spelniajacy to réwnanie. Mamy u,=—u, a wiec 0 () =—p" (u)
(réwniez wtedy, gdy U= Uy, PONIEWAZ WOWCZAS (0’ (%y)=p'(%y)=0).
Z drugiej strony (por. (5.6))

[ (wa) = 4[p(wn) T — ga o () — go=4® — gt —go=1%,

gdzie k=1,2. Wynika stad, ze Y=p'(uz) dla jednej z wartodci
k=1,2. Oznaczajac odpowiedni punkt w, przez #, mamy r=p(%),
Yy=p'(%).
(14.6) Niech gy=g,(w,w") oraz gs=gs(w, w’) i niech z=u(t), gdeie a<t<<b,
bedzie kreywa regularng mie preechodeqcq preez éaden z pierwiastkéw
prawej strony réwnania (14.4). Niech dalej y=y(t) bedeie funkcjq
clagle w [a,b], zwiqeang z x=n(t) réwnaniem (14.4).

Istnieje wowcezas kraywa regularne w=u(t), gdzie a<t<b, taka ée:

(14.7) @(t) =p(u(t)), Y(E)=p'(u(t)) dla  a<t<b.

25*
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Dowéd. Niech a<ty<<b, @#,=u(ly) i :q0=g/(t0?. Whwezag
yi=4a3—g,m—g,==0 i na mocy lemmatu 14.5 is.tn,ief](.a punkt e,
taki, ze (uy)=a, P'(U)=1=%0. Tym samym (Rozdz. 11T, tw. 12.4)
funkeja @(u) jest jednoznacznie odwracalna w otoczeniu pun-
ktu u, i odwrécenie jej przeksztalea tuk krzywej s=2() w pewnym
dostatecznie malym przedziale [ty—h,t)4-A] na pewien luk regu-
larny w=wu(t) w tym samym przedziale (jezeli {y==¢ lub f;=b roz-
wazamy oczywiScie tylko przedzial [f,,%,-+h] lub [t,—h,t,]).
Dla t,—h <t <t+h bedziemy zatem mieli @P(u())=x() oraz
[P/ (@) P=[y®)T, a ze p'(u)=y, oraz y()=0, wige dokladnie
o' (u(1) =y(1). -

Stosujac teraz np. twierdzenie Borela-Lebesgue’a, (Wstep,
tw. 6.4), mozemy rozbié przedzial [a,b] na skoriczong ilogé pod-
przedzial6w [41,ta], [, bl -y [En1,ta], gdzie a=ty, b=1,, W ten SpPOosOD,
ze okredlié wnich mozna odpowiedrio krzywe regularne (), dane praez
réwnania w=wut), spelniajace warunki p(u.(t))=m(t), 0 (ur(B)) =y (1)
dla £, <t<tp+1, gdzie k=1,2,...,n—1. Z uwagi na okresowodd fun-
keyj p 1 o' przyjaé mozemy przy tym, ze dla k=2,3,...,n—1
poczatek krzywej Oy i koniec krzywej Oh—; nalezg do tego samego
réwnolegtoboku okresowosei. Woéwezas z uwagi na lemmat 14.5
poczatek krzywej €, pokrywa sie z koncem krzywej Onr—y. Mo-
zemy wiec okredlié funkeje w(t) w [a,b], przyjmujgc w(8)=ux(t)
dla <y, k=1,2,...,m—1. Funkeja u(t) spelnia warunki (14.7).

Oznaczmy przez L il odpowiednio krzywe z=u(t) i w=1(t),
wystepujace w tw. 14.6, i zalézmy, ze funkcja W(z,y) jest skon-
czona wzdluz L. Mamy wéwezas

(14.8) ‘/W(w,y) dw:fW[g.)(u), ©" ()] (w) du;
: L 1

lewa strona jest tu bowiem réwna
b [
/W{m(t), ()} @' (t) dt =] Wpu(t), @' (uw(0))) ¢’ (ult)) ' (2)

(por. (14.7)), zaé ostatnia calka jest identyeczna z prawg strong
wzoru (14.8).

' Zauwazmy teraz, ze funkeja F(u):W(s.)(u),g‘.)’(u)) @ (1) jest elip-
tyczna, a wiec w mysl tw. 8.6 daje si¢ wyrazié w postaci sunLy

A+ IO =B+ 0P =)+ ..+ 00 LD )

-y
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gdzie stale maja to samo znaczenie co w tw. 8.6, Skorzystajmy
ze wzoru (14.8) i zastapmy calke po stronie lewej przez calke nie-
oznaczong. Otrzymamy réwnodé

[ W(ay) dv=0-+Au+ 100 [tu—p) an+ ot O[5  (u—p) du),
i

przy czym w calkach po stronie prawej nie uwidoezniamy krzywej
catkowania, gdyz zalezy ona od krzywej catkowania po stronie lewej.
Innymi stowy

W@,y do=0+dut 36108 ou—p)+ 300s(u—p)
— S0} plu—p)+ ..+ 0hp o P (u—p)1.
1

Ostatnia suma jest funkejg eliptyczna, a wiec ze wzgledu na
tw. 8.10 jest funkejg wymierng wazgledem Plu) i p'(u). Poza tym
L(w—p)={(w)+[E(w—p)—L(w)], pray czym réinica Lu—p,)—()
ma okresy w i o’ (por. wzér (6.6)), a wiec jest eliptyczna. Zatem

[W(2,y) do=0-+Au+4"t(u) + 30 logo(u—p)+Rlp(u), p'(w),
H

gdzie O,A,A',Oﬁf) 83 statymi, zag R(ga(u),p’(u)) jest funkejg wy-
mierng wzgledem p(w) i p'(w). Mozemy wiec wypowiedzieé twier-
dzenie nastepujace:

(14.9) Kazda calla eliptycena / W(x,y) du, gdzie y jest okreslone przez
wzdr (14.4), daje si¢, pray pomocy odpowiedniego podstawienia
=), y=p'(v), wyrazié jako suma funkcji wymiernej wzgledem
P(u) ¢ ©'(u), oraz wyrasenia liniowego wegledem u, {(u) i skosiczonej
liczby funkeyj logo(u—p,).

Calka eliptyczna oznaczona (14.2) zalezy nie tylko od kran-
cOW @, #, krzywej catkowania, lecz i od samej krzywej. Przy po-
mocy wzoru (14.8) mozna zbadaé te zaleznodé. Ograniczymy sie
dla prostoty do calki

o[t
Joy Vs —ge—yg,’
L L

zwanej calkq eliptyceng Weierstrassa pierwszego gatunku. Zamiana
zmiennych w=g(u), y=@'(u) {por. tw. 14.6) daje wzér

“du .
— = | du==1,— Uy,
JoY
L 1

gdzie uy 1w, oznaczajy poczatek i koniee krzywej 1.

(14.10)
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Niech @, i @, oznaczaja poczatek i koniec krzywej I, zad
Yo 19, wartodei funkeji y w punktach 2, 1 »,. Zatem:

(=) P (ug) =y, P’ (Uo)=4o, (b) P (uy)=w,, 5‘)’(u1):y1~

Zastapmy teraz I przez krzyws L, majaca ten sam poczatek
i ten sam koniec co L, i niech J oznacza wartogé rozwazanej calki

wzdhiz T, Zakladamy przy tym, iz catkujac wzdlaz I, wychodzimy

z tej samej wartosci y, funkeji y w punkcie ,.

Niech %, i %, oznaczaja poczatek i koniec krzywej T, odpowia-
dajacej krzywej I. Mozemy prayjaé, ze Wo=u, Jezeli ¥, oznacza
wartosé funkeji y w punkeie #z; po przedluzeniu wzdluz i, to albo
%=y, albo P,=—y,. W pierwszym przypadku z réwnodci (b)
oraz z analogicznych réwnosei p(u;)=m,, @'(%)=1y, otrzymujemy,
28 Uy =1+ mo-+nw’, gdzie m i n 83 liczbami calkowitymi (p. tw.
14.5). W drugim przypadku mamy %,=—u,+mo-+ne’. % réwnodei
J=u;—uy i fz%l—uo wynika wige, ze:

(14.11) Jezeli w calce (14.10) zastapimy kraywq L preez kraywe f,
majaceq ten sam poczatek zy 1 ten sam koniee co L, i jezeli w obu prey-
padkach nadamy funkeji y jedna  te samaq wartodé Yo W poczatlku krzy-
wej catkhowania, to nowa catka J 2wigrana bedeie 2 J jednym z dwu
WROPOW:

(14.12) f:J—}— mo-+nw’, ‘V:—J———2u0—i-mcu—}~nw’,

pray czym liczby o i o' majg iloraz nierzecywisty, spotezynniki
m i n sq catkowite, za$ p(u,)=m,. '

Pierwszy z wzoréw (14.12) zachodzi w praypadiu, gdy fun-
keja y prayjmuge na krasicach kreywyeh L i T te same wartosei, & drugi,
gdy te wartosei résmiq sie znakiem.

OczywiScie m i n mogg byé dowolnymi liczbami calkowitymi.
Np. dla zrealizowania pierwszego ze wzoréw (14.12) wystarezy
wybraé dwie dowolne krzywe catkowania 1 i lm, majgce wspolny
poczatek wuy, za$§ konce rézniace sie o me4no’, a jako L i I

przyjaé odpowiednio krzywe otrzymane z 17 przez przeksztalcenie
o=p{u).
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Jezeli x, jest liczby skotiezong, zag kolo K=K(xo;R) nie zawiers zadnego
z pierwiastkow ey, eg, e, prawej strony réwnania (14.4), przy czym g§-27g§#0,
to funkeja i
¢

“du

(&)= | =

(€3] 7

Xo

gdzie y2=4dud—g,x—g,, Eecl, a calkujemy wzdhuz odeinka [,,£], jest holo-
morticzna w kole K. Funkeja ta przediuza sig wzdluz kazdej krzywej, nie
przechodzgee] przez zaden z punkiéw ey, ey, ,,00. Latwo widzieé, ze wszystkie war-

tosel, jakie funkeja F przyjmuje w punkeie £, sg dane przez calki postaci dz

L(x,E
gdzie L(zo,§) jest dowolny krzywa regularng o poczatku w punkeie z, i o( 10{0)1’1011
w punkeie & nie przechodzacq przez punkty ey,e,,¢;. Funkeje analityczng F(z),
ktéry w ten sposdh otrzymujemy, nazywamy réwniez calkq eliptyczng Weier-
slrassa pierwszego gatunku. Jezeli J jest jedna z wartobei funkeji F w punkeie =,
to wezystkie jej wartodei sy dane przez wzory (14.12). Zatem F(x) jest funkejg
nieskonezenie-wartodciows, majaes co najwyzej punkty krytyczne e,,e,,¢,, co.

Rozwijajae funkeje 1/y w otoczeniu punktéw ¢, na szereg Laurenta wzgledem
(w-»—ai)é, sprawdzamy latwo, ze punkty te s punktami krytycznymi algebraicz-
nymi funkeji F(z), o rzedzie rozgalezienia 1. To samo, w sposéh analogiczny,
gtwierdzamy dla punktu oo,

Stosujae odpowiednie podstawienie z=p(u), y=p'(u) dla rekK, widzimy
bez trudunoei, ze funkeja F(z) jest odwrdceniem (por. Rozdz. VI, § 5) funkeji
Pl -+ug), gdeie wy jest pewng stalg.

W ten sposéb, wychodzac z catek eliptycznych, dochodzimy w spos6b
naturalny do funkeyj eliptyeznych. Na tej whasnie drodze Abel i Jacobi Wwprowa-
dzili po raz pierwszy funkeje eliptyczne. Rozwinieta w §§ 3-10 niniejszego rozdziatu
teoria funkeyj eliptycznych, oparta na pojeeiu dwuokresowosoi, jest historyeznie
pézniejsza i zawdzigezamy ja gléwnie Liouvilleowi oraz Weierstrassowi.

CWICZENIA. 1, Niech LiT oznaczajy dwie krzywe o poczatku =z, i kofeu z,,
nie przechodzace przez punkt co ani przez zaden z pierwiastkéw e, e, ...,en wielo-
mianu P(x) stopnia n. Jezeli funkeja analityezna y, okredlona praez wzdr y2=P(x),
przyjmuje w punkeie 2, wartosé y,, zad w Runkcie x;, po przedluzeniu wzdiuz
krzywyeh L i I, odpowiednio wartogei ¥ 1 ¥, to warunkiem koniecznym i wy-
starczajacym na to, by y1=?jl, jest by liczba

n

Zindcei, gdzie 0=L+(—f),
=1

byla parzysta.
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2. Jezeli P(x) jest wielomianem czwartego stopnia o pierwiastkach jedno-
krotnych, za$ koto K=XK(w,;E) nie zawiera pierwiastkéw wielomianu P, to
funkeja

&
dy
F(E)= | —>
(é) y
Xo
gdzie y?=P(x), a catkujemy wzdluz odeinka [, §], jest holomorficzna w kole K.
Funkeja ta przediuia sie wzdluz kazdej krzywej nie przechodzacej przez zaden
z pierwiastkéw wielomianu P. Udowodnié, ze, przy odpowiednim doborze
okreséw o, o', funkeja I jest odwréceniem funkeji

ap(utuy; o, 0')+b
cp(Utug; 0, 0)+d’

gdzie a,b, ¢, d, u, sa pewnymi statymi.
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